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FORMES REELLES DES ESPACES
PREHOMOGENES IRREDUCTIBLES
DE TYPE PARABOLIQUE

par Hubert RUBENTHALER

1. Introduction,

Soit G un groupe algébrique connexe défini sur C, que nous
supposerons ici toujours réductif et soit p une représentation de
G dans un espace vectoriel V de dimension finie sur C. Le triplet
(G, p,V) est appelé espace préhomogene s’il existe dans V une
G-orbite (notée $2) qui est ouverte pour la topologie de Zariski.
S’il n’y a pas d’ambiguité concernant la représentation, nous utiliserons
la notation (G,V) pour les espaces préhomogénes. Il est facile
de voir que la notion d’espace préhomogéne est en fait essen-
tiellement infinitésimale : (G,p,V) est préhomogéne si et
seulement si il existe v, €V telle que I'application

X

dp(X) v,

a \"%

est surjective ( g désignant l’algébre de Lie de G et dp désignant
la représentation dérivée de p). Le complémentaire de §2 dans V,
noté S, est appelé lieu singulier de I’espace préhomogéne.

La théorie des espaces préhomogénes a été fondée par
M. Sato. Son premier article a ce sujet (en japonais, rédigé par
T. Shintani) date de 1970. Une classification de ces objets a été
obtenue par Sato et Kimura en 1977 ([11]). Nous renvoyons
également a cette derniére référence pour tout ce qui concerne
la théorie générale de ces espaces. Les espaces préhomogénes

Mots-clés : Espaces préhomogénes — Formes réelles — Sous-algebres paraboliques —
Diagrammes de Satake..



2 H. RUBENTHALER

particuliérement intéressants sont ceux dont le lieu singulier S
est une hypersurface irréductible. Le polynome irréductible P
associé a S est alors un invariant relatif de la représentation et
tout invariant relatif est une puissance de P. Un espace préhomogene
dont le lieu singulier est une hypersurface est dit régulier. Si
I’espace préhomogéne est régulier, une condition suffisante (mais
non nécessaire) pour que S soit irréductible, est que la repré-
sentation associée soit irréductible (dans cette derniére situation
on dira que l’espace préhomogene est irréductible). Les espaces
préhomogénes réguliers irréductibles fournissent ainsi une premiére
famille (nombreuse...) d’espaces dont le lieu singulier est une
hypersurface irréductible.

Supposons que cette derniére condition soit remplie et qu’en
outre G, p et V soient définis sur R. Soient Gy le groupe
des points réels de G, G% la composante connexe de 1 dans
Gg, Vg les points réels de V et Sg les points réels de S.
Dans cette situation Vg —Sp se décompose en un nombre fini
de GoR-orbites V,,V,,..., V.. Pour ¢ appartenant a S(Vg)
(espace de Schwartz de V) et s appartenant a C on appelle
fonction zéta une expression du type :

Zip.9)= [ 0(x) PG d*x
j
ol d*x=|P(x)"™¥ dx est la mesure Gg-invariante sur V;
(n=dimV, d=degré P). Cette intégrale converge évidemment
pour Re(s) assez grand. Désignons par Z(yp,s) le vecteur colonne
des Zi(¢,s). Sato et Shintani ([12], [13], [14]) démontrent alors
que Z(yp,s) se prolonge en une fonction de s méromorphe sur C,

vérifiant I’équation fonctionnelle remarquable suivante :

Z(p,s)=v(s)Z(p,nld—s),

ou ¢ désigne la transformée de Fourier de ¢ et ol vy(s) est une
matrice de fonctions méromorphes dépendant de la forme réelle
choisie, dont la détermination est un des problémes majeurs de la
théorie.

Ceci justifie P'intérét porté aux formes réelles des espaces
préhomogénes. Le but du présent article, dont les résultats ont été
annoncés dans [7], est de fournir la classification compléte des
formes réelles des espaces préhomogenes irréductibles de type
parabolique que nous allons définir & présent.
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2. Espaces préhomogénes de type parabolique.

Soient g une algébre de Lie semi-simple complexe, [ une
sous-algébre de Cartan de g, R le systéme de racines de la paire
(g,.h), ¥ une base de R fixée une fois pour toute et 6 une
partie de ¢ .

On désigne par b, l'orthogonal de 6 :
he = {X€E€Y,a(X)=0,Vach}.

Dans Y, on distingue I’élément H® défini par les équations
alH)=0si a€0 etal®)=2si a€EyY—9.

Pour p €Z, on pose:
d,(0) = {X€gq,[H ,X]=2pX}.

On vérifie trivialement que [d,-(B),di(G)]CdH,. (8), on a
donc obtenu une Z-graduation. L’espace d,(8), que nous noterons
désormais R, , est une sous-algébre réductive de g, qui opére
par l’action adjointe dans chacun des d,(0). Nous noterons L,
le sous-groupe connexe du groupe adjoint G de g correspondant
a &, . La représentation précédente de £, dans chacun des d,(8)
provient évidemment d’une représentation de L, dans les d,(8).
Ces représentations sont notées (£, , d,(0)) et (L, , dy(8)).

On sait (Vinberg) que ces représentations sont préhomogénes.
Les espaces préhomogénes (%, ,d,(8)) sont dits de type parabolique
(81, [9D.

Posons :

ng = X d,(0).ny = X d,0).
p>1 p<—1

Alors p, = %, + n§ est la sous-algébre parabolique standard associée
a 6, son radical nilpotent est n; . L’algebre &£, est une sous-
algebre de Lévi de p, .

La représentation (&, ,d,(8)) est irréductible si- et seulement
si la sous-algebre p, est maximale, c’est-a-dire si et seulement
si Card(y —0)=1 (ce résultat est classique, voir par exemple

[9D.
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A chaque espace préhomogéne de type parabolique on associe
un diagramme de Dynkin a poids qui le détermine complétement ;
on l'obtient a partir du diagramme de Dynkin de g en entourant
d’un cercle les sommets qui correspondent aux racines de ¢ —§6.
Ainsi, le diagramme obtenu en enlevant les sommets encerclés et
les arétes reliées a ces sommets est le diagramme de Dynkin de la
partie semi-simple %5 de ¢, .

Le probléme suivant est alors de déterminer, sous I’hypothése
Card (Y —0) = 1, quels sont les espaces préhomogenes (£, ,d, (0))
qui sont réguliers. Ce probléme a été résolu par l'auteur ([8], [9])
en faisant le lien avec la théorie des si,-triplets. La comparaison
de la classification obtenue et de la classification de Sato-Kimura
montre que ‘‘presque tous’ les espaces préhomogénes réguliers
irréductibles sont de type parabolique (les diagrammes de Dynkin
correspondant a cette derniére classification constituent les tétes
de rubrique de la table figurant a la fin de I’article).

L’intérét de cette construction provient du fait que I’algébre
2, et l'espace d,(6) des représentations considérées sont plongés
dans I’algebre semi-simple ¢, ce qui permet par exemple, dans
certains cas, d’interpréter la fonction zéta comme une intégrale
d’entrelacement ou d’obtenir des décompositions orbitales précises
([8D.

Les résultats prouvés dans cet article permettent de classifier
les formes réelles des espaces préhomogénes irréductibles de type
parabolique : ces formes réelles sont en bijection avec les diagrammes
de Satake de l’algébre ambiante g qui vérifient une condition de
compatibilité avec le diagramme de Dynkin de I’espace préhomogéne
(voir la remarque 5.5. ci-dessous et la table a la fin de larticle).

3. Résultats préliminaires.

Sauf précision contraire, les parties 6 intervenant dans les
paragraphes 3 et 4 sont arbitraires.

3.1. Formes réelles de représentations.

Nous appellerons forme réelle de (2, ,d,(6)) la donnée d’une
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forme réelle €, de I'algébre 2, et d’une forme réelle d,(f)g de
d,(0) telle que [QBR ,d(0)g1Cd,(0)g (la définition restant
évidemment la méme pour toute représentation de dimension finie
d’une algébre réductive).

La question qui se pose alors est de savoir si I’“environnement
naturel” que constitue ¢ pour (% ,d,(6)) subsiste pour
(Qon ,d,(0)g), c’est-a-dire notamment s’il existe une forme réelle
gr de g dans laquelle % _ et d,(8)g sont respectivement les
espaces d’indice 0 et 1 d’une Z-graduation.

Nous verrons ci-dessous que ce genre de résultat n’est pas vrai
en général pour un espace préhomogéne parabolique quelconque,
mais qu’on obtient effectivement de tels résultats lorsque I’espace
préhomogeéne est irréductible et régulier.

Le probléme que nous posons est donc différent du probléme
de la classification des formes réelles d’une représentation donnée
d’une algebre semi-simple, probléme qui a été résolu par E. Cartan
([4]) et dont on pourra avoir un exposé en langage plus actuel dans
un article d’Iwahori ([6]). Ces résultats dont nous aurons besoin
de maniére ponctuelle un peu plus loin se trouvent également
exposés sans démonstration, mais de maniére éclairante dans un
Lecture Note de Tits ([15]). Nous allons les rappeler briévement,
sans démonstration.

Soit (g, A, V) une représentation de dimension finie d’une
algebre de Lie semi-simple complexe g¢. Soit ggz une forme
réelle de g, considérons la représentation (gg ,A,V) obtenue
par restriction de A & gg. Pour une telle représentation, il
conviendra de distinguer la notion de C-irréductibilité (pas de
C-sous-espace invariant non trivial) de la notion de R-irréductibilité
(pas de R-sous-espace invariant non trivial). Il est facile de voir que

(g, A, V) estirréductible « (gg , A, V) est C-irréductible.
Supposons a présent (g, A,V) irréductible. Dans ce cas

(gg » A, V) est R-réductible « il existe une forme réelle
Vg de V stable par gg.

En effet, si (gg ,A,V) est R-réductible, il existe un
sous-espace vectoriel réel E de V qui est invariant par gg, donc
E + iE et ENJE sont invariants par g. Comme V est irréductible,
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ona ENGE)= {0} et E+iE=V. Donc E est une forme réelle.
La réciproque est évidente.

Soit V(*) e dual anti-linéaire de V, c’est-d-dire I’ensemble
des applications f de V dans C telles que

flax +By)=af(x)+Bf(y)(@,BEC;x,yEV).

On munit V") d’une structure d’espace vectoriel sur C par les
opérations

(fy +H)) X)) =f,(x) + f,(x).(af) (x) =a. f(x) = f(ax)
(f, . /,€V®)  x€V,ac0).

Notons V  lespace vectoriel dual de v Alors  tout
élément x de V détermine un unique élément X de V par
X(f)=f(x)(fe€V)) et x— X est une bijection anti-
lindaire de V sur V. Si A est un endomorphisme de V
on pose A.Xx=A.x, dans ce cas A est un endomorphisme
de V et A — A est une bijection anti-linéaire de g ®2(V)

sur g 2(V).

La donnée de (g,A,V) et de gg permet de construire une
représentation (g, A, V) définie par

AX+iY)=AX)+iAY) (X,YEgR).

Soit (g, 0, U) une autre représentation et supposons que (g, ALY
et (g,o0,U) soient équivalentes (on écrira o ~A). Il existe donc
un isomorphisme ¢:V — U tel que po A(X)=0(X)oy pour
tout X de g. Soit f la bijection antilinéaire de V sur U obtenue
en posant f(x)=go(_§). On voit alors que foA(X)=0(X)o f
pour tout X€E€gg. En fait A~o0 si et seulement s’il existe
une bijection anti-linéaire f de V dans U telle que
foAX)=0X)o f(VXEgR).

On dit que A est auto-conjuguée si A~A. D’aprés ce
qui précéde, cela se produit si et seulement s’il existe une bijection
anti-linéaire J de V dans V telle que JoAX)=AX)o]J.
Dans ce cas J? est un automorphisme linéaire qui commute a A.
Puisque la représentation (G, A,V) était irréductible, le lemme
de Schur implique que J? =c.Id, (c€C*). En fait, on montre
sans difficultés que le nombre c¢ est réel, et que son signe
ne dépend pas de la bijection anti-linéaire J commutant a A
choisie.
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Ce signe (1) est appelé lindex de la représentation
irréductible auto-conjuguée A et noté e(A). On a alors le
résultat suivant.

ProrositioN 3.1.1 ([6]), Lemme 4). —Soit (g,A,V) une
représentation irréductible de g et soit gg une forme réelle
de g. Alors

(@r » A, V) est R-réductible <+ A est auto-conjuguée et d’index 1.

Soit gg = f+ p une décomposition de Cartan de gg . Soit ap
une algebre abélienne maximale contenue dans p et soit hHg une
sous-algébre abélienne maximale de ggr contenant ap. Soit ) la
complexifiée de bhg . Alors b est une sous-algébre de Cartan de g.
Soit R [P’ensemble des racines de (g,h) et soit p ’opération
de restriction des formes linéaires sur § d& ayp. Soit
R, = {a€R,p(@) = 0}. On sait que p(R—R,) =S =1ensemble
des racines de (gg ,ap).

Soit Y une base adaptée d ay, c’est-d-dire telle que
1)y, =¢ NR, estunebasede R,
2)p(Y —yY,o) =m estune basede S.

Une telle base existe.

Le diagramme de Satake associ€ & (gg ,ap) est construit d partir
du graphe de Dynkin de ¢ de la maniére suivante :

—les sommets correspondant aux racines de Y, sont tracés
en noir (de ce fait, les racines de , seront appelées racines
noires),

—les sommets correspondant aux racines de Y —y, sont
tracés en blanc (de ce fait, les racines de Y —y, seront appelées
racines blanches),

—on joint par une double fléche #~ X\ les sommets blancs
correspondant a des racines dont les restrictions a4 a) coincident.

Pour tout ce qui concerne les diagrammes de Satake, nous
renvoyons le lecteur a I’article d’Araki [1] ou au livre de Warner
[16].

Soit alors w, [I’élément du groupe de Weyl W, de R, tel
que woy, =~ Y, et soient o« ,a,,...,q, les racines de .
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Nous définissons une permutation (d’ordre 2) de {1,2,...n}
de la maniére suivante :
—si o; est noire, ¢(i) est définie par o, = —wq 0y,

—si o; est blanche et si aucune fléeche du diagramme de
Satake n’aboutit 4 «;, alors @(i) =1,

—si o; est blanche et est reliée a o, par une fléche, alors
p()=7j.

THEOREME 3.1.2. —Pour i€[1,2,...,n] soit w; le
poids fondamental correspondant @ o; et soit A, la représentation
irréductible de g de poids dominant w =X m;w;. Alors
A, est auto-conjuguée (par rapport a gg) si et seulement si pour tout
i on a m;=m,; et dans ce cas, on a e(Aw)=(—1)"’(A°-’)

ou y(A,)= X m; .

{i,e;€yo}
Le théoréme ci-dessus est bien connu. On peut le déduire du
théoréme 2 de [6] et du lemme 2.1.2 (p. 68) de [10].

3.2. Sous-algébres paraboliques des algeébres de Lie semi-simples réelles.

Rappelons les notations. g est une algébre de Lie semi-simple
complexe, gr est une forme réelle de g, gg = f+p .est une
décomposition de Cartan de gg , ap une algébre abélienne maximale
contenue dans p , bhr une sous-algebre abélienne maximale de
gr contenant ay . On a alors : hg =ag+ ap o ag =hg NE.
Soit § la complexifiée de YHg, c’est une sous-algebre de Cartan
de g. Soit R le systéeme de racines de (g, ) et soit p I'opéra-
tion de restriction des formes linéaires sur §h 4 a - Soit
R, ={a€R, p(a) =0}. On sait que p(R—R,)=S est
Iensemble des racines de (gg ,ap). On choisit une base
de R adaptée a ap et on pose Yo=Y NR,, m=p(Y—Y,).
L’ensemble 7 est alors une base de S.

Si m désigne le centralisateur de ayp dans f, on sait
que

gR=mda,d 2 gk
AES

ol gk désigne les espaces radiciels réels usuels :
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¢k = (XE€gr.[a,XI=\(a) X, VaEap}.
On sait également que R, est le systtme de racines de la paire
(m® ,ag), le symbole C en exposant signifiant que 1’on
complexifie les espaces.
Soit E une partie de 7 etsoit ag = {HE ay, A(H) = 0,vAEE}.
Soit Z(ag) le centralisateur de ay dans gg . Ona

Z(ag)=ap+m+ AE.S_:‘E)g’;

ou (E) désigne I’ensemble des éléments de S qui sont combinaison
linéaire d’éléments de E. Soit S* I’ensemble des éléments positifs
de S (parrapporta m) etsoit (E)* =S* N(E). On pose :

» gk

HE = i
rest—Eyt

Alors by = Z(ag) + ng est une sous-algeébre parabolique (standard)
de gg .

Soit 0 = Yo U (p~ "(E) N ). Il est facile de voir que

a€(0g? ¢ p(@)=0 ou p(a) ECE). *)
LEMME 3.2.1. — Soit bg la complexifiée de bg. On a
bg = 'pGE .
Démonstration. —On a by =ap+ m+ > aR + » ok,
donc AE(E) rest—(Eyt

b =af +mC+ X @h+igh)+t X (gh +igh).
AE(E) rest— gyt

or m®=a%+ X ¢*, donc

s
aERy

c A ,
bE=9+ % ¢+ X (grtigh)t X (sh+igh).
aERy AE(E) rest—Eyt

La relation (*) ci-dessus implique que

2 o+ X Ghtigh)= X g
@ER, AE(E) @€ E)
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Ainsi

b+ X g%+ X (gk +igh) =%,
aERy AE(E)

Du fait que ¢ est une base adaptée a ay on déduit que :

a€RY ()" @ p(a)EST —(E) .
D’ou
+C _ ¥ AL AN D a_ +
ng = (gg tigr)= ~ g =ngg -
. rest—mt R aeR T —op* °E
Donc

Cc _ —
bE - QGE +n;E '—pBE . o

Pour toute partie 6 C { on-définit 'ensemble £2,(0) de racines de la

maniére suivante : £,(0) = {a€ER,a= Y m,Yy+tB,BEY—0}.
YEO
Autrement dit, ’ensemble £2,(0) est défini par I’égalité

d, @)= X g°.

aEN | (6)

De méme pour toute partic ECaw on définit I'ensemble w,(E)
de racines restreintes de la maniére suivante :

w, (E)= 3>\es,>\= Y m,y+B,BET—E

y€EE
et on pose
d,(B)= X gh-
A€Ew | (E)
LEMME 3.2.2. —
p~ "(w,(E)=8,(0g) .
Démonstration. — Cette égalité découle immédiatement du fait

que a€(0g) si et seulement si a € Ry, U(E) et du fait que p
est une surjectionde Y —@g sur # —E. o
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Le corollaire suivant est alors immédiat.

COROLLAIRE 3.2.3. —d,(E)® =d,(E)-+id, (E) =d,(0:).

4. Construction et caractérisation de certaines formes réelles
des espaces préhomogénes de type parabolique.

Commencgons par donner une définition.

DEFINITION ~ 4.1. — Deux  formes réelles (%, ,d,(0)r) et
(szgR ,d,(0)) de (% ,d,(0)) sont dites équivalentes s'il existe
gE€ Ly telque

9~Q91R =Q3R et g.d,(0)f =d,(0) .

L’objet de ce paragraphe est de mettre en évidence certaines
classes d’équivalence remarquables de telles formes réelles.

Soit gg une forme réelle de g. Soit gg =¥+ p une
décomposition de Cartan et soit ap une algébre abélienne maximale
contenue dans p. On sait alors que dans ce cas ap est une sous-
algébre abélienne déployée maximale de ¢ . L’adjectif déployé
signifiant que pour tout a € ap I'endomorphisme ad a est diagona-
lisable sur gg . On sait que toute sous-algeébre abélienne déployée maxi-
male a est obtenue par ce procédé. De plus,si g =, + p, =¢t, + p,
sont deux décompositions de Cartan telles que a soit abélienne
maximale a la fois dans p, et dans p,, alors ces deux décompositions
de Cartan sont conjuguées par un élément de la forme exp (ad X),
X appartenant a a.

DEFINITION 4.2. — Soient comme précédemment g une algébre de
Lie semi-simple complexe, Y une sous-algebre de Cartan et Y
une base du systéme de racines de (g, ).

Soient également gr une forme réelle de g et a une sous-
algebre abélienne déployée maximale de gpg .

Nous dirons que la paire (gg ,a) est adaptéed (b, ) si
—(ag Nh) = bhg est une forme réelle de b contenant a

— { estadaptéea a.
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Il est clair que toute paire (gg ,a) ou a est abélienne déployée
maximale dans gg est conjuguée par un élément de G a une paire
adaptée a (ph, y).

THEOREME 4.3 (Les notations non précisées sont définies dans le

paragraphe 2). — On se fixe les objets usuels g, ),y ainsi qu'une
partie 0 de Y. Soit (gg ,a) une paire adaptée a (4, y) telle que
a) Y, CHo

b)o=p"1p(6)N Y.

Soit E=p(0 —Y,). Dans ce cas 6y =0 et (Z(ag),d,(E)) est
une forme réelle de (%, ,d,(0)).

De plus, les formes rélles (Qﬂn ,d(0)g) de (% ,d,(0)) qui sont
équivalentes aux formes réelles ainsi construites sont exactement
celles pour lesquelles la restriction de la forme de Killing B de g
d R5p estréelle.

Démonstration. — Par définition
0 = YoU(™ ' p(8 —yo) N Y)
=YU ' p@)NY—p " oY) NY)
=YoU(@ —y,) (on utilise a))
=0.

Le fait que Z(ag) soit une forme réelle de ¢, est alors contenu
dans la démonstration du lemme 3.2.1 et le corollaire 3.2.3. dit que
d,(E) est une forme réelle de d,(6). Pour montrer que
(Z(ag) ,d,(E)) est une forme réelle de (£, ,d,(8)), il suffit donc de
montrer que d,(E) est stable par I’action adjointe de Z(ag). Rappe-
lons que d;(E)= ), gk et que Z(ag)=ap+m+ Y ok

AEw 1 (E) AE(E)

Soit HE ay+ m et soient NEw,(E),XEgh et a€ap. Alors
l[a,[H.X]] = [la,H],X] + [H,[a, X]] = [H,[a,X]]=A(a) [H,X], ce
qui montre que g’;‘, (donc a posteriori d,(E)) est stable par
a+m. Soit d’autre part YE€gg avec wupE(E). Alors
[Y,X]egé‘“‘ et si A+ u est une racine restreinte, c’est-a-dire
si gp™#{0}, on a A+uE€w,(E). Ainsi [Y,X] appartient
a d,(E) et nous avons bien constaté que d,(E) est stable par
Z(ag). De plus, il est évident que la restriction de B a Z(ag)
est réelle.
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Inversement, soit (SZ(,R ,d,(0)g) wune forme réelle de
(% ,d,(8)). Posons d_,(0)g={YEd_,(0),B(Y,X)ER pour tout
Xed,(0)g}. La restriction de B a d_ (0)xd,(0) étant non
dégénérée, d_,(0)g est une forme réelle de d_,(6). De plus,
I’invariance de la forme de Killing montre immédiatement que
d_;(8)g est stable par @, autrement dit (%, ,d_,(6)r)
est une forme réelle de (%, ,d_,(0)).

Une premiére étape dans la démonstration de la partie réciproque
du théoréme est constituée du lemme suivant :

LEMME 4.4. — On suppose que la restriction de B a %, est
réelle. Dans ce cas, la sous-algébre réelle ggr engendrée par
d_,(0)r , %y et d,(0)g est une forme réelle de g.

Démonstration du lemme. — Commencons par démontrer
que [d_,(0)g ,d,(0)g] est inclus dans QGR . Soient
YEd_,(0)g . XEd,(0)g, H EQeR)- Le nombre

B(H,[X,Y])=B(H,X],Y)

est réel d’aprés la définition de d_,(0)g . Ecrivons [Y,X]=H, +iH,
avec H; GQOR (i=1,2). Nousvenons de voir que

B(H,H,)+iB(H, H,)

appartient a R quel que soit HEQGR . Puisque B(H,H,)€R on
a B(H,H,)=0 pourtout HE QaR .
On en déduit que H, =0, doncque [X,Y]€ SZBR .

Pour p € N* on définit par récurrence les espaces dp (0)gr en posant

dy . (0 =[d,(0)n ,d,(O)g].

De méme on pose

d_,_(0)r =1d_,(0)n .d_,(O)r].

Nous allons démontrer, par récurrence sur p, l’assertion suivante
qui établira le lemme.
Vp € N*

1) L’espace d,(0)g (respectivement d_,(8)g) est une forme
réelle de d,(0) (respectivement d_,(0)).
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2) La restrictionde B a d_,(0)g xd,(8)g est réelle.

3) Quels que soient les entiers i et j appartenant a [—p, p]
telsque i+ 7€ [—p,p] ona [di(0)g ,d;(0)g] Cd;1;(0)g -

Nous venons de voir que cette assertion était vraie pour p = 1.
Supposons-la vraie pour p et démontrons-la pour p + 1. 1l est
facile de voir que

ld,(6).d,(0))=d,,,(0)
et que
[d_,(6).d.,(®)]=d_,_1(0).

Soit alors e’ ,e},...,ep,, une base de d(0)g (i=2%1,%p).
Les éléments le} ,e?] (respectivement le, ! ,e; Pl qui
engendrent  d,,,(0)g  (respectivement d_, ,(8)g) sur R
engendrent sur C lespace d,,,(f) (respectivement d_,_,(6)).

Cela implique que dp+l(0)R contient une forme réelle de
d,,(0), la méme chose étant vraie pour d_,_,(8)g par rapport
ad_, (0.

Ona:
Bile, ' ,e;?1, (e ,el])

=—B(e;”,[le; ', ¢!, D) —Ble;? ,[e} ,lef !, e2l]).

D’aprés I’hypothése de récurrence, on a [e;",ej’]EQoR et
le; ' ,ef1€d, ,(0)r, donc [le; " ,¢/],ef1€d,(0)g et
lej le; ! eb11€d,(0)n -

D’aprés I'hypothése de récurrence d_,(0)g et d,(f)g sont
en dualité réelle par rapport a la forme de Killing. On en déduit
que B(le; ' ,e; 71, [e,-l ,e&¢DER.

On est donc dans la situation d’un espace vectoriel complexe
V et d’un sous-espace vectoriel réel W CV, contenant une forme
réelle de V, tels qu’il existe une base de V* (le dual complexe
de V) dont les éléments sont réels sur W. On en déduit que
W est une forme réelle de V. Dans notre contexte, cela
signifie que d,,,(0)g (respectivement d_ p—1(@)g) est une
forme réelle de d,,,(0) (respectivement d_,_,(8)) et que la
restrictionde B a d_,_1(0)g xd,,,(0)g estréelle.
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I ne nous reste donc plus qu’a démontrer I’assertion 3)
pour p+ 1. Pour cela, nous allons démontrer par récurrence sur
JE[O,p+1] que si itj€[—p—-1,p+1] avec i€[—p—1,p+1],
alors [d;(0)g ,d;(0)g] Cd;,;(0)g (*). Ceci est évidlemment vérifié
pour j=0.

Supposons donc que [I’assertion(*) ci-dessus soit vérifiée pour
J€I10,j,], io€[1,p +1]. Onaalors

[di(0)g »djy+1(0)r]=[di(O)g , [d; (6)r ,d,(0)r]]
= [[dy(0)g . d; (O)r].d,(0)g] + [d; (O)r , [di(0)r ,d,(0)r]]
C[dy4;,(0)n » d,®)r ]+ [d)yO)n » dr 41 (O)n ]
Cditjg+10)m -

Ceci démontre [I’assertion(*). L’assertion symétrique relative
aux indices jE€[—p—1,0] se démontre de maniére analogue.
On a ainsi I’assertion 3) pour p + 1, donc le lemme 4.4.

Il est bien connu que si &, est une forme réelle de &
alors le centre bhyp de £, est une forme réelle du centre b,
de &, et que la partie semi-simple Qlﬂn de %, est une forme
réelle de la partie semi-simple R, de %, .

Nous notons, §H(0) la sous-algébre de Cartan de SZ(; engendrée
par les vecteurs H, (¢ €6). Soit Q;R = t% + p° une décomposition
de Cartan de &, g - Soit a,, une algébre abélienne maximale contenue
dans p? et soit a (8) une sous-algébre abélienne maximale de Q;R
- contenant ay,. Alors a(8) =ag +ay ol ap =a(@) N et
on sait que a (0) est une sous-algébre de Cartan de Q;R .

Quitte a conjuguer par un élément de Ly =(L, ,L,), on
peut supposer que a(0) est une forme réelle de Y () et que 0
est adaptée a g - |

On sait également que a est une sous-algébre abélienne
déployée maximale de SZ,',R . En fait aye et abélienne déployée
sur gg et maximale dans Q;R pour cette propriété. Pour le
démontrer, il suffit de montrer qu’elle est déployée sur gg . Soit
aEapo ; les valeurs propres de ad @ sur gg  sont les mémes que
celles de ad a sur g, ce sont donc les valeurs que prennent les racines

de (g,h) sur a. Or ) ChH@@)g = 2 R.H, et toutes les racines
acEl
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sont réelles sur H(0)g . On en déduit facilement que ad(a) est
diagonalisable sur. gg , ainsi apg est bien déployée sur gg .

D’autre part, soit ay, la sous-algébre déployée sur gg
maximale de f)en- Commengons par montrer que a, +ap9 est
abélienne, déployée sur gg et maximale dans Qon pour ces
propriétés. Le fait d’étre déployée sur gg est évident. Il suffit
alors de montrer quun élément x, de !29“, qui commute
aa, + aye et qui est diagonalisable sur gg , appartient & a, + apg -
Ecrivons xo, =x; +x, avec x, €hy et x, EQ{,R. Puisque x,
est diagonalisable sur SZ(',R et que x, est nul sur Q,',R, on en
déduit que x, est diagonalisable sur Q;R. De plus x, centralise
g puisque 0=[xq,,a5 +a,]=1[x,,a.,]. Llalgébre L
étant abélienne déployée maximale dans %n , on en déduit
que x,€aq.,. Puisque ) est déployée sur gg et que
[xg ,x,]1=0, on en déduit que x, —x, =x, est diagonalisable
sur gg. Puisque a5 a été choisie maximale, I’élément x,
appartient 4 a,. Donc q, +“pe est bien déployée sur gg et
maximale dans Qea pour cette propriété.

En fait aq +ap0 est abélienne déployée maximale dans gg .
Si cela n’était pas le cas, il existerait X Egg —(ag +ape)’ qui
commute & a4 +ap‘9 et qui est diagonalisable sur gg . Ecrivons

X=2 x, x; €dy(0)g

iez
et commengons par remarquer que H? € ag : cela résultera
immédiatement du fait que H® € Dog -

Si H® =H, +iH, avec H;E b4, , ona pour

YEd,(0)g : [H® . Y]=2Y=[H,,Y]+i[H,,Y].

On en déduit que [H, ,Y]=0VYEd,(f)g, ce qui implique
que H, =0, donc H® Gf)eR . On a alors

0=[H’,X]= 2 2ix,,
i*0
C’est-d-dire que x; =0 lorsque i#0. Ainsi XEQGR , ce qui
est contraire au fait que a5 + aye est déployée maximale dans

B -
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On en déduit donc que g, +ap‘9 est déployée maximale
dans gg. Soit a=aq, + ape et soit R, I’ensemble des racines
de (g, ) nullessur a.

Il s’agit & présent de montrer que la paire (gg ,a) est
adaptée a (b,y). Pour cela, il ne reste plus qu’da montrer
que Y est adaptée a a. Puisque H(’an , on voit que
Ro C(6). Soit o la conjugaison par rapport a gr dans ¢
et posons a°(X)=a(0(X)) pour XEh,. D’aprés un résultat
bien connu ([16] pages 23-24), pour démontrer que ¢ est
adaptée a a, il suffit de démontrer que si a€R—R, alors
a>0 implique «° >0. On vient de voir que R, est exacte-
ment ’ensemble des racines de (@) qui sont nulles sur a,_, . Puisque
0 est adaptée a yg, ON a : a€(0)— Ry, a>0= o’ >0.
Supposons a présent que a € R* —(6)* | alors

o®(H?) = a(c(H%)) = a(H’) = a(H?) >0,

ce qui implique que «° > 0. Donc ¢ est adaptéea a.

Il faut également montrer que les conditions a) et b) du
théoréme sont remplies. Nous avons déja remarqué que la premiére
(Yo, € 0) Iétait. Démontrons la deuxiéme. Si 6 était différent
de p~!p@B)NyY il existerait a, €Y —60 et a,€E0 tel que
p(a)=p(a,). Or oz,(Ho)=2 et az(H9)=0 ce qui est
impossible si p(a;)=p(a,). Ainsi la condition b) est bien
vérifiée.

Enfin, il reste & démontrer que si E=p(0 —y,) on a bien
Z(ag) = g et d,(0)g =d,(E).

Puisque 0 est adaptée a Qg 5 E est une base des racines
de (52,',R ,apg). On en déduit que ap =a, et il est alors
évident que Z(ag) =!20R. Puisque d,(6)g est stable pour
a, on a d;(0)g= by gk Nd,(@)r . Supposons que

AES—E
gh Nd,(@)g # {0} et soit x un élément non nul de cet
espace. On a [H? ,x]=2x=A(H?).x donc A(H®) =2, cest-d-dire
que gk Cd,(0). Comme ggNd,(0)=d,(0)g, on a

ok Cd,()r . Ainsi d,(0)= 2  gh= X gk=d,(E).
{\A(HO)=2} AEw | (E)

Ceci termine la démonstration du théoréme. ]
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Remarque 4.5. — On peut se poser la question de savoir,
lorsqu’on se donne une forme réelle (Qeg ,d,(0)g) de (% ,d,(8))
et qu’on définit d_,(0)g comme ci-dessus, si la sous-algébre
réelle gg de g engendrée par d-,(0)g , QGR, d,(0)g est une
forme réelle de g (c’est-a-dire si I’hypothése concernant la forme
de Killing dans le lemme 4.4. peut étre supprimée). La réponse est
négative comme le montre ’exemple suivant.

Dans g =5%2(2n + 3) considérons la sous-algébre parabolique p,
définie par le diagramme suivant :

o, Upt1 Xyt Yn+2

C’est-d-dire que p, est I’ensemble des matrices de s2(2n + 3) de la
forme :

37,

n
{0%
|

///

\\\Q\\\\\\\\jk\\
SEENNNNNNNN \\N\\\;\\
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Ry est alors I'ensemble des matrices de s2(2n + 3) de la forme :

A 0 0 0 0
0 B 0 0 0
2A,B C,D E)=|0 0 C 0 0
0 0 0 D 0
0 0 0 0 E

et d,(0) I’ensemble des matrices de la forme :

0 X 0 0 0
0 0 LY 0 0
dX,Y,Z2, T)= |0 0 0 Z 0
0 0 0 0 T
0 0 0 0 0

L’ensemble des matrices 2(0,B,0,D,0) de 2, constitue la
partie semi-simple % de &, . L’ensemble Q{,R des matrices
20,B,0,D,0) avec ‘B=—-B et ‘D=—D est une forme
réelle de Q,. L’espace vectoriel réel beg engendré par les
vecteurs
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R ]
M; 0
L ]
[ ]
[ ]
..
Ky
H, = ” i=1,234
0
7,'.
[ )
[ ]
i
L €& |
avec
6n+ 8 2n+ 2 —2n—4
=—, =—,p, = =€, =—
L3 T T T i T E T
X, = _ _+_2n_+4 _ 2n+2 _—-6n—8
T R T T
2ni —R2n+6)i
T D T
2ni —Qn+6)i
M T T T e T s

est une forme réelle de p, .

De méme l’ensemble d,(0)g des matrices d(X,Y,Z,T) avec
Y =X et T="'Z estune forme réelle de d,(9).

En posant R, =bhep + %R , on vérifie facilement que
(%g ,d,(0)g) estune forme réelle de (% , d,(0)).

Montrons qu’on a toujours gg =>_‘;gn Nd,(@). Pour cela, il
suffit de montrer que si x = pr (x, €d,(0)) appartient a
gr alors chaque x, €gg. Soit ppo le plus petit entier tel que
dpo(e);é {0}. Pour jEN on pose g/ = Z dpy+x (). Nous

k<j
allons établir I'assertion précédente pour xEg’ par récur-
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rence sur j. Si x€g’= dpo(B) c’est évident. Supposons
que cela soit vrai pour j et soit xEggN gj+1 , alors
X=Xyt Xyt X, X Nous avons = déja

vu que dans cette situation HY appartient obligatoirement a
%9g - Ona

[He ’x]=2p0 xpo +2(p0 + ])xp0+1 + A
+ 2(p, +f)xp0+,- +2(py tjt l)xp0+j+1 Cgr-

On en déduit que

6 ; .
[H ,x]—(2p0+]+1)x=—2(]+1)xp0—...—-2xp0+j
appartient a g/nN gr - D’aprés T’hypothése de récurrence, les
éléments Xpo > >Xpg+j appartiennent a gg, donc Xpo+i+1

appartient a gg et lassertion est démontrée. Cela implique
que si gg est une forme réelle de g, d,(0)g = gg Nd,(0) est
une forme réelle de d,(6). Nous allons & présent montrer
que cela n’est pas le cas dans notre exemple. Un calcul simple
montre que

[d(X, 'X,Z,'Z),dX', X', 7', 'Z")]

o

o a=X."X'-X".'X,8="X.2"-'X'.2,v=2."2'-2'."Z.
On voit facilement que l’ensemble des matrices B ainsi obtenues
est ’ensemble de toutes les matrices complexes de type n x n .
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Ceci montre que gg Nd,(0) n’est pas une forme réelle de d,(6)
et donc que gg n’est pas une forme réelle.

On remarquera que dans cet exemple la restriction de la forme
de Killing a Q,;R est réelle, et que ce n’est pas le cas pour la
restriction a o .

5. Classification infinitésimale des formes réelles des espaces
préhomogeénes irréductibles réguliers de type parabolique.

Rappelons que la représentation (%, ,d,(6)) est irréductible
si et seulement si Card(y —6) = 1 (voir par exemple [9]).

PROPOSITION . 5.1, — On suppose que g est une algébre simple
et que Card(y —0)=1. Alors la restriction de la forme de
Killing a toute forme réelle Q;,R de R est réelle sauf pour la
forme pseudo-complexe de %, dans les deux cas suivants :

B3I o——@¢=- C3I .——@::l

Démonstration. — Soit  a, I'unique racine de ¢y —0 et
soient 0, (i=1,...,n avec n<3) les composantes connexes
de 6. Le graphe de Dynkin de % est le graphe de 6 vu comme
partie du graphe de et les parties connexes 6; correspondent
aux idéaux simples de &£, , que nous désignerons par %1' La
restriction de la forme de Killing B de g 4 £ est une forme
invariante sur %, . On sait que By, =2 ¢;B; ol B; estla
forme de Killing de Q",l et ou ¢;€C, Iécriture précédente
signifiant que B(Zx;,Zy)=2¢B;(x;,y;) avec Xx;,»,€%,.
Pour ce résultat bien connu, on pourra par exemple voir [2]
exercice 18 b.

Soit alors (x;,y;) un couple quelconque d’éléments de la
forme réelle déployée de %1 associée a la sous-algébre de Cartan

Y. C.H,.

aeei

Alors x; et y; appartiennent a une forme réelle déployée
de ¢, donc B(x;,y;)=c¢;Bi(x;,y;) est un élément de R.
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On en déduit que pour tout i, ¢; appartienta R.

i
Soit a présent Q;R une forme réelle quelconque d’éléments
de %, . Deux cas peuvent se présenter :

1" cas: La décomposition en idéaux simples de SZ(',R est la
suivante : %, =& . ou chaque & . est une forme réelle
de Q;i. Dans ce cas, il est évident d’aprés ce que 1’'on vient de
voir que la restriction de B a Q;R est réelle .

2¢me cas : Il existe un idéal simple J de Q;R dont la complexifiée
est de la forme Qéil $Q"9i2' On sait alors (voir par exemple [5]
Prop. 4.2.2. p. 165) que J est pseudo-complexe, c’est-a-dire
obtenue par restriction des scalaires dans une algébre de Lie
semi-simple complexe J(C), que J(C),!Z;,il et Q{,iz sont
isomorphes et qu’il existe un anti-automorphisme ¢ de Q{',i
sur Q,’,iz tel que J={X+0(X),XEL, } C%i, $Qéi2 . Dans
ce cas, si X+0(X) et Y+o(Y) sont des éléments de J, on a

BX+0(X),Y+a(Y)=c;, B, (X,Y)+¢, B, (6(X),a(Y))
=¢, B, X, V)+¢, B;, X, V).

On voit alors que cette derniére expression est réelle si et seulement
si ¢; =c¢y, -
La considération des graphes de Dynkin des algébres de Lie
simples montrent que les seules possibilités dans le deuxiéme

cas sont les suivantes :

A, L+ ——eo  ——0--------- ®--------- ——o—o—
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B, : — C,: —(<e

Les graphes de Dynkin précédents étant les seuls ayant la propriété
que si on enléve un sommet, il y ait au moins deux composantes
connexes du complémentaire de ce sommet qui sont isomorphes.

Dans les cas de A,,,,, de D, et de E, la considération

des automorphismes du graphe de Dynkin ([3] Planches I, IV, V)

montre qu’il existe un automorphisme de g échangeant Q(',i et
1

2. , ce quiimplique facilement que ¢, =c¢

iz ig -

Il reste 4 examiner les deux cas restants :

o,y 593 oy

a) B3 o——@:::n

L’algebre de Lie correspondant & B; est O(7,C) et on sait (voir
par exemple [11] pages 16-17) que O(7,C) est isomorphe a
I’ensemble des matrices de g (7, C) de la forme

avec'Y=—-Y 'Z=—-12
a;,b,e€C

—a, Z X

Une sous-algébre de Cartan § est donnée par les matrices diagonales

r

0
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et les racines simples sont o, =X, —A,, a, =N, —A,;, a; =N,
et 6 = {a, ,a;}. On en déduit que 0, est ’ensemble des matrices
de la forme

et on calcule alors facilement &, (le centralisateur de 0,), c’est
I’ensemble des matrices de la forme

- -
0| 0 0 «a|0 O —y
0 0
B
0 0
0 0 0 |8
LB, a,B,7)= ou BEgR(2,0C)
0 0
‘~B
0 O 0
- 0 O —ﬁJ

On vérifie alors que l’ensemble des matrices £(0,«,f,vy) est
isomorphe a s2(2, C) par I’application

LN
v2

1
55
Q(03a9ﬁs7) -
1
=7

1
N P
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Cela implique que I’ensemble des matrices de la forme

— lB‘ _1_ o
2 V72
L o, B, v) est une forme réelle pseudo-
1 1 -
vz 2 °F

complexe de 2, et un calcul élémentaire (la forme de Killing est a
une constante réelle prés la trace du produit de deux matrices)
montre que la restriction de la forme de Killing 4 cette forme réelle
n’est pas réelle.

@,
b) C,

% ay
L’algébre de Lie correspondant a C; est sp(3,C). Clest
I’ensemble des matrices de g2(6, C) de la forme
X Y
_, avec 'Y=Y 'Z=12Z.
Z X

Une sous-algébre de Cartan § est donnée par !’ensemble des
éléments diagonaux

et les racines simples sont o, =X, — A, , @, =X, —N;, a3 =27;.

Ici 6 = {a; ,a3}. On en déduit que b, est ’ensemble des matrices
de la forme
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dont le centralisateur £, est constitué des matrices de la forme

s b O |

2B, a,B,7) = 0 |« B B=g(2, C).
O -8 | 0
ljy 0 |-«

L’ensemble des matrices' de la forme (0, a«,f,v) est isomorphe
a s2(2, C) parl’application

a B
0,a,B,y) —
Y -

Cela implique que I'ensemble des matrices de la forme

« B

2( ,a,B,y) est une forme réelle de 8 et on
Yy —a

constate facilement que la restriction de la forme de Killing a

cette forme réelle n’est pas réelle. a

THEOREME 5.2. — Supposons g simple et Card(y —0)=1.
Alors toutes les formes réelles des représentations (%, ,d,(0))
proviennent des formes réelles de g par le processus du théoréme
4.3. a l'exception du cas ou %, est la forme réelle pseudo-complexe
de 8, dans la représentation associée au diagramme o—~=»
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Démonstration. — Vu le théoréme 4.3. et la proposition
précédente, il faut prouver :

1) qu’il n’y a pas de forme réelle (QaR ,d (0)g) de la repré-
sentation (£, ,d,(0)) ou QoR est la forme réelle pseudo-complexe
de &, dans le cas du diagramme exceptionnel (>

2) qu’il existe une forme réelle (Qon ,d_1(0)r) de (% ,d,(8))
ou QeR est la forme réelle pseudo-complexe de £, dans le cas
du diagramme exceptionnel o—(&=<e

Dans le premier cas, le diagramme de Satake de %R est

°:1/_\°&1 et le poids dominant de (% ,d_,(0)) est w, +2&,

(o w,, respectivement @, , est le poids fondamental correspon-
dant & «,, respectivement «,); on considére ici la représentation
(% ,d_,(8)) plutot que (% ,d,(0)) parce que son poids dominant
s’exprime plus simplement, mais cela ne change rien quant au
résultat). En appliquant le théoréme 3.1.2., on s’aper¢oit que cette
représentation n’est pas auto-conjuguée, ce qui donne le résultat
dans ce cas.

Dans le deuxiéme cas, le diagramme de Satake de %n est
le méme que le précédent, mais le poids dominant est w, + &,
et le théoréme 3.1.2. nous dit alors que la représentation corres-
pondante est auto-conjuguée et d’index 1, ce qui termine la
démonstration. o

Etant donné que I’espace préhomogéne associé au diagramme
—(@&== est régulier irréductible (il figure dans la classification
de [9]), le corollaire suivant est immédiat.

COROLLAIRE 5.3. — A l'exception de ['espace préhomogéne
associé au diagramme e—@== toutes les formes réelles
(Qan ,d,(0)g) des espaces préhomogénes irréductibles réguliers
de type parabolique proviennent de formes réelles de g par le
processus du théoréme 4.3.

Remarque 5.4. — On peut cependant remarquer que cet unique
espace préhomogéne exceptionnel est le méme que celui associé
au diagramme eo—(@)—e et que donc toutes ses formes réelles
sont obtenues a partir des formes réelles de s%(4, C) par le processus
du théoréeme 4.3.
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Remarque 5.5. — 11 est alors facile de donner la liste complete
des formes réelles des espaces préhomogeénes de type parabolique
réguliers irréductibles. En effet, d’aprés ce qui précéde, les formes
réelles de (%, ,d,(0)) sont classifiées, a une exception prés, par
les diagrammes de Satake correspondant aux différentes formes
réelles de g tels que 'unique racine de ¢y — @ soit blanche et non
reliée par une fléche a4 une autre racine (ces propriétés n’étant
que des transcriptions des conditions a) et b) du théoréme 4.3.).

Donnons un exemple :

Cherchons les formes réelles de I’espace préhomogéne dont le

diagramme est

Les différentes formes réelles de E, sont données par les diagrammes
de Satake suivant :

ooIooo
oofl‘e—o—o

ey

Les formes réelles cherchées sont donc classifiées par les diagrammes
suivants :

oota—o—@
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La table ci-dessous dresse la liste compléte de ces formes réelles.
Dans la premiére colonne, on trouvera le diagramme de Satake de
gr et sa désignation, la racine entourée d’un cercle (toujours
blanche comme on vient de le voir) étant 'unique racine de ¢ — 0.
La deuxiéme colonne contient le diagramme de Satake de !Z,’,R et la
désignation de I’algébre qui lui correspond.

Notons encore que les algébres exceptionnelles sont désignées
par le sigle habituel de leur complexifiée suivi de leur indice de
Cartan (qui est par définition dim p —dimf).

TABLE
‘l
SR | °r
A2n+1 g———.—o-———- -——-— '—*—;
1 n+1 2n+1
1) s4(2n+2,R) s4(n+1,R) x s&(n+1,R)
OmresO—eO= = = = O Q0= = = - O——O——0 O=meQr o=~ = O———0 OO~ = == 0
q1 an+1 °(2n+‘1 a‘l % an+2 °’2n+1
2) n = 2p+1 s4(2(p+1),H) s&(p+1,H) x st(p+1,H)
;—o—---w—@——o—--- —o—s *——0-ue . *——O-----0
1 n+1 2n+1
3) su(n+1, n+1) s4(n+1,C)
ﬂ1 o
----- o o —eee0—o0
111 Dee R
OO~ == == =0 s | Om——Ormme=-
°(2n+1 c(n-:-2
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B n22 ——— o e
n © S
3ksons1 ¥ oy Y
1) 1<ps<n so(p,2n+1-p) so(p-1, 2n~p)
©—o0--- 0—0—0—8-- - —& x> OO = = O—8— = =~ *——ar D
o o
1 P an az aP an
2) 2<k<n so(p,2n+1-p) s1(x,R) x so(p-k, 2n+1-p-k)
0—0----@----0—o—o—a > O=—O===-0—0 OmeOm = = = el lED
o
1 ak ¢’Ip % a1 dk—1 ak+1 ap %
Cn'1 n23,4k=<n
- Y~ ———
A4 N
9 Yox Y
Te1e sp(n,R) s&(2x,R) x sp(n-2k, R)
¥yt *n
O—0--=-Q - - - 0—0—T%D 00 ===0=—=0  O——0== ~~O—(XD
o Yok % % k-1
1¢24 sp(p,n-p) 2k < n s&(x,H) x sp(p-k, n-p-k)
*—O0—8----O--—0—o-- -—aXD *—O-=v® E—O—@----
o -7 -3 o o a, @ o
1 2k 2p n 1 2k-1 ~ 2k+1 2p
Cn.2 n2 3
—_ 5
o %
1 n
2.1, sp(n,R) s4(n,R)
OO~ = - -0—x£® OO = = OO
@ Y % ¥n-1
2.2, n =24 sp(4,4) s4(L,H)
*—0—e- - - -0—aX10 *¢—O—@ == ~O——g
o
1 % by Y241
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D .1 nz4 3ks<on o,
— e - LT
o, o
o
n
Tels so(n,n) s4x,R) x so(n-k, n-k)
OO = = =Oeee DO = == O=——0====0—0 0—0-
(X,l oy U.' ak
1424 1<ks<p<sn=2 so(p,2n—p)° s2(x,R) x so(p-k, 2n-p-k) 1
n-1
g——o—--;@----ao——o---- O——0-== = 0——0 O== =+ Ot = = —
1 k P o, % ¥ %
n
1.3 so(n-1, n+1) o sL(k R) x so(n-k-1, n-k+1) @,
n-1
O——0m= = = ===l QmO- = = = I - Q=0 0—0-
o " a °1 g
n
1444 n=24 k =2k so (44) s#(k,H) x so (4(1,-1( ))
-]
n-1
*—0--- ¢—O—e--~ ---0 *—o0—e- -
@ o
1 k o, a1 ak_1 K+
145 = 2441, k = 2k so (4!««2) st(k ,H) x so (4(L—k )+2)
¥
o—o— .@—o—o- &—O-= -9 .._o.
o Q.
1 k-1
Dn'2 =2m , m2 2 /
270
so(am, 2m) Yom-1 s4(2m,R)
O=eeO= = = =0 OO = = = O———0
o o
1 012m 1 2m-1
2.2, 5o (4m) s4(m, H)
°{2m-1
*—0---~ *——0---o
0!1 O{Zm a‘l &2m_1
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6° T
Tele Ee,e s4(3,R) x s&(3,R) x s&(2,R)
o—-o—?—o—-—o O——o0 O—0 o
1.2, Eg 5 s4(3,C) x s&(2,R)
o ©
O e 9] o —sy
[ {1 o
e —
Ege2 g
2.1, Eg6 s4(6,R)
O—O—y—o—@ O Qe el OO
2.2. //_.\ﬁ Eg,2 su(3,3)
] P>
2.3, /—\ Bg -1 su(1,5)
9
! | .
o
E, .1 (Co
’ I
Tele E
©—a—r—4>—o—g’7 _o—o—<so(6,6)
1.2, E7,-5 *
o—0 o —o—e—< 0 (12)
1¢3. E,,-25
@—‘—I—ho—‘; O——o——e—( so(2,10)
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E7.2 -—@—[—o—‘—v
2.1, E; 7 s4(6,R) x s&(2,R)
o [ e & S O o) o
2.2, E s4(3,H) x s&(2,R)
7:‘5
E:Z.B v—T—
3.1, E; g s4(4,R) x s&(3,R) x s&(2,R)
’

o—O0——0 OO0 o

3424 E, 5 s4(2,H) x s&(3,R) x su(2)
’
0—0—?—0—0——0 ——O0—o O—-o °
E7-4 é
2(7,R
441, ) ) E7’7 s4(7,R)
©
E ©
7°2 |
Sele E s4(5,R) x s&(3,R)
7,7 :
o O o O Qe 00 Oo—0
E,e6 ] &
6.1 7.7 s0(5,5) x s4(2,R)
O Q O o
6e24 E7,_5 s0(3,7) x_su(2)
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6.3, E, 25 s0(1,9) x s4(2,R)
H_I_‘_(@_O C»—O—< o
E,7-7 I )
7+1 £7,7 %6
O O O O O © O—‘)——I—#—O
7.2 £7,-25 F6,-26
O—O—I—M—o—@ o_‘_r_._.o
(Cg
Ege1 ]
1.1, Eg g s0(7,7) i
1424 Eg,_24 so(3,11)
EB.Z &
2414 Eg,g s4(8,R)
O O O———0==—O——O0——0 O Qe Qe et Qs Qe O
©
©
E8'3 l
3e1s » s4(5,R) x s4(4,R)
o o o——O)—0 o o ' OO O———0 O—0—0
E804 1 @7
4.7 EB 8 50(515) X 5"(33R)
OO OO0 o—0

—<
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so(1,9) x s&(3,R)
o——-< O—o0

Ege5 l o—
5470 Eg,g Bg, X s4(2,R)
o—o—I—o——o—@—o o—-o—I—o—o (e}
542, Eg 04 Bg,_06 X s1(2,R)
O O ()—O——I——.———O (e}
E8-6 l ©
6ol Eg g E7’7
O O © O OO O OO
. !
E
6.2. 8,-24 B, 25
F4.1 ® —r—
1.1, Faa sp(3,R)
O—Fr=——>0 ’ O——a==D
F4.2 T
2.7, Faa s4(3,R) x s#(2,R)
O—0 o
. —_——
F4 3
31 Faa so(3,4)
O———y—D © ! O——T==D
so(7)
3.2. F4,-20
G2'1 (*
Tele Gy o s4(2,R)
[c===7) o
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