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CALCUL EXPONENTIEL
DES OPÉRATEURS MICRODIFFÉRENTIELS

D^ORDRE INFINI. II

Par Takashi AOKI

Introduction.

Ce travail généralise et étend considérablement les résultats que nous
avons formulés dans Calcul exponentiel des opérateurs microdifférentiels
d'ordre infini, 1 ([2]). Le but de ce premier article était d'une part trouver la
loi exponentielle pour les symboles, et d'autre part, de donner une
condition suffisante d'inversibilité des opérateurs pseudodifférentiels (ou
microdifférentiels) d'ordre infini.

Ici, nous donnerons en premier lieu la loi exponentielle pour les
symboles formels (cf. [2]), puis pour les symboles doublement formels au
sens de [3].

En second lieu, on élucidera la relation entre les opérateurs exponentiels
et les opérateurs à symbole exponentiel. Rappelons qu'un symbole
(analytique) p(x,y est appelé d'ordre 1-0 si lim p(x^)/\i\ = 0.

iy-»oo

L'opérateur à symbole p est noté :p:. On dit qu'un opérateur est d'ordre
1-0 si son symbole est d'ordre 1-0. On peut considérer l'opérateur
pseudodifférentiel expP(resp. :exp^:) si P (resp. q) est un opérateur
(resp. un symbole) d'ordre 1-0. Les résultats principaux sont (cf. les
théorèmes 4.1 et 4.5):

THÉORÈME 1. — Soit P un opérateur d'ordre 1-0. H existe un symbole q
d'ordre 1-0 tel que expP = :expg:.

Mots-clés : Opérateurs pseudo-différentiels - Calcul symbolique - Opérateurs d'ordre
infini.
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THÉORÈME 2 (réciproque du théorème 1). - Soit q un symbole d'ordre
1-0. H existe un opérateur P d'ordre 1-0 tel que :expq: = expP.

Comme application, nous trouverons en dernier lieu :

THÉORÈME 3. - Soit P(x,!,) un symbole (d'ordre fini ou infini). Si
l/POc,Ç) est un symbole, l'opérateur :POc,Ç): est inversible.

C'est une généralisation du théorème d'inversibilité obtenu dans [2] (cf.
[IL [4]).

1. Préliminaires.

On utilisera les outils et les techniques développés dans [2], [3], [4], [7].

1.1. Soit X un ouvert de C" muni des coordonnées x = (x^,.. .,x^).
Soit SI un ouvert conique du fibre vectoriel T*X ^ X x C" cotangent à
X. Une fonction F = F(x,Ç) est appelée un symbole défini sur fî si pour
tout ensemble conique Sï c: Q engendré par un compact de
T^X = T*X\X (ce que l'on notera désormais tî' c c tî pour abréger), il
existe une constante d > 0 telle que FQc,^) soit holomorphe sur
Q/ n {C^)»IÇI^} et qu'on y ait pour tout h > 0:

sup|F(^)|exp(-^|)<oo. ,

On note S(tî) Panneau commutatif des symboles définis sur îï. On dit
qu'un symbole F e S(ti) est équivalent à zéro si pour tout îî' c c tî, il
existe des constantes d > 0, h > 0 telles que F soit holomorphe sur
"'^{Oc.y;^^} et y vérifie:

sup|F(x^)|exp(^|)<oo.

On note R(Q) l'idéal des symboles définis sur ft qui sont équivalents à
zéro.

Soit {Pj} (j 6 N = {0,1,2,...}) une suite de symboles. Considérons une
série formelle à une variable t :

P=P(r;^)= f ^P/JC^).
j=o

On dit que P est un symbole formel défini sur tl si pour tout 0' c Œ tl,
il existe A€]O,I[ et une constante positive d satisfaisant aux conditions
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suivantes: (a) Pour tout j eN, P, est holomorphe sur
n^n'n^x^l^a-hl)^},^) Pour tout h > 0, il existe une
constante C > 0 telle que pour tous ./eN, (x,Ç)€ÎÎ} on ait

|P,(^)|^CA^exp(^|).

On note §(tî) l'anneau commutatif des symboles formels définis sur Q.
00

On dit qu'un symbole formel P = £ ^P/x^)e§(t2) est équivalent à
oo / j - l \ j=0

zéro si £ ^( £ PkOc^) ) est aussi un symbole formel défini sur t2. On
j=i \k=o /

note ft(Q) l'idéal des symboles formels définis sur t2 qui sont équivalents
à zéro.

Soit {Q^}(/,fceN) une double suite de symboles. On considère une
série formelle à deux variables ^, ̂  '"

On pose

Q =Q(^2;^)= £ ^Q^Ç).
J.k=0

P2l(Q(^1^2;^)) = Q(t,t;X,Q,

42(PO;^))=P(^;X,Ç),

où P est un symbole formel. On dit que Q est un symbole doublement
formel défini sur Q si pîi(Q) est un symbole formel défini sur 0. On
note §2(0) Panneau commutatif des symboles doublement formels définis
sur îî et on identifie §(tî) comme un sous-anneau de §2(0) par 42- D^
plus, on pose 1 (̂0) = {Qe§2(t2);p2i(Q)eft(t2)}. On dit que deux
symboles doublement formels Q et Q' définis sur îi sont équivalents et
on note Q ~ Q' si Q - Q' appartient à ^(î2)-

Soit x* un point de T*X. On note S^ = lim S(t2),etc., où Q
parcourt un système fondamental de voisinages coniques de x* dans
T*X. Alors, on a avec ces notations:

THÉORÈME 1.1. — (a) H existe un isomorphisme linéaire

œ: S,./R,^^

tel que pour tous multi-indices a , P , on ait ©(x^) = x^D^
(D==(Di,.., ,DJ, Dj = S / 8 x j J = 1,... ,n), où S^ désigne le faisceau sur
T*X des anneaux d'opérateurs pseudodifférentiels.
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(b) On peut construire un isomorphisme d'anneaux

Pio : Sjc*/1^* "̂  S^/R^*

tel que tolPio = id» Pio^i = id» ^ 1-01 est l'injection induite par
loi :S^9Fi-^F + t.O + ^.0 + • • • e§^.

(c) Z^s homomorphismes p2i ^ 112 induisent des isomorphismes
d'anneaux

P2i: §2(t2)/ft2(t2)^§(t2)/ft("),

Ll2: §(tî)/ft(Q)-§2(î2)/ft2(û),

^(5 ^M^ P2l42 = id» ll2t21 = id-

Remarque. — Dans [2], on appelait les sections de S^ des opérateurs
microlocaux holomorphes et pourtant, dans cet article, on les appelle
opérateurs pseudodifférentiels (cf. [3]).

Le théorème suivant est fondamental pour l'étude que nous
entreprenons ici :

THÉORÈME 1.2. — On pose ©i = œpio et œ^ = û)2p2i. Alors

ai : §^/ft,* -^ ̂
^ : S^/R^x» -^ ^5,x*

sont des isomorphismes linéaires tels que pour tous a, P, on ait
^iW) = c^O^) = ̂ D^.

DÉFINITION 1.3. — On note :P: l'image par ©2 d'un symbole
doublement formel P et on l'appellera le produit normal de P.

Cette définition est compatible avec la définition de [2]. Par abus de
langage, on appellera parfois un élément de §2(^2) un symbole formel ou
même plus simplement un symbole.

En utilisant la notion de symbole doublement formel, la loi de
composition des opérateurs pseudodifférentiels s'écrit :

PROPOSITION 1.4. — Soient P et Q deux symboles doublement formels
définis sur un ouvert conique f î dans T*X. On pose

W = exp(^^.^)P(^,r2;^)Q(ri,r2;^Tl)l};=f.
Alors W est un symbole doublement formel défini sur SI tel que on ait
:P::Q: = :W:.
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Remarque. — On peut remplacer W par

W = exp (ri^.^)P(ti,r2;^)Q(^,î2;^r|)l?;=f.

En effet, on voit facilement que W ^ W.

oo

1.2. Soit P = ^ ^PjÇx,^) un symbole formel défini sur un ouvert
j=o

conique Q dans T*X. Soit À. un nombre réel. On dit que P est d'ordre
(au plus ou égal à) À, dans t2 si pour tout f2' c= c= t2, il existe A e ]0,1[ et
des constantes positives C, à telles que pour tout j e N, le P/x,^) soit
holomorphe sur t2'n {|^(/+l)d}, et y vérifie

|P,(x^)|^CAW.

On dit qu'un symbole doublement formel Q défini sur Î2 est d'ordre K
(resp. 1-0) si p2i(Q) = Q(t,t;x,Ç) est d'ordre À, (resp.1-0).

PROPOSITION 1.5. (Cf. [4]). — Soit F un symbole défini sur Î2. Soit P
un symbole formel (resp. Q un symbole doublement formel) d'ordre À, défini
sur t2. Si F ~ P (resp. F^Q), F est alors d'ordre À, dans t2.

PROPOSITION 1.6. (Cf. [2]). — Si p est un symbole doublement formel
d'ordre 1-0, expp est alors un symbole doublement formel. De plus, si
p ^ 0, on a exp p ~ 1.

2. La loi exponentielle pour les symboles formels.

Dans ce paragraphe, on va généraliser les résultats de [2]. Rappelons
que le produit de deux opérateurs pseudodifférentiels à symbole
exponentiel s'écrit comme produit normal d'un symbole formel
exponentiel : c'est un des théorèmes principaux de [2]. On va montrer qu'un
résultat analogue est vrai pour le produit de deux opérateurs à symbole
formel exponentiel ainsi que pour celui de deux opérateurs à symbole
doublement formel exponentiel.

2.1. Soient p et q deux symboles formels d'ordre 1-0 définis sur un
voisinage conique t2 d'un point x* € T*X. Soient a et b deux symboles
formels respectivement d'ordre À-i et d'ordre ^ définis sur t2.
Définissons les suites {wj et {\|^}(keN) de symboles formels définis
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près de la diagonale de îi x tî par :

(2.1) WQ =p(t,x,Q -h q(t,y,r\),
(2.2) ^=a(t,x^)b(t;y,r}),

t k
(2.3) Wfc + 1 = ————————————— (^ . ÔyWfc + ^ Ô^ . 3yWfc __ ̂ ) ,

K •t- 1 Y=O

(2.4) ^i = ——— ̂ .̂  + ̂  (8^.8,w^ + ô^.8^^)).
K- -r 1 v=0

Si on pose

(2.5) r= f w,(r;x,x,^),
k=0

(2.6) c = f ^(t;x,x,^),
k=0

on obtient

THÉORÈME 2.1. — Les séries formelles r et c sont des symboles formels
respectivement d'ordre 1-0 et d'ordre À,i + \^ définis sur un voisinage
conique de x* tels que Von ait

(2.7) :a exp p: :b exp q: = :c exp r:

dans <y^«

Démonstration. — D'après la loi de composition, le premier membre de
(2.7) s'écrit

:aexpp::fcexp^: = :7i|^,^p,
où l'on a posé

K = exp(t2^'ay)a(î;^)fc(t;^r|)exp(p(t;^) + q(t^r})).

Remarquons que n est l'unique solution formelle de

(28) [ô^=t8^
l4,-o = a(t;x,!,)b(t;y,T]) exp (p((;x,Ç) + ^(t;^îl)).

Cherchons la solution du problème de Cauchy (2.8) sous la forme :

ic'= f t^vexpfi (tw»V
v=0 \k=0 /
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On voit facilement que n' est la solution si {wjj et {̂ } satisfont à (2.1)-
(2.4). On a alors n' = n.

Pour démontrer le théorème, il reste donc à montrer que r et c sont
des symboles formels respectivement d'ordre 1-0 et d'ordre À,i -h ̂ .
Puisque le résultat qui nous intéresse est de caractère local, on peut
supposer que p, q, a et b sont définis sur un ouvert conique fi => •=> SI et
que Q est de la forme SI = U x F, où U est un ouvert dans X et F
un ouvert conique propre dans C\ Soient respectivement p j , q j , c i j et bj
les coefficients de t3 des symboles formels p, q, a et h. Il existe alors
Ae]0,l], des constantes positives d, C et une fonction positive A
définie sur F vérifiant lim A(y/|^| = 0 tels que, pour tout j e N , pj,^,

|̂ |-» 00

û, et bj soient holomorphes sur tl n {|^|^(/+l)d} et y vérifient

(2.9) IP/^Ka+l)"^^^),

(2.10) kA^O'+ir^'Afê),

(2.11) |û/^)|^0•+l)-2CAW,

(2.12) IfrA^O+ir'CA^.

Définissons les suites {w)?} et {̂ )} (0<^k</) de symboles définis sur
0 x tl par

(2.13) <=P/^)+^,TI),

(2.14) x|^= ^ fl,(^)fc,.^,Ti),
H=0

(2.15) w^ = ̂ - (ô,.ô^ + S- ̂ >.̂ <.>),

(2.16) ^=^(^^

+r(^>.a^)+^).^^^^^
où Z' désigne la somme étendue à tous les indices /, /', K , k", ^ ' , { f f tels
que / +/' =7 -1 , V + V = k, /' + r = / - 1 et où on a posé
^^ ^°= 0 si (/,fc/) ne vérifie pas 0 < £ < k ^7. On voit alors

facilement que w» = ^ ^ Z w)? et ^k = E ^ E ̂ ).
J^k /«O j=k /=0
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LEMME 2.2. — H existe des constantes positives B, Ci telles que, pour
tout tl' c c: tl, on ait dans

tî' x tï'n{|Ç|^ù•-H)(l-e)-ld,|T^|^(/+l)(l-e)~ld} :

(2.17)
KO^ÀTI)! < B^a-fc+iî-^fc+i^-'-^-w^içi-^-2*,

(2.18)
IWc^Tl)! <C,Bka-fc+l)-2(fc+l)t-/-3A;-W+l|^l-<ch|x2e-2^

où e A?s^n(î fû distance de 3SÎ à tî' sur |̂ | = 1, À vaut A(]Q + A(TI)
^ où j , k, t vérifient l < k ^ j (/,fc,<feN).

Ce lemme-ci se démontre par la même méthode que la proposition 5.2
de [2] si on remarque l'inégalité suivante :

LEMME 2.3. — H existe une constante C^ > 0 telle que pour tout j e N,
j

on ait ^ (v-nr^-v+l)-2 < CîO+l)"2.
v=0

Si on définit

r/^)= è i ̂ (^À^
k^O <f=0

c/^^) = è z ̂ )^^^^),
t=0/=0

on a

^•= £ ^A^.
^=0

c= £ ̂ (^).
J=0

D'après le lemme 2.2, on obtient dans îï' n {|Ç|>(/+l)(l-e)~ld} :

k/̂ )l ̂  £ £ K ,̂x,ç )̂|
k=0/-0

< £ £BtO-k+l)-2(k+l)^-3A^-*(2A/+l|Ç|-ke-2t

k=0/-0
^ J-v

<2A^A ^ £(^+v+l)v-3(BA-l|Ç|-le-2)v(2BA-lA|Ç|-16-2/.
v=0 <?=0
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Si 1^1 ^ (f-}-l)s~2 d^; di étant une constante réelle telle que d^ > ———»
on a * - £

|r,(̂ )| < 2A^A t (IBA^AI^e^/^BA-1^.
^=0 v=0

oo

On peut alors choisir d^ assez grand pour avoir ^ (BA~1 d^Y < oo .
v=0

De plus, comme lim A|^|-1 = 0, ^ (IBA^AI^-^-2/ est borné si
l̂ °o ^=0

1^1 ^ (/+l)e ~2 ^i. Donc on peut en déduire l'existence d'une constante
€3 > 0 telle que pour tout y, on ait

k/x,0| ̂  C^A(Q

dans îî'n^l^O'+lïe"2^}.

On peut aussi trouver des constantes d^ et €4 telles que Cj vérifie

|C/X^)| ^ C4A^|^+X2

dans Q' n {fë|^0'+l)e~2 ^2} pour tout y e N . Ce qui prouve le
théorème.

2.2. Donnons la généralisation suivante du théorème 2.1. Soient
P = POi»^»-^) et ^ = ^i,^»^) dGux symboles doublement formels
d'ordre 1-0 définis sur un voisinage conique Q de x* e Î*X. Soient
a = a(t^,t^x,!,) et b = bÇt^^^x,^) deux symboles doublement formels
respectivement d'ordre Â-i et d'ordre ̂  définis sur tî. Définissons les
suites {Wk} et {̂ } (fe e N) de symboles doublement formels définis près
de la diagonale de Q x îî par

(2.19) wo = p(t^h;x,Ç)+ q(t^t^y,r}),

(2.20) ^o = û0i,t2;^0fc(ti^2;^îl),

(2.21) vv^i = —— ( .̂̂  + ^ ^.a^_,),
K-hl Y=O

(2.22) <K+i = —— (^.<5A + E (^v^_,+a^.^-,)).
•" ' A v=0
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Si on pose

(2.23) r= f w,((,,î2;x,x,^),
k= l

(2.24) c = f ^Oi^Wc^Ç),
k=l

on obtient

THÉORÈME 2.1'. — Les séries formelles r et c sont des symboles
doublement formels respectivement d'ordre 1-0 et d'ordre X^ -+• À.2 définis sur
SI tels qu'on ait

(2.25) :aexpp::be\pq: = :cexpr:

dans <?5L«.

On démontre ce résultat d'une manière analogue à la preuve du
théorème 2.1.

2.3. Dans [2], on a établi les formules donnant l'opérateur adjoint et
relatives à un changement de coordonnées pour les opérateurs à symbole
exponentiel (Théorèmes 3.3-3.6, [2]). Ces formules se généralisent pour les
opérateurs à symbole (doublement) formel exponentiel. Nous ne les
explicitons pas ici mais on les trouve aisément en procédant comme pour
les théorèmes 2.1 et 2.1'.

3. Opérateurs exponentiels.

Dans ce paragraphe, on considère la fonction exponentielle d'un
opérateur d'ordre 1-0.

00

Soit p = p(t\xQ = ^ ^pjÇx,^) un symbole formel d'ordre 1-0 défini
j ^ i

sur un voisinage conique de x* e T*X. On se propose alors de définir
l'opérateur exp(s:p:)(s € C) en utilisant la notion de symbole doublement
formel. Définissons la suite {p^} (f € N) des symboles doublement formels
par

(3.1) P^i,^;^) = 1,
(3.2) p^\t^xQ = exp(^^.^)p(^;^)^(^,^;^Tl)l};=f.
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Remarquons qu'on a :p^ : = (:p:/. Si on pose pour seC

00 ^

(3.3) E(ti,t2;s,x,0 = E T. P î,̂ ;̂ ;),L^ / \
^=0 ^ •

on obtient

PROPOSITION 3.1. — Pour tout 5eC, la série formelle E est un symbole
doublement formel défini sur un voisinage conique de x* indépendant de s.

Démonstration. — Supposons que p soit défini sur un ouvert conique
ô de T*X. Soit un ouvert Q c c f i de la forme t2 = U x F où U est
un ouvert dans X et F un ouvert conique dans C". Il existe alors
Ae]0,l[, une constante à > 0 et une fonction A positive définie sur r
vérifiant lim A(^)\|Ç| = 0 et tels qu'on ait pour tout ;eN

|î;|-»00

(3.4) |p,(x,Ç)| < A^'Afé)

dans Q n {1^0+1)^} •

Notons p^ = £ t{^P^,Q. D'après (3.1) et (3.2), on a pour tous
7 k { ' J'k=o

' ("' ^ - {; î  - °
(3.6) ^+l)(^)= E ^^(^.^(x^).

»+n=; a-
|a|+v=k

II est clair que les pj° sont holomorphes sur t2 n {|̂ | >(/'+1)^)}. De plus,
on a

LEMME 3.2. — Soient A^ un^ constante telle que A < Ai < 1, M un^
constante supérieure à 1. H existe alors une constante B > 0 telle que pour
tout îi' c= c Q on ait dans tî' n {|^C/+l)(l-e)~lrf} :

(3.7) I^Oc^l ^ k !A{ B^IÇI -^-^

où e désigne la distance de ÔSÎ à t2' sur |̂ | = 1 etoù j , k , f appartiennent
û N .

Démonstration du lemme 3.2. — Procédons par récurrence sur ^.
D'après (3.5), l'estimation (3.7) est vraie pour tous 7, fe lorsque <f = 0.
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Supposons que (3.7) soit vrai pour tous j , k. On a alors d'après la formule
de Cauchy

(3.8) M(x^)\ ̂  (k -h |a|) !A{ B^-b-^^

dans ti/n{|^|>(/+l)(l-e)-ld}. D'autre part, on a d'après (3.4)

(3.9) Wx^)\ < lal̂ Afë)^-1^-101^

dans îî'n {|Ç|^C/+l)(l-e)~ld}, où Bi est une constante indépendante
de e. On déduit de (3.6), (3.8) et (3.9) que

IP^OC.OI < B, E wk^ A^ÏB^^I-^-2^-^
«+H=; a!

|a|<fc

^BikîAWA^1^-^-2^ ^ (AAF1)1 ^ ^lg(M-i)iai
1=0 iai<k a!

Comme A < Ai, 1 < M et comme on peut supposer que e est assez
petit, on obtient

Bi E (AAf1)1 E I^'^^^'^B.A^A.-A)-^!-^^1)-1.
1=0 i<xi<fc a'

Dès lors l'estimation (3.7) s'ensuit pour £ + 1 si on choisit B assez
grand.

Fin de la démonstration de la proposition 3.1. — D'après le lemme 3.1,
on a pour tout seC

(^O) | Z ̂  P )̂ < kiAil^l-^-2^ exp (NBAfê))k=o </ •

dans tynd^y+lHl-e)-1^}. La série E s'écrit alors

E = £ ^ E^^^).
j,k=0 <f=0 € '

oo ^

Si on pose E^(s,x,Ç) = ^ — p^Çx^), on obtient d'après (3.10):^ï-^î^/ — ^ ,. f^k v^»^/ ?
<?==0 </ •/=n ^ '

lE^^x^KAi^expd^BAfë))

dans n'nd^l^O'+fc+lXl-^'^e'^Ai-1}, ce qui achève la
démonstration de la proposition 3.1.
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D'après la proposition précédente, on peut considérer le produit normal
:E: du symbole E pour tout 5eC. Nous allons le noter exp(5:p:)
puisqu'il vérifie

(3.11)
fô,:E:=:p::E:,
[:E((i,r2;0,x,^): = 1.

4. Opérateurs exponentiels et opérateurs à symbole exponentiel.

Dans ce paragraphe, on étudie la relation entre les opérateurs
exponentiels et les opérateurs à symbole exponentiel. D'abord, on montre
qu'un opérateur exponentiel s'écrit sous la forme du produit normal d'un
symbole exponentiel. On prouve ensuite que la réciproque est encore vraie.

00

4.1. Étant donné un symbole formel p = ^ ^pjÇx,^) d'ordre 1-0
. J-o

défini sur un voisinage conique de x* e T*X, on peut considérer, d'après la
proposition 3.1, l'opérateur exp(s:p:) (s £ C) défini par
exp(s:p:) = :E(ri,(2;s,x,y:. Il s'agit d'écrire E sous la forme

E(îi,t2;s,x,y = exp^(ti,Î2;s,x,Ç),

q étant un symbole doublement formel pour tout 5€C .

Définissons les suites [qf} (ij/ e N, ̂  </ +1) et {^}
(ij,k/eN,^7,fe<7) des symboles définis respectivement près de
x* e T*X et de (x*,x*) e T*X x T*X par

(4.1) C.o(^^^îl) = PiW O* e N),

(4.2) W^ji) = 0 0-eN,7eN^={l ,2 , . . .} ) ,

(4.3) Go^^îl) = 0 O'J^N, ^eNJ,

(4.4) <)(^)=0 (fjeN),

(4.5) e î̂ ^) = fe^T (^W-i^y^)

+E"a^(x,^,T^).^ç)(^,1^)),

(4.6) ^r^^—r É ^(x^^).
^ + 1 fc=o
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où S" désigne la somme étendue à tous indices ï , f,/,/',^,/" tels que
f + f = i , / - h / = 7 - 1, / ' + r = ^ , ^< / , r- 1 ̂ /'et où on
a posé qf = 0 si f > j + 1 et ̂  = 0 si <f > j ou k > j . Si ^) est
connu pour tout m < ^ et tous 1,7, k, alors ^w) est défini pour tout
m ^ <f et tous i j , et puis, en utilisant (4.5), ̂  est obtenu pour tous f ,
7, fc. A présent, si on pose

y+i
(4.7) ^(s,x,Ç)= ̂  ^€W^

/=o

(4.8) 4(^^2;s,^)= f ^^^,(s,x,Ç),
».J=0

on obtient

THÉORÈME 4.1. — Pour tout s e C , la série formelle q est un symbole
doublement formel d'ordre 1-0 défini sur un voisinage conique de x*
indépendant de s et vérifie

(4.9) :exp^: = exp(s:p:).

Remarque — L'identité (4.9) signifie

(4.10) e x p ^ = E ,

où E est le symbole défini par (3.3).

Démonstration du théorème 4.1. — Supposons que p soit défini sur un
ouvert conique ft de T*X. Soit un voisinage (de x*) f î c c ft de la
forme îî = U x F où U est un ouvert dans X et F un ouvert conique
dans C". Il existe alors Ae]0,l[, à > 0 et une fonction positive A défini
sur F vérifiant lim A(Ç)|Ç|~1 = 0 et tels qu'on ait pour tout j

iy-*°o

(4.11) IP/^)|<0•+l)-2A^A(y

dans tln{^>(/+l)^.

LEMME 4.2. — Soit M une constante supérieure à 1. H existe une
constante C' > 0 telle que pour tous îî'i, tî'a <= c ft et tous (x,Ç) € Î2i,
(y,r\) 6tî'2 vérifiant |̂ | > (i+1)^1», h| ^ (i+l)d<2», on ait

(4.12) |<l4î(x,̂ ,ii)| < ̂  (•^(er^^^TA^A^/l^l-^l-^*,

(4.13) \(^W\ < ̂  C'c.yA'er^Afé)^!^
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avec
^....,,=(0'l+l)02+l)...0m+l))"2,

où GV désigne la distance de 3SI à Sï^ sur |̂ | = 1, ^(v) vaut (l—^)~ld
(v=l,2).

Démonstration du lemme 4.2. — Remarquons d'abord qu'il est facile de
montrer (4.13) si on connaît déjà (4.12). En effet, on a pour tout
(x^etîin^l^O+l)^}

\qfW\ <1 Z N^W )̂! < J- Z c^.^er^Afêmi^
^ t=0 € • k=0

II existe une constante C telle que l'on ait

3

2j ciJ,U-l ^ ^^'J/
k=0

pour tous j , t\ D'où (4.13).

Grâce à la remarque que nous venons de formuler, nous allons
démontrer (4.12) par récurrence. Pour k = 0, la majoration (4.12) est
évidente. Supposons que x|x^ satisfasse cette estimation pour tous f , Ï ,
/, k' tels qu'on ait soit <\ < t ^ soit {' = { et K ^ k. Montrons alors
que (4.12) a lieu pour x|̂ .n. D'après la formule de Cauchy, on a

(4.14) ^-^ |̂ ^(^,Ç,TI)|

< 6i-1 4M ̂  c^A^er^^^TA^A^/l^l-*-1!^!-^^,

(4.15) I^Î^TOI < e,-̂  (r^ Cc.^A^.-^A^fiTil-^.

(4.16) -^ \8^8^_^y^)\

< O^)-^ ̂  c,,.,^Ai(e^ke2-2J+k)MAfé)A(^^/|^|-k-l|^^|-^k+l,J^
^\

pour (x,yeQi n {\^(i-}-l)d^} , (^n) e tï^ n {ITII^O'-H)^} ,
? + F = f , / + /' = j - 1, /' + r = t , v = 1, ..., n. Afin d'estimer
I^Sk+il» on a besoin du lemme suivant:
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LEMME 4.3. - H existe une constante €5 > 0 telle que pour tous j , ^ ,
on ait

(4.17) ^ ï^^ c,,c^ < C,^ c,

où E^ désigne la somme étendue à tous indices /, /', /', t\ tels que

(4.18) / + r = j ~ i , ^ + r = ^ , ^/, r - i ^ r .
Démonstration du lemme 4.3. — Comme on a 0 < £' ^ ^ et

^ - J + / <^' ^ /» donc

m!/(r!(w-r)!)r)Ù

il vient

D'après le lemme 2.3, on en déduit l'existence d'une constante €5 > 0
telle que S^ c^c^ ^ €5^, ceci prouve le lemme 4.3.

D'après (4.14), (4.15), on a pour tous (x,^)etli n {I^O+l)^},
^^eO^nthl^O+l)^}

•/1 /• •// . •i \ i
^ |S" ̂ (̂x,̂ ,n).a^ ,̂n)|<(ele2)-M3MC'S''7--̂ ^ c^c,̂ .

x A^Er^^^TA^ACnyfêl-'^iiii-^*^,
où S" désigne la somme de (4.5). Grâce aux lemmes 2.3 et 4.3, on obtient

E- /™ c,,̂  - ̂  ^E^ c^» W^ ̂

< 4C2C5 —^ C,,j,k+\,f

On a donc, d'après (4.5) et (4.16)

Î +.(X.̂ TI)I < (ele,)M-143M(42+4C'C2C,)

x ̂  c,,̂ .,/ A'^-^^TA^AOï/lir'^lîir^'1,
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dansîï'i x tÏ2 n {I^O'+Od^hl^O'+l)^}. Quitte à modifier Sî\ et
tî'2, on peut supposer 81 et 63 petits et comme on a M > 1, on peut en
déduire l'inégalité

(e^-^^+CCîCs) ^ 1,

ce qui prouve (4.12) pour k + 1. D'où le lemme4.2 par récurrence.

Fin de la démonstration du théorème 4.1. - Soient B, d^ des
constantes telles que 0 < B < 1, d^, d^ < d ^ . D'après le lemme 4.2,
on a pour tout (x^)çSÏ\ n {I^O'+j+l^ier^B-1} :

\€w\ < ̂ ^-^ (A^ir^-^/-^)
< CAWÇ (A(^|-lB-le^2M/-lAfé).

Pour tout r > 0, on a pour tout s e C vérifiant |s| ^ r :

Ï ^qfW ^CAWexpOrAfê^l^B-^^Afê).
|<f= i

Choisissons alors d^ de façon à avoir

BexpCrAfé)!;;!-^-^-2^!

quand |̂ | est supérieure ou égale à dief^B"1; on obtient alors
immédiatement que

4= Ê ^iZ ̂ (^)
i,j=0 ^=1

est un symbole doublement formel d'ordre 1-0.

Vérifions à présent l'égalité (4.9), c'est-à-dire (4.10). Comme :E: est
l'unique solution du problème de Cauchy (3.11), il suffit de montrer que q
vérifie

(4.19) ô, :exp q: = :p: :exp q:,

(4.20) :exp4(ti,r2;0,x,y: = 1.

On a facilement (4.20) d'après (4.4). Le second membre de (4.19) s'écrit
00

(4.21) :p::expq: = : ̂  ^i.h^x,x^) expç(ti,t2;s,x,Ç):,
k=0
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où on a posé

(4.22) vK(^;W^TO = £ £ f We^^l)-
{=0 ^=k /-O

En effet, d'après (4.1)-(4.3), (4.5), on a

^o(ti,t2;s,x,y,^,r\) = p(ti;x,!,),

^t-n(ti,t2;s,x,y,!,,T}) = ——j- (8^ôy^(tt,ti;s,x,y^,r\)

+ 8^k(ti ,h,s,x,yf,,r\). 8yq(ti ,t2;s,̂ ,n)),

d'où (4.21) en utilisant le théorème 2.1'.
D'autre part, on a d'après (4.6) :

£ iW(/+l)q^\x^= £ E £ t'î (̂3C,̂ ,0,
i.^=0 /=0 ».J=0 /=0 k=0

00

c'est-à-dire, 8,q(t^t^s,x,!,) = ^ ^((i,(2;s,x,x,Ç,Ç); ce qui prouve (4.19)
k=0

et le théorème 4.1.

Remarques. — a) On a
s2

q(t,t,s,x,!,) = 5po + t(spi + y ^po-^xPo)

+ ^(5p2+s2^ (^Po-^i+^Pr^Po) + 4 ^po.^Po)

+ s3 ^ (^Po-^cPo)2 + (^Po)2-^2^ + ^Po'8^xPo'8xPo))

modulo r3 §^. On obtient donc, par exemple,

exp(5:xi^:) = ^xp^^/^+s2^):,

c'est-à-dire,

£ ^ (̂ î / = exp (5^i/4) £ /^ ( /̂.
/-O ^ ! ^-0 € ï

V) Soit À. un nombre réel tel que 0 ^ K < 1. Si p j est d'ordre K
(resp.l d'ordre O+l)^""/) | P0111'tout J > on voit alo^s facilement que q^
est | d'ordre V — y (resp. d'ordre | (i4-/)Â,—ï—j) pour tous i, j , {
(/<j+l). Par conséquent, p et q ont même «partie principale» (cf.
Propositions 1.5 et 1.6).
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4.2. Soit q = q(t;x^) = ^ ^j(^) ™ symbole formel d'ordre 1-0
j=o

défini sur un voisinage conique de x* e T*X. Cherchons à présent un
symbole formel p = p(t;x,Q d'ordre 1-0 tel que

(4.23) exp:p: = :expq:.

Si p est donné, le théorème 4.1 permet de construire un symbole
doublement formel q = 5(^1^2^) satisfaisant à

(4.24) exp:p: = :exp5:.

Le symbole q s'écrit
00

(4.25) q= E t\t{qtj(x,^),
i.j=0

(4.26) 5y(^)=£ ^W= f ——— E ^(^>^)'
/-l /-O t ' 1 k=0

où {̂ } est défini par (cf. (4.1)-(4.6))

(4.27) W=Pi(x,Q (ieN),

(4.28) ^=0 ( t € N , j 6 N + ) ,

(4.29) ^ = 0 (i,76N, <^6N+) ,

(4.30) ,̂1 = ̂ - (̂ .<W.,,, + s' ̂ .̂a^^ri)),

et où on a posé

(4.31) ^(x,y = 0,

(4.32) . q^\x,Ç)=——— f ^(x,x^).
( + l t=0

Pour la réciproque, posons q(t,t;x,î,) = q(t;x,ï,), et essayons de
déduire les {p,} des {q^ en procédant comme suit : définissons la suite
{^(x,y,î,,T\)} (0<i, O^k^j, O^^j) par

(4.33) ^(x,y,ï,,T})=qo(x,^,
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(4.34) (̂x.3 ,̂îi) = 0 (i€N,jeN+),

(4.35) ^ (X,̂ ,TI) = 0 (ij 6 N, / € N+),

(4.36) ^ i (X,̂ ,TI) = ̂ -j- (3ç. ô^_ u(x,.̂ ,n)

+ S<4' W,(x,̂ ,il). ô^ "Owi.îl)),

où S^ désigne la somme étendue à tous indices (', i", /, /', { ' , t"', v
tels que i' + F = i, / + j" = j - 1, / ' + / " = t , 0 < v < j" et par

(4.37) tô(x,y.̂ ,n) = q.(x,Q - Z E £ 7—— e(x.x^^)•
U4.v=» ^=0 k=l ^ i" 1

ti<»

00

Si on définit encore p = ^ t'p,(x,^) avec
»=o

(4.38) p,(x,y = C^^^X- tâ(^^^îl)), ^N,

nous obtenons :

THÉORÈME 4.5. — La série formelle p est un symbole formel d'ordre 1-0
défini sur un voisinage conique de x* et vérifie

(4.39) exp:p: = :exp^:.

Démonstration. — Si on sait déjà que p est un symbole formel d'ordre
1-0, il est facile de montrer (4.39). En effet, si on construit q des {pj} par
(4.25)-(4.32), on a

(4.40) q(t,t,x^)=q(t^).

On a donc exp :p: = :exp5: = :exp^:.
On peut supposer que q soit défini sur un ouvert conique ft et qu'il

existe un voisinage tî c c fi de x* de la forme Î2 = U x F, où U est
un ouvert dans X et F un ouvert conique dans C". Il existe alors
Aoe]0,l[, une constante d^ > 0 et une fonction positive Ao définie sur
F vérifiant lim Aofé)|^|~1 = 0 tels que, pour tout ;eN, ^ soit

|Ç|-* 00

holomorphe sur îî n {|^|^(/+l)do}, et y vérifie

(4.41) IgA^I^A^Aofê).
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Supposons que p n'est pas un symbole formel d'ordre 1-0. Alors, pour
tous Q' c c il, A € ]0,1[, d > 0 et A : F -^ R+ vérifiant
lim \(^m~1 =0 , il existe joeN et (xo^o)eft' n {|^0o+l)d} tels
|̂ |-» 00

que, pour tous j< ;o et (^)etî' n {|^(/+1)^}» o11 ait

(4.42) |p,(x,y|^A^Afé),

(4.43) ^(xo^o^A^Atëo).

Posons A = Ao, A = 2Ao. Soit e^ la distance de ôfl à tï sur |̂ | = 1.
Soient B, B^ des constantes telles qu'on ait B < Bi < Ao/(2C+l), où
C désigne la constante du lemme 4.2. Choisissons d^ de façon à avoir

Bexp(2Ao(^|- lB£^2M)<B,

quand |̂ | est supérieure ou égale à ^e^^B"1, où M est une constante
> 1.

1° Lorsque do < ^F^B"1» on pose d = d ^ ^ 2 M B ~ l • II existe
alors j o e N et (xo,^o)€ f î f n {1^1 ̂ Oo+1)^} ^Is que, pour tous j < jo et
Oc,i;)€tyn{|^(/+l)<<Lon ait

(4.42') |p,(x,y|<Ai.2Aofê),

(4.43') |p,^o^o)l>Afî.2Aoféo).

D'après (4.40) et (4.27), on a

(4.44) ^^ S Ï1^-
»+;=J-0 ^-2

7^1

Remarquons que l'on peut déduire les q^ (i+j=Jo,7>l) des po,
Pi, ...,P,o-r D'après le lemme 4.2, on a, pour tous i, j, ^ tels que
f + j = jo, j ^ 1, 2 ^ ^ < j + 1 et tout

(x,^)en'n {|^0•+l)(l-80-ld} :

|̂ (x,y| ̂  C ̂  A;)e^2M;(2Aofê)/|^|-J.

Comme on a l^p' ^ l^l-^^i+j+l/-7-^^0-^1^-^1 si
l^l^a+J+lXl-ei)"^, il vient

\qf(x^\ ̂  C ̂ ^ AloB^(2Ao(^|-lB-le^2M/-1.2Aofê).
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On a donc pour tout (x,^)ea n {^(i^j+lW-^)-^}
y+i

£ £1^(^)|<2C E A^exp(2;Ao(OlrlB-16^2M)Ao(i;)
*+y% ^2 ,+^
^1 ^i

^2C S A^B{Aofé)
<+^=JO
^i

<2C'B,(Ao-Bl)-lA^^ofé)
<A^Aofé).

On peut en déduire l'inégalité

l̂ o^o)! ̂  IP,o(̂ o)l - E £ %')(^o^o)l>Ag)Aoféo),
*+/'=JO ^=2
7>1

ce qui est impossible par hypothèse. D'où le résultat.

2° Lorsque do > d^^B'1, le théorème se prouve de la même
manière que le premier cas si on pose à = do.

Remarque. — On a

P = qo + t(qi- ̂ qo.ô^qo\ + t2^- j(^o.^i+^.a^o)

+ ^(5^o.(^o)2 + (W.^o) + ̂ ^o.5^0.^o

- 4 ̂  ̂ o • ̂  ̂ o ) modulo t2 §^.

5. Inversibilité des opérateurs pseudodifférentiels d'ordre infini.

Un opérateur pseudodifférentiel (ou microdifférentiel) d'ordre fini dont
le symbole est inversible en tant que symbole admet lui aussi un inverse qui
est d'ailleurs unique: c'est un résultat fondamental de la théorie des
opérateurs pseudodifférentiels d'ordre fini (cf. [6, 9]). Nous montrons, en
utilisant le théorème 4.5, qu'il en est de même pour les opérateurs
pseudodifférentiels d'ordre infini.

THÉORÈME 5.1. — Soit P(x,Ç) un symbole défini sur un voisinage conique
d'un point x*eT*X. Si l/P(x,Q : est un symbole défini au voisinage de x*,
alors :P(x,Ç): est inversible dans <^*. (
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Remarque. — Lorsque P(x,^) et l/P(x,y sont de croissance < 1, le
théorème a été établi dans [2].

Démonstration. — D'après l'hypothèse du théorème, il existe un
symbole q(x,!y) d'ordre 1-0 défini au voisinage de x* tel que
P(x,Ç) = exp q(x,!y). On peut alors construire un symbole formel p(t\xf^
d'ordre 1-0 tel que exp :p(r;x,^): = :exp^(x,i;):. L'inverse de
:P(x,y: = :exp q(x^): s'écrit donc sous la forme

(:P:)-1 = exp (-:?:),

ce qui prouve le théorème.
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