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UN RESULTAT SUR LES FONCTIONS
DE CLASSE C"** ET APPLICATION
AU PROBLEME DE CAUCHY

par Robert DALMASSO

1. Introduction et notations.

Il est bien connu (voir G. Glaeser [4] et J. Dieudonné [3]) que,
si f est une fonction numérique >0, de classe C*> dans un ouvert
U de R”" telle que les dérivéesd’ordre <2 de f s’annulent aux zéros
de f alors la racine carrée de f est de classe C' dans U.

Nous allons montrer que, si f est une fonction = 0 différen-
tiable sur un intervalle [0, T], si sa dérivée est hoéldérienne d’ordre
a avec 0<a<1 etsi f'(0)=0 (resp. f'(T)=0) quand f(0)=0

1
(resp. f(T) =0) alors f!™*, qui est absolument continue d’aprés
[2], admet (presque partout) une dérivée bornée presque partout.

Ceci va nous permettre d’étudier le probléme de Cauchy :

a2 a2
—u—a(t)y— u=0 dans [0,T]xR

ar? ox?
5 (1.1)
u(,x) = &p(X),Eu(O,x) =y (x)
sous la condition d’hyperbolicité
a(t) =2 0Vvere[0,T]. (1.2)

Rappelons que le probléme (1.1) est bien posé dans un espace
X de fonctions ou fonctionnelles sur R si pour ¢ et ¢ dans X

Mots-clés : Classe C1® (Holder) — Classe de Gevrey G°(R) — Probléme de Cauchy.
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il admet une solution unique u dans C! ([0, T], X) (pour plus de
détails voir [1] et [2]).

Nous montrons dans ce travail le résultat suivant : si a vérifiant
(1.2) est continiment différentiable et si sa dérivée est holdérienne
d’ordre a avec 0 < g <1 alors pour des données ¢ et  dansla

classe de Gevrey G*(R) le probléme (1.1) admet une solution unique
dans C? ([0, T], G* (R)) sous la condition :

3+«
-

Ce résultat est a rapprocher du théoréme obtenu par F. Colombini,
E. Jannelli et S. Spagnolo (voir [2]) dans un cadre plus général.

<5 <

Notations
On utilisera les espaces vectoriels topologiques (e.v.t.) suivants:
H e.v.t. des fonctions entiéres sur R.

G*(R) pour s réel =1 e.v.t. des fonctions de Gevrey d’ordre
s sur R cC’est-a-dire des fonctions indéfiniment différentiables f telles
que, pour tout compact K de R ilexiste C et A tels que

m

— f(x)

Py <CA"™ m™ Vx €K Vm €N.
X

D (R) e.v.t. des éléments de G* (R) a support compact.
H' e.v.t. des fonctionnelles holomorphes sur C.

Ck ([0, T],X) ou X désigne I'un des e.v.t. ci-dessus est I'e.v.t.
des applications u de [0,T] dans X admettant des dérivées conti-
nues jusqu’a 'ordre k.

CH% ([a,b]) ou a<b et a €[0,1] désigne I’espace des fonc-

tions continiment différentiables sur [a, b] et admettant une dérivée
holdérienne d’ordre o si a > 0.

2. Etude des fonctions de C1** ([a, b]).

Nous commengons par démontrer un lemme qui généralise un
résultat obtenu par J. Dieudonné dans [3] pour des fonctions de
classe C2.
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LEMME 2.1. — Soit f€ CH*([-2T,2T)]), T>0,ax€]0,1],
f=0 et f(0)=7'(0)=0 alors on a:

,, X 14+«
) e <

1
" f(x)M® Vx€[-T,T] (2.1)

ou
M=sup {If'G)—=F" G IlIx —yl~*/x+#y, x,y €[-2T,2T}.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que |f'(x)|<
M |x |* pourtout x € [— 2T, 2T]; en effet:

') =1 x)—fOI<M|x[.

Ensuite, raisonnons par ’absurde et supposons qu’il existe x € [— T, T]
tel que

1te 1 4 1
TRONE >Taf(x)M°‘. 2.2)

On peut écrire

FO)I=fx)+(y-x)f'(x)
to=0 [l ¢atso—x)-fends  @23)

ceci pour tout y €[— 2T, 2T]. On a deux cas :
i) Si f'(x)>0 on pose

(L)

1
]

et la remarque précédente montre que y € [—- 2T, 2T].

(2.3) entraine

' M
fFOIS<F)+ @ -x)f'(x)+ —— |y —x|'**
1+«

d’ou ’'on déduit
1

f'(x)lﬁ-a)E o
M 1 +a

For<feo - (

et (2.2) montre que f(¥) <0 ce qui est absurde.
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ii) Si f'(x) <0 on pose
, 1
Lf7 ()
= + _
y=x+ (F57)
alors de la méme fagon que pouri)ona y €[—- 2T, 2T] et

M
FOOI<f)+@-x)f'"(x)+ ——Iy —x|'*®
1+«

=

1
-

o (if';dx)l) lf,(x)H(lf’(:d)l”"‘)“ 111%Y

et (2.2) montre que f(y) <0 ce qui est absurde.

Nous aurons besoin dans la suite du lemme 2.1 sous deux formes
différentes contenues dans le lemme suivant :

LEMME 2.2. — Soit g€ CY* ([a, b]),a€]0,1],2=>0 et notons
M=sup {lg'(x)—g' (M IIx—y|~*/x#y,x,y€la, b]}

alors, si g(a)=g'(@a)=0 (resp.si g(b)=g'(b)=0) ona

1+a

Lra 4 1
lg' (x)] ® <—a—ag(x)(21‘°‘M)“ (2.4)

a+b a+b
pour tout x € |a, (resp.xE (T , b] )

2

Démonstration. —1i) Si g(a) =g'(a) =0 on pose

gla+x) si x€[0,b —a]
fx)=

gla—x) si x€[a->b, 0].

Il est clair que f€ECH® ([a—b,b—al]) et que f(0)=f"(0)=0.
D’autre part un simple calcul montre que

sup IF'(x) =) Ix—yl~e<2!-¢M
x*y

x,y € [a—b,b—a]

d’ou (2.4) en appliquant le lemme 2.1.
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ii)Si g(b)=g'(b)=0 on pose h(x)=g(a + b —x) pour
x€la,b], alors hEC“® ([a,b]), h@=Hh(@=0, h(x)=
—g'(@a+ b —x) et on applique i).

Le lemme 2.2 va nous permettre de démontrer un résultat qui est

essentiel pour notre travail et qui constitue la derniére partie du théo-
réme sujvant :

THEOREME 2.1. — Soit g€ CH* ([0, T]),a€]10,1] et g=0.
Posons

h= g 1+a
alors :
i) h est absolument continue.

ii) Il existe EC[0,T] de mesure nulle pour la mesure de
Lebesgue m sur [0, T] tel que h'(x) existe pour tout x € [0,T)\E.

iii) Supposons en outre vérifiée I’hypothése suivante :
si g(0)=0 (resp.g(T)=0) alors g'(0)=0
(resp. g'(T) = 0)
alors h' eést bornée sur [0, T]1\E.

Démonstration. — i) est un cas particulier du lemme 1 de [2] et
ii) est alors bien connu (voir [5] par exemple). Montrons iii) : I’hypo-
thése (H) nous conduit a considérer trois cas.

Cas 1. — Si g(0)=g'(0)=g(T) =g'(T) =0 nous allons montrer
1

, 21-a M 1+a
(A" (x) < (m)

ot M=sup {1g'(x)—g' WIIx-yl=%/x#y, x,y €[0,T]}.

En effet (2.5) résulte du lemme 2.2 aux points x € [0, T]\ E
tels que g(x)#0. Soit alors x€[0, T]\E tel que g(x)=0.
Nécessairement g'(x)=0 en effet : si x=0 ou T cela résulte de
I’hypothése (H) et si x €]0,T[ cela résulte du fait que g=0 sur
[0,T]. Or pourtout y€[0,T] ona

Vx€[0,T]I\E (2.5)

g()=(y —x) fl g'(x+s(y—x)ds
0
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et donc pour y #¥x ona

h(y)—h(x) e
— I _ 1+a
' ) x ly —x|
Rl _1
(j lg' (x +S(y—x))—g'(jc)la's)“f°z
_1_0
M 1+a
(1+o<)
d’ou (2.5).

Cas 2. — Nous allons traiter le cas g(0)=g'(0)=0 et g(T)>0
(le cas g(T)=g'(T)=0 et g(0)>0 se traitant de facon analogue).
Soit x € [0, T[ le dernier zéro de g alors la méme démonstration
que pour le cas1 montre que Jinégalité (2.5) est vérifiée sur

x+T +T
[0, 5 }\E et comme hGC’( a ,T]) h' est bornée

T
sur , T] d’ou le résultat.

Cas3 —Si g '(0)=¢, le résultat est trivial, car alors
heC! ([0, T]). Sinonsoit x€]0,T[ unzérode g eton est ramené
au cas 2.

3. Application au probléme de Cauchy.

Les résultats de la partie 2 vont nous permettre de démontrer le
théoréme suivant :

THEOREME 3.1. — Soit a€CH* ([0, T]) «€[0,1],a=0 alors
le probléme de Cauchy

2 2

0
St—zu—a(t)ax—zu=0 dans [O,T]XR

, 3.1
u(O,x)=np(x),§u(0,x)= V(x)
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admet une solution unique u dans C? ([0, T], G*(R)) pour des
données ¢ et § dans G* (R) si

3+«

1<s< 5

Démonstration. — D’aprés [2] il nous suffit de faire la démonstra-
3+«

tion pour s= Comme dans [2] on montre l'unicité du pro-

3t+a

bleme (3.1) ce qui permet de supposer ¢ et Y dans D2 (R).
D’aprés le théoréme de Ovciannikov (3.1) admet une solution u

dans C2? ([0, T], H') et nous devons montrer que u appartient a
3t a

C2([0,T],D 2 (R)). Notons
v(t, ) =<u(t,x),exp(—ix.§)>E(ER

la transformée de Fourier de u par rapport & x : d’aprés le théoréme
de Paley-Wiener il nous suffit de prouver qu’il existe M et 6§ > 0 tels
que

lo(z, §)ISMexp (-6 I‘<’I3+°‘) (3.2)

pour tout §ER et tout r€[0,T], sachant que les transformées de
Fourier ¢ et x// des données initiales vérifient une inégalité analogue.
Comme v (¢, &) est solution de I’équation différentielle

d2
g i v(t, D ta()E v, H=

(U(O,E) e (®), v(O H=v®

il est clair que (3.2) résulte de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. — Soit a€CH ([0,T]),a€[0,1],a=0
alors il existe une fonction p: [0,+oo[ > [0, + o[ vérifiant

lim p(s) =0 quand s tend vers + o telle que toute solution u(t, &)
2

d
de l’équation différentielle Ez— u(t, &) +a(t) £ u(t, ) =0 vérifie

linégalité
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d
Iu(tl,é)l2+ld—tu(t,,£) 2<Cu(t,, HI? (3.3)

2
)1+ 1ED® exp (m(IED IE13F®)

d
+|('i't‘u(t2,'q’)

pour tous ¢,,t, dans [0,T], ou C et R sont des constantes posi-
tives indépendantesde &, t,, t, .

Commencgons par démontrer deux lemmes :

LemME 3.1. — Soit k€C! ([c,d]), k=0 et supposons k

croissante (resp.- k décroissante) alors toute solution u de l'équation
2

d
différentielle -c;t—g u(t, &) + k() 2 u(et, §) =0 vérifie linégalité

2

d
lu(t,, §)I1* + I;i—tu(t1 , £)

d
<c+1ED (lute,, 01 + lg;u(rz,z) 2) (3.4)

pour tous t,,t, dans [c, d], ou C et L sont des constantes posi-
tives indépendantesde &, ¢, ¢, .

Démonstration. — On suppose k croissante (I’autre cas se traitant
de facon analogue). Tout d’abord quand |§| <R pour tout R>0,
I’inégalité (3.4) est évidente les coefficients étant uniformément bornés.

2

d
1)Si k(c)>0, on pose E(t, &) =k(t) £ |ul* + .(Eu on

dérive et on applique le lemme de Gronwall pour obtenir I'inégalité

—dt

ity k' (1)
E <E
(t,,E)<E(t,, £) exp jtl T '

pour tous ¢, , ¢, dans [c, d], d’ou (3.4).

2)Si k(c)=0 soit R>0 tel que pour tout [£|=R il existe

1 d
t, €lc, d[ telque k(tz)=W et posons E, (¢, §) = |u|* + ld_tu 2

d
alors on a c;;E‘ (t, E)‘ <E, (¢, §) pour tout ¢ € |c, tE]’ d’ou (3.4)

(8]

sur [c, t,]. Sur [t,,d] on pose E, (¢, §)=k(£) £ |ul* +|—u

dt
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d
d E, (¢, $)l<k( H E (t, §) pour tout tE[tg,d],

et on obtient

d’ou (3.4) sur [tt' d].

LEMME 3.2. — Soit a € C? ([0 T)), a=0 et telle que a(O)

et a'(0)#0 (resp. a(T) = et a'(T)#0) alors a'(0)> 0
—l—
(resp @' (T) <0). De plus pour tout «>0, a'*® n’est pas dérivable

a droite en O (resp a gauche en T).
Démonstration. — Traitons le cas a(0)=0 et a’'(0)#0. Ona
a(t)=1t(a'(0)+ 0 (1)) (3.5
on 0(t)= Ll(a' (st) —d'(0))ds , donc 6 est continue et

6(0)=0. Lhypothése a=>0 entraine donc a'(0)>0, et (3.5)
permet alors de montrer la deuxiéme partie du lemme 3.2.

Démonstration de la proposition 3.1. En premier lieu on remarque
que pour tout R>0, quand |¢| <R [Tinégalité (3.3) est évidente,
les coefficients étant uniformément bornés.

Si a(0)=0 et a'(0)#0 (resp. a(T)=0 et a'(T)#0) le
lemme 3.2 montre qu’il existe BE ]0, T[ tel que a soit croissante
dans [0, B8] (resp. décroissante dans [8, T]) et le lemme 3.1 entraine
(3.3) sur [0, B] (resp. [B,T)D.

On peut donc supposer que, pour o«€]0,1], a vérifie
I’hypothése (H) du théoréme 2.1 appliqué & g =a. On introduit
a(t)=a(t) + € pour tout t€[0,T] ou e€]0,1[ désigne un
paramétre et on définit :

E, (£, §)=a, ()& lu(t, )I* +

On a facilement

la, la (D]
a, (1)

pour tout ¢ € [0, T]. On en déduit, en utilisant le lemme de Gronwall

T !
(t1’5)<Ee(f2,E)exp(f la (O]
0

a (1)
dans [0, T].

+ 2|£|)E (t, 9

e <

dt B (1, E)’
1

m+Té|y)(1&

pour tous ¢, , ¢,
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Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 3.3. — Soit a€CH* ([0, T]), «€[0,1] et a=0 alors,
avec les notations ci-dessus, pour tout ensemble mesurable A C [0, T],

ona
.(;

Démonstration. — Si a =0 Pinégalité est triviale, on peut donc
supposer que « € ]0,1] et il nous suffit alors de montrer

(aj*l_"‘)' (t)ldt< /| @™y (1) ar.
A

1 _
(a61+a)r (t)l<|(01+a)’ (t)I Vi€ A\E 3.7

ou E désigne I'’ensemble de mesure nulle du théoréme 2.1 appliqué
4 g=a. Onadeuxcas:

1)Si t€A\E est tel que a(t) >0 Iinégalité (3.7) résulte du
fait que g, =>a.

2)Si tEA\E est tel que a(¢)=0 alors a'(#) =0 en effet :
si a'(#)# 0 nécessairement t =0 (ou T) car a=>0 etlelemme 3.2
entraine que =0 (ou T) appartient & E ce qui est absurde. Mais
alors le premier membre de (3.7) est nul et ceci achéve la démonstra-
tion du lemme 3.3. .

Revenons a la démonstration de la proposition 3.1. Posons pour
|| suffisamment grand

F ., = {tEsupp ala(t) = 1¢177}
Gm = {tEsuppa/0<a(t)<|EI~"}

ou y€]0, [et supp a désigne le support de a et remarquons

3+«
que

lim m(Gm) =0
[E1—> + o
(m désignant la mesure de Lebesgue sur [0, T]).
On peut écrire

T |a! (1) - lal ()l * lal (D))
e—:— = € € 38
‘/0' a () dt ij () dr + 'ij R0 dat (3.8)
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etona
t
-l “'dt<C|gn (3.9)
Fioo a. (1)
(C désignant une constante) et
| ! LAGINNES Trays
‘ t)|dt. (3.10)
1+« j(;ltl (t) ‘/G|E| l(ae ) ()I

En utilisant successivement le lemme 3.3 et le théoréme 2.1 appliqué
4 g = a on déduit de (3.10)

;o s
[ m—e(%t—))—ldt<ce (G ) (3.11)
gl Qe

(C désignant une constante). Posons

— 1
Nei = max(m(G1z|)’ m)
alors (3.8), (3. 9) et (3.11) donnent
las (1)1 : B i
jol (t) dt+Te* [EI<C(E]" + e >‘|s| +€% E) (3.12)
pour une nouvelle constante C. Choisissons

2(1+a)
€=M\ 1E171) 3@ (3.13)

alors, de (3.6), (3.12) et (3.13) on tire

2
E, (t,,§)<CE_(t,,8) exp(u(ED E13*®)

pour tous ¢, ,%, €[0,T], C désignant une constante et p étant
définie par :
1+a 2

p(s)=CQA3*e +577 3+a)

» pour s suffisamment grand. Or on a pour |§| suffisamment grand

lu(t, ©)I? +’iu(t &)
, Pats

* <E,(t, §)

et

. d
B (1, 9 <CU+IED* (u(r, HI” + |-

pour tout t€[0,T] (C étant une constante) et donc la proposition
3.1 est démontrée.



54 R. DALMASSO

Remarque. — Nous remercions le referee pour avoir noté que, par
le lemme 1 de [2],si a est une fonction de classe (% ([0, T]) kK € N*

1
et 0<a<1 vérifiant a(¢)=>0 pour tout rE€[0,T] alors a**¢
est absolument continue et si y> 0 et

G, = {tEsuppa [0 <a(n) <|& ~7}

ona

. 1
lim j I(a"“‘)’ (t)ldt=0. *)
[gl—> + o G]y

On peut ainsi démontrer la proposition 3.1 4 partir de I’inégalité (3.10)
en utilisant successivement le lemme 3.3 pour a € Cke ([0, T]) et
(*) (sans recours au théoréme 2.1).

Notons alors que le théoréme 3.1 est valable pour une fonction
a de classe C**([0,T]) kEN* et 0<a<1 vérifiant a(t)=0
pour tout ¢ € [0, T] sous la condition suivante

k+a
2

I<s<l1+

ce qui permet d’améliorer le résultat de [2] dans le cas particulier
n=1.
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