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RACINES DE POLYNOMES DE BERNSTEIN

par Pierrette CASSOU-NOGUES

Notons O = C{X, ..., X,+,;} lanneau des séries convergentes a

n + 1 variables et 2 I’anneau des opérateurs différentiels linéaires en X
i

(1<isn+1) a coefficients dans (. Bernstein ([2]) a 'montré que pour
tout polynéme P, il existe Be C[s], B # 0 et D e 9[s] tels que I'on ait

DPs*! = BPs.
11 est clair que ’ensemble des B e C[s] tels qu’il existe D € 9[s] avec
DPs*! = BP* est!un idéal de C[s]; le générateur unitaire de cet idéal est
noté b et est appelé « le polyndome de Bernstein-Sato de P ». Il est facile de

voir que b(s) est divisible par s + 1. On note b(s) = b(s)/(s+1). On
sait, d’aprés Kashiwara ([4]) que b a des racines rationnelles négatives.

Nous étudions ici le cas n = 1.
Soit P(X,,X,) e R[X;,X,], P(X;,X,) = Ze X' X2.
Nous notons

Supp P = {o e N?/e, # 0}

et nous supposons que e, > 0 pour tout ae SuppP.

Nous nous proposons de calculer des racines du polynéme de
Bernstein-Sato de P.

Mots-clés : Singularités - Polyndme de Bernstein-Sato.
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Ces résultats reposent sur I’étude de I'intégrale

1 1
-1 _By—1
f J x':‘ xg2 P(x;,x,)* dx, dx,
0 0

et de son prolongement sur C.

Nous donnons des théorémes généraux qui peuvent étre complétés dans
des cas particuliers en faisant des calculs explicites.

Nous utilisons les notations suivantes :

Soit Eq = {a+R3%},csuppp €t &0 I'enveloppe convexe de E,, appelée
le polygone de Newton de P. Soient A;, A,, ..., A, les sommets de
8,. Nous écrivons I’équation de la droite A;A;,; sous la forme
fix,y) =1 ou fi(x,y) = x/a; + y/b;.

Notons L; le parallélogramme de sommets OAA;,,. Soient enfin
Yo, Yi> 0o, O; les degrés des termes de plus bas degré de P(X,0),
P(X,1), P(0,Y), P(1,Y). Nous notons

N ={qe Q| il existe me {y,, ¥y, 8y, 8;} et mge N}.

THEOREME 1. — Notons, pour i= {1,...,r}

Qi={q=_<%+%>

(B1,B)eLinN*? et q¢ A}

Alors si qeB;, q ou q + 1 est racine de b.

Notons “E; I’ensemble maximal de la forme U {a+R?%}, N qui ait
pour enveloppe convexe &, et

L; = [, Lin Ey.

THEOREME 2. — Notons, pour i = {1,...,r}

Biy = {q=—(%+%)

i

(B, B)eLin N** et g¢ A}

Alors pour tout i =1, ...,r, %, est contenu dans I'ensemble des racines
de b.
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Exemple 1.

P(X;,X,) = X{X3 + X$X3 + X$X3 + X4X4 + X2X5 + X, X3

Ay

. A, ,/

A,

_4xy _2x 3y, x4y
fi(xy) = 13 + 13’ falx,y) = 19 + 19° fi(xy) = T + 17

N ={q€Q|2qeN}.
D’apres les théorémes 1 et 2, on sait que
B = 7 8 9 10 11 12 14
M1 B 113131313

5 16 17
313 13
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e e
19 19 19 19 19 19 19
17 18 20 21 22 23
1907197 19 190 T 19 _1_9}
do - f BB
17 17 17 17 17 17 17
16 18 19 20 21}

VA VA VA U A ¥

sont contenus dans I’ensemble des racines de b et que si g appartient a

18 19
-@1,2 = {— 1—39 —_ E}

@ .12 26 28 30 33
22 19019 190 19 19

g2 5 26 2
S T A T M T AT

alors ¢ ou g + 1 est racine de b.

On montrera par des calculs explicites que 1’ensemble

5.6 6 7 9 u 14 5 9 10
131319 19 19191917171

est contenu dars I’ensemble des racines de 5.

Les théorémes 1 et 2 généralisent des résultats connus dans le cas ou la
singularité en O est isolée. En effet, si p est le nombre de Milnor, on sait
que I'on peut définir un ensemble de p nombres rationnels positifs £,
1 < k < p appelé le spectre de la singularité qui posséde les propriétés
suivantes :

i) Etant donné ¢,, il existe une racine de b, p, telle que 7, + p, soit
un entier positif ou nul.

ii) Dans le cas ou n =1 etsi P est générique pour son polygone de
Newton [1] on sait calculer les ¢, : si les droites qui joignent I’origine O
aux sommets A; de &, ne contiennent pas de points a coordonnées

By | B,

entiéres, le spectre de la singularité est égal a ’ensemble des — + —= ou
(By,B,) e L;AN*2 pour tout i, 1 <i<r. % i
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S’il existe des points & coordonnées entiéres (B,,B,) sur les droites

OA; on a les rationnels & + & ainsi que 2 — (B‘ + &)

a; b;

Exemple I1I.
X! + X{X3 + X, X§ + X3.

15]

A,
Le spectre de la singularité est

7 10 11 13 14 16 17 18 19 20 21 23 24 25 26 27

N RN N 2R
283031333437 7 9 11 13 15

17 19
PRy My MR VU VAR VIR VIR VIRV 14}'
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On en déduit, d’aprés Ehlers-Lo ([8]), que I’ensemble

{ 710 11 13 14 16 17 18 19 20
2 TR TR T TR T T TR T
21 23 24 25 26

2 T2 2w TR T

27 28 7 9 11 13 15 17
’Z”ﬁ?“ﬁ“ﬁ?“ﬁ"ﬁ“ﬁ?‘ﬁ}

’

est contenu dans I’ensemble des racines de b et que si g appartient a
I’ensemble

R LU R LU
2 22 2 2 14
alors ¢ ou q + 1 appartient a I’ensemble des racines de b.

On peut montrer par des calculs explicites que ’ensemble

2 15 30 3 5
27 T2 2214

est contenu dans I’ensemble des racines de b.

n
On peut donner une interprétation du nombre Y ¢, + p,.
k=1
Pour 1 » ¢ >» n > 0, notons

X = {xeC|x|l<e [PX)|<n}
S = {teC|ltl<n}
X, =P '()nX.

Soit Q" I’espace des n-formes différentielles a coefficients dans ¢. On note
G=Q"/df N dQ" 1.

On sait d’aprés Brieskorn et Sebastiani que G est un C{t}-module libre
de rang p, muni d’une connexion J, a singularité réguliere

0,:G ->G[tT']1=G® C{,}C{t}[t‘l].
On définit le saturé

G =Y (31)G < G[t™1].

i20
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On sait d’aprés Malgrange ([5]) que b est le polyndme minimal de ,t sur
n
G/tG. La dimension de G/G estégalea Y ¢, + p, (00 {p}icuc, et
k=1

I'ensemble des valeurs propres de d,t comme endomorphisme de G/tG).
(M. Saito : lettre a Pauteur).

Nous traitons quelques exemples qui montrent que I’on ne peut pas
améliorer les théorémes généraux.

Exemple III.

X3 + a; X8X, + a,X3X3 + a;X2X3 + X8 ay, 405,430

Le spectre de la singularité est

{9 13 14 17 18 19 21 22 23 26 27 31}
D’aprés les théorémes 1 et 2, ’ensemble

S .oB w17 w8190 210 220 23
200200 20 2 200 200 200 20 20

_% 27
200 20
. 31 11 .
est contenu dans I’ensemble des racines de b et — 2 ou — % est aussi

racine de b.

Des calculs explicites montrent que si

(a1,a;,a3) € {(x,y,2) eR?*|x=0,y>0,z=0 et y? # %x}



8 PIERRETTE CASSOU-NOGUES

11 . . , -
alors — 2 est racine de b. Si a,, a,, a; sont des réels positifs ou nuls

5 31
tels que a2 = 7% alors — 2 est racine de 5. On en déduit qu’il existe

apP P
g€ C{X,X,} et g,eC{X,,X,} tel que P 9

=g1ﬁ+82&;'

Exemple IV.
Xi + X3 + X, X3

A

@

v

5 7 11 13

D’aprés les théorémes 1 et 2, — IR T T

de b.

sont racines

On sait d’aprés Yano que les racines de b sont les éléments de
I’ensemble

_S,_ro_uo B un 50 170 190 20 23
127712 12 127 2 26 26 26 26 26
_y oy o»n 30 380 350 37

260 26 26 26 26 26 26
On voit donc que les théorémes 1 et 2 donnent exactement les racines de

B

b quisont de la forme 7 + %3 mais par contre ne donnent pas les autres.

Dans beaucoup de cas particuliers on peut compléter les théorémes 1 et
2 par des calculs explicites qui permettent de dire effectivement si g ou
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q + 1 est racine de b. Nous traitons d’autres exemples a la fin de cet
article.

Tous les résultats proviennent du calcul explicite des poles et des résidus
de la fonction I,(P,B)(s), prolongement a C de l'intégrale

1 1
J j P(x,, %) x0 7 x5 dx, dx, .

0 JO

Nous écrivons P(X;,X;) = Y e,X{'X3? et nous notons
a € Supp P
o= Sup a, o= Sup a,.
a e Supp P a € Supp P

Posons Q(X;,Xp) = % eXii Xt .
a € Supp P
On note I_(Q,B)(s) le prolongement sur C de l'intégrale

@ a0
s _Bi—1 _By—1
j j Qxy, %)™ x" x2 dxy dx,.
1 J1

Nous allons tout d’abord rappeler les résultats sur I,(Q,B)(s) d’ou
I’on déduira les résultats pour I,(P,B)(s).

1. Rappels des résultats sur 1_(Q,B)(s).

Nous écrivons Q(X;,X,) = ),  €X{'X3.
a e SuppQ
Notons E, = {a+R%},.5pq €t &, l'enveloppe convexe de E .
On remarque que &, et &, sontsymétriques par rapport au point A de
coordonnées (a9/2,a3/2). Notons g;(x,y) =1 ou g;(x,y) = x/c; + y/d;
les équations des faces de'€,,, 1 < j < #, indicées par pente décroissante
de — o0 4 0. Pour tout vo = (Vyyesupq€ N*P on définit

@) Sj(ﬁ’ VQ) = gj(Bl: B,) — Z Va(l—gj(“naz))-

a € Supp Q

Nous notons S;(B,Q) lensemble des s;(B,vo) pour tout voe NP,
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Nous posons aussi

3) F; = {a e Supp Q|g;(x,,x;)=1}

4 F; = {ae Supp Q|g;(x;,x,) <1}
et

Qj(XIaXZ) = Z e;XT‘ X;2~

aeFj
PRrROPOSITION 4. — Les poles de 1.(Q,B)(s) appartiennent a I'ensemble

_k_)l S;(8.Q).

ProposiTioN 5. — 1) La fonction 1,(Q,B)(s) est convergente pour
Re(s) > g;(B;,B,) ou ] gj(x,y) = 1 est I'équation d'une face de &, coupée
par la droite passant par (0,0) et (B, B,).

it) Si cette droite coupe &, sur la seule face F;, il y a un péle simple
pour s = g;(B;,B,) de résidu

I'(g;(By,B)) ! f J B 2 exp (= Qy(ty, ty)) dt, dt,

si i#1 et i#j. Si j=1 (resp.j=¢) ce résidu est
1
B, = - [,(Q,(1,X3),B,) (g:1(B1,B2)
1

resp. B, = 1 1,(QXy,1),B) (& (B.B))

iii) Si la droite passant par (0,0) et (B,,B,) coupe &, sur lintersection
des faces ¥; et F;,,, 1,(Q,B)(s) a un péle double pour

s = gi(B1,B2) = g;+1(B1,B2)-

Preuve. — Les points i) et ii)) sont démontrés dans [3], Théoréme 10.
Pour montrer le point iii), on remarque tout d’abord que

I,(Q,B)(s) — I,(Q;,B)(s) se prolonge pour Re(s) > g;(B;,B,) — & avec
£e>0.

En effet, on écrit :

Q=Q;+Q;;
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R o,
les mondmes de Q;,, vérifiant — + 2 <1
C: .
J J

L Q) — 1.(Q; B)(s)

0 oo

= j (Qx1,x3) ™% — Qj(xy,x2) H)xf ™' x2 ™ dx, dx,
1

1

oo

= z < >f J‘ Qj(xlaXZ) o n(QJl(x1,x2)n)x'31 l Bz ldxldXZ'
n=1

Chacune des intégrales est convergente pour Re(s) > g;(B;,B,) — € avec
€ > 0 et la série converge pour une telle valeur s.

On est donc ramené a montrer que 1,(Q;,B)(s) admet un pdle double
pour s = g;(B;,B,). On a

Iw(QJ,’B)(S) — ijﬁz+(d/ j) By —djs— ldx I(s)
1

ou

I(s) = fw P1Q;(v,1) " dv/v.

Or I(s) admet un pdle simple pour s = — + 52 lorsque (B,,B,) est
f] i
aligné avec une des extrémités du support de Q;.

2
ProprosITION 6. — Soit sy € U S;(B,Q). Si pour tout j et tout v, tel
j=1
que '

Sj(B9VQ) = S9, On a sj(Ban) # 5;+1(B,VQ) et sj(ﬁ’vQ) # sj—-l(B9vQ)

alors le point s = s, est un point régulier ou un péle simple; si de plus
— soeN alors c’est un point régulier . S'il existe i et vq tel que
5i(B,vq) = so avec s;(B,vq) = j+1(B,vQ) ou s;(B,vq) = s;- l(B,VQ), alors il
peut y avoir un péle double pour s = s,; side plus — soe N, alors s = s,
est soit un point régulier soit un pole simple [3, Théoréme 12].

Nous appelons cas 1, le cas ou pour tout j et tout v,, tels que

s;(B,vg) = S0, on a s;(B,vg) # sj+1(B.vg) et s;(B,vg) # s;-1(B.vg) et
—so¢N.
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Pour exprimer les résidus aux poles dans le cas 1 nous notons

5 BI(B’VQ) = F(S1(5$VQ) + Z Vo)

aeFy

Io(Qu(LX2).B: + 3 0av) (51(Bvg) + 2 Vo)

(6) B/(B,vo) = I'(s,(Bvo) + X Vi)

aeF,

Ioo(Q/(xl9l)9Bl+ z <xl\’tut)(‘gl(ﬁ’vQ) + Z er)~

aeF, aeF,
Pour 1 <j</?

U] B;(B,vo) = GQj(ﬁl + Z 0y Vy, By + Z ®aVy)

aeF; aeF;

ou GQj(sl,sz) est le prolongement sur C2? de

© fo dt, dt
j j t't? exp (—Q;(ty,t;)) S
o Jo

ot
Pour 1 <j</

— 1 v
Qv = 1 0% o

! @ -

- [
aeF;

On remarque que, pour 1 <j <7, s;(B,vy), B;(B,vg) et c;(B,vg) ne
dépendent que de la classe d’équivalence de v, pour la relation v ~; v

si et seulement si ils ont mémes composantes pour « € F;. On note vq un
représentant quelconque dans cette classe.

3
ProPoSITION 7. — Pour tout sy€ | ) S;(B,Q) satisfaisant le cas 1
j=1

I'(so) Eijglw(Q,B)(S) = Y ¢j(QVo)B;(B.vo)
i-¥q

la sommation étant étendue a tous les j et vy tels que s;(B,vg) = so.
Voir [3, Théoréme 13].
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2. Etude de I,(P,B)(s).
Les fonctions I,(P,B)(s) et I (P,B)(s) sont reliées par la proposition

suivante :

ProposITION 8. — Pour tout seC
®) I,(P,B)(s) = 1,(Q, —afs—B;, —a3s—By)(—s).

Preuve. — On se place pour Re (s) assez grand de telle sorte que
I'intégrale

1 r1
J J P(xl,xz)sx?rlx?z_] dx; dx,
o Jo

soit convergente et on fait dans cette intégrale le changement de variables

_ -1 _ -1
X;=Y1 5 X2=Y2 -

Notons (2,),.; les faces de &, qui ne sont pas paralléles aux axes et
2; = {oeSupp P|fi(a;,a,)>1}. Pour tout vp = (V)ycsuppp» ON définit,
pour tout iel

)] ti(B.ve) = — fi(B1,B2) + Z Vo(1=fi (g, 005))

a € Supp P
et
T(B,P) = {£;(B.vp)| v € N'SPPPIY
THEOREME 9. — L’ensemble des pdles de 1,(P,B)(s) est contenu dans

I'ensemble | ) T,(B,P).

iel

Définissons :
(10) Bi(B-,ve) = F(—tl(B,VpH Z+ vu>
ue@l
IO(Pl(laXZ)a Z+ a2va><tl(ﬁaVP)_ z va)
aeD aeD

1 1

(11) By(B,ve) = F(—tz(ﬁ,\'p) + 2, Va)

ae@l

IO(PI(XI 1), Z+ alva)(tl(B’VP) - Z+ Vu)
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si 92, et 2, ne sont pas des axes, et pour 1 <i< ¢

(12) Bi(B,vp) = GE(BI + Z % Ve, B2 + 2+ az"u)'

aeD. aeD.
1 1

THEoREME 10. — i) La fonction 1,(P,B)(s) est convergente pour
Re(s) > — fi(B;.By) ou  fi(Bi,B,) = 1 est I'équation d’une face de &,
coupée par la droite passant par (0,0) et (B,,B,).

ii) Si cette droite coupe & sur la seule face 9;, il y a un péle simple
pour t = — fi(By,B,) de résidu

T (i1, f f 0 1527 exp(—Qy(ty ,t2)) dt, di
V] 0
si 9; nlest pas paralléle aux axes, et

To(P(1,X2).B) (— f1(B1,B2))

ou

Lo (P, (X ,1),B)(=/(B1,B2)

sinon.

iii) Si la droite passant par (0,0) et (B,,B,) coupe &, sur
l'intersection des faces 2; et 2;,,, 1,(P,B)(s) a un péle double pour

s= — fiB1:B2) = — fi+1(B1,B2).

TueoREME 11. — Soit to € | ) T;(B,P). Sipour tout i et tout vp tel que

iel
t:(B,ve) = to, on a t;(B,ve) # t;i—1(B,ve) et t;(B,vp)#tiy (B,ve), alors le
point s = t, est un point régulier ou un péle simple. Dans ce cas, on a :

['(—to) ResI,(P,B)(s) = ). ¢;(P,ve)Bi(B,ve)
s=tg

i.vP

lorsque c’est non nul, la sommation étant prise sur tous les i et vp tels que
ti(ﬁ,Vp) = to 012

— 1)
ci(P’VP) = I;L_ ((V ')) €y

Preuve. — Nous démontrons les théorémes 9, 10 et 11.

Considérons une face F de &, d’é¢quation g(x,y) =1 avec

glx,y) =x/c+y/d
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et la face 2 de &, symétrique de F par rapport au point A d’équation
fGxy) =1 avgc f(x,y) =x/a+y/b. On a

0 no o 0 na o
(13) c=a1b+°;2a ab, d:ozlb+o;2a ab.

Les singularités de I,(Q, —aJs—B;,—ajs—P,)(—s) vérifient

(14) _s=_°‘(1)5+31_°"55+‘32
c d
R (=

o€ Supp P d

Considérons tout d’abord le cas ou ¢ et d sont tous deux finis. Alors (14)

af o By , B, af—ay 0G0,
— Ay P2, — —
(13) s( c d) L V(! c d

On en déduit que les singularités de I,(P,B)(s) vérifient

(B B —
(16) s-—(7+7>+ » vu<l—;—?)-

est équivalent a (15)

(4 d aeSupp P

a € Supp P

Si maintenant ¢ est infini, alors b = o3 — a}. Si af = 0, alorsiln’y a
pas de singularité correspondante pour I,(P,B)(s). Si af # 0, alors (14)

s’écrit B
2 ]

s=—2— Y vll1-=)

1 “( °"i>

oy a € Supp P

Supposons maintenant que 1,(Q, —afs—B,;, —as—P,)(s) ait un pole
double pour s = s,, alors il existe j et vp tels que

_ofso + By agso+ By T v (1_a(1)_°‘1 _ “’5‘“2)
a
d.

SO =
Cj d; «e Supp P Cj j
(1] n 0
_ajso + By a3se + B, T v, (1 oy — 0y “’5‘“2)
= — — — ol 1— — .
Ci-1 dj—l a e Supp P Ci-1 di‘l

On en déduit, si 2; et 9;_, sont les faces de &, symétriques de F; et

F;_, par rapport a A,
_ Bi B2 oy %
So = < + + Y v, RS

ai bi aeSupp P i

(e )

ai—1 bi—l a € Supp P
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Nous étudions maintenant les résidus. Soit t, e () T;(B,P)
iel
Res I'(—s)I,(P,B)(s)
S=lo
= Res (=) ,(Q, —als—B,,—0js—B,)(—s)

s=1

= I“('_"tO) SR_’etS Iao(Q"_'u'(l)tO—Bl ,—a'zlto—ﬁz)(_s)-

Donc

Res T'(=9)Io(P,B)(s) = 2. ¢;(Qvo)B;(B',vo)

s=l ivQ
la sommation étant étendue a tous les j et vq tels que s;(B',vq) = — ¢,
avec B, = — adt, — B, et B, = — aflt, — B,, Clest-a-dire a tous les i

et vp tels que ;(B,vp) =ty. Si j#1 et/
B;(B',vq) = GQ;(ﬁ'l + X Ve, Bt Y °‘2Vu>
aeF. aeF.
J J
ou qu(sl ,5;) est le prolongement sur C? de

t Iy

J J tilt?exP(_Qj(tl,tz))
o Jo

On a encore

! d
Go (51,5;) = I‘(s—l + sl)J uSan(V,l)—(SI/CJHz/dj)_”
g c 0 v

;o d
1
+T S1 + 52 v°2Q;(1,v) €1/ +s2/4) fﬁ
d e v

i

Cj i/ Jo
Posons :
S35
sh=—s8; + <—+d—)cx‘,’
Cj J
S1 8
s = —8; + <—+d—><x;
Cj i
On a
S5 5,5
a; i f] J
Donc

s’ 2N [° /a4 55 /by AV
Go,(51,57) = I"(B‘— +b—.~) L AP (v, 1)l M =

’

’ )
+r(5L 452 vs‘zpi(l,v)—@a/ai+s'2/b.«)d_”.
a b)), v
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Il est alors facile de montrer que

GQj(Sl ’52) = GPi(s'l 9312) .
On a donc

GQ}(S,1+ Z alva’B,2+ Z a2v2)
aeFj_ aeFj_

= GP,-<B1 + z_ (a(l)_al)vu’ BZ + Z_ (a’ZI_QZ)Va>

a€eF. a€eF.
J J

Bl + z+ lea,ﬁz + Z+ azva> .

€D, me@i

I
Q
o
/N

Si j=1 ou ¢
Bl(ﬁ’st) = F(Sl(ﬁ',VQ) + Z_ Va)

Iw<Q1(19X2),ﬁ,2+ Z_QZVG)<SI(B,’VQ)+ Z_va>
meFl ozeFl

sl(ﬁ,’VQ) - Z_ Vo = —Ip + Z_ Vo = fl (Bl ’B‘Z) + Z_ Vafl (0 ,05)

meFl ueFl aeFl
Iw(Ql(lax2)9 BIZ + Z_ azva)<sl(B”VQ) + z_ Va)
uteFl cxeF1
= 10<P1(1,X2),Bz + ) °‘2Va><to_ ) Vu)'
aea TN

1 1
Les théorémes sont donc démontrés.

3. Lien avec les polynémes de Bernstein.

Notons @ = R{x,,x,} l'anneau des séries convergentes a deux

variables et 2 I’anneau des opérateurs différentiels linéaires en F et
X1

— a coefficients dans €.
0x,

Bernstein ([2]) a montré que pour tout polyndme P, il existe B € R[s],
B#0 et De2[s] tels que 'on ait

DPs*! = BP*.
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I1 est clair que I'ensemble des B e R[s] tels qu’il existe D e 9[s] avec
DP**! = BP* est un idéal de C[s]; le générateur unitaire de cet idéal est
noté b et est appelé le « polynéme de Bernstein» de P.

Nous avons donc :

1 1 1
L(PP(s) = D[P(x; ,x)F " Xl x22 7 dx, dx, .
b(s) Jo Jo ' 2
Nous connaissons les poles de I,(P,B)(s) et nous étudions les poles de

1 1
f f D[P (x; )l M1 xP1 7 %P dxy dx, .
0 0
Nous écrivons D sous la forme
N .
D= ) Dy avec D;e2.
ji=1

On définit ord"D = max {ord D;+j} et on peut montrer ([7]) qu’i
existe D tel que

ord"D = deg b(s).
Donc on peut écrire :

o o

Z q i, 12(x1 2X2) I ox2
1 2

iy, by

avec a4;; ,(X1,x)€0 et iy +i, <M, M fixé.

Nous sommes donc ramenés a étudier un nombre fini d’intégrales de
forme

a'l 6'2 B B
Li(s) = f J ax" ox ,2 [P(xy,x)P "t x?l lxgz laj,i(xl 2X3) dxy dx,

avec a;;(x;,x;)€0.
Par intégration par parties, nous obtenons I;;(s) = A;,(s)—B;;(s) av
xy=1

axl 1 aiz B B
Aji(9)= [J Waxiz [P(x; ,xz)]”lx?l ' x2152 l a;,i(xy,%5) dxz:l

x1=0

all 1 alz a B
B;i(s)= J J ,1 F P ,2 [P(x; ,)‘2)]s+l [xB' : Bz ' a;;(xy,x;)] dx, dx,
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En recommengant l'intégration par parties un nombre suffisant de fois,
nous obtenons

Lis) =Y jl P(1,x,) ! e (x,) dx,

r1
+ 2| PGy D e(xy) dx,
k" JO
f1
+ Z P(Oaxz)ﬁhlez(xz) dx,
¢ JO
ﬁl )
+Y | P(x.,00"" e, (x,)dx,
¢ JO

1 L1
+ J‘ J P(x, ax2)8+1ej,i(xl ,X5) dxy dx,
o Jo

ou ¢ et e, sont des ¢léments de R{x,}, ¢, et ¢, deséléments de R{x,}
et e;;eR{x,,x,}. Toutes ces sommes sont finies.

Ceci permet, connaissant les podles de I,(P,B)(s) et les poles des
différentes fonctions qui apparaissent ici, d’en déduire des résultats
sur b(s).

Notons Z =  Inf " {fi(lmy my)|iel}.

(m,mp) e N

THEOREME 12. — Soit g€ | X (J T:(B,P). S'il existe B tel que q soit
peN*<iel
effectivement un péle de 1,(P,B)(s) et si q¢ A", alors q est racine de b si
q>—2Z—1 ou si q+ 1 nest pas un pole de 1,(P,B')(s) quel que
soit B'.

4. Démonstration des théorémes. Etude des exemples.

Nous allons tout d’abord montrer

THEOREME 1. — Notons, pour i = {1,...,r}

3, - {q=—<%+%>|(ﬁl,ﬁz)eLmN*2 et qw}.

Alors si qeB;, q ou q+ 1 est racine de b.
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Preuve. — Soit (B,,B,) € L, n N*2_ posons

_ (B B
o= (%)

Supposons tout d’abord que (B,,B,) n’appartienne pas au bord de L;.
Considérons I,(P,B)(s). Puisque la droite passant par 'origine et le point
(By,B,) coupe &y(P) en 2;, I,(P,B)(s) a effectivement un pdle pour
q= —<%+%>- Si g> —7Z -1 ousi g+ 1 n’est pas un pdle de
I,(P,B")(s) pour tout B', alors g est racinede b. Si g + 1 est un pole
de I,(P,B)(s) pourun B, g+ 1> —Z — 1 etdonc q + 1 est racine
de b. Le théoréme est démontré dans ce cas. Si (B,,B,) appartient au

bord de L; et (& +EZ
a; b;

s= — <& + EZ) et donc —(E + &> est racine double de b.

) < 1, alors I(P,B)(s) a un pdle double pour

a b a; b
TutOREME 2. — Notons pour i€ {l,...r}
— — Bl BZ ’ *2 ./V
B =9=— ;'*‘F |(B1,B)eLin N**, g€ ’
Alors pour tout i =1, ...,r, #;, est contenu dans l'ensemble des racines
de b.

Preuve. — 1l suffit de remarquer que si ge %, , alors ¢ > —Z — 1.

Nous traitons maintenant des exemples et tout d’abord ceux de
I'introduction.

Exemple 1.
P(X,.X,) = X3X3? + X$X3 + XiX3 + X{X4 + XiX3 + X,X3.

Aprés avoir appliqué les théorémes 1 et 2, il reste a voir si q appartient a

. 25 26 28 30 3
2271719771977 190 719 T 19

g {2 > % 7
S T AT AT AT

si ¢ ou g+ 1 est racine de b.
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Dans le tableau suivant on indique les racines q et b telles que
q+ 1€%;, avec i =1,2,3 en donnant une fonction I,(P,B)(s) pour
laquelle g est un pole, avec le résidu correspondant

5 1 (8 3 5\
BT L, (P,(1,1))(s) ' F(E) F(— E) F(E>

6 1 (17 1 6\!
T L, (P,(1,2))(s) B F<1—3> F(— E) F(1—3)

6 6 15 10 6\!
-5 | LEADE -8 r(l—g) r<1—> r<ﬁ>

| e (D))
T o(Py(2,1))(s) B\ ~19) "\

s | e () (2)
T o(P,3,1))(s) 5\ ~19) "\

11 (P41 1 l_(lS) l_( 7)1_’<11)_1
T o(P,4,1))(s) TR AT AT

14 L (P42 1 F<16> r( 2)1_(14)_1
BRT) o(P,(4,2))(s5) 9 \19 BT 19

> I,(P,(1,1 ll‘( 2)F<7)F<5>_1
1 o(Py(L,1))(s) 7\~ 17)N\g) &

2 D)
- o(Py(1,2))(s) 7\~ 1)\ &

10 - 1 l‘( 4) r<14) I_(10)"
- ﬁ 0( s( 7 ))(S) ﬁ _ﬁ ﬁ l_

Exemple 11 :

_3x . _4x 3y, _2x 3y
fl(x’y) _?'}'9, fz(x,y) —Z+ 22, f3(x,y) —TZ-'_ﬁ
N ={q€Q|7geN ou 9ge N}.



22 PIERRETTE CASSOU-NOGUES

Aprés application des théorémes 1 et 2, il reste a voir, si q appartient a

Pensemble { 30 31 34 37 19

—ﬁ,—z—z,—ﬁ,—z—z,—ﬁ}, si g ou g + | est racine
de b.

Dans le tableau suivant on indique les racines de b:
_1—54 Io(P.(1,1)(s) %FG“) r(_% r@)ﬂ
_% To(P.(1,1)(s) _%r(_%) F(%) r(;_;)-l
_5 Io(P.(1,2)(s) _%r<_%> 1_(%) r(%)"

Exemple 111 :

P(X,.Xy) = X] + a; X1X; + a,X3X3 + a,XiX3 + X3

_*.7
f(x,)’)—5+4

A ={qeQl4geN ou 5ge N}.

Il reste a savoir si c’est i o 31 i est racine de b
20 %% T '

Si a;, = a, = a; = 0, aucune fonction Iy(P,(B)(s)) n’admet de pdles

1 31 .
pour s = — - Donc — 5o oSt racine de b.
Si a, = 0 = a,, il en est de méme. En effet, les poles de I,(P,B)(s) qui
wappartiennent pas a A4~ sont

By B2 3v
(5+4 0 VeEN

11
et donc aucune fonction I,(P,B)(s) n’admet de pdle pour s = — 0 (On

retrouve le fait que dans ce cas P est quasi-homogéne déja montré par
Yano ([6]).)
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Si a; #0 ou a, #0:

Alors I,(P,B)(s) peut avoir des pdles pour

2
_<%+%)_ﬁ_—ﬁ’ (vi,v2) eNZ.

20 20
. R 11 .
Donc 1,(P,(1,1))(s) peut avoir un pdle pour s = — 20° les autres
. . 11
fonctions I,(P,(B,,B,))(s) ne peuvent pas avoir de pdles pour s = — 20
. . 11
La fonction I,(P,(1,1))(s) a effectivement un péle pour s = — 2 si

L, (9 3 1 4 3
+ 3> 20 %1 F<§> F(Z) ~ 55 % I‘<§> F<Z> est non nul,

2
p A A o 2
c’est-a-dire si 54 #a,.

.2 11 .
Si gaf # a,, alors ~ % est racine de b.

2 . 11
Si gaf = a,, alors aucune fonction I,(P,B)(s) n’a pour pdle — 2 et
, 31 . .
c’est donc — 20 dui est racine de b.
Il n’est pas difficile de vérifier que si

ai

W N

=a, ona dimcC{X, X,}/(P,Py Py) =12

et si

Wi N

a} #a, ona dimc C{X; X,}/(P,Py Py)=11.

Exemples 1V :

P(X,.X,;) = X] + X§ + ZaX['X}?

ou

o
o, <6, a,<5 et —+f>h
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S =3 +3

N ={q€eQ|7geN ou 6geN}.

D’aprés les théorémes 1 et 2, I’ensemble

BT RV R VR VNS MY MV RV
34 37 38 39 40 41 43 44 45 46
T4 @2 w2 2 e 2w
47 50 51 52 53}

{ 13 19 20 25 26 27 31 32 33

VR MY RS M)

est contenu dans I’ensemble des racines de b et si g appartient a

57 S8 59 64 65 71
R R R R Y

alors ¢ ou q + 1 est racine de b.

Si a, =0 pour tout a, les poles de I,(P,B)(s) qui n’appartient pas a

A" sont
Bl ﬁZ
(7 6)

58 59 64 65

71
et donc ’ensemble — — ﬁ} est contenu

T4’ T2 2 2 @
dans I’ensemble des racines de b.

Nous étudions tout d’abord les cas séparément.

Dans les tableaux suivants, on indique les rationnels ¢ + 1 qui sont
racines de b, les fonctions I,(P,B)(s) qui ont des pdles en ces points avec
les résidus correspondants. La notation * signifie que la fonction
I,(P,B)(s) est la seule qui admette la valeur correspondante comme pdle.

1) X7 + X§ + a,X58X,.

Les poles de Iy(P,B)(s) qui ne sont pas dans 4" sont de la forme

B, B2 \
—<7+ 6 T veN.
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_ % 1o(P,(L1))(5)* Qflﬁ aT (g> F<%> r(i—i) i
_ g Lo(P,(LD)()* - 314—2 ai F(?) r@ r(l_g>
_ g Io(P,(1,1))(s)* 514—2 ai F(?) r@ F<g>_l
_ % I(P,(1,2))(s) 514—2 ai (g) r(%) r<2_§)_l
_ g I,(P,(1,2))(5) - 6,142 a F(g r %) F@)_l

-2 L(P,(1,3))(s) - afr<1_> r(

42

2) X] + X§ + a,XiX3.
Les poles de I,(P,B)(s) qui ne sont pas dans 4 sont de la forme

_<—B_1+£3£>_2_V’ ve N

77%6) &

_ g I,(P,(1,1))(9)* - % a,T G) r(%) r (:IT;>‘

_ g Io(P,(1,D)()* ﬁg “zr(%> r(%) F(;—D—l
_ % To(P,(1.2)(s) - % “zFG) r(%) r@)-l

-2 L(P.21)(5) o r(%) r(%) r@)_l
_ % Io(P,(1,3))(s) - % “zFG) r (g) FG;)
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3) X] + X§ + a;X{X3-

Les poles de I1,(P,B)(s) qui ne sont pas dans .4 sont de la forme

(B Bs) _3v
(7 t%) "z VveEN

16 1 4\ /16"
-5 | LELHE* - Lo, r(é) r(g) r<_2>

22 1 4\ _[22\!
-5 | Leeno -y r(g) r($)r(3

.3 I, (P,(1,2))(s) b a r(§> r(5> r<§>_ 1

29 1 6 5 20\°!
-5 | LEeDE -5a7(5)r() r<_2>

4) X] + X§ + a,X3X;5.

I,(P,B)(s) peut admettre des pdles pour

(B By 4v
s—<7+6 ’ veN

17 , 1[4\ _[5\_[17\!
& | LELE T 7) r<g> r<5>

23 1 S\ /5 ~(23\ !
-5 | Leene - e r(7> r(}) r(_z)

29 1 6 5 29\7!

5) X1 + X§ + asX3X3-

Les fonctions I,(P,B)(s) peuvent admettre des pdles pour

B, B Sv
=‘(7+€)“a
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23 1 S\ /1) . /23\"
— * g2 — . —
y) Lo(P-(LI)E) 2.5 r(7> r( 6 ) r(42)
29 1 6\ /1) /29
-z Io(P2,1)(s)* L ar(2)r(=) (2
a2 o(PL2.1)() 20" F(7> (6) (42)

6) X] + X§ + agX$X3.

Les fonctions I,(P,B)(s) peuvent admettre des pdles pour

BB
S-‘(7 f)

+

8v

42

29

) To(P.(1,1))(s)*

1
2.42

ag

2

(5)r(6)r(@)

7 X] + X§ + a,X3X3.

Les fonctions Iy(P,B)(s) peuvent admettre des pdles pour

— (B, B2) v
S (7+6> 2 VEN
22 . 1 6\ _[4\ _[22\!
-5 | Leane - e r<7> r(g) r(E)
29 . 1 6\ _/5\ _/29\"!
o I,(P,(1,2))(s) Y F<;> F<€> F<E>

8) XI + X§ + agXiX3.

Les poles de I,(P,B)(s) qui ne sont pas dans A" sont de la forme

B, B 10v
- <7 * K) @ VeN
23 . 1 5\ /5 [23\!
-2 | neane o 7(3) o(3)r(5)
29 . 1 6\ _/5\./29\!
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9) X] + X§ + aoXiX3.

Les poles de I,(P,B)(s) qui ne sont pas dans 4" sont de la forme

B, B, 16v
<7+6 42a veN

29 1 6 5 29\ !
-5 | weane ~5o(5) r(g) r(3)

_Pour tous les autres trindmes on sait qu’il existe g, (X; ,X,) € C{X, ,X,} et
£:(X; . X;) e C{X; Xy} tels que P =g, (X, Xo)P + 82Xy, X,)Py, .

On peut résumer ’ensemble de ces résultats dans un tableay :

X$ - - -
- 23
29 -
X2 X3 |- - 17|- - |- - =
- 23 - 23 - -
29 29 29
X3X3 - 16 —|- - =
2223 22 -
29 29
xX#x3 (15 - 171- - -
22 23 - -
29 29
X3X2 |15 16 17
22 23
29
X$X,

X

Dans le tableau suivant, on a calculé tous les polyndmes de Bernstein
des déformations 4 p constant de X] + X§. On a indiqué aussi les strates
qui correspondent & T constant (tzdimCC{Xl,Xz}/ (P,EP_,é_P>>

0X, 00X,
calculées par Laudal et Pfister (Modular Singularities, Lecture Notes, a
paraitre). On peut constater que I’'on peut avoir plusieurs polynémes de
Bernstein dans une strate 4 t constant et que T peut varier dans une
famille & b constant.
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b constant et T constant
pour X] + X$ + T, XiX2 + T, X{X3 + T3X3X3 + T XX3 + T X$X% + T XX4

S26 T, #0 | T,#0 | T, = T, =
20
9T;—8T,T3+7T§ #0 T,=0 T,=0 | T,#0 | T, #0
2 2
T,#;Tf T,=7T§ T;#0 | T;=0
5
-1
T2ah
ou
5
T,;eﬁﬁ
15 17 |15 16 17 16
T, #0 | T, #0 | = - — | = - - |- = —= |- = —
e 1 # 2 2|48 2 2 2
22 23 22 23 22 23 22 23
T,#0 | T,#0 | == == == ==
2 ¥ 2 * 42 42 42 42 42 42 2 8
2 2 29 29 29 29
T, #-T2 | T,==T2| = = = =
s#7T T=3T 4 42 2 42
11516 17 | 15 16
L2
22 23 22 23
S _—— —_ = =
2 2 42 42 42 T.#20 Ti=0 ] T =0
20 29 29
9T§—8T1T,+«7~Ti‘=0 - - T,=0 T,=0 | T,=0
5
T,#0 ou T,#0 T,=ﬁTf Ty;#0 T3 #0
T,#0 | T,=
et
5
Ts=7e5Ti
5., 15 17 17 17
o Tyt 2 " » T Tm|T T m
22 22 23 23
2 2 2 2
29 29 29
2 2 2
S1s Ta#0 Tg=0|T,=0 Ts#0 |T,#0 T,#0
22 29 23 29 22 23
T,=T,=T;=0 % > = . 5 G
29
42
29
Sz o
S30 quasi-homogéne
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