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NON PROLONGEMENT UNIQUE DES SOLUTIONS
D’OPERATEURS « SOMME DE CARRES »

par Hajer BAHOURI

Introduction.

Dans ce travail, on s’intéresse aux « opérateurs de Hormander » [10]
P = ZX?, ou I'algébre de Lie engendrée par les X; est de rang maximum
en tout point. Bony[5] a montré que, dans le cas analytique, le
prolongement des solutions de ces opérateurs est unique. Par ailleurs,
Watanabe [14] a obtenu le méme résultat, dans-le cas C*, en dimension
deux. En ce qui nous concerne, nous montrerons que ce résultat n’est plus
vrai dés que la dimension est supérieure ou égale a trois. En particulier, en
dimension trois ou quatre, nous établirons que ces opérateurs ne possédent
jamais la propriété de prolongement unique. (Evidemment, en supposant
que ces opérateurs ne sont elliptiques en aucun point de I’espace).

Les hypothéses des résultats que nous énoncerons au paragraphe 1, sont
invariantes, et reposent sur des propriétés algébriques et géométriques de
Popérateur. La preuve de ces résultats, donnée au paragraphe 2, est fondée
sur des techniques, introduites par Plis [12-13], pour étre ensuite améliorées
par Hormander [8-9], qui sont en liaison avec le méthode de 'optique
géométrique.

C’est a S. Alinhac que je dois de m’étre intéressée a cette question. Je
I’en remercie vivement. Je tiens également a remercier Jean-Pierre
Bourguignon pour les préciepx conseils qu’il m’a prodigués.

Mots-clés : Prolongement unique - Forme volume de classe 4 - Non unicité de Cauchy -
Opérateurs de Hormander.
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1. Généralités et résultats.

Dans toute la suite, P(x,D,) (ou x € R", n>3) désignera un opérateur
différentiel écrit sous la forme :

(1.1) P(x,Dx) = 5 X?(x,Dx) + p,(x,Dx)

i=1
ou

(1.2) Les X;, 1 <i<n-—1, sont des champs de vecteurs réels, a
coefficients C* dans un ouvert Q de R”".

(1.3) L’espace vectoriel engendré par les X;, 1 <i<n—1, estde
dimension n — 1 en tout point de Q.

(1.4) L’algébre de Lie engendrée par les X;, 1 <i<n—1, estde
rang n en tout point de Q.

(1.5) p,; est un opérateur différentiel d’ordre un a coefficients C®
dans Q.

Nous dirons que P posséde la propriété de prolongement unique dans
un ouvert Vc Q si:

ueC®(), et Pu =0 dans V impliquent u = 0 dans V dés que
u =0 pres d’un point de v.

Et nous désignerons par ¢, la forme volume associée aux champs X;,
1<ig<n-1, quia tout champ de vecteur X, réel C* dans Q,
associe X; A X, A Lo AX, A X =det(X(,X;,,...,X,-1,X).

Le résultat principal que nous obtenons est le:

TutorEME 1.1. — Soit P(x,Dx) un opérateur différentiel vérifiant
(1.1), (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5), on suppose qu'il existe un point x, de Q
tel que :

(1.6) €, satisfaita €, A de, # 0 en x, et €, A (ds,)> = 0 présde x,.
Alors, dans tout voisinage de x,, il existe un ouvert V et une fonction
aeC>®(V) telle que P.a n’a pas la propriété de prolongement unique
dans V.
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De cet énoncé, on déduit les :

COROLLAIRE 1.2. — En dimension 3 ou 4, la conclusion du
théoréme 1.1 reste vraie sans I'hypothéses (1.6).

p
COROLLAIRE 1.3. — Soit P(x,Dx) = XZ(x,Dx) + p,(x,Dx) tel
i=1
que p <m— 1, la conclusion du théoréme 1.1 reste vraie s'il existe
Xpr1s -0 Xy tels que les X;,1<i<n-—1, et p, vérifient

(1.1) ... (1.6).
Exemples et remarques.

(1.7) Le fait que la dimension est supérieure ou égale a trois est
important; en effet, en dimension deux, Watanabe [14] a montré que toute
solution u dans C®(Q) de Pu = 0 est identiquement nulle dés qu’elle est
nulle au voisinage d’un point, lorsque P vérifie la condition
d’Hormander [10]. Notons que (1.3) et (1.4) ne peuvent avoir lieu en méme
temps que si la dimension est supérieure ou égale a trois.

(1.8) Dire que la forme volume ¢, satisfait a (1.6), équivaut a dire que
€, est de classe 4 en x,.

(Pour plus de détails, voir Abraham-Marsden [1] Godbillon [7] ou
Malliavin [11]).

(1.9) Dire qu’au voisinage de x, €, A dg, = 0 revient a dire que les X;
forment un systéme de Frobenius. Le théoréme montre qu’on sait traiter le
cas qui vient aprés celui de Frobenius pour lequel la propriét¢é de non
prolongement unique est immédiate.

(1.10) Le fait que ¢, vérifie la propriété (1.6) est une condition
nécessaire et suffisante pour qu’il existe une hypersurface S telle que les
composantes tangentielles des X; forment un systétme de Frobenius.

(1.11) Notons que 'on obtient le méme résultat avec deux champs
(resp. trois champs) dans R” vérifiant (1.2), (1.3) et (1.4) (méme preuve que
le théoréme 1.1, voir méme plus simple).

(1.12) Notons que dans le cas ou I'on considére plus que n — 1
champs de vecteurs réels sur R", vérifiant (1.2) et (1.4), nous disposons (a
part, le cas trivial des opérateurs elliptiques) de plusieurs exemples dus a
Watanabe [14], Bahouri [4], possédant la propriété du prolongement
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unique, a savoir : 0?2 + x3* 93 en dimension 2, ou k est un entier positif
03 + 03 + x2 % en dimension 3.

Plus généralement, on peut montrer que tout opérateur d’Hormander
elliptique hors d’une hypersurface, posséde la propriété de prolongement
unique.

(1.13) L’opérateur 82 + (0,+x, d5)>, en dimension 3, vérifie les
hypothéses du théoréme 1.1 et n’admet pas 1’unicité de Cauchy par rapport
a la surface S: {x; =0}, dans le sens ou, pour tout x,€ S, il existe un
voisinage V de x, dans R?, des fonctions a et u de classe C* dans
V, suppa < {x,>0},

suppunV={x,20}nV
et @*+(@0,+x,0;))u +au=0 dans V.

Plus généralement, dans R", tout opérateur de la forme
02 +02+ -+, + (8,-,+x,0,)* vérifie les hypothéses du
théoréme et n’admet pas l'unicité de Cauchy par rapport a la surface
{x,=0}.

L’exemple de I'opérateur 82 + 03 + (0;+a 8s5)*> + (0, +b 05)* vérifie
les hypothéses du théoréme 1.1 lorsqu’il existe x, € R® tel que a, (xo) #0
ou b, (xo) #0 ou a,(xe) #0 ou b,(x0) #0 et a b, = anbn au
voisinage de x,. '

Enfin, Popérateur 07 + (0,+x, 03+ ---+x{720;+--- +x7724,)* ne
vérifie pas les hypothéses du théoréme 1.1 mais reste dans le cadre de la
remarque (1.11) et donc ne posséde pas la propriété de prolongement
unique. On montre facilement qu’il n’admet pas 'unicité du probléme de
Cauchy par rapport a la surface {x; =0}, dans le sens indiqué ci-dessus.

2. Preuve du résultat. -

Dans ce qui suit, nous noterons par P(x£), X;(x.£), p;(x.£) les
symboles respectifs de P(x,Dx), X;(x,Dx), p;(x,Dx) et nous écrirons
Xi(x,0,) = Y, di(x) 0, dans le systtme de coordonnées (xi,...,x,).

i=1

Avant d’établir le théoréme 1.1, notons que le corollaire 1.2 est
immeédiat, vu que (1.6) est toujours vraie en dimension 3 ou 4. La preuve du
corollaire 1.3 est analogue a celle du théoréme 1.1.



NON PROLONGEMENT UNIQUE 141

2.1. Changement de variables.

ProrosiTiON 2.1.1. — Pour toute fonction f, réelle C*, définie prés
de x, dans R", telle que df(x,) # O et la surface S: {xf(x)=f(x,)} est
non caractéristique par rapport a P en x,, il existe un changement de
variables (y,...,ys) = (X1,...,X,) (prés de x,) tel que le transformé de P
noté P s'écrit:

n—1

(2.1.1) P=Ady* + Y, W} (modulo des termes d'ordre un) ou

A= nil [xp,f]z
[xl,

Wi=X - Z X,.f1X,

et tel que:

(2.1.2) Pour tout i, 1<i<n—1 [W,f]=0

(2.1.3) g X/l Wi =0

(2.1.4) E(W),cicn_1 est de dimension n — 2 en tout point

@15 [©,./1=1

(2.1.6) A (0,,, Wici<n—1 est de rang n en tout point.
Preuve de la proposition 2.1.1. — a) Comme df(x,) # 0, il existe ¢,
)
1</¢<n af (xo) # Oet 'on peut écrire (prés de x,) :
{
Pour tout i, 1 <i<n —1
X; =0, +X
ou o; [Xé}ﬂ
0x,

b) Le changement de variables.
En considérant successivement les changements de variables suivants :

{J’/ = f(x)

j £ ¢
Vi = Xj g
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et

Y, =Y
k
{' e 7

ou pour tout k # ¢, f, vérifie I'équation :

(2.1.7) (; [X”ﬂzé " Z XS] Z % afk) -
Sil vy =fe = Y-
Le transformé de P vérifie (2.1.1).
¢) Les propriétés (2.1.2) ... (2.1.6) découlent trivialement de (2.1.1) et

des propriétés des X;.

2.2. Calcul de [W;, W]].

ProrosiTION 2.2.1. — Pour tous i,j, I1<i<n-1,
1<j<n-1, ona:

21) [W,Wj]=_ Z X, A0 X + XX X

+ [X;,f11X,, X))
modulo des combinaisons linéaires des W,.

Preuve de la proposition 2.2.1.
a) (AW, AW ] = A’ [W,, W] + A((W,, A]W; — [W;,A]W})

dou [AW;, AW = A%[W;,W;] modulo des combinaisons linéaires
des W,.

b) Caleul de [AW;,AW,].
AW, AW, = [Axf—[xi,ﬂ Y X, /1%, AX, — X1 [X,,f]X,]
- A(A[x,-,le ~ (XX 1 — X XD "i [x,,ﬂx,)

) [X,,f][Xr,f](A[X.,Xr] + [Xe [Xio /1) Z X5, /1X;

n—1
Z‘, Xo /IX AKX + (X (X1 Z [Xs,/1X5)

r=1
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n—1 X '
+ Z [Xr9f][an]([xj9f]xi - [Xi’f]xj)
r=1

n—1
— A[X,.f] Zl [Xi.[X, . S1IX,

+M&ﬂ;mﬂmm
+ A([X,-,A]Xj — [Xj,A]X,-).

D’ou (2.2.1), en utilisant le fait que:

n—1
2A[xr9j]xj - A[Xj’f]xr - [xj,ﬂ[xnﬂ' z [xs’ﬂxs
s=1
= A(X,.f1W; — [X;,fIW,) + A[X,,fIW;.
2.3. Rang de oA (W)).
ProrosITION 2.3.1. — Sous les hypothéses du théoréme 1.1, il existe une
fonction f, réelle C*, définie prés de x, dans Q, telle que :

(2.3.1) df(x,) # O.

(2.3.2) La surface S définie par {x,f(x)=f(x,)} est non caractéristique
par rapport a P en x,.

(2.3.3) ' (W),<i<n_1 estderang n — 2 en tout point assez voisin de x, .
Preuve de la proposition 2.3.1.

A. On se propose tout d’abord de montrer I’existence d’une fonction f
réelle C*, définie prés de x,, telle que:

Pour tous i,, i,, i3e{l,...,n—1}, ona

234) [X, /11X, X, + X, AKX, + K A11XX)

est une combinaison linéaire des X;(1<i<n-—1).

Mais avant, notons que:

LeEMME 2.3.2. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes : Pour
tous iy, iy,ize{l,...,n—1}

234) X f1X, X)) + X/ X + Xy 11X X ]

est une combinaison linéaire des X,(1<i<n-—1).
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n—1

235 Y XL XKL AX X, + XXX + XX X)D
r=1
est une combinaison linéaire des X;(1<i<n—1).

Preuve du lemme 2.3.2. — 1l est évident que (2.3.4) implique (2.3.5).
Par ailleurs :

n—1
X,,./1 ( L X f 101 X + Do 10X X1+ DX 10X X, D)
+ [Xil ’f] (nil [Xr ’f] ([Xr ,f] [Xiz s Xi3] + [Xiz ’ﬂ [Xi3 s Xr] + [Xi3 ’f] [Xr ’ XxZD)
+ [X,,.f] 2 X XA A1 X))+ K 10K X+ X AKX D)

= ; [X, o /P2 1K, X, ] + DKoo 10X X+ DKoo 1 X, D)

n—1

Comme A = Y [X,,f]* # 0, on en déduit que (2.3.5) implique (2.3.4).
=1

r

" B. Systéme d’équations.

Notons, tout d’abord, que pour qu’il existe une fonction f, réelle C®,
définie prés de x,, telle que:

Pour tous i, i,, i3e{l,...,n—1}, on a
(2.3.4) [X,.A1X,.X,] + X .f11X;,, X)) + [X,,, /11X, X, ]

est une combinaison linéaire des X;(1<i<n-—1),

il faut et il suffit que pour tous i, i,, i3€{l,...,n—1}, on ait:
(2.3.4y

Det (Xla- . "Xn—l’[xil’xiz])[xiyf] + Det (Xla' . 'axn—l[xiz’xi3])[xil’f]
+ Det (X, . ... X, [X;,, X, DIX;,.f1 = 0.
En effet, on a le:

LemMmE 2.3.3. — Pour tous i,, iy, i3€{l,...,n—1}, les conditions
(2.3.4) et (2.3.4) sont équivalentes.

La preuve du lemme 2.3.3 découle facilement de (1.3).
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On note par (i,i,,i;) I’équation
Det (X, .. .. X, - 1,[Xi, X,D[Xi,, /T + Det (X, . ... X, -4 [X,, X; DX, /]
+ Det (Xy,. . .. Xp- 1, (X, X, DIXi /1 = 0.

Trouver une fonction f, réelle C*, définie prés de x,, telle que pour
tout iy,i,,iz€{l,...,n—1}, ona (2.3.4), revient d’aprés le lemme 2.3.3 a
résoudre le systéme :

3

S {(i,i,k), ou i,j, ke{l,...,n—1}.

C. Résolution du systéme.

On se propose, a présent, de montrer que, sous la condition (1.6)
équivalente a la condition (3.1) d’aprés le lemme 3.1, en appendice, on peut
toujours résoudre le systtme S. En effet, on a le:

LeMME 2.3.4. — Sous la condition (1.6), il existe dans tout voisinage de
Xo un point x, prés duquel on peut définir une fonction f, réelle C®
vérifiant :

(2.3.1y df(x,) # 0
(2.3.5) f est solution du systéme S dans un voisinage de x,.

Preuve du Lemme 2.3.4. — En désignant

Det (X;, ..., X,—1,[X;, XiDX; + Det (Xy,...,X,-1,[Xi, X)) X,
+ Det (X, .. ., X, 1, [Xi, XiDX;

par Y. pour i,j et k comprisentre 1 et n — 1, il vient, en vertu des
conditions faites sur les X; que dans tout voisinage de x,, on peut
trouver un point x, tel que, pour tout x assez voisin de x,, l’algébre de
Lie engendrée par les Y ;,, soit incluse dans ’espace vectoriel engendre
par les {Y ;u:[Yajn» Y. yunl} pour tous i,j, k, i, j et k' compris
entre 1 et n — 1. x, étant ainsi choisi, il suffit, d’aprés le théoréme de
Frobeinus, de montrer que le systtme S est de rang <n —1 au
voisinage de x;. Or:
S = {Y(i.j,k)f =0}
et, d’apres (1.3):

Det (Xl g "Xn—1’[Y(i,j,k)9Y(i’,j',k')]) = 0
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présde x, pourtous i,j,k,i,j et k' comprisentre 1 et n — 1. D’ou
(2.3.1) et (2.3.5) compte tenu du choix de x; et du fait que les Y ;,, sont
des combinaisons linéaires des X,.

D. Fin de la preuve.

D’aprés les lemmes 2.3.1,...,2.34, la propriét¢ (2.1.4) et la
proposition 2.2.1, il existe une fonction f, réelle C®, définie prés de x,,
vérifiant (2.3.1) et (2.3.3). Comme «/(X;) est de rang n en tout point,
pour tout voisinage w de x, dans €, il existe x,ew et
k:1<k<n-—1 tel que: [X,,f] # 0 en x,, on appellera toujours ce
point X, .

2.4. Construction du contre-exemple.

Nous supposerons, dans ce qui suit, choisi un systéme de coordonnées

Y = (x,t) (ou xeR""!,teR) au voisinage de (0,0) en sorte que (2.3.3)

soit vérifice en (0,0), qu’il existe i, 1 <ip <n—1, tel que Wi, est
t

linéairement indépendant avecles W;, 1 <i < n — 1 en (0,0) (ce qui est
toujours possible d’aprés (2.1.6) et (2.3.3)) et que
n—1

P=Ad}+ ) W?(xt,0,); et on se propose de montrer, que pour tout
i=1

p1(x,t;0,,0,), opérateur différentiel d’ordre un, défini prés de I’origine, a
n—1

coefficients C®, Topérateur A 07 + Y WZ(x,t;0,) + py(x,t;0,,0,)
i=1

qu’on notera P, n’admet pas I'unicité de Cauchy par rapport a la surface

(orientée) {t=0} en (0,0) (Cf. Alinhac [2]).

La construction présentée ici est a rapprocher des travaux de Cohen [6],
Plis [12-13], Hormander [8-9), Alinhac-Zuily [3]. La solution U (d’ou I'on

L . u ..
déduit la perturbation a = — % est obtenue comme superposition de

fonctions u,, définies dans des intervalles [by, ;,b,—,]((by) x0), de la

forme :
t—bk
w(x,t) = e"k&(bk'”)evkw(bk‘_bz_"‘)e"Y"(")Wk.

Ces fonctions u, sont obtenues a I'aide de la méthode de I'optique
géométrique (ou les fonctions & et ¢ sont les « phases» tandis que
e YkW est 'amplitude) et sont des solutions approchées de Pu =0,
lorsque les « fréquences » T, Vv, sont grandes.
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2.4.1 Le lemme fondamental.

La construction du contre-exemple est fondée d’une part sur les
constructions géométriques du paragraphe 2.4.2, d’autre part sur un lemme
qui peut étre considéré comme une variante délicate des constructions de
I'optique géomeétrique.

n—1

Soit en effet, P =A0d} + Y W (x,t;0,)* + py(x,t;0,0,). Posons
i=1
pour 8 >0 et 6eN, A =387°, t =98 + s/A, lopérateur P devient:

n—1 ’
P=AA'2 asz + Z W,Z(x,8+s/l,6,)+p1(x,8+s/)»,6x,7» as)
i=1

i
Pour 12 = A%v?, on a:

(2 4. 1) e it&,(&,x) e vo(d,s,x)p ( eit§ (8,x) ev@(a,s,x) w)

— 1 2,,2 a(p 2 g . 2
= AV A ol Y. Wi(x,8+5/A;V,e)* (W
i=1

09 OW e
2 i . .
+ A V[ZA % a5t A =2 W+ 0(9)

2

PW
2
+ 2 [A o + 0(8)]

ow ow

ou O(J) désigne une fonction C* dépendant de x, & + s, w, P

. A
et tendant vers 0 avec 9.

LEMME FONDAMENTAL. — Soit

n—1
p=Ad+ Y Wi(xt;0,)° + py(x,t;0,,0,)

i=1
comme ci-dessus. Supposons qu'il existe un voisinage ® de zéro dans R%.™!,
des constantes 8 e N, d, > 0, s, > 0, une fonction réelle £(3,x) de classe
C® dans ]0,8,[ x ®, une fonction ©(3,5,x) de classe C* dans
[0,80[ X ]—s¢,80[ X @ avec les propriétés suivantes :

i) les fonctions @ et & satisfont a I'équation de phase :

a(p 2 n—1
(24.2) A(g) Y, Wilx,8+5/A; V,8)* = 0.
=1

ii) 11 existe M eN tel que |£(3,x)] < 8™ pour (8,x)€]0,8,[ x .
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iii) %sg (0,0,0) # 0, Re ¢@(3,5,x) = a(8,x)s — B(3,s,x)s®> avec
«(0,0) > 0 et B(0,0,0) > 0.

1l existe un voisinage V de (t,x) = (0,0) dans R", des fonctions a et u
de classe C* dans V, suppa c {t>0}, suppUnV ={t=20} "V et
Pu + au =0 dans V.

Démonstration.
A. Choix des paramétres.

Dans toute la suite, on prendra pour &,v,A = 87%, 12 = A2v? des
valeurs dépendant de I’entier k (assez grand), choisies de la maniére

suivante :
d=b,=k™?, v=v, =085 A=b"

T=1=5b"°%8"=8"0% ou p=5/6, e =1 et 6 =2. Néanmoins,
pour la clarté des calculs, on laissera le plus souvent des lettres p, ¢, ...

sans les remplacer par leurs valeurs. On utilisera la fonction
t—bk

i E by x), KO b g% . \ .

ek Xe k /W pour t dansl'intervalle [b,,,,b,_,] ou elle est bien

définie (pour k assez grand) puisque l'on a:

[tel = d —obk < bu-s ;— i ~ pkP®TPT1 = 5/6k=1/6.
by by
B. On pose:
t — by t = by
Gi(x,t) = v (Re 9) bk’T’x — Vi1 (Re @) bk+la—bb—__’x .
k Ok+1

LEMME 2.4.1. - SOient mk = 1/3bk + 2/3bk+1 et Ik(x) = Gk(x,mk).
Alors, pour k - o, on a:

L(x) ~ — o(0,x)pkP®~ 1.
La preuve de ce lemme est identique a celle du Lemme 3.1 de [3].

Nous posons maintenant, pour k > k, + 1 assez grand :

k-1
Yi®) = — ¥ I,(x)
i=ky
de sorte que

(2.4.3) Yir1(0) — Yi(x) = — L(x).
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D’aprés le lemme 2.4.1

(2.4.4) YAﬂ»véamaM”

et il existe une fonction ¥Y(8,x), de classe C® en x, bornée
uniformément en x, pour xe® et § petit, ainsi que toutes ses dérivées
telle que si 'on pose

Y($,x) = 7Y (5,x)
on ait

Y(6,x) = Yi(x).

C. Construction des solutions formelles de Pu = 0.

Si dans (2.4.1), on prend ¢ et & celles données par le lemme
fondamental, le second membre de (2.4.1) sera formellement nul en prenant
pour W la somme formelle :

W(@,s,x,1/v) = Y, W;(3,s,x)v7

j=0

les fonctions W; étant astreintes a vérifier les équations de transport :

op 0W, 0%
(2.4.5) 2A s s + A 752 W, +
Et, pour j > 1
0p 0W; _ 62Wj_ 1
(2.4.6) ZAg 7 + .- =—A 752 .

Posons W; =¢ YW, Y ayant été déterminée au point B. Les
nouvelles fonctions W ; doivent vérifier des équations de transport : (2.4.7),
pour j =0, et (2.4.8) pour j > 1 du méme type que (2.4.5) et (2.4.6).

On choisira donc W, solution de (2.4.7) avec W,(8,0,x) = 1 et Wj
solution de (2.4.8) avec W,(3,0,x) = 0, pour j > 1. Les fonctions W;,
ainsi obtenues sont C* en (s,X), bornées ainsi que toutes leurs dérivées
en (s,x), pour 8 assez petit.

D. Construction de V, dans (bgy,,bi—1)-

Soit W(8,5,£) une fonction C® de (s,x,§) au voisinage de (0,0,0)
telle que W ~ 3> W&/ lorsque & — 0, au sens ou: pour tous €N,

i=0
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aeN""!, NeN ilexiste C,,y > 0 tels que pour tout (3,s,x) voisin de
(0,0,0) et & assez petit, on ait:

N

D§D:<w -y wj§f>

j=

S C(,a,NI&,N+1 .

1
Posons Z,(s,x) = W(bk,s,x, v—). Posons, enfin, pour t € (byyq,b_)
k

A
(24.9)  V,(x,t) = e M uEbix)g v Z,

X
9
by

on a alors le:

LEMME 2.4.2. — Considérons, pour xe® et te€(byyy,b_y),

_ Py,

e - Alors il existe ko tel que pour tous o€ N", NeN il existe

Uk
Cna > 0 telle que :

(2.4.10) IDE, yri(x,0)| < Cyok™
pour tout k =k, et tout (x,t)€® X (8,41,0,—1)-

Démonstration. — La preuve de ce lemme est identique a celle du
lemme 3.1 de [3].

E. Ftude de I'ensemble ot |V,| = |V,.,|.

Posons pour te (b,,q,by)
Vk(x’t)

Fk(x,t) = LOg V—(xt)
k+ 1A

LeEMME 2.4.3. — Ilexiste C>0 et n=2p0 — 1> p + 1 telles que
pour (x,t) € ® X (be+1,by)

(2.4.13) (% F,,)(x,t) > Ck.

La preuve de ce lemme est identique & celle du lemme 3.3 de [3].

Compte tenu de la forme de V, et pour le choix de Y, au point B on

peut écrire
Z, Z,

Fi(x,m) = Y1 (x) — Yi(x) + L(x) + Log 7
K+ 1

= Log

= 0(1)

k=1
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oF
ou my, = 1/3b, + 2/3b;,,. Comme —a;'—‘ (x,t) = Ck" il existe une fonction
m,(x) de classe C® au voisinage de 'origine telle que:

Fi(x,m(x)) = 0
de plus

(2.4.14) {mk(x) = my; e(x)

ex) = O(k™) = O(Zy).

F. A partir de ce point, la preuve s’achéve en deux étapes « standard »,
exactement identiques aux parties F et G de la démonstration du Lemme
Fondamental de [3]. Nous mentionnons seulement ces étapes.

1™ étape : On construit une suite de fonctions Y,(s,x), nulles sur les

. . 1
surfaces t = m,(x) et t = m,_,(x), plus petites que toute puissance de X
pour te€[b,,q,b—1], telles que, en notant u,(x,t) = v, (x,t)(1+ y(x,t)),

.. Pu, . .
on ait L plat sur t = m(x) et t = m,_,(x) cette construction utilise
k

uniquement le lemme 2.4.2 et le fait que les surfaces ¢t = Cte sont non
caractéristiques pour P.

2°étape : On choisit XeCy(R"), X(s)=1 pour |[s]|< 3/4,

t—b
suppX < [—-1,+1], et 0 <X < 1. On pose X,(t) = X( - k) et
u(x,t) = Y Xi()u(x,t), on vérifie alors que a = 7“ est une fonction

k>kg
C> plate sur ¢t = 0. Pour vérifier que la fonction u elle-méme est plate

sur t = 0, il suffit de remarquer que Y,(x) est de I'ordre de k®®, tandis
que |v,Reo| < Cte k*.

2.4.2 Résolution de I'équation de phase.

Nous allons construire des phases @ et & satisfaisant I’équation de
phase : A — nil W,;(x, 8+s/A; V,E)? = 0 et les conditions du lemme
fondamental. o

En posant £(8,x) = &;(8,x) + 87%,(8,x); £,(8,x), &,(8,x) vérifiant :

pour tout i,1 <i<n-—1

(2.4.15) {Wilx,8;V.£,(8,x) = Ai(x,d)
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Wi(x,8,V,8,(8,x)) = 0

(2.4.16) {W,{'(x, 5, V,£,(8,x)) = B;(x,8)

ou les A;(x,8), Bi(x,8) pour ie{l,...,n—1] sont des fonctions C*
réelles pour x voisin de 0 et & assez petit telles que:
n—1
(2.4.17) Y. Ai0,0)B,(0,0) < 0.
i=1

L’équation de phase s’écrit :

dp\* " 2
A 55_ = ._Zl wi(x’5+s/x;vx§(8ax))

nil [Wi(x,8; V£, (8,x)) + O(8°)
i=1

+ 8 —Owi(x’ 6; ngz (S,X)) + SW,{' (X, 6; VxE.pZ (S,X))
+ 0@
n-1

Y [Adx,8) + sBy(x,8) + O3]

i=1

d’ou
%) 000) =~ A007 >0 (daprés 2.4.17))
as) " T A00) & P
et
2 n—1
ZAa;pa 22 000 =2 T AQ0B,00)
soit
n—1
2 T A00B00)
a‘f(000) <0.

\/ A00)'Y A0

Reste donc a prouver I’existence de ¢, , €, satisfaisant a (2.4.15), (2.4.16) et
(2.4.17). Nous avons le lemme suivant :

LeMME 2.4.4. — Soient W;,1 <i<n—1 vérifiant (2.3.3) en (0,0)

et tel qu'il existe ige{1,...,n—1}: W:ol est linéairement indépendant avec
les W; en (0,0).
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Il existe alors €,(3,x), €,(8,x), A;(x,8), B;(x,) (1<i<n—1) réelles
C® prés de x =0 et pour & assez petit, telles que pour tout
ie{l,...,n—1}, on ait (2.4.15), (2.4.16) et (2.4.17).

Preuve du lemme 2.4.4. — D’aprés (2.3.3), l’algébre de Lie engendrée
par les W;(1<i<n—1) est de rang constant n — 2 en tout point assez
voisin de I’origine, d’ou, d’aprés le théoréme de Frobenius, I’existence d’une
fonction &,(8,x)C® réelle définie prés de (0,00 telle que
Wi(x,8; V,e,(8,x)) = 0 pour tout ie{l,...,n—1}. Par ailleurs comme
W,,, mappartient pas a (W), <<, en (0,0), on peut choisir &, en sorte
que B, (0,0) # 0; il est évident que les B;(x,8) sont des fonctions C*
réelles prés de I'origine. Reste a présent a montrer qu’on peut choisir &,

n—1
en sorte que Y A;(0,0)B;(0,0) < 0. Pour cela, il suffit de montrer qu’il
i=1 n—1

existe £, e R™\0 (V,&,=E,) tel que: Y W,(0,0;§,)B;(0,0) # 0. En
i=1

prenant &, sous la forme: g, = ¥ of;, od W, = Y. AW, et ou pour
i#k i#k

i#k W,;0,0;E)=0a (ce qui est toujours possible puisque d’apres

(2.1.4), les (W),., sont linéairement indépendants), il suffit de trouver

Oy oy Ogq,Oksqs--., 0, tels que:

~ Y B;(0,0) + <2 k,-ai)<z kiBi(0,0))

i#k i#k i#k
i#k j#k
1l suffit donc qu’il existe i # k tel que B,(0,0) + A; Y. A;B;(0,0) # 0.
N j#k
Ce qui est toujours possible, en effet, supposons que pour tout
i # k:B;(0,0) + A\ Z A;B;(0,0) = 0, or le systeme
j#k

(1+)\-§)Y1 + }’IXZYZ + .-+ 7»1)»,,_1Y,,_1 = 0

S, :

7»‘1)\.,,-1Y1 + A Yo+ o+ (LMY, =0
n’admet que des solutions triviales
Y1 = ... =.Y"_1 =Yk+l = ... =Y”_l =0.
Puisque :
1+ A2 M, MA—y
Det S, :

I

M,y By (1+A2_))

1+A2+ - +A2_, #0.
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D’ou nécessairement ’existence de i # k tel que
B;(0,0) + A; . 1;B;(0,0) # 0,

ik

sachant que B, (0,0) # 0 ce qui termine la preuve du Lemme 2.4.4.

3. Appendice.
On a le:

LemME 3.1. — &, étant la forme volume associée aux
X;, 1 <i<n-—1, vérifiant (1.2), (1.3), (1.4), les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(1.6) €, est de classe constante 4 au voisinage de Xx,.
(3.1) Pour tous iy, iy, i3, ig€{l,...,n—1}
AX;,, Xy, Xy Xi)
= Det (Xy,. . .. Xn-1,[Xi, X)) Det (Xy,. . .. Xy 1,[Xi,, X))
— Det (X4, .. ., Xp-1,[X;,, X;,]) Det (X, . . .. X, 1,[Xi,, X, )

l’

+ Det (Xls e ,Xn—15[xi1sxi4]) Det (Xl 9. ~axn-la[xi2’xi3]) = 0
au voisinage de x,.
Preuve du lemme3.1. — Soit X, un champ de vecteurs réels, a

coefficients C® dans l'ouvert Q, linéairement indépendant avec les
X;,1<i<n-—1, en tout point de Q et donnons-nous I’¢lément de
volume X; A X, A ... A X,.

g, étant une forme Pfaff, on a (d’aprés Lemme2.1 de [11])
de,(X,Y) = Xe,(Y) — Ye,(X) — &,(X,Y]) pour tous X,Y champs de
vecteurs sur R". On en déduit que pour tous i,je{l,...,n—1}
de,(X;, X)) = — &,(X;,X;]) = — Det (Xy,...,X,-1,[X;,X;]) dou pour
tous iy, i,, i3, ig€{l,...,n—1}, on a:

(dsn /\ dan)(xi19xi2,xi3’xi4) = Z Sing 08"([xi0(1)’xic(Z)])sn([Xic(3)3Xid(4)])

C €Ty

= 8A(X, X,

iy

Xi3,xi4) .
Par conséquent, pour tous iy, i,,is,is€{l,...,n—1}

& A (de, A de)(X, . X, X, X, X,) = 8A(X, . X,

il’ g2 “RigrCRigs 2%

Xi3 ’ X:‘4)
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sachant que ¢,(X;) = 87 pourtout ie{l,...,n} on en déduit que (4.1) est
équivalente 4 ¢, A (g,)> = 0 au voisinage de x,.

Par ailleurs, comme IPalgébre de Lie engendrée par les
X;,1 <i<n-—1 estderang n, il existe nécessairement x, dans Q tel
que €, A de, estnonnulen x,, donc en tout point assez voisin de x,. €,
étant indépendante du choix de X,, la preuve du Lemme 4.1 est terminée.
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