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NON PROLONGEMENT UNIQUE DES SOLUTIONS
D'OPÉRATEURS « SOMME DE CARRÉS »

par Hajer BAHOURI

Introduction.

Dans ce travail, on s'intéresse aux « opérateurs de Hôrmander » [10]
P = ZXj, où l'algèbre de Lie engendrée par les Xj est de rang maximum
en tout point. Bony [5] a montré que, dans le cas analytique, le
prolongement des solutions de ces opérateurs est unique. Par ailleurs,
Watanabe[14] a obtenu le même résultat, dans le cas C°°, en dimension
deux. En ce qui nous concerne, nous montrerons que ce résultat n'est plus
vrai dès que la dimension est supérieure ou égale à trois. En particulier, en
dimension trois ou quatre, nous établirons que ces opérateurs ne possèdent
jamais la propriété de prolongement unique. (Évidemment, en supposant
que ces opérateurs ne sont elliptiques en aucun point de l'espace).

Les hypothèses des résultats que nous énoncerons au paragraphe 1, sont
invariantes, et reposent sur des propriétés algébriques et géométriques de
l'opérateur. La preuve de ces résultats, donnée au paragraphe 2, est fondée
sur des techniques, introduites par Plis [12-13], pour être ensuite améliorées
par Hôrmander [8-9], qui sont en liaison avec le méthode de l'optique
géométrique.

C'est à S. Alinhac que je dois de m'être intéressée à cette question. Je
l'en remercie vivement. Je tiens également à remercier Jean-Pierre
Bourguignon pour les préciepx conseils qu'il m'a prodigués.

Mots-clés : Prolongement unique - Forme volume de classe 4 - Non unicité de Cauchy -
Opérateurs de Hôrmander.
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1. Généralités et résultats.

Dans toute la suite, P(x,D^) (oùxeR",n^3) désignera un opérateur
différentiel écrit sous la forme :

(1.1) P(x,Dx) = Ï X?OC,DX) + MX.DX)
1=1

où

(1.2) Les Xi, 1 ̂  i < n — 1, sont des champs de vecteurs réels, à
coefficients C°° dans un ouvert f2 de R".

(1.3) L'espace vectoriel engendré par les X,, 1 ̂  i ^ n — 1, est de
dimension n — 1 en tout point de Q.

(1.4) L'algèbre de Lie engendrée par les X^, 1 ̂  i ^ n — 1, est de
rang n en tout point de Q.

(1.5) pi est un opérateur différentiel d'ordre un à coefficients C°°
dans iï.

Nous dirons que P possède la propriété de prolongement unique dans
un ouvert V c Q si :

ueC^Çv), et Pu = 0 dans V impliquent u=0 dans V dès que
u = 0 près d'un point de v.

Et nous désignerons par £„ la forme volume associée aux champs X^,
1 ^ i 5$ n — 1, qui à tout champ de vecteur X, réel C°° dans îî,
associe X, A X^ A . . . A X^-i A X = det (Xi ,X;,, .. . , X ^ _ i ,X).

Le résultat principal que nous obtenons est le :

THÉORÈME 1.1. — Soit P(x,Dx) un opérateur différentiel vérifiant
(1.1), (1.2), (1.3), (1.4) et (1.5), on suppose qu'il existe un point XQ de 0
tel que :

(1.6) £„ satisfait à €„ A rfe^ 7e 0 ^n XQ ^ e^ A (rie^)2 = 0 près de XQ.
Alors, dans tout voisinage de XQ , il existe un ouvert V et une fonction
û€C°°(V) telle que P+a n'a pas la propriété de prolongement unique
dans V.
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De cet énoncé, on déduit les :

COROLLAIRE 1.2. — En dimension 3 ou 4, la conclusion du
théorème 1.1 r^sfô vraie sans l'hypothèses (1.6).

COROLLAIRE 1.3. - 5'oft P(x,Dx) = ^ X?(x,Dx) + ^i(.x,Dx) ^
1=1

que p < m — 1, Jû conclusion du théorème 1.1 r^5^ m»^ 5'i7 existe
X p + i , . . . , \n-\ te^ ^ les X,, 1 ^ i ^ n — 1, er p^ vérifient
(1.1)... (1.6).

Exemples et remarques.

(1.7) Le fait que la dimension est supérieure ou égale à trois est
important; en effet, en dimension deux, Watanabe [14] a montré que toute
solution u dans C^O) de Pu = 0 est identiquement nulle dès qu'elle est
nulle au voisinage d'un point, lorsque P vérifie la condition
d'Hôrmander [10]. Notons que (1.3) et (1.4) ne peuvent avoir lieu en même
temps que si la dimension est supérieure ou égale à trois.

(1.8) Dire que la forme volume £„ satisfait à (1.6), équivaut à dire que
£„ est de classe 4 en XQ .

(Pour plus de détails, voir Abraham-Marsden [1] Godbillon [7] ou
Malliavin[ll]).

(1.9) Dire qu'au voisinage de XQ £„ A d^ = 0 revient à dire que les X^
forment un système de Frobenius. Le théorème montre qu'on sait traiter le
cas qui vient après celui de Frobenius pour lequel la propriété de non
prolongement unique est immédiate.

(1.10) Le fait que £„ vérifie la propriété (1.6) est une condition
nécessaire et suffisante pour qu'il existe une hypersurface S telle que les
composantes tangentielles des X^ forment un système de Frobenius.

(1.11) Notons que l'on obtient le même résultat avec deux champs
(resp. trois champs) dans R" vérifiant (1.2), (1.3) et (1.4) (même preuve que
le théorème 1.1, voir même plus simple).

(1.12) Notons que dans le cas où l'on considère plus que n — 1
champs de vecteurs réels sur R", vérifiant (1.2) et (1.4), nous disposons (à
part, le cas trivial des opérateurs elliptiques) de plusieurs exemples dus à
Watanabe [14], Bahouri [4], possédant la propriété du prolongement
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unique, à savoir : Q\ + x^ 8\ en dimension 2, où k est un entier positif
S\ •+- 52 + x2 ôj en dimension 3.

Plus généralement, on peut montrer que tout opérateur d'Hôrmander
elliptique hors d'une hypersurface, possède la propriété de prolongement
unique.

(1.13) L'opérateur S\ + (8^+x^ ô^)2, en dimension 3, vérifie les
hypothèses du théorème 1.1 et n'admet pas l'unicité de Cauchy par rapport
à la surface S : [x^ =0}, dans le sens où, pour tout XQ e S, il existe un
voisinage V de XQ dans R 3 , des fonctions a et u de classe C°° dans
V, suppa <= {;q^0},

suppM n V = {x^O} n V
et (3î+(32+^i ^)2)^ + au = 0 dans V.

Plus généralement, dans R", tout opérateur de la forme
B\ -h ôi + - • • + 3^-2 -+- (^_ i+Xi 8y vérifie les hypothèses du
théorème et n'admet pas l'unicité de Cauchy par rapport à la surface
{xi=0}.

L'exemple de l'opérateur S\ -h 3j 4- (33 + a 8s)2 + (84. + b 8^)2 vérifie
les hypothèses du théorème 1.1 lorsqu'il existe XQ e R5 tel que a (xo) ^ 0
ou b^(xo) ^ 0 ou fl^(xo) ^ 0 ou b^(xo) ^ 0 et a^^ = a^^ au
voisinage de XQ.

Enfin, l'opérateur S\ + (^2+Xi Ô3+ • • • +x{~2 ^.+ . • • +xî~2 ^)2 ne
vérifie pas les hypothèses du théorème 1.1 mais reste dans le cadre de la
remarque (1.11) et donc ne possède pas la propriété de prolongement
unique. On montre facilement qu'il n'admet pas l'unicité du problème de
Cauchy par rapport à la surface {x^ =0}, dans le sens indiqué ci-dessus.

2. Preuve du résultat.

Dans ce qui suit, nous noterons par P(x,^), Xf(x,^), pi(x,Ç) les
symboles respectifs de P(x,Dx), Xi(x,Dx), p^(x,Dx) et nous écrirons

Xf(x,ôx) = ^ û}(x) 8^. dans le système de coordonnées (xi , . . . ,x^) .
7=1 j

Avant d'établir le théorème 1.1, notons que le corollaire 1.2 est
immédiat, vu que (1.6) est toujours vraie en dimension 3 ou 4. La preuve du
corollaire 1.3 est analogue à celle du théorème 1.1.
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2.1. Changement de variables.

PROPOSITION 2.1.1. — Pour toute fonction /, réelle C°°, définie près
de XQ dans R", telle que df(xo) + 0 ^r ?a surface S : {x/(x) ==/(xo)} ^sî
non caractéristique par rapport à P en XQ, il existe un changement de
variables (y\,.. .,^) = (Xi , . . .,x^) (prés d^ Xo) tel que le transformé de P
noté P 5^cnt ;

n-i
(2.1.1) P = AS/2 -h ^ W2 (modulo des termes d'ordre un) où

A = Ï [x,,/]2

p= i

W — Y l ^^J V FY flYWf — Af — ——.—— ^ [A.^,JJ^
A ^=1

^t ^( ^M^ :

(2.1.2) Pour tout i, 1 < i ^ n - 1 [W,.,/] = 0

(2.1.3) Y [X,,/] W, = 0
i= i

(2.1.4) B(Wi)i^,^_i ^5î de dimension n — 2 en tout point

(2.1.5) [3^,/] = 1

(2.1.6) ^ (^.,Wf)i^,,_i ^sî d^ ran^ n ^n tout point.

Preuve de la proposition 2.1.1. — a) Comme df(xo) + 0, il existe < f ,
^y

1 < <f < n : — (xo) + 0 et l'on peut écrire (près de Xo) :
ox^

Pour tout f , 1 ̂  i ^ n — 1

[x ,=a^+X,
[X.,/]ou a^ =
K
8x,

b) Le changement de variables.

En considérant successivement les changements de variables suivants :

[y, =fW , , ,j ^ ^
[Yj = x}
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et

• ^=3^ ^£
(X =fk(y)

où pour tout k + £ , f^ vérifie l'équation :

(' "-1 ^f "~1 / W \
\ SPWI^+SPWI Sa^ =0.
\ S=l ^ 1=1 \/9^ ^J/

Al^=/(xo) == ^k-

Le transformé de P vérifie (2.1.1).

c) Les propriétés (2.1.2) . . . (2.1.6) découlent trivialement de (2.1.1) et
des propriétés des X^.

2.2. Calcul de [W,,W,].

PROPOSITION 2.2.1. — Pour tous i, j , 1 ^ i ^ n — 1 ,
1 ^ j < n — 1, on a :

(2.2.1) [W,W,] = ̂ WÏ [X,,y]([X,,/][X,,X,] + [X,J][X/,XJ

+ [X,,/][X,,XJ)
modulo des combinaisons linéaires des W,.

Preuve de la proposition 2.2.1.

a) [AW,,AW,] = A^W.W,] + A([W,A]W, - [W,,A]W/«)

d'où [AWf,AWj = A^W^Wj modulo des combinaisons linéaires
des W,.

b) Calcul de [AW,,AW,].

[AW,,AW,] == rAX,-[x,,y] Ï [x,./]x,, AX, - [x,,/] Ï [x,,/]x,1
L r= l r = l J

== AfA[X,X,] - ([X,[X,,^]] - [X,,[XJ]])Ï [X,,y]X,)
\ r = l /

- Ï [X,,/][X,,/](A[X,X,] + [X,,[X,/]])^1 [Xs,/]X,
r = l s=l

+ "Z [X,,/][X,,/](A[X,,XJ + [x,,[x,,/i]y [x,,yix,)
r = l s=l
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+ "Z [X,,./][X,,A]([X,J1X. - [X,,̂ X,)
r=l

n - 1

- A[X,,/] ^ [x.,ix,,y]]x,
r = l

+A[X,,./I''S[X,,[X,,/]]X,

+ A([X.,A]X, - [X,,A]X..).

D'où (2.2.1), en utilisant le fait que :

2A[X,J]X, - A[X,,/|X, - [X,,/][X,,/] Ï [X,,/|X,
S=l

= A([X,,/]W, - [X,J1W,) + A[X,,/]W,.

2.3. ^an^ ̂  ^(W,).

PROPOSITION 2.3.1. — Sous les hypothèses du théorème 1.1, il existe une
fonction /, réelle C°°, définie près de XQ dans Q, ^?k ^u^ ;

(2.3.1) d/(xo) ^ 0.

(2.3.2) La surface S définie par [x,f(x) =f(xo)} est non caractéristique
par rapport à P en XQ.

(2.3.3) ^(Wi)i^i^,i-i est de rang n — 2 en tout point assez voisin de XQ.

Preuve de la proposition 2.3.1.

A. On se propose tout d'abord de montrer l'existence d'une fonction /
réelle C°°, définie près de XQ , telle que :

Pour tous i\ , i'2, 13 e {1 , . . . , M — I } , on a

(2.3.4) [X,^J][X,,X,,] + [X,^/][X,^X,; + [X,^/][X,^X,]

est une combinaison linéaire des X f ( l ^ f ^ n — l ) .

Mais avant, notons que :

LEMME 2.3.2. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes : Pour
tous î \ , 1 2 , 4 G {!,...,n-1}

(2.3.4) [X^,/][X^X,J + [X,^[X^,X,; + [X,^,/][X,^X,,]

^5t MH^ combinaison linéaire des X f ( l ^ f ^ n — l ) .
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(2.3.5) Ï [X,,/][(X,J1[X,,,X,; + [X.,J1[X,^X,] + [X,^/][X,,X,,])
r = l

^5t un^ combinaison linéaire des X f ( l ^ î ^ n - l ) .

Preuve du lemme 2.3.2. — II est évident que (2.3.4) implique (2.3.5).
Par ailleurs :

[X^fÏ [X,J]([X,,/][X^X^ + [X,J][X^XJ+ [X^/][X,,X^]))
\ r=l

+ [X,Jlfz1 [X,J]([X,J][X,̂ ] + [X,^/][X,^XJ+ [X,^/][X,,X,^))
\ r=l

+ [x,,,/]''S [x,,/]([x,,yi[x,-̂ x,,] + [x,^yi[x,,,x,]+ [x,,,/][x,,x,,]))
r= 1

= ? [X .̂/ntX,,,./]̂ ,̂ ] + [X,,,/][X.^X,;+ [X^/][X,,,X,,]).
r = l

n- 1
Comme A = ^ [X^,/]2 7^ 0, on en déduit que (2.3.5) implique (2.3.4).

r = l

B. Système d'équations.

Notons, tout d'abord, que pour qu'il existe une fonction /, réelle C°°,
définie près de XQ , telle que :

Pour tous ï\ , i^, (3 e {1 , . . . , n — l } , on a

(2.3.4) [X,^[X,,,X^] + [X^J][X,^] + [X,,,yi[X^X,]

est une combinaison linéaire des X ^ l ^ f ^ n — l ) ,

il faut et il suffit que pour tous i\, i^, h £ { 1 , . . . , n — l } , on ait:

(2.3.4)'

Det (X,,.. .A-i,[X,^X,^)[X^/] + Det (X^.. .A-JX,^])[X,^J]
+ Det (X,, . . .,X^JX^,X,J)[X,^1 = 0.

En effet, on a le :

LEMME 2.3.3. — Pour tous i\, ï ^ , 13 6 { 1 , . . . , n — l } , les conditions
(2.3.4) et (2.3.4)' sont équivalentes.

La preuve du lemme 2.3.3 découle facilement de (1.3).
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On note par O'i,i'2,i3) l'équation

Det (X,,. . .,X^,,[X,^X,^)[X^/| + Det (X,,. . .,X^[X,^])[X^,/]
+ Det (X,,.. .,X^,,[X,^X,^)[X,^/] = 0.

Trouver une fonction /, réelle C°°, définie près de XQ , telle que pour
tout î\ , i'2 » ^3 ^ { 1 , . . . ,n— 1}, on a (2.3.4), revient d'après le lemme 2.3.3 à
résoudre le système :

S ^(ïj,fe), où ij, f e e { l , . . .,n-l}.

C. Résolution du système.

On se propose, à présent, de montrer que, sous la condition (1.6)
équivalente à la condition (3.1) d'après le lemme 3.1, en appendice, on peut
toujours résoudre le système S. En effet, on a le :

LEMME 2.3.4. — Sous la condition (1.6), il existe dans tout voisinage de
XQ un point x^ près duquel on peut définir une fonction /, réelle C00

vérifiant :

(2.3.1)' df(x,) + 0

(2.3.5) / est solution du système S dans un voisinage de x ^ .

Preuve du Lemme 2.3.4. — En désignant

Det(X,,..,X^,[X,,XJ)X, + Det(X,,...,X,_,,[X,X,])X,
+Det(Xi,...,X^,[X,,XJ)X,

par Y(ij^) pour i,j et k compris entre 1 et n — 1, il vient, en vertu des
conditions faites sur les X, que dans tout voisinage de XQ, on peut
trouver un point x^ tel que, pour tout x assez voisin de x ^ , l'algèbre de
Lie engendrée par les Y^j^ soit incluse dans l'espace vectoriel engendré
parles {^^.[Y^^.Y^^^]} pour tous i . ^ f c . f , / et k ' compris
entre 1 et n — 1. x^ étant ainsi choisi, il suffit, d'après le théorème de
Frobeinus, de montrer que le système S est de rang < n — 1 au
voisinage de x ^ . Or :

S = {Y,,,^/=0}
et, d'après (1.3) :

Det(Xi,...,X^i,[Y(^,Y(,,,^])=0
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près de x, pour tous i j . f e . f , / et k ' compris entre 1 et n - 1. D'où
(2.3.1)'et (2.3.5) compte tenu du choix de x^ et du fait que les Y(,^) sont
des combinaisons linéaires des X,.

D. Fin de la preuve.

D'après leslemmes 2.3.1, . . . , 2.3.4, la propriété (2.1.4) et la
proposition 2.2.1, il existe une fonction /, réelle C°°, définie près de X i ,
vérifiant (2.3.1) et (2.3.3). Comme ^(X,) est de rang n en tout pointa
pour tout voisinage w de x^ dans Q, il existe ^eœ et
k : 1 ̂  k ^ n - 1 tel que : [X^f] ^ 0 en ^, on appellera toujours ce
point XQ.

2.4. Construction du contre-exemple.

Nous supposerons, dans ce qui suit, choisi un système de coordonnées
Y = (x,Q (où x e R"-1,? e R) au voisinage de (0,0) en sorte que (2 3 3)
soit vérifiée en (0,0), qu'il existe i ^ l ^ i ^ n - 1 , tel que W;, est

linéairement indépendant avec les W,, 1 ̂  i ^ n - 1 en (0,0) (ce qui est
toujours possible d'après (2.1.6) et (2.3.3)) et que

P = A ôf + ^ W?(x,t,^); et on se propose de montrer, que pour tout

pi(x,r;^,^), opérateur différentiel d'ordre un, défini près de l'origine, à

coefficients C°°, l'opérateur A 3? + Ï W?(x,r;^)+^(x,r;a,,^
1=1

qu on notera P, n'admet pas l'unicité de Cauchy par rapport à la surface
(orientée) {r=0} en (0,0) (Cf. Alinhac [2]).

J_a construction présentée ici est à rapprocher des travaux de Cohen [6],
Plis[12-13], Hôrmander [8-9], Alinhac-Zuily [3]. La solution U (d'où l'on

déduit la perturbation a = - ̂  est obtenue comme superposition de

fonctions ^, définies dans des intervalles [&fc4-i,^-i]((^) \0), delà
forme :

M,(X,0 = ̂ T '̂X)/ '̂̂ %-^ .

Ces fonctions Uj, sont obtenues à l'aide de la méthode de l'optique
géométrique (où les fonctions Ç et (p sont les «phases» tandis que
^"^W est l'amplitude) et sont des solutions approchées de Pu = 0,
lorsque les « fréquences » T^ , v^ sont grandes.
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2.4.1 Le lemme fondamental.

La construction du contre-exemple est fondée d'une part sur les
constructions géométriques du paragraphe 2.4.2, d'autre part sur un lemme
qui peut être considéré comme une variante délicate des constructions de
l'optique géométrique.

n-l

Soit en effet, P = A 52 + ^ W,(x,r;^)2 + pi(x,r;a^). Posons
1=1

pour 8 > 0 et 9 e N , 'k = ô~ 9 , t = ô + 5/^, l'opérateur P devient :

P=A?l2^+yw?(x,ô+5A;^)+^(x,8+sA;^,)l^).
1=1

Pour ï2 = À^v2, on a :

(2.4.1) e ~ lT^(ô)x)^ ~ ̂ (^x)? (^ (8,^v<p(ô,s,x) ̂ y\

= ^v2! A^Y -Ï W.^S+sAiV^^W

^^T-^-°<"]
+^A^+0(S)]

où 0(0) désigne une fonction C00 dépendant de x , ô + - » w , — » —
, , , „ / . „ Â , 5 x 5 5et tendant vers 0 avec ô.

LEMME FONDAMENTAL. — Soit

p = A<3,2 + n^ W2^;^)2 + pi(x,r;a,,^)

comme ci-dessus. Supposons qu'il existe un voisinage œ de zéro dans R^~1 ,
des constantes 96N,§o > 0,5o > 0, une fonction réelle Ç(8,x) de classe
C°° dans ] 0 , 5 o [ x œ , une fonction (p(ô,s,x) de classe C00 dans
[0,5o [ x ]—5o,So[ x œ auêc (^s propriétés suivantes:

i) ks fonctions (p ^ Ç satisfont à l'équation de phase :

/3(D\2 w - l

(2.4.2) A -p- - S W,(x, ô + 5/5i; V,e)2 = 0.
\C'S/ f = i

ii) 7; ^i5të M e N tel que |^(5,x)| ^ 8-M pour (8,x) e]0, §o[ x œ.
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5(D
iii) -^ (0,0,0) + 0, Re (p(8,s,x) = a(ô,x)s - P(ô,s,x)s2 avec

a(0,0) > 0 ^ P(0,0,0) > 0.

// existe un voisinage V de (t,x) = (0,0) dans W, des fonctions a et u
de classe C00 dans V, supp a c= {00}, supp U n V = {^0} n V ^ r
Pu + au = 0 dans V.

Démonstration.

A. Choix des paramètres.

Dans toute la suite, on prendra pour 5 , v , À , = 8~9 , r2 = À^v2 des
valeurs dépendant de l'entier k (assez grand), choisies de la manière
suivante :

ô = fcfc == fe-P; V = Vfc = ô-6; \ = fc,-6;

T = ^ = Vô-6 = ô-(9+e) où p = 5/6, 8 = 1 et 0 = 2. Néanmoins,
pour la clarté des calculs, on laissera le plus souvent des lettres p, 8, . . .
sans les remplacer par leurs valeurs. On utilisera la fonction

(b ̂  x\
eW^e^^ bk ^W pour t dans l'intervalle [fck-nA-J où elle est bien
définie (pour k assez grand) puisque l'on a :

1 ^ 1 = t-^ ^ bjcz^ - P^^-1 = 5/6fe-^.bî F bî

B. On pose :

G,(x,Q = v^Req))^,^—^,^ - v,^ (Re cp)f^/ .e^^^V
\ ^ / \ .°fc+i /

LEMME 2.4.1. - 5'o^nt Wfc = 1/3^ + 2/3^+i er I^Oc) = Gk(x,Wk).
^4 fors, pour k -^ oo , on a :

Ifc(x)- -a^x)?^6-1.

La preuve de ce lemme est identique à celle du Lemme3.1 de [3].

Nous posons maintenant, pour k > feç -h 1 assez grand :

Y.(x)=-Ïi^)
^'=^0

de sorte que

(2.4.3) Y^(x)-Y,(x)= -I,(x).
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D'après le lemme 2.4.1

(2.4.4) Y,(x)^oc(0,x)feP9

et il existe une fonction Y(8,x), de classe C°° en x, bornée
uniformément en x, pour x e œ et 5 petit, ainsi que toutes ses dérivées
telle que si l'on pose

Y(8,x) = ô-9^)
on ait

Y(8,,x)=Y,(x).

C. Construction des solutions formelles de Pu = 0.

Si dans (2.4.1), on prend (p et ^ celles données par le lemme
fondamental, le second membre de (2.4.1) sera formellement nul en prenant
pour W la somme formelle :

W(8,5,X,1/V) = ^ W,(8,5,X)V-^'
J>0

les fonctions \V, étant astreintes à vérifier les équations de transport :

<2-4-5' ^ï^l^-
Et, pour j ^ 1

3(D aw.(14-6' "ïh^- - A92^-1

~ ~ A 8s2

Posons W^-= e'^'^W^, Y ayant été déterminée au point B. Les
nouvelles fonctions W, doivent vérifier des équations de transport : (2.4.7),
pour j = 0, et (2.4.8) pour j ^ 1 du même type que (2.4.5) et (2.4.6).

On choisira donc Wo solution de (2.4.7) avec Wo(S,0,x) = 1 et W -̂
solution de (2.4.8) avec Wy(8,0,x) = 0, pour j > 1. Les fonctions W,
ainsi obtenues sont C°° en (s,^), bornées ainsi que toutes leurs dérivées
en (s,x), pour 8 assez petit.

D. Construction de V^ dans (b^+^,b^-^).

Soit W(ô,5,^) une fonction C°° de (s,x,Ç) au voisinage de (0,0,0)
telle que W ~ ^ Wj^ lorsque ^ -^ 0, au sens où : pour tous ^ e N ,

7^0
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a e IV"1, N e N il existe C^ > 0 tels que pour tout (8,5,x) voisin de
(0,0,0) et î, assez petit, on ait :

DfDïfw-fw^l^C^JÇI^1.
\ j=o /I

Posons Zfc(s,x) = Wl fcfc,5,x, — ). Posons, enfin, pour t e (^+ ^ ,^_ i)

(2.4.9) V,(x,t) = .-W .̂̂ '̂̂ ') z/^, x)
\ ^k )

on a alors le :

LEMME 2.4.2. — Considérons, pour x e œ et t e ( & k + i , f c k - i ) ,
Pu

r^ = — k - Alors il existe ko tel que pour tous aeN", N e N il existe
^

C^ > 0 fô?fc ^M^ ;

(2.4.10) |D^r,(x,0| ^ C^fe^

poMr tout k ^ feo ^ tout (x,0eœ x (ô^+^S^-i).

Démonstration. — La preuve de ce lemme est identique à celle du
lemme 3.1 de [3].

E. Étude de l'ensemble où |VJ = [V^+J .

Posons pour t e (b^ +1, b^)
Vk(x,Q |¥^(x,t) = Log v^i(x,r)

LEMME 2.4.3. — 7Î existe C > 0 et T| = 2p9 — 1 > p + 1 tëH^5 que
pour (x,0eœ x (b^^b^)

(2.4.13) ^F,)(^Fj(x,o^œ.

La preuve de ce lemme est identique à celle du lemme 3.3 de [3].

Compte tenu de la forme de Vj^ et pour le choix de Y^ au point B on
peut écrire

Z. Z.F,(x,m,) = Y^(x) - Y,(x) + I,(x) + Log —— = Log \——\ = 0(1)
Z Z-' k+ l 'k=l
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où mfc = l/3fcfc + 2/3fcfc+i. Comme —^(x.r) ^ Cfc^ il existe une fonctionet
Wfc(x) de classe C00 au voisinage de l'origine telle que :

F,(x,m^)) = 0
de plus

(2414) fm,(x)=m^(x)
v / ^(x)= 0(^=0(4).

F. A partir de ce point, la preuve s'achève en deux étapes « standard »,
exactement identiques aux parties F et G de la démonstration du Lemme
Fondamental de [3]. Nous mentionnons seulement ces étapes.

F® étape : On construit une suite de fonctions Yfc(s,x), nulles sur les

surfaces t == m^x) et t = m^-^x), plus petites que toute puissance de ,»c
pour î e [ f c k + i , & f c - i ] , telles que, en notant u^(x,t) = Ufc(x,0(l+^(x,î)),

Pu
on ait —k plat sur t = m^Çx) et t = m^_i(x) cette construction utilise

uk
uniquement le lemme 2.4.2 et le fait que les surfaces ( = Cte sont non
caractéristiques pour P.

2e étape: On choisit XeC^R"), X(s) = 1 pour |s| ^ 3/4,

suppX c= [-1.+1], et O ^ X ^ l . On pose X^t) = XI ~ f c ) et
Pu v /

u(x,t) = ^ Xfc(î)Mfc(x,t), on vérifie alors que a = — est une fonction
k^kQ u

C00 plate sur t = 0. Pour vérifier que la fonction u elle-même est plate
sur t = 0, il suffit de remarquer que Y^(x) est de l'ordre de fe^, tandis
que |VfcRe(p | ^ Ctek^.

2.4.2 Résolution de l'équation de phase.

Nous allons construire des phases (p et £. satisfaisant l'équation de

phase: A(p,2 — ^ Wi(x, 8+s/À,; V^)2 = 0 et les conditions du lemme
i= i

fondamental.

En posant ^(ô,x) = ^(ô,x) + ô-^ô.x); Çi(ô,x), ^(ô.x) vérifiant:

pour tout f , 1 ^ i < n — 1

(2.4.15) {W,(x, 8; V^(S,x)) = A,(x, 8)
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(2416) fW,(x,8,V^(8^))=0
[W,(x,5,V^(^))=B,(x,8)

ouïes A,(x,8), B,(x,8) pour î 6 { l , . . . , n - l ] sont des fonctions C°°
réelles pour x voisin de 0 et 8 assez petit telles que :

(2.4.17) ^ A,(0,0)B,(0,0)<0.

L'équation de phase s'écrit :

f8(D\2 n-1

A^ = 1 W,(x,8+5A;V,Ç(8,x))2

1=1

=Ï [W^^UMKCW
1 = 1

+ ô-'W,-^, 8; V^2(ô,x))+sW;/x, ô; V^(8,x))
+ 0(ô9)]2

= ^ [A,(x,ô) + sB,(x,ô) + 0(Ô9)]2

1=1
d'où

/(5(p\2 l '•-1

(^ ̂ ^ = Affi .?, Ai(o'o)2 > 0 (d'après (2•4•17))

et

soit

2A ̂  ̂  (0,0,0) = 2 "̂  A,(0,0)B,(0,0)
1=1

^,(0,C, S A,(0,0)B,(0,0)
1 /f\ f\ f\\ 1=1____________

/A(0,0)yA,(0,0)2

Reste donc à prouver l'existence de £1, 82 satisfaisant à (2.4.15), (2.4.16) et
(2.4.17). Nous avons le lemme suivant :

LEMME 2.4.4. - Soient W,, 1 < i ̂  n - 1 vérifiant (2.3.3) en (0,0)
et tel qu il existe i.o e {1 , . . .,n-l} : W. est linéairement indépendant avec
les W, ^ (0,0).
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II existe alors Ci(8,x), £2(8^), A,(x,8), B,(x, ) (l^f<n-l) r̂ «^
C00 près de x = 0 ^r pour 5 ass^z p î'r, r^fcs que pour tout
le {!,...,n-l}, on ait (2.4.15), (2.4.16) et (2.4.17).

Preuve du lemme 2.4.4. - D'après (2.3.3), l'algèbre de Lie engendrée
par les W;( l^ i^n—l) est de rang constant n — 2 en tout point assez
voisin de l'origine, d'où, d'après le théorème de Frobenius, l'existence d'une
fonction ^(8^)C°° réelle définie près de (0,0) telle que
W,(x,8; V^2(8,x)) = 0 pour tout f e { l , . . . , n - l } . Par ailleurs comme
w^ n'appartient pas à (W,)^,^_i en (0,0), on peut choisir ^ en sorte
que B,^(0,0) + 0; il est évident que les Bf(x,8) sont des fonctions C00

réelles près de l'origine. Reste à présent à montrer qu'on peut choisir ^
n-l

en sorte que ^ A,(0,0)B,(0,0) < 0. Pour cela, il suffit de montrer qu'il
*=1 n-l

existe ^eR^O (V^i=Ço) tel que : ^ W,(0,0;Ço)B,(0,0) ^ 0. En
i = i

prenant ^o sous la forme : £o = E a^., où W^ = ^ ^W, et où pour
i^k i^k

i + k W,(0,0;^o) = af (ce qui est toujours possible puisque d'après
(2.1.4), les (W,),^ sont linéairement indépendants), il suffit de trouver
ai, . . . , ak_ i , a^ i , . . . , » „ _ i tels que :

S a,B,(0,0) + f^ ̂ YZ ^B,(0,0)
^^ \i^k /\i^k / \

= Z OC,(B,(O,O)+?L, ̂  ^B/0'0) ^ 0-
i^k j^k )

II suffit donc qu'il existe i + k tel que B,(0,0) + ^ ̂  ^B/0,0) ^ 0.
J^k

Ce qui est toujours possible, en effet, supposons que pour tout
i + k : B,(0,0) -h À,, ̂  .̂B,(0,0) = 0 , or le système

7-^fc

(l+^)Yi +^^¥2 + • • • 4-^^-iY^i =0
Si :

^-1^1 + ̂ n-lY2 + • • • + (1+^-OY^i = 0

n'admet que des solutions triviales
Y , = . . . = Y , _ , = Y ^ = . . . = Y ^ _ , = 0 .

Puisque :
1 + Â-l ^-1^2 ^-l^n-1

Det Si = :
^n-l ^n-1 (l+^-l)

= 1 + ^+ • . . +^_i ^0.
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D'où nécessairement l'existence de i + k tel que
B,(0,0)+^^B/0,0)^0,

J^k

sachant que B.(0,0) + 0 ce qui termine la preuve du Lemme 2.4.4.

3. Appendice.
On a le :

LEMME 3.1. — €„ étant la forme volume associée aux
X,, 1 < i ^ n — 1, vérifiant (1.2), (1.3), (1.4), les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(1.6) £„ est de classe constante 4 au voisinage de XQ.

(3.1) Pour tous î \ , ;2, 13, 4 e {1 , . . . , n—l}

A(^il » Xi-2 » 1̂3 ? ^14)

= Det (X,... . ,X^, ,[X,̂ ]) Det (X,.. . . ,X^, ,[X^,X,J)
- Det ( X ^ , . . . ,X^_ i ,[X,^X,;) Det ( X ^ , . . . ,X,_, ,[X,^X,J)
+ Det (X, , . . . ,X^,[X,^,X,J) Det (Xi , . . .,X^i,[X,^X,^) = 0

au voisinage de XQ.

Preuve du lemme3.1. — Soit Xy, un champ de vecteurs réels, à
coefficients C00 dans l'ouvert 0, linéairement indépendant avec les
Xi, 1 < i < n — 1, en tout point de iï et donnons-nous l'élément de
volume Xi A X^ A . . . A X^.

£„ étant une forme Pfaff, on a (d'après Lemme 2.1 de [11])
d£^(X,Y) = Xe^(Y) - Y£^(X) - £n([X,Y]) pour tous X , Y champs de
vecteurs sur R". On en déduit que pour tous i, j e {1,... ,n — 1}
^(X,,X,) = - e^([X,X,]) == - Det (X^ , . . .,X^,[X,,X,]) d'où pour
tOUS l \ , l 2 , 1'3» ^^î 1 . - - -^- 1} ' o n a :

(^A^)(X,^,X,^X,3,X^) = ^ singa8^([X^i),X,^)])£n([X^3),X^])
0604

= 8A(X^,X,^,X,^X^).

Par conséquent, pour tous i\ , î'2, î'a, 14 € { 1 , . . . ,n— 1}

€„ A (̂  A ^)(X,^X,^X^X,^X^) = 8A(X,^,X,^)
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sachant que £n(X;) = 8? pour tout i e {1 , . . .,n} on en déduit que (4.1) est
équivalente à £„ A (ej2 = 0 au voisinage de XQ .

Par ailleurs, comme l'algèbre de Lie engendrée par les
X;, 1 ̂  i ^ n — 1 est de rang n, il existe nécessairement XQ dans f2 tel
que £„ A d^n est non nul en XQ , donc en tout point assez voisin de XQ . £„
étant indépendante du choix de X^, la preuve du Lemme 4.1 est terminée.
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