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ENTREE-SORTIE DANS UN TOURBILLON

par Guy WALLET

L’utilisation présente du terme tourbillon ne signifie pas que 'objet de
cette étude est la modélisation d’un phénomene physique ou mécanique du
méme nom. Choisi pour son pouvoir d’évocation, le mot tourbillon désigne
ici un certain type de perturbation d’équation différentielle pour laquelle est
mis en évidence un phénomeéne remarquable de relation entrée-sortie
analogue a celui étudié par E. Benoit [1, 2, 5]. L’outil mathématique utilisé
est 'approche des perturbations d’équations différentielles par 1’analyse
non standard dont G. Reeb fut Pinitiateur [4, 6, 9, 10, 12].

Il peut étre intéressant de commencer par observer un exemple simple.
Soit le champ de vecteurs de R3:

. 1
x=_(-2x=y)
. _l

y —E(X-Z,V)
z=-—1

avec € > 0 infiniment petit. En coordonnées cylindriques (p,0,z),
I’équation différentielle s’intégre et la solution passant par (pg,04,20)

lorsque t = 0 s’écrit:
= po €X L Zot
P = Po €Xp c\z2 %o

t
9=90+£

z=ZO—t.

Mots-clés: Entrée-sortie - Perturbation singuliére - Champ lent-rapide - Analyse non
standard.
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Dans le cas ou le point (pg,0,,2,) est standard avec z, > 0, le graphe
de la fonction t +— p(t) est donné par la figure suivante :

"
PoT
z~ — 2z,
z =~ z,
—» !
0 2z,

Fig. 1.

La trajectoire se rapproche rapidement de ’axe Oz en spiralant. Puis
elle semble se confondre avec cet axe sur le segment [—z,,z,] parcouru a
vitesse « lente » — 1. Enfin, elle s’éloigne a grande vitesse de cet axe en
spiralant a nouveau. L’objet du travail qui suit est 1’étude de ce genre de
phénoméne dans un cadre général.

1. Défnition d’un tourbillon.

1.1. Un tourbillon est un champ de vecteurs Y défini sur un ensemble
standard B x I ou B est une boule ouverte de R? centréeen 0 et I un
intervalle ouvert de R, et qui posséde les propriétés (z;) a (t5) suivantes.
On note (x,y,z) un point de B x I avec (x,y)eB et zel.

(t;) 11 existe un entier p>1 tel que Y soit de classe CP sur
(B—{0}) x I et Y est continu en chaque point de {0} x I. (Dans toute
la suite de ce texte, la lettre p désignera un tel entier > 1).

1 0 e .
(t;) Lechampde Y estégal a EX ~ % ou £ > 0 est infiniment petit

et X un champ de vecteurs standard appelé modéle horizontal du
tourbillon.

(t;) Le champ de X est parallele aux plans horizontaux
(z = constante) et définit donc, pour chaque a €l un champ de vecteurs
X, de B (par identification de B avec B x {a}).
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(t,) Pour chaque ael, O estle seul point singulier de X,. De plus, il
existe Bel tel que, pour tout o > B (respectivement a < B) et pour
tout voisinage U de 0 dans B, il existe un voisinage V de 0 dans B dont
tout point distinct de 0 posséde pour X, une demi-trajectoire positive
(respectivement négative) contenue dans U — {0} qui converge vers 0
lorsque t tend vers + oo (respectivement — co). L’ensemble des points
de B dont la demi-trajectoire positive (respectivement négative) converge
vers 0 est appelé le bassin d’attraction (respectivement de répulsion) de 0
pour X,. On dit que P est la valeur de bifurcation du tourbillon.

xdy y dx

(ts) Soit d6 = 7 la forme différentielle « mesurant » la

rotation autour de {0} x I. On suppose qu’il existe un voisinage W de 0
dans B tel que le nombre réel 0 ne soit pas adhérent a I’ensemble :

{d0.X(§); e (W—{0}) xI}.

1.2. L’axe A = {0} x I est appelé I’dme du tourbillon Y et la
condition (ts) exprime que les trajectoires de X spiralent autour de A.
On remarque que A est une orbite particuliére de Y. Le tourbillon est
dit de classe C? si Y est de classe C? sur B x I.

!

/D )
/& 7

|

Dynamlque lente

—

Dynamique rapide

Fig. 2.
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) 1 0 . . .
Un tourbillon Y = EX ~ % est donc une perturbation singuliére

d’équation différentielle [12]. A I’échelle de temps 1 = ét, il s’agit d’une

perturbation réguliére du champ X obtenu en « ajoutant & X une dérive
lente et verticale ».

2. Description du modéle horizontal
d’un tourbillon régulier.

2.1. On reprend les notations du paragraphe précédent. Un tourbillon
Y est dit régulier lorsque son modéle horizontal posséde les propriétés (r,)
et (r,) suivantes:

(r,) Dans le systétme de coordonnées cylindriques (p,0,z) associé aux
coordonnées (x,y,z) de B x I, le systeme différentiel décrivant X est de
la forme suivante :

p[S1(8,2)+8,(p.6,2)]
T;(0,2) + T,(p.0,2)
0

>©
1

N
I

k étant un nombre réel supérieur ou égal a 1 appelé ordre du tourbillon.
Les fonctions S, et T; sont standards continues sur R x I, 2n-
périodiques par rapport & 0. Les fonctions S, et T, sont standards
continpes sur J x R x I, 2n-périodiques par rapport & 0, nulles sur
{0} x R x I (ou J est un intervalle de type [O,R[).

2* S.(0,2)
r,) La fonction T, est partout non nulle; J it Skl
(r2) voestp o IT02)]

strictement négatif pour z > B, et strictement positif pour z < B.

do est

2.2. Les conditions (t;) et (r;) ne sont pas indépendantes. En fait un
champ de vecteurs standard et continu X sur B x I, de classe CP sur
(B—{0}) x I, admettant {0} x I comme lieu singulier et possédant les
propriétés (r,) et (r,) posséde aussiles propriétés (t,) et (ts). Cest clair
pour la condition (ts5) car d0.X(§) ~ T,(6,z) lorsque p=~0. (La
notation a ~ b signifie que a est infiniment proche de b).

La condition (ts) découle du lemme suivant :
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2.3. LEMME. — Soit Z un champ de vecteurs continu sur R? de classe

C? sur R? — {0} représenté en coordonnées polaires par le systéme
différentiel :

fi = P50 1si00)
0 = T,(0) + T,(p,0)

avec S, et T, continues, S,(0,8) = T,(0,0) = O pour tout © et k > 1.

- [ 8,00)
On suppose que T, est partout non nulle et que

do est
o IT1(0)]
strictement négatif. Alors 0 est un point singulier isolé de Z
asymptotiquement ®-stable.

2.3.1. Démonstration. — On peut supposer Z standard et on vérifie
que O est le seul point singulier de Z appartenant au halo de 0. Le
changement de variable :

£n(p) si k=1
r= 1

conduit au systéme différentiel :

{r = S,(0) + S;(p(r),0)
0 =T,(0) + T,(p(r).9).

Par ce changement de variable, le halo de 0 est transformé en
I’ensemble A des (r,0) e R x R tels que r soit infiniment grand négatif.
Soit r, < 0 infiniment grand, 6,€R et c la solution de (1) vérifiant
c(0) = (ry,9,). La fonction c est définie et & valeurs dans A pour tout ¢
limité car |r| est majoré par une constante limitée sur A.

(1

Soit © > 0 le nombre limité tel que 0(t) = 6, + 2n. Alors:

(8,0
r(t) —ro ~ L T, )] do « 0.

Dans le systéme de coordonnées (p,0), on en déduit :

p(t) < p(0) (voir fig. 3).

De ceci il découle que I'orbite positive pour Z de tout point du halo de
0 posséde un ensemble o-limite qui se réduit au point 0.
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Fig. 3.

3. Quelques exemples.

3.1. Un tourbillon régulier associé a I'équation de Van der Pol.

Soit L le champ de vecteurs sur R® défini par:

x3 0 0
L = (y—? +X>a + (Z—x)-@'

L est un champ de vecteurs paralléle aux plans horizontaux et sa
restriction L, au plan {z=a} est le champ de Lienard associé a I’équation
différentielle de Van der Pol :

X+ x2=Dx +x =a.

On sait que lorsque o traverse la valeur 1, L, présente une
bifurcation de Hopf selon le schéma de la figure 4, [2].

e (@ ) -

\%

0axl1 a~1 e a<l o

Fig. 4.

(La notation x « y signifie x <y et x ~y.)
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L’ensemble des points singuliers de L est la courbe £ paramétrée par

t3 . e
(—t, t— 3 —t> qui est une courbe intégrale du champ V défini par:

d NERRY

Alors, comme le prouve le calcul qui-suit, le champ de vecteurs

1
Z= c L + V est un tourbillon régulier lorsque I’on redresse la courbe £

sur I'axe Oz.

Le systéme différentiel associ¢é a Z est:

5c-1 X3+x 1
g y 3

j =9+ (-2

z=-—1.
x3 )
Le changement de variable {&:x—z, n=y-— 3 +x, C=z} donne le
nouveau systéme :
1
= e n

.1
n = [=8+(1-Cn—-g -2l
E=—1.
En coordonnées cylindriques (p,0,0) associées a (§,n,£), cela donne:

{ p= % pl(1—¢?) sin® 8—2p¢ sin? 6 cos 6 — p? cos? O sin? 0]

6= é[—l-i—(l—!;z) sin 0.cos 8 —2p( sin 6 cos? 6 — p? cos® 0 sin 6]
E=-1.
On vérifie que

— 14+ (1—{*»)sinBcosH <0
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pour tout {e€]O0, \/3[ et que:

2 (1-(?)sin? 0 40 et <0 pour {ell, /3,
o 1+ (*—1)sinBcos® >0 pour (€]0,1].

3.2. L’exemple précédent est un cas particulier de la situation plus
générale suivante. Avec les notations du paragraphe 2, on considére un

. 1 0 . . .
tourbillon Y = EX ~ % de classe CP. Le systéme différentiel associé

a X, sécrit:

{x = a(z)x + b(Z)y + x‘Pl(x’y,Z) + y(Pz(X,y,Z)
j) = c(z)x + d(z)y + x\l’l(x’y9z) + Y‘l’z(x,y,z)

ou les fonctions a, b, ¢, d, @, , ¢, , ¥, et Y, sont continues. Ce qui donne en
coordonnées polaires :

p = pla(z) cos? 0 + (b(z) + c(2)) cos Osin 8 +d(z) sin? 0+ R (p,0,2)]
0 = c(z) cos? 0 + (d(z)—a(z)) cos B sin ® — b(z) sin> 0 + T,(p,0,2).

Alors (c(z) cos? 0+ (d(z)—a(z)) cos 0 sin 6—b(z) sin? 8) est non nulle
si et seulement si les valeurs propres de la partie linéaire A, de X, en 0
sont non réelles. Dans ces conditions, la partie réelle de ces valeurs propres
est a(z) + d(z)

3 et on vérifie que:

* a(z) cos® 0 + (b(z) + c(2)) cos 0 sin 0 + d(z) sin® O
—xlc(z) cos? 0 + (d(z) — a(z)) cos O sin 6 — b(z) sin? 0|
- 2n(a(z) + d(z)) '
V= @@ — a@2)* — 4b(2)c(2)

Donc, Y est un tourbillon régulier d’ordre 1 si et seulement si la
partie linéaire de X, en O admet des valeurs propres non réelles
A(z) + ip(z) avec A(z) <0 pour z>PB et A(z) >0 pour z < PB.

Dans le cas de I’exemple 3.1., le linéaris¢ de X, en 0 admet pour

matrice :
0 1
-1 (1-2%
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1—22+i /4 —(1 —2?)?

ce qui correspond aux valeurs propres 5

z€]0, /3.

3.3. Un tourbillon régulier d'ordre entier > 1.

pour

On considére le tourbillon Y = %X — % dont le modéle horizontal

est donné par le systeme différentiel :
X=—y—yz+ xy*z?
y=x+zx — x?yz.
En coordonnées polaires, cela donne :
p = p3z(z—1) cos? 0sin O
0 = (1+2) — p?[z cos® Osin O + z2 cos O sin® 0]

et on vérifie que Y est un tourbillon régulier d’ordre 3 sur RZx]—1,1[.

1, o . .
34. Soit Y = c X — el tourbillon de classe CP. Pour que Y soit
un tourbillon régulier d’ordre > 1, il est nécessaire que la partie linéaire

b

—b(2) f)z)) ou b(z) est une
fonction continue sur I partout non nulle. Les valeurs propres de cette
matrice sont alors + ib(z). C’est bien le cas de I’exemple 3.3.

de X, en 0 admette pour matrice (

3.5. Un tourbillon régulier non différentiable et d’ordre non entier.

Soit Y = éX — (% le tourbillon dont le modéle horizontal est donné

par
X = P(eyd) 2 + Qe 2
0x 7 oy
avec
0 si (x,) =(0,0)
P(x,y,z) = % x3z yz .
~gys (1 ) svon

0 si (xy) = (0,0

Q(x.y,2) = x*yz yz ,
TR + x{ 1+ 17 sinon.
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P et Q sont de classe C° et en coordonnées polaires on obtient :

p=—p3?zcos? 0
0 =1+zsin0.

Y est donc un tourbillon régulier sur R? x |—1,1[ d’ordre 3/2.

4. Le probléme de la relation entrée-sortie.

On considére dans les paragraphes 4 et 5 un tourbillon régulier Y pour
lequel on reprend les notations des paragraphes 1 et 2. On rappelle que le
halo de A est ’ensemble externe suivant :

hal (A) = {Ee BxI\3&, € A, &, standard et & ~ &g} .

4.1. PrOPOSITION (Entrée dans le halo de A). — Soit &, un point limité
d'ombre (x,,y,,z,)€B x I. On suppose que z, > B et que (x,,y,)
appartient au bassin d’attraction de 0 pour X, Soit cy(t) la courbe
intégrale de Y vérifiant c,(0) = &,. Alors:

(i) 1l existe t, > O infiniment petit tel que c,(t,) appartienne au halo
de A.

(ii) L'ombre de la partie c,([0,7,]) de B x I est l'orbite positive de
(x1,y1,2,) pour le champ X et est donc contenue dans le plan {z=z}.

(i) Pour t > 1y, c,(t) longe A et ne peut pas quitter le halo de A
avant d’atteindre le halo du point (0,0,8).

24

3

0,0,8)

Fig. 5.
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4.1.1. Démonstration. — On change d’échelle de temps en posant

0
d,(s) = c,(es). Ainsi d, est une courbe intégrale de X — ea- Soit 3,

0
la courbe intégrale de X telle que 8,(0) = (x,,y,,z;). Puisque X — aa—z

est une perturbation réguliere du champ de vecteurs standard X, on a
'inclusion ensembliste :

{s>0; S est limité} = {S>0; Vse[0,S)d,(s)~5,(s)} .

D’aprés une forme générale du principe de permanence [5], cette
inclusion est stricte et il existe S, > 0 infiniment grand tel que:

Vse[0,8,],  di(s) ~8,(5).

On peut supposer que €S; est infiniment petit et on pose T, = €S, .
Puisque lim 8,(s) =0, ona 3,(S;) ~ O et les conditions (i) et (ii) sont

clairement vérifiées.

La stabilit¢ asymptotique de 0 pour X, se traduit lorsque o est
standard et que o > B par le fait qu’aucune orbite positive de X, ne peut
sortir du halo de 0. De ceci découle la condition (iii).

4.1.2. Dans les conditions de la proposition (4.1.) on dit que l'orbite de
€, pour Y entre dansle halode A alacote z,. En renversant le sens du
temps ¢, on obtient un énoncé symétrique qui décrit la sortie du halo
de A.

4.2. ProrosiTiON (Sortie du halo de A). — Soit &, un point limité
d'ombre (x,,y,,2;)€B x I. On suppose que z, <P et que (x;,y,)
appartient au bassin de répulsion de 0 pour X, . Soit c,(t) la courbe
intégrale de Y vérifiant c,(0) = E,. Alors:

(i) Il existe t, < O infiniment petit tel que c,(t,) appartienne au halo
de A.

(ii) L’ombre de la partie c,([t,,0]) de B x I est l'orbite négative de
(x3,¥2,22) pour X et est donc contenue dans le plan {z=z,}.

(iii) Pour t > — 1,,c,(—t) longe A et ne peut pas quitter le halo de A
avant d’atteindre le halo du point (0,0,8).

4.2.1. Dans les conditions de la proposition (4.2) on dit que l'orbite de
E, pour Y sort du halo de A a la cote z,.
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4.3. Un couple (z,,z,)e(I—{B})* est dit en relation entrée-sortie
lorsque z; > B, z, < B et qu’il existe une orbite de Y entrant dans le
halode A alacote z; etsortant du halo de A alacote z,. La relation
entrée-sortie est une relation standard contenue dans (I—{B})>.

4.4. On dit que le tourbillon Y posséde une fonction entrée-sortie f
lorsque la relation entrée-sortie est le graphe d’une application bijective
f: 1, > I, ou I, estun sous-intervalle de I de borne inférieure B et I
un sous-intervalle de I de borne supérieure B, I, et I, étant non vides
[cf. 1].

Donc, pour un tourbillon régulier Y a fonction entrée-sortie f, toutes
les orbites de Y entrant dans le halo de A a la méme cote z eI, sortent
du halo de A a la méme cote f(z)eI,. Autrement dit, la cote de sortie
d’une orbite donnée ne dépend que de sa cote d’entrée.

L’existence d’une fonction entrée-sortie pour un tourbillon est un
phénoméne remarquable de « déterminisme macroscopique » et on se
propose, dans le paragraphe suivant, de montrer que tout tourbillon
régulier Y posséde une telle fonction entrée-sortie.

5. Calcul de la fonction entrée-sortie
d’un tourbillon régulier.

Le principe du calcul de la fonction entrée-sortie du tourbillon régulier
Y : repose d’une part sur un changement de variable qui dilate
suffisamment le halo de A, d’autre part sur une moyennisation qui permet
d’éliminer les oscillations infinitésimales engendrées par la variation rapide
du paramétre 9.

5.1. On considére la nouvelle variable R définie par :
e/n(p) si k=1
R = — €

Dans le systéme de coordonnées (R,0,z), 'dme A est rejetée a 'infini
et le complémentaire du halo de A est I’ensemble :

R
{(R,6,z)eRxRxI; R<O et - est limité}
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lui-méme contenu strictement dans le halo suivant :
{(R,6,2)eRxRxI; R<0 et R~0}.

Le halo de A est lui étiré sur I’ensemble :
R . .
{(R,0,z2) e RxRxI; R<O et = est infiniment grand}

et contient en particulier la partie «visible » correspondant a R
appréciable et négatif (un nombre appréciable est un nombre limité non
infiniment petit).

R~ - R appréciable R=~0

-

R/e limité
—

o

4---—-=<

0

F==""r~""77Y

1
]
]
]
J

v
halo de A (R/e~— )
Le demi-axe R <0

Fig. 6.

5.2. THEOREME. — Soit c¢: J — (B—{0}) x I une courbe intégrale de
Y paramétrée par (R(t),8(t),z(t)). On suppose que :

(1) J est un intervalle standard, compact d’intérieur non vide;
(ii)) c(J) est contenu dans le halo de A;

(iii) 3ty eJ tel que R(ty) soit limité.

Alors il existe une fonction g: I —» R standard et dérivable telle que :
@iv) VtelJ, R(t) ~ g(z(t));

) VzeI,‘ %(z) = — ¥(2);

ou V¥ est la fonction sur 1 définie par :

([ 8.6 )(F o )-1
\v(z)-(L 00 N\, Tea) -
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5.2.1. Démonstration.

L’hypotheése (ii) implique que pour tout ¢t € J, z(t) posséde une ombre
dans I. Donc, pour un tel ¢, S,(0(¢),z(t)) et T,(8(t),z(t)) sont limités
alors que S,(p(),0(t),z(t)) et T,(p(¢),0(t),z(t)) sont infiniment petits.
D’ou:

Veel, R(t) ~ S,(0().z(t)

et la fonction R(t) est S-continue et ne prend que des valeurs limitées.
Donc R posséde une ombre R qui est une fonction standard et continue
définie sur J et qui vérifie:

Viel, R(t) ~ R(¥).

Comme 0 est infiniment grande, la fonction R(f) peut présenter des
oscillations rapides et de petite amplitude.

R
[

I

ANMM~ R

JR S

: R

Fig. 7.

Dans ces conditions, il est naturel d’utiliser la méthode de stroboscopie
infinitésimale due a J. L. Callot.

LEMME DE STROBOSCOPIE [3,7 et 11]. — Soit Z un champ de vecteurs
standard continu sur un ouvert standard U de RP, y: J — U une courbe
définie sur un intervalle standard et compact [a,b] et u > 0 un infiniment
petit. On suppose que :

(i) Vtel, y(t) a une ombre dans U;
(i) V)€l s>t = y(s) ~y();
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(iii) VtoeJ tel que ty < b, It €J tel que: p<t; —ty~0 et

y(t) — v(to)

= Z0).

Alors, pour tout standard ce€la,b,[, il existe une courbe intégrale
¥: [a,c] > U du champ de vecteurs Z qui est telle que :

Veelac], v =70).
On se propose d’appliquer la méthode de stroboscopie a la courbe :

J - R?
t = (R@),z(@®).
On pose J = [a,b] et soit tyelJ tel que t, « b. Pour déterminer

t, > t, satisfaisant aux hypothéses du lemme de stroboscopie, on utilise la
loupe :

avec les notations: Ry = R(ty), 0, = 0(to), zo = z(to).

On a: V() =0, et pour tout 1 limité:
dv
e (1) =~ S,(0(1),20—€1) =~ S;(0(1),20)
do
77 ® = T10@.z0—&1) = T, (8(1).20).

Soit 1, > 0 tel que: O(t,) =0, + 2n. Alors, 1, est limité car:
inf {|T,(0(t),z(t))|; teJ} >0 et:

T 6pt2n do 69t 2n do 2n do
T, = j dt = j — J = J .
0 8 <d9> 8 T, (0,z,) o 1T1(8,20)]

dt

De méme pour V; = V(1y):

T dV> J"oﬁ" (dV)(de)“ r" S,(0,2,)
V, = — )dt = — =) 4o~ St St ol [
! Jo <d1’ 6 dt J\dt o 1T1(8,z0)l
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On remarque que T, est minoré par un nombre standard non nul
2
8= % avec m > sup {|T,(0(t),z(t))|;teJ}. On pose t; = ety + t,.
Alors :

p=€d<t; —tyg~0,

R() — Rt Vy _ ([ $.6.20) )( f a0 )-*___ v
h—to T ‘(L T0.201 )\ ), i@z (2(to).

z(ty) — z(to) _
th—ty

- 1.

Le nombre p est indépendant de ¢, et d’aprés le lemme de
stroboscopie, pour tous standards cela,b[, il existe des fonctions

standards et dérivables R et z sur [a,c] telles que, Vte[a,]:
(1) R@) ~R®@), z(t) ~z(), ﬁ(t) =Y(E(@1), z(t) = —1.

On peut aussi appliquer le lemme de stroboscopie en partant de b en
inversant le sens du temps t. Ceci prouve que (1) est valable sur J = [a,b]
tout entier. On définit alors la fonction g de I dans R par:

g() = R(a) — JZ Y (u) du .
Za)

5.3. CoroLLAIRE (Existence de la fonction entrée-sortie). — Soient 1,
et I, les sous-intervalles de 1 définis par les conditions :

i) Infl, =B et Bel,;
(i) Supl, =P et B¢l
i) I = I 1B+ o[ ou I, =In]—co,B;

@iv) J Y(u)du = — j Y(u) du (les deux termes de I'égalité pouvant
!e ]S
étre infinis).

Le tourbillon régulier Y posséde une fonction entrée-sortie f de 1, dans
I, définie par :

Vzel,, ‘[ Y(wu)du =0.
/@)
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5.3.1. Démonstration.

Soit z; un nombre standard appartenant a I n]B, + o[ et y une
orbite de Y entrant dans le halo de A ala cote z,. On se place dans le
plan {(R,z)} ou I'image de 7y est le graphe d’une fonction R(z) définie
sur I.

=

2 = 1(z)

\\\

Fig. 8.

Lorsque y pénétre dans le halo de A, (z,R(z)) est dans le halo du
point (z,,0). Soit g la fonction définie sur I par:

g(2) = —f Y (u) du.
1

D’apreés la proposition 4.1. et le théoréme 5.2., (z,R(z)) quitte le halo
de (z,,0) pour z < z; en longeant le graphe de g. Toujours d’aprés le
théoréme 5.1., R(z) ~ g(z) tant que g(z)¥ 0 et que z posséde une
ombre dans I. Si z, ¢ I,, y ne peut pas sortir du halo de A a une cote
zel. Si z;el,, (z,R(z)) longe le graphe de g jusqu’au halo du point
(z,,0) tel que g(z,) =0.

On remarque que le graphe de g coupe transversalement ’axe Oz au
point (z,,0). Soit z, ~ z, tel que R(z}) ~ 0. Le théoréme 5.1. implique
que Y ne peut rester dans le halo de A sur tout un intervalle [u,z}] pour
tout u « z,. Il découle alors de la proposition 4.2. et & nouveau du
théoréme 5.1. que y sort du halo de A a la cote z,.

5.4. COROLLAIRE. — Soit un standard z, > B et y une orbite de Y
entrant dans le halode A alacote z,. Alors le minimum de la distance d’'un
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pointde vy a A est atteint lorsque y traverse le halo de (0,0,8) et est de la
forme suivante :

€ k-1

(k-l)(fz'- ¥ (w) du+a)

B

exp [1 (J“ Y (u) du+a>] si k=1,
€\Js

5.4.1. Démonstration. — D’apres ce qui précéde, R(z) est minimal en
un point z, ~ f. Donc:

si k>1,

d(v,A) =

avec o~ 0.

21
- R(zp) = J W(u)du + a avec a~0.
B

5.4.2. D’apres le corollaire 5.4., d(y,A) est un infiniment petit dont
I’ordre de grandeur dépend de € etde k. Lorsque k > 1, d(y,A) est de

1 1

méme ordre que €-1 alors que pour k = 1, d(y,A) est de la forme a®

avec a «< 1 limité (en fait a ~ exp[ J “P(u) du]). L’orbite vy se
B

rapproche d’autant plus de A que k est petit.

5.5. Remarques.

5.5.1. La notion de fonction entrée-sortie avait été mise en évidence
essentiellement en dimension 2 pour des champs lent-rapides a paramétre
en présence d’un canard [1]. Ici, on a un champ lent-rapide de R3,
présentant ’analogue d’un canard : ’dme A de Y. Mais ce « canard » est
trivial : il est donné dans la définition de Y et ne dépend pas de la
variation d’un parameétre. Puisque I'on a aucune difficulté a localiser le
canard, on peut espérer que le phénoméne d’entrée-sortie de cette étude soit
« reproductible expérimentalement », par exemple par simulation sur un
micro-ordinateur. C’est bien le cas ainsi que le prouvent les dessins de
I’appendice.

5.5.2. On trouve dans [7, page 131] I’énoncé d’un théoréme de
moyennisation par rapport a un paramétre angulaire variant rapidement,
proche du théoréme 5.2. Mais ce théoréme n’est pas utilisé pour le calcul
d’une fonction entrée-sortie.
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5.5.3. La relation entrée-sortie €tant mise en évidence, il est légitime de
se poser la question suivante : est-ce que des orbites ayant méme ombre
dans le plan d’entrée ont méme ombre dans le plan de sortie ? En général, il
n’en est rien : deux points infiniment proches dans le plan d’entrée peuvent
avoir des orbites dont les ombres sont distinctes dans le plan de sortie. Pour
prouver cela, on considére le tourbillon régulier donné comme exemple
dans lintroduction :

EX = —2zx— Y
gy =x —zy
z=—1

dont z = 0 est la valeur de bifurcation. La relation entrée-sortie est alors
la symétrie z — — z. Avec les notations de I'introduction, pour une

- . = _ T
condition initiale (Py,0¢,Z0) = (Po,90.20) avec Zy =z + g5 P

reprend la valeur initiale p, lorsque ¢ = 2z, + em, ce qui donne une
différence infiniment proche de n pour les angles des deux trajectoires. Les
ombres des orbites des deux points sont donc distinctes dans le plan de
sortie.

6. Applications aux exemples.

6.1. Dans la situation de 3.2 et en reprenant les notations on sait que :

r" S,(8,2) 0 = 4n\(z)
o IT1(8,2) V — (d(2)—a(2))? — 4b(z)c(z)

. (a(z) b(z2)
“\e@ do

partie réelle des-valeurs propres (non réelles) de cette matrice.

> est la matrice de la partie linéaireen 0 de X, et A(z) la

De méme, on vérifie que:

Jz“ de _ 4 .
o IT1®2  /— (d(z) — a(z))* — 4b(2)c(2)

D’ou W(z) = A(z) et la fonction entrée-sortie f vérifie :

Jz Au)du = 0.

Sf(2)
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Ce qui donne dans le cas du tourbillon associé a I’équation de Van der
Pol (3.1.): pour z, e]l,\/g[, f(z,) est la racine de 1’équation
X3 z3
3 X=3-%
qui vérifie  f(z;)€]0,1[. La fonction entrée-sortic f est un

difffomorphisme décroissant de ]1,\/3[ sur ]0,1[. Cette étude permet de
décrire 'ombre de la trajectoire y d’un point (xq,y0,2o) limité avec

Zy K \/3 pour le champ de vecteurs Z de ’exemple 3.1.
z=/3
\) point d’entrée
/@c 5--)-- e(zo)( dans hal (A) )
avec z = z,

(xo ayO ’Zo)
z =1
Point de sortie de @) -
hal (A) avec z = f(zg)) °

Fig. 9.

Le cas le plus intéressant est celui ot 1 « z, « \/5 . La trajectoire y
spirale a grande vitesse et rejoint le halo de la courbe £. Ensuite elle
longe £ a vitesse lente jusqu’au halo du point s(z,), avec z = f(z,) et
0« f(zg) « 1.

Alors y quitte le halo de s(z,) en spiralant a grande vitesse et vient
longer le cycle limite du champ de Lienard associé a I’équation de Van der
Pol avec second membre f(z,). Puis 7y suit ’évolution du cycle limite
lorsque z décroit 4 vitesse lente — 1. Ce cycle disparait pour z = — 1 et
vy recommence a longer la courbe €.
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6.2. Pour le tourbillon d’ordre 3 de I’exemple 3.3., on a:

$,(0,2) = z(z—1) cos? 0sin2 9,
T,(0,2) = (1+2).

Ce qui donne ¥(z) =

z(z—1 . , . o s
( 3 ) et la fonction f entrée-sortie est définie

par la régle suivante : pour tout z, € ]0,1[, f(z,) est la racine de I’équation

X3 Xz 2 z

3 2 3 2

qui vérifie f(z,)€]—1,0[. f est un difffomorphisme décroissant de ]0,1[
sur ]—1,0[.

7. Une généralisation.

7.1. Dans la définition d’un tourbillon, une propriété essentielle est que
0 ne soit pas adhérent 4 la vitesse angulaire § au voisinage de 'ame A du
tourbillon. On peut essayer d’affaiblir cette hypothése en demandant
seulement que «® ne tende pas trop vite vers 0».

7.2. On considére un champ de vecteurs Y analogue a celui décrit dans
le 1.1. mais ne possédant que les propriétés (t;), (t,) et (t3). On suppose
de plus que le « modéle horizontal » X de Y posséde les propriétés (r})
et (ry) suivantes:

(r}) Dans le systéme de coordonnées cylindriques (p,9,z) associé aux
coordonnées (x,y,z) de B x I, le systéme différentiel représentant X est
de la forme suivante :

b = pH[51(0.0)+5,(p.0,2)]
(1) )6 = p[T,(8,2)+ T, (p.8,2)]
z=0
k et ¢ sont des nombres réels tels que k — 1 > ¢ > 0. Les fonctions S,
et T, sont standard continues sur R x I, 2n-périodiques par rapport a
0. Les fonctions S, et T, sont standard continues sur R* x R x I,
2n-périodiques par rapport & 0, nulles sur {0} x R x I.

, \  5,(0.2)
(ry) (Analogue a (r,)): T, est partout non nulle. do est

o 1T1(8,2)]
strictement négatif pour z > B et strictement positif pour z < B.
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7.3. Quitte a diviser par p’, on peut appliquer 2.2. et 2.3. et en déduire
que 0 est un point singulier isolé qui est asymptotiquement «-stable
(respectivement a-stable) du champ de vecteurs X, pour z >
(respectivement z < B). De ceci, il découle que I’entrée et la sortie du halo
de A pour une orbite de Y se fait comme indiqué dans le paragraphe 4. Il
est donc légitime de se poser la question de I’existence d’une fonction
entrée-sortie. En fait, les résultats du paragraphe 5 sont encore valables
pour Y.

7.4. THEOREME. — Soit ¥ [lapplication de 1 dans R définie par

_([? S:62) 40 >‘1
¥(z) = (L |T,(0,2)| d9)<L IT, 0,2/

Alors, Y posséde une fonction entrée-sortie f telle que :
z
J Y(u)du =0.
S(2)

Si vy est une orbitede Y entrant dans le halode A dlacote z, > B, le
minimum de la distance d’'un point de v a A est atteint lorsque y traverse le
halo de (0,0,8) et est de la forme suivante :

€ k=1
d(v,4) = a
(k—1)<J — ¥Y(u) du+a>
B

7.4.1. Démonstration. — Dans le systéme différentiel représentant Y en
coordonnées cylindriques

avec a ~0.

p pk [Sl (9,2) + SZ (P,e’z)]

— N | = N | e

9

p’[T1(8,2)+T,(p,6,2)]

e ——— —

Ne
Il

— &

on fait le changement de variable R = W
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On obtient le nouveau systéme différentiel :
R =5,(8,2) + S;(p(R),0,2)
@ {6 = () F (L VT, 00+ Tae®02)
- € (l—k)R 1Y 2 p "y

z=-1

Les orbites de ce systéme sont les mémes que celles du suivant :
4
R = (1-KR)-1[S;(8,2) +S,(p(R),6,2)]

@) ]

-4
(E) k1T, (8,2)+ T2 (p(R),8,2)]

—( —k)R)’% :

Ne
]

On peut appliquer le lemme de stroboscopie (5.2.1.) & (4). Soit
(R(1),0(2),z(t)) une solution de (4) telle que R(0) et z(0) soient limités et
p(R(0)) ~ 0. Soit (R(),2(t)) la solution de I’équation différentielle
standard :

. 1
R = (1-k)Ry¥(2)
. l
Z = — (1—k)R)T
avec les conditions initiales standard : R(0) ~ R(0) et z(0) ~ z(0). Alors,

d’aprés le lemme de stroboscopie, (R(t),z(t)) ~ (R(¢),z(t)) tant que ¢,
R(t) et z(t) sont limités et que p(R(¢)) ~ 0. En tant que fonction de z,

R vérifie % = — ¥(z) et on conclut comme dans 5.3.

Appendice : illustration graphique sur micro-ordinateur.

Les dessins suivants ont été obtenus a ’aide du micro-ordinateur Lisa
2.10 (Apple) du Département de Mathématiques de I’'Université de Poitiers.
La méthode d’approximation utilisée est la méthode RK4.
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A.l. Mise en évidence de la relation entrée-sortie pour un tourbillon
d’ordre 1 (Exemple 1.1).

ex=y; ey =—x+ (1—-z2)y—x?y—2xyz; z=—1; €=10"3

Conditions initiales : (0.3,0,1.3); entrée dans le s-tube: e = 1.284;
sortie du e-tube: s = 0.685. -

Conditions initiales : (—0.3,0,1.3); entrée dans le e-tube: e = 1.283;
sortiec du e-tube: s = 0.686.
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A.2. Entrée-sortie dans un tourbillon d’ordre 3/2

ex = — 5y + (5—2)y*/p + x*(25—2%)/p*?;
gy = 5x + (z—5)xy/p + x?y(25—z2)p3/?;
z =—1;

p =Jx2+y*; e=10"2,

Entrée dans le e-tube: e = 5.987; sortie du e-tube: s = 3.895.
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A.3. Phénoméne de dispersion des orbites dans le plan de sortie.

Le tourbillon considéré est celui de A.1. et I’on a tracé les orbites des
points (0.3,0,1.3) et (0.3,0,1.299), lorsque & = 1073, Les orbites sont
presque confondues dans le plan d’entrée et nettement séparées dans le plan
de sortie.
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A.4. Entrée-sortie dans un tourbillon avec un modéle horizontal
présentant une bifurcation de Hopf.
22 5
X =y, g = — 1 —— )y —x%*y —2xyz; z=—1.
EX =y; &y x + ( 100))' y y
Aprés la sortie du halo de I’axe, la trajectoire suit I’évolution du cycle
limite du modéle horizontal.
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