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ENTRÉE-SORTIE DANS UN TOURBILLON

par Guy WALLET

L'utilisation présente du terme tourbillon ne signifie pas que l'objet de
cette étude est la modélisation d'un phénomène physique ou mécanique du
même nom. Choisi pour son pouvoir d'évocation, le mot tourbillon désigne
ici un certain type de perturbation d'équation différentielle pour laquelle est
mis en évidence un phénomène remarquable de relation entrée-sortie
analogue à celui étudié par E. Benoit [1, 2, 5]. L'outil mathématique utilisé
est l'approche des perturbations d'équations différentielles par l'analyse
non standard dont G. Reeb fut l'initiateur [4, 6, 9, 10, 12].

Il peut être intéressant de commencer par observer un exemple simple.
Soit le champ de vecteurs de R3 :

x = ̂ (-zx-y)

y = -(x-zy)
b

avec e > 0 infiniment petit. En coordonnées cylindriques (p,9,z),
l'équation différentielle s'intègre et la solution passant par (po^o^o)
lorsque t = 0 s'écrit :

[1M]p = poexp ^ly-zoî

9 = Qo + t-
8

\ z = Z o - t .

Mots-clés : Entrée-sortie - Perturbation singulière - Champ lent-rapide - Analyse non
standard.
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Dans le cas où le point (po ,9o ,Zo) est standard avec ZQ > 0, le graphe
de la fonction t h-> p(t) est donné par la figure suivante:

î Z ^ - ZQ

Z ^.Zo

2Zn

Fig. 1.

La trajectoire se rapproche rapidement de l'axe Oz en spiralant. Puis
elle semble se confondre avec cet axe sur le segment [—ZQ,ZQ\ parcouru à
vitesse « lente » — 1. Enfin, elle s'éloigne à grande vitesse de cet axe en
spiralant à nouveau. L'objet du travail qui suit est l'étude de. ce genre de
phénomène dans un cadre général.

1. Définition d'un tourbillon.

1.1. Un tourbillon est un champ de vecteurs Y défini sur un ensemble
standard B x 1 où B est une boule ouverte de R2 centrée en 0 et 1 un
intervalle ouvert de R , et qui possède les propriétés (^) à (^5) suivantes.
On note (x,^,z) un point de B x 1 avec (x,y) e B et z e 1.

(t^) II existe un entier p ^ 1 tel que Y soit de classe C1' sur
(B — {0}) x 1 et Y est continu en chaque point de {0} x 1. (Dans toute
la suite de ce texte, la lettre p désignera un tel entier ^ 1).

(î^) Le champ de Y est égal à - X — — où £ > 0 est infiniment petit
o C/Z

et X un champ de vecteurs standard appelé modèle horizontal du
tourbillon.

(^3) Le champ de X est parallèle aux plans horizontaux
(z = constante) et définit donc, pour chaque a e 1 un champ de vecteurs
Xa de B (par identification de B avec B x {a}).
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(t^) Pour chaque a e 1, 0 est le seul point singulier de X^. De plus, il
existe P e 1 tel que, pour tout a > P (respectivement a < P) et pour
tout voisinage U de 0 dans B, il existe un voisinage V de 0 dans B dont
tout point distinct de 0 possède pour X, une demi-trajectoire positive
(respectivement négative) contenue dans U — {0} qui converge vers 0
lorsque t tend vers + oo (respectivement — oo). L'ensemble des points
de B dont la demi-trajectoire positive (respectivement négative) converge
vers 0 est appelé le bassin d'attraction (respectivement de répulsion) de 0
pour Xa. On dit que P est la valeur de bifurcation du tourbillon.

(^5) Soit d6 = —^——^— la forme différentielle « mesurant » lax ~r y
rotation autour de {0} x 1. On suppose qu'il existe un voisinage W de 0
dans B tel que le nombre réel 0 ne soit pas adhérent à l'ensemble :

{d6.X(0;^e(W-{0})xI}.

1.2. L'axe A = {0} x 1 est appelé Famé du tourbillon Y et la
condition (^5) exprime que les trajectoires de X spiralent autour de A.
On remarque que A est une orbite particulière de Y. Le tourbillon est
dit de classe C^ si Y est de classe €7 sur B x I.

Fig. 2.

Dynamique lente

Dynamique rapide
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Un tourbillon Y = - X — — est donc une perturbation singulière

d'équation différentielle [12]. A l'échelle de temps T = -1, il s'agit d'une
0

perturbation régulière du champ X obtenu en « ajoutant à X une dérive
lente et verticale ».

2. Description du modèle horizontal
d'un tourbillon régulier.

2.1. On reprend les notations du paragraphe précédent. Un tourbillon
Y est dit régulier lorsque son modèle horizontal possède les propriétés (r^)
et (r^) suivantes :

(r^) Dans le système de coordonnées cylindriques (p,9,z) associé aux
coordonnées (x,y,z) de B x 1, le système différentiel décrivant X est de
la forme suivante :

(^p^s^e^+s^p,^)]
Ô == T\(9,z) + T^pAz)
z =0

k étant un nombre réel supérieur ou égal à 1 appelé ordre du tourbillon.
Les fonctions Si et Ti sont standards continues sur R x I , 2n-
périodiques par rapport à 9. Les fonctions S^ et T^ sont standards
continues sur J x R x I, 27r-périodiques par rapport à 9, nulles sur
{0} x R x 1 (où J est un intervalle de type [0,R[).

F 2n g /Q ^\

(r^) La fonction T\ est partout non nulle; i 1 /n M ̂  est

Jû I 1 ! WOl

strictement négatif pour z > P, et strictement positif pour z < P.

2.2. Les conditions (î,) et (r-j) ne sont pas indépendantes. En fait un
champ de vecteurs standard et continu X sur B x 1, de classe C7 sur
(B—{0}) x I, admettant {0} x 1 comme lieu singulier et possédant les
propriétés (r^) et (r^) possède aussi les propriétés (^4) et (^5). C'est clair
pour la condition (^5) car dQ.X(]Q ^ T\(9,z) lorsque p ^ 0. (La
notation a ^ b signifie que a est infiniment proche de fc).

La condition (^5) découle du lemme suivant :
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2.3. LEMME. — 5'ofî Z un champ de vecteurs continu sur R2 de classe
C^ sur R2 — {0} représenté en coordonnées polaires par le système
différentiel :

f^p^s^+s^e)]
l9=T,(e)+T2(p,9)

avec 82 et T^ continues, 82(0,6) = T2(0,9) = 0 pour tout 9 et k ^ 1.
/* 2n c /a\

On suppose que T^ est partout non nulle et que —"—-dO est
Jo |Ti(9)|

strictement négatif. Alors 0 est un point singulier isolé de Z
asymptotiquement (ù-stable.

2.3.1. Démonstration. — On peut supposer Z standard et on vérifie
que 0 est le seul point singulier de Z appartenant au halo de 0. Le
changement de variable :

( <fn(p) si k = 1
r = 1

si k > 1(fe-l)p^-i

conduit au système différentiel :

fr = S, (9) + 82(p(r),9)
(1) [9=T\(9)+T2(p(r),9).

Par ce changement de variable, le halo de 0 est transformé en
l'ensemble A des (r,9) e R x R tels que r soit infiniment grand négatif.
8oit ro < 9 infiniment grand, 9o e R et c la solution de (1) vérifiant
c(0) = (TQ ,9o). La fonction c est définie et à valeurs dans A pour tout t
limité car |r| est majoré par une constante limitée sur A.

8oit T > 0 le nombre limité tel que 9(ï) = 9g ± 2n. Alors :

""--r'r^i^0-
Dans le système de coordonnées (p,9), on en déduit :

p(ï) < p(0) (voir fig. 3).

De ceci il découle que l'orbite positive pour Z de tout point du halo de
0 possède un ensemble œ-limite qui se réduit au point 0.
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Fig. 3.

3. Quelques exemples.

3.1. Un tourbillon régulier associé à l'équation de Van der Pot.

Soit L le champ de vecteurs sur R3 défini par :

T ( x3 \ 8 . . BL = y - — + x — + ( z - x ) — '\ 3 } Sx S y

L est un champ de vecteurs parallèle aux plans horizontaux et sa
restriction L, au plan [z = a} est le champ de Lienard associé à l'équation
différentielle de Van der Pol :

x + (x2— l)x + x = a.

On sait que lorsque a traverse la valeur 1, L^ présente une
bifurcation de Hopf selon le schéma de la figure 4, [2].

-» (®
0 ^ a « l a ^ l e t a < l a ^ l

Fig. 4.

(La notation x « y signifie x < y et x ^ y.)
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L'ensemble des points singuliers de L est la courbe £ paramétrée par
/ r3 V( — t, t — — •> — t j qui est une courbe intégrale du champ V défini par :

v ^ - ^ + d - ^ 5
8x 8y Sz

Alors, comme le prouve le calcul qui suit, le champ de vecteurs

Z = - L + V est un tourbillon régulier lorsque l'on redresse la courbe fi

sur Faxe Oz.

Le système différentiel associé à Z est :

/ . 1 / x3 \ .x = - ^ ;--^+x -1

^ = - ( z - x ) + ( l - x 2 )
o

Le changement de variable ^ Ç = x — z , r\=y— — +x, ̂ =z> donne le

nouveau système :

^
, T ) = 1 [-^+(1-^-^11-2^]

b

;=-!.

En coordonnées cylindriques (p,9,0 associées à (^,T|,O, cela donne :

p = - p[(l -Ç2) sin2 9-2pÇ sin2 9 cos 9- p2 cos2 9 sin2 9]

Ô = -[-l+(l-Ç2)sin9.cos9 -2pÇ sin 9 cos2 9-p2 cos3 9 sin 9]
e

i = -i .
On vérifie que

- 1 -h (1 -Ç2) sin 9 cos 9 < 0
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pour tout Ç e ]0, ^/3[ et que :

F2" (l-^sin^ f < 0 pour Çe]l,^3[,
Jo 1 + (i;2-!) sin 9 cos 9 [>0 pour Çe ]0 , l [ .

3.2. L'exemple précédent est un cas particulier de la situation plus
générale suivante. Avec les notations du paragraphe 2, on considère un

tourbillon Y = - X — — de classe C7. Le système différentiel associée 8z
à X, s'écrit:

fx = a(z)x + b(z)y + x(pi(x,^,z) -h ^(x.̂ .z)
[y = c(z)x + ri(z)^ -h x\|/i(x,^,z) + ̂ 2^^^)

où les fonctions a, b, c, d, (pi, (p2 » ^i et v|/2 sont continues. Ce qui donne en
coordonnées polaires :

p = p[o(z) cos2 0 + (b(z) + c(z)) cos 9 sin 9 +rf(z) sin2 9+R(p,9,z)]
Ô = c(z) cos2 9 + (rf(z)-a(z)) cos 9 sin 9 - b(z) sin2 9 + T^pA^).

Alors (c(z) cos2 9+(ri(z)—a(z)) cos 9 sin 9—fr(z) sin2 9) est non nulle
si et seulement si les valeurs propres de la partie linéaire A^ de X^ en 0
sont non réelles. Dans ces conditions, la partie réelle de ces valeurs propres

a(z) + d(z) , .-est ——.——— et on vérifie que :

F" a(z) cos2 9 + (b(z) -h c(z)) cos 9 sin 9 -h d(z) sin2 9
J -„ |c(z) cos2 9 + (d(z) - a(z)) cos 9 sin 9 - b(z) sin2 9|

27i(a(z) + d(z))
^- (d(z) - a(z))2 - 4fc(z)c(z)

Donc, Y est un tourbillon régulier d'ordre 1 si et seulement si la
partie linéaire de X^ en 0 admet des valeurs propres non réelles
\(z) ± in(z) avec X(z) < 0 pour z > P et Â-(z) > 0 pour z < P.

Dans le cas de l'exemple 3.1., le linéarisé de X^ en 0 admet pour
matrice :

/ 0 1 \
V - l (l-z2))
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1 - z2 ± iJ4 - (1 - z2)2
ce qui correspond aux valeurs propres —————v——-———— pour
z€]0,V3[. 2

3.3. Un tourbillon régulier d'ordre entier > 1.

On considère le tourbillon Y = - X — — dont le modèle horizontal
e cz

est donné par le système différentiel :

{ x = — y — yz + xy2z2

y = x -h ZX — X2yZ .

En coordonnées polaires, cela donne :

fp = p^z-1) cos2 9 sin2 9
}Ô = (1 -hz) - p^z cos3 9 sin 9 + z2 cos 9 sin3 9]

et on vérifie que Y est un tourbillon régulier d'ordre 3 sur R2 x ] —1,1[.

3.4. Soit Y = - X - — un tourbillon de classe C^. Pour que Y soit
e 8z

un tourbillon régulier d'ordre > 1, il est nécessaire que la partie linéaire

de X^ en 0 admette pour matrice ( ) où b(z) est une\-b(z) 0 /
fonction continue sur 1 partout non nulle. Les valeurs propres de cette
matrice sont alors ± ib(z). C'est bien le cas de l'exemple 3.3.

3.5. Un tourbillon régulier non differentiable et d'ordre non entier.

Soit Y = - X — — le tourbillon dont le modèle horizontal est donné
8 ÔZ

par

avec

X=P(w)^+Q(w)^

0 si (x,y)=(0,0)
P(W) = j ^z / yz , .x3! ^ ( _yz__

'(x2T^~\l+(x^y2)l^

si (x,y) = (0,0)
Q(x,y,z) = j _ x^z ( yz \

{ (x2+y2)3l4+\l+(x^^2)

~ ————————— - Y ( l + ̂ 2 , ..2.1/2 sln011

0 si (x,y)=(0,0)
( , yz \

+ x 1 + ...î . ^i-, sinon.
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P et Q sont de classe C° et en coordonnées polaires on obtient

f p = - p3/2^ cos2 9
}Ô = 1 + z sin 9.

Y est donc un tourbillon régulier sur R2 x ]—U[ d'ordre 3/2.

4. Le problème de la relation entrée-sortie.

On considère dans les paragraphes 4 et 5 un tourbillon régulier Y pour
lequel on reprend les notations des paragraphes 1 et 2. On rappelle que le
halo de A est l'ensemble externe suivant :

haï (A) = {Ç e B x I\3^o e A, ^o standard et î, ̂  !,o} .

4.1. PROPOSITION (Entrée dans le halo de A). — Soit Ci un point limité
d'ombre (Xi ,^ i ,Zi )eB x I. On suppose que Zi > P et que ( x ^ , y ^ )
appartient au bassin d'attraction de 0 pour X^ . Soit c^(t) la courbe
intégrale de Y vérifiant Ci(0) = ^i . Alors:

(i) /( existe T^ > 0 infiniment petit tel que Ci(ïi) appartienne au halo
de A.

(ii) L'ombre de la partie Ci([0,Tj) de B x I est l'orbite positive de
(x^ ,y^ ,z^) pour le champ X et est donc contenue dans le plan {z=z^}.

(iii) Pour t > T ^ , c^(t) longe A et ne peut pas quitter le halo de A
avant d'atteindre le halo du point (0,0,P)-

(O,O,P)

Fig. 5.
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4.1.1. Démonstration. — On change d'échelle de temps en posant

d^(s) = Ci (es). Ainsi d^ est une courbe intégrale de X — e — - Soit §1

la courbe intégrale de X telle que 8i(0) = (xi,^i,Zi). Puisque X — e—

est une perturbation régulière du champ de vecteurs standard X, on a
l'inclusion ensembliste :

{s^O; S est limité} c: {S^O; Vse [0,S) di(s)^§i(5)}.

D'après une forme générale du principe de permanence [5], cette
inclusion est stricte et il existe Si > 0 infiniment grand tel que :

Vse[0,SJ, ^(s)^ôi(s).

On peut supposer que eSi est infiniment petit et on pose T^ = eS^.
Puisque lim 8i(s) = 0 , on a 8i(Si) ^ 0 et les conditions (i) et (ii) sont

s-»oo

clairement vérifiées.

La stabilité asymptotique de 0 pour X, se traduit lorsque a est
standard et que a > P par le fait qu'aucune orbite positive de X,, ne peut
sortir du halo de 0. De ceci découle la condition (iii).

4.1.2. Dans les conditions de la proposition (4.1.) on dit que l'orbite de
^i pour Y entre dans le halo de A à la cote z ^ . En renversant le sens du
temps t , on obtient un énoncé symétrique qui décrit la sortie du halo
de A.

4.2. PROPOSITION (Sortie du halo de A). — Soit ^2 un point limité
d'ombre (x^ ,y^ ,22) e B x I. On suppose que z^ < P et que (x^ ,^2)
appartient au bassin de répulsion de 0 pour X^ . Soit c^(t) la courbe
intégrale de Y vérifiant c^(0) = ^2- Alors:

(i) H existe T^_< 0 infiniment petit tel que c^(x^) appartienne au halo
de A.

(ii) L'ombre de la partie c^([x^,0]) de B x I est l'orbite négative de
(^2^-1^2) P0^ X et est ^onc contenue dans le plan {2=22}-

(iii) Pour t > — T^ , c^ ( — t) longe A et ne peut pas quitter le halo de A
avant d'atteindre le halo du point (0,0,P)-

4.2.1. Dans les conditions de la proposition (4.2) on dit que l'orbite de
^2 pour Y sort du halo de A à la cote z^ .
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4.3. Un couple (z^ ,z^e(î— {P})2 est dit en relation entrée-sortie
lorsque z^ > P, z^ < P et q^il existe une orbite de Y entrant dans le
halo de A à la cote Zi et sortant du halo de A à la cote z ^ . La relation
entrée-sortie est une relation standard contenue dans ( I—{P}) 2 .

4.4. On dit que le tourbillon Y possède une fonction entrée-sortie f
lorsque la relation entrée-sortie est le graphe d'une application bijective
/ : Ig -> I, où Ig est un sous-intervalle de 1 de borne inférieure P et I,
un sous-intervalle de 1 de borne supérieure P, Ig et Ig étant non vides
[cf. 1].

Donc, pour un tourbillon régulier Y à fonction entrée-sortie /, toutes
les orbites de Y entrant dans le halo de A à la même cote z e \ sortent
du halo de A à la même cote f(z) e I,. Autrement dit, la cote de sortie
d'une orbite donnée ne dépend que de sa cote d'entrée.

L'existence d'une fonction entrée-sortie pour un tourbillon est un
phénomène remarquable de «déterminisme macroscopique» et on se
propose, dans le paragraphe suivant, de montrer que tout tourbillon
régulier Y possède une telle fonction entrée-sortie.

5. Calcul de la fonction entrée-sortie
d'un tourbillon régulier.

Le principe du calcul de la fonction entrée-sortie du tourbillon régulier
Y repose d'une part sur un changement de variable qui dilate
suffisamment le halo de A, d'autre part sur une moyennisation qui permet
d'éliminer les oscillations infinitésimales engendrées par la variation rapide
du paramètre 9.

5.1. On considère la nouvelle variable R définie par :

( e ^n(p) si k = 1
R = \ - e si k > 1.

(k-l)^-1

Dans le système de coordonnées (R,6,z), l'âme A est rejetée à l'infini
et le complémentaire du halo de A est l'ensemble :

n
{ ( R , 9 , z ) e R x R x I ; R<0 et — est limité}

6
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lui-même contenu strictement dans le halo suivant :

{ ( R , 9 , z ) € R x R x I ; R<0 et R^O}.

Le halo de A est lui étiré sur l'ensemble :

TÏ

{(R ,9 , z )eRxRxI ; R<0 et — est infiniment grand}
0

et contient en particulier la partie « visible » correspondant à R
appréciable et négatif (un nombre appréciable est un nombre limité non
infiniment petit).

R ^ — oo R appréciable R ^ 0

R/e limité

halo de A (R/e^-oo)

Le demi-axe R ^ 0

Fig. 6.

5.2. THÉORÈME. — Soit c: J -> (B — {0}) x 1 une courbe intégrale de
Y paramétrée par (R(0,9(t),z(î)). On suppose que:

(i) J est un intervalle standard, compact d'intérieur non vide;

(ii) c(J) est contenu dans le halo de A;
(iii) 3tQeî tel que R(to) soit limité.

Alors il existe une fonction g : I -> R standard et dérivable telle que :
(iv) WeJ , R(0^(z(r));

(v) Vzel, ^(z)= -^(z);

où V est la fonction sur I définie par :

• " S ^ M V f - d6 \-1

V(z)=
Jo |Ti(9,z)| AJo |Ti(e,z)|,
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5.2.1. Démonstration.

L'hypothèse (ii) implique que pour tout î e J , z(t) possède une ombre
dans I. Donc, pour un tel r , Si(9(r),z(r)) et Ti(9(0,z(r)) sont limités
alors que S2(p(0,9(r),z(0) et T^p(t\Q(t\z(t)) sont infiniment petits.
D'où:

VteJ, R(t) ^ Si(9(r),z(0)

et la fonction R(î) est S-continue et ne prend que des valeurs limitées.
Donc R possède une ombre R qui est une fonction standard et continue
définie sur J et qui vérifie :

V r e J , R ( r ) ^ R ( 0 .

Comme Ô est infiniment grande, la fonction R(t) peut présenter des
oscillations rapides et de petite amplitude.

^V^^v^ : R(t)

———— : R(()

Fig. 7.

Dans ces conditions, il est naturel d'utiliser la méthode de stroboscopie
infinitésimale due à J. L. Callot.

LEMME DE STROBOSCOPIE [3,7 et 11]. — Soit Z un champ de vecteurs
standard continu sur un ouvert standard U de R^, y : J -> U une courbe
définie sur un intervalle standard et compact [a,b] et p > 0 un infiniment
petit. On suppose que :

(i) VîeJ , y(0 a une ombre dans U;
(ii) V(5,r)eJ2, 5 ^ t => y(5) ^ y(0;
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(iii) V(o eJ te? gué to « b, 3ti eJ tel que : u < t^ — ty ^ 0 et

Y(^i) - Y(tp) ^Z(y(to)).ti - to

Alors, pour tout standard ce]a,b,[, il existe une courbe intégrale
y : [a,c] -> U du champ de vecteurs Z qui est telle que :

Vt6[a,c], Y( t )^Y( t ) .

On se propose d'appliquer la méthode de stroboscopie à la courbe :

J -» R2

t ^ (R(t),z(t)).

On pose J = [a,b] et soit to e J tel que to « b. Pour déterminer
ti > to satisfaisant aux hypothèses du lemme de stroboscopie, on utilise la
loupe :

( t - t o
T =

v =
e

R - R O

avec les notations : Ro = R(to)» QO = Q^o). zo = ^o)-
On a : V(0) == 0, et pour tout T limité :

dV (T) ^ Si(e(T),^-eT) ^ Si(e(x),zo)
dt

^(T) ^ Ti(9(T),Zo-eï) ^ Ti(9(ï),zo).

Soit TI > 0 tel que : 9(Ti) = 60 ± 2it. Alors, Ti est limité car :
inf{|Ti(e(t),z(t))|; t 6 J } » 0 et:

= S ' d = (90±ln dQ [<>0±1K dQ f2

" ' "Jo ""Je, W^Jeo T^e^'Jo

2" dQ
(dQ\ ~~ Jeo Ti(0,zo) - Jo |Ti(9,Zo)l
V^/

De même pour Vi = V(Ti) :

F'^^. Ç^211 ̂ \VdQ\-1.. r 2 " Si(e,zo)^'Jo^r-J, (̂ ) ^'Jon^'9-
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On remarque que Ti est minoré par un nombre standard non nul

8 = -^ avec m > sup{|T\(9(0,z(0)|;t6j}. On pose t^ = eii + îo-

Alors :

H = e8 < îi - to ^ 0,

R(^) - Rfto) Vi ^f2" s,(e,zo) ^yf2" rf9 y1 ^ . ,
——ï———t———"7" U |T m 7^° |T m- M =^0o)),r! — ÎO T! \ JO l1!^^)! AJo ItiC^o)!/

^(îi) - ^(îo) 1.
^1 — ^0

Le nombre n est indépendant de to et d'après le lemme de
stroboscopie, pour tous standards ce]a,fc[, il existe des fonctions
standards et dérivables R et z sur [a,c] telles que, Vr e [a,c] :

(1) R(Q ^ R(Q, z(0 ^ z(Q, R(0 = ^(z^)), ^(0 = - 1.

On peut aussi appliquer le lemme de stroboscopie en partant de b en
inversant le sens du temps t. Ceci prouve que (1) est valable sur J = [a,b]
tout entier. On définit alors la fonction g de 1 dans R par :

g(z)=R(a)- p ^(u)du.
J z a )

5.3. COROLLAIRE (Existence de la fonction entrée-sortie). — Soient Ig
et I, les sous-intervalles de 1 définis par les conditions :

i) I n f I , = P et P^I, ;

(ii) Supl,= p et P^I , ;

(iii) î, = In]p ,+oo[ ou I, = I n ]-oo,P[;

(iv) ^V(u) du = - ^(u) du (les deux termes de l'égalité pouvant
J ig J î

être infinis).

Le tourbillon régulier Y possède une fonction entrée-sortie f de Ig dans
I, définie par :

Vzel, , ^(u)du=0.
Jf(z)
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5.3.1. Démonstration.

Soit Zi un nombre standard appartenant à 1 n]P, -hoo[ et y une
orbite de Y entrant dans le halo de A à la cote z ^ . On se place dans le
plan {(R,z)} où l'image de y est le graphe d'une fonction R(z) définie
sur I.

R

Fig. 8.

Lorsque y pénètre dans le halo de A , (z,R(z)) est dans le halo du
point (zi,0). Soit g la fonction définie sur 1 par:

g(z)= - [\(u)du.

D'après la proposition 4.1. et le théorème 5.2., (z,R(z)) quitte le halo
de (zi ,0) pour z « z^ en longeant le graphe de g . Toujours d'après le
théorème 5.1., R(z) ^ g(z) tant que g(z)^ 0 et que z possède une
ombre dans 1. Si z^ ^ Ig, y ne peut pas sortir du halo de A à une cote
z e 1. Si z^ € Ig, (z,R(z)) longe le graphe de g jusqu'au halo du point
(z2,0) tel que g(z^) = 0 .

On remarque que le graphe de g coupe transversalement l'axe Oz au
point (z2,0). Soit z'2 ^ z^ tel que R(zy ^ 0. Le théorème 5.1. implique
que y ne peut rester dans le halo de A sur tout un intervalle [i^z'J pour
tout u « z'2. Il découle alors de la proposition 4.2. et à nouveau du
théorème 5.1. que y sort du halo de A à la cote Z2.

5.4. COROLLAIRE. — Soit un standard z^ > P et y une orbite de Y
entrant dans le halo de A à la cote z ^ . A lors le minimum de la distance d'un
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point de y à A ^st ûî^inr lorsque y traverse le halo de (0,0, P) ^ ̂  ̂  la
forme suivante :

i
e -ik-i

51 k > 1,
[\ (k-^N-^O^+a
/L \Jp

ri(y,A) = )

exprYpyO^+a)"! 5f f e = 1,

ûî c a ̂  0.

5.4.1. Démonstration. — D'après ce qui précède, R(z) est minimal en
un point ZQ ^ P. Donc :

pi
R(zo) = ^(M^u-ha avec a ^ O .

JP

5.4.2. D'après le corollaire 5.4., ri(y,A) est un infiniment petit dont
l'ordre de grandeur dépend de e et de k . Lorsque k > 1, d(y,A) est de
même ordre que ek~l alors que pour k == 1, rf(y,A) est de la forme a6

avec a«l limité (en fait a ^ exp ^(u) du ]. L'orbite y se

rapproche d'autant plus de A que fc est petit.

5.5. Remarques.

5.5.1. La notion de fonction entrée-sortie avait été mise en évidence
essentiellement en dimension 2 pour des champs lent-rapides à paramètre
en présence d'un canard [1]. Ici, on a un champ lent-rapide de R3,
présentant l'analogue d'un canard : l'âme A de Y. Mais ce « canard » est
trivial : il est donné dans la définition de Y et ne dépend pas de la
variation d'un paramètre. Puisque l'on a aucune difficulté à localiser le
canard, on peut espérer que le phénomène d'entrée-sortie de cette étude soit
« reproductible expérimentalement », par exemple par simulation sur un
micro-ordinateur. C'est bien le cas ainsi que le prouvent les dessins de
l'appendice.

5.5.2. On trouve dans [7, page 131] l'énoncé d'un théorème de
moyennisation par rapport à un paramètre angulaire variant rapidement,
proche du théorème 5.2. Mais ce théorème n'est pas utilisé pour le calcul
d'une fonction entrée-sortie.
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5.5.3. La relation entrée-sortie étant mise en évidence, il est légitime de
se poser la question suivante : est-ce que des orbites ayant même ombre
dans le plan d'entrée ont même ombre dans le plan de sortie ? En général, il
n'en est rien : deux points infiniment proches dans le plan d'entrée peuvent
avoir des orbites dont les ombres sont distinctes dans le plan de sortie. Pour
prouver cela, on considère le tourbillon régulier donné comme exemple
dans l'introduction :

ex = — zx — y
sy = x — zy

z = - 1

dont z = 0 est la valeur de bifurcation. La relation entrée-sortie est alors
la symétrie z \—> — z . Avec les notations de l'introduction, pour une

condition initiale (po ,9o ,^o) ^ (Pô fto ̂ o) avec ZQ = ^ + e - 5 P

reprend la valeur initiale po lorsque t = 2zo -h ETT, ce qui donne une
différence infiniment proche de K pour les angles des deux trajectoires. Les
ombres des orbites des deux points sont donc distinctes dans le plan de
sortie.

6. Applications aux exemples.

6.1. Dans la situation de 3.2 et en reprenant les notations on sait que :

F2" S,(9,z) ^ ̂  ______47^(z)______
Jo |T\(9,z)| ^/- {d(z)-a(z))2 - 4fc(z)c(z)

ou ( ^ ^ ^ ) est ^a matrice de la partie linéaire en 0 de X^ et \(z) la\c(z) d(z)J
partie réelle des valeurs propres (non réelles) de cette matrice.

De même, on vérifie que :

[2n__dQ_ ̂  ________4n________
Jo |Ti(9,z)| ^/- (d(z) - a(z))2 - 4fc(z)c(z)

D'où ^(z) = À,(z) et la fonction entrée-sortie / vérifie :

HÙ) du = 0.
J/(2)
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Ce qui donne dans le cas du tourbillon associé à l'équation de Van der
Pol (3.1.): pour Zi6]l,,/3[, f(zi) est la racine de l'équation

X3

T-x^-.

qui vérifie /(^i)e]0,l[ . La fonction entrée-sortie / est un
difiéomorphisme décroissant de ]1,^3[ sur ]0,1[. Cette étude permet de
décrire l'ombre de la trajectoire y d'un point (xo,^o^o) limité avec
ZQ « \/3 pour le champ de vecteurs Z de l'exemple 3.1.

( Point de sortie de
haï (A) avec z == f(zo)

/point d'entrée \
e(zo) dans haï (A)

\ avec z = ZQ )

Fig. 9.

Le cas le plus intéressant est celui où 1 « ZQ « ^/3. La trajectoire y
spirale à grande vitesse et rejoint le halo de la courbe £. Ensuite elle
longe S à vitesse lente jusqu'au halo du point 5(zo), avec z = f(zo) et
0 « /(zo) « 1.

Alors y quitte le halo de s(zo) en spiralant à grande vitesse et vient
longer le cycle limite du champ de Lienard associé à l'équation de Van der
Pol avec second membre /(zo). Puis y suit l'évolution du cycle limite
lorsque z décroît à vitesse lente - 1. Ce cycle disparaît pour z = - 1 et
y recommence à longer la courbe fl.
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6.2. Pour le tourbillon d'ordre 3 de l'exemple 3.3., on a :

Si (9,z) = z(z -1) cos2 9 sin2 9,
T,(9,z)=(l+z).

Ce qui donne ^(z) = —.—' et la fonction / entrée-sortie est définie
0

par la règle suivante : pour tout z^ e ]0,1 [, /(z^) est la racine de l'équation

^__^__^_^3 T ~ y ~ 2 '
qui vérifie /(zi)e]—l,0[. / est un difféomorphisme décroissant de ]0,1[
sur ]-1,0[.

7. Une généralisation.

7.1. Dans la définition d'un tourbillon, une propriété essentielle est que
0 ne soit pas adhérent à la vitesse angulaire 9 au voisinage de l'âme A du
tourbillon. On peut essayer d'affaiblir cette hypothèse en demandant
seulement que « Ô ne tende pas trop vite vers 0 ».

7.2. On considère un champ de vecteurs Y analogue à celui décrit dans
le 1.1. mais ne possédant que les propriétés (t^), (^) et (^3). On suppose
de plus que le « modèle horizontal » X de Y possède les propriétés (r\)
et (ry suivantes :

(r\) Dans le système de coordonnées cylindriques (p,9,z) associé aux
coordonnées (x,y,z) de B x 1, le système différentiel représentant X est
de la forme suivante :

p= p^S^M+S^pAz)]
(1) 9 = ̂ (M+T^pAz)]

z = 0

k et f sont des nombres réels tels que k — 1 > <f > 0. Les fonctions S^
et TI sont standard continues sur R x 1, 271-périodiques par rapport à
6. Les fonctions S^ et T^ sont standard continues sur R4' x R x I ,
271-périodiques par rapport à 9, nulles sur {0} x R x 1.

Ç2n o /û »\
(r^) (Analogue à (r^)) : T\ est partout non nulle. x . dQ est

Jo l1!^)!

strictement négatif pour z > (î et strictement positif pour z < P.
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7.3. Quitte à diviser par çf, on peut appliquer 2.2. et 2.3. et en déduire
que 0 est un point singulier isolé qui est asymptotiquement ©-stable
(respectivement à-stable) du champ de vecteurs X^ pour z > P
(respectivement z < P). De ceci, il découle que l'entrée et la sortie du halo
de A pour une orbite de Y se fait comme indiqué dans le paragraphe 4. Il
est donc légitime de se poser la question de l'existence d'une fonction
entrée-sortie. En fait, les résultats du paragraphe 5 sont encore valables
pour Y.

7.4. THÉORÈME. — Soit ^P l'application de 1 dans R définie par

^ = ( rs^ jeVf2" d6 y1
Uo |Ti(9,z)| AJo |Ti(9,z)|; •

Alors, Y possède une fonction entrée-sortie f telle que :

| >¥(u)du=0.
J/(2)

Si y est une orbite de Y entrant dans le halo de A à la cote z^ > P, le
minimum de la distance d'un point de y à A est atteint lorsque y traverse le
halo de (0,0, P) et est de la forme suivante :

i
e -Tk-i

^(Y,A) = -<J:-(fe-1) -^(^du+a

avec a ^ 0.

7.4.1. Démonstration. — Dans le système différentiel représentant Y en
coordonnées cylindriques

l^ri ^-p^s^e^+s^pAz)]
} e

) 9 = ̂ [T^+T^pAz)]
f b

\ z = 1

on fait le changement de variable R == (fe-l)?*-
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On obtient le nouveau système différentiel :

fe = Si(6,z) + S2(p(R),9,z)

(3) Ô = ̂ -^^^^^[T^

z = - 1.

Les orbites de ce système sont les mêmes que celles dû suivant :

(4)

/ R = ((l-k)Ry-«[S,(e,z)+S2(p(R),9,z)]

9 = Ql-^T[T,(9,z)+T2(p(R),e,z)]

\ z = -((i-fe)R)^r.

On peut appliquer le lemme de stroboscopie (5.2.1.) à (4). Soit
(R(r),9(0,z(0) une solution de (4) telle que R(0) et z(0) soient limités et
p(R(0))^0. Soit (R(t),z(0) la solution de l'équation différentielle
standard :

^((l-W^z)

i=-((i-k)R)^ï

avec les conditions initiales standard : R(0) ^ R(0) et z(0) ^ z(0). Alors,
d'après le lemme de stroboscopie, (R(î),z(î)) ^ (R(î),z(0) tant,que t ,
R(0 et z(t) sont limités et que p(R(0) ^ 0. En tant que fonction de z,

R vérifie — = — ^(z) et on conclut comme dans 5.3.
az

Appendice : illustration graphique sur micro-ordinateur.

Les dessins suivants ont été obtenus à l'aide du micro-ordinateur Lisa
2.10 (Apple) du Département de Mathématiques de l'Université de Poitiers.
La méthode d'approximation utilisée est la méthode RK4.
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A.l. Mise en évidence de la relation entrée-sortie pour un tourbillon
d'ordre 1 (Exemple 1.1).

ex = y , ey = - x 4- (l-z2)y-x2y-2xyz; z = - 1; e = 10~3.

Conditions initiales: (0.3,0,1-3); entrée dans le e-tube : e = 1.284;
sortie du 8-tube : s = 0.685.

Conditions initiales : (—0.3,0,1.3); entrée dans le e-tube: e= 1.283;
sortie du e-tube : s = 0.686.
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A.2. Entrée-sortie dans un tourbillon d'ordre 3/2

ex = - 5y + (5-z)y2/p + x^lS-z2)/?3/2;

sy = Sx -h (z-5)^/p 4- ^^-z2)?3/2;
2 = - 1 ,

P = y^2 + ^2 ; e = 10-2.

Entrée dans le e-tube : e = 5.987; sortie du e-tube : 5 = 3.895.
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A.3. Phénomène de dispersion des orbites dans le plan de sortie.

Le tourbillon considéré est celui de A.l. et l'on a tracé les orbites des
points (0.3,0,1.3) et (0.3,0,1.299), lorsque e = 1 0 ~ 3 . Les orbites sont
presque confondues dans le plan d'entrée et nettement séparées dans le plan
de sortie.
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A.4. Entrée-sortie dans un tourbillon avec un modèle horizontal
présentant une bifurcation de Hopf.

/ ^2 \

ex = y , sy = - x + 1 100 ]y ~ ^y ~ 2x^z; z = — i.

Après la sortie du halo de l'axe, la trajectoire suit l'évolution du cycle
limite du modèle horizontal.
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