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APPROXIMATION VARIATIONNELLE
DES PROBLEMES AUX LIMITES

par Jean CEA

Introduction

Dans I’étude d’un probléme aux limites menée jusqu’aux
applications numériques il y a essentiellement trois stades:

1 stade: On se préoccupe de savoir si le probléeme est
bien posé, c’est-a-dire, s’i1l a une solution unique dans un
sens classique ou plus souvent dans un sens généralisé (le
sens classique étant trop restrictif); supposons que le pro-
bléme soit posé sous la forme suivante : déterminer u tel que

(1) Au = f dans un ouvert Q de R”
et que
(II); Bju=0 sur la frontiere ['de Q, j=1, ..., J.

2¢ stade: En général la solution u ne peut étre explicitée,
on construit alors des « probléemes approchés », on démontre
Pexistence et l'unicité de la solution (dite approchée) de
chacun de ces problémes et on montre enfin que ces solutions
approchées convergent (dans un certain sens) vers u.

3¢ stade: On résout effectivement le probléme approché.
Notre travail se situe dans le deuxiéme stade : nous donnons
un procédé convergent d’approximation systématique des solu-
tions fatbles d’une vaste classe de problémes aux limites
elliptiques. (Le cas des probléemes d’évolution fera I’objet
d’une publication ultérieure.)
18
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Chapitre 1 (Théorie générale). Le probléme (P) dont on
cherche une approximation de la solution u est le suivant:
déterminer u dans V tel que

(III) a(u, v) = L(v) pour tout veV

ou V est un espace de Hilbert, a(u, ¢) est une forme sesqui-
linéaire continue sur V X V et L(¢) est une forme linéaire
continue sur V. (Dans de nombreux exemples, la solution
d’un probléme du type précédent vérifie dans un sens faible
des équations de la forme (I) et (II);). Le probléme (P) est
dit associé au triplet {V, a(u, ¢), L(¢){. On donne une famille
de triplets §V,, au(us, v), La(vs)} auxquels sont associés les
problémes approchés (P,) et une famille d’opérateurs linéaires
Pn et 1y
VeVecF

"h\/ Pn
Vi

ou V est dense dans V qui est fermé dans I’espace de Hilbert F.
Sous certaines hypothéses « H » (Resp. « K ») les probléemes (P)
et (P,) ont des solutions uniques u et u, et de plus p,u,converge
vers u dans F faible (Resp. Fort).

Chapitre 2: Nous prenons F = V; nous retrouvons la
méthode de Galerkin, des résultats de Huet [8] sur les phéno-
meénes de perturbation singuliére dans les problémes aux limites
et des résultats de Lions [13] sur 'approximation de certains
problémes par des problémes de Neumann ou de Dirichlet.

Le chapitre 3: essentiellement technique est consacré a
I’étude des fonctions étagées en vue du chapitre suivant.

Chapitre 4: V est alors contenu dans F; nous donnons un
procédé d’approximation systématique des probléemes d’ordre 2,
des probléemes de transmissions, d’élasticité et de type mélé
d’ordre 2m. Nous montrons aussi comment en partageant
Pouvert  en Q; et (), nous pouvons utiliser la méthode de
Galerkin (Resp. des différences finies) pour l’approximation
de u dans Q; (Resp. (). Des méthodes voisines de celles

des chapitres 2 et 4 sont présentées dans [6], [12], [13] et [14].

Chapitre 5 : lorsque 'espace V, est de dimension finie N(k),
le probléeme (P,) est en fait un systéme de Cramer de N(h)
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équations linéaires & N(k) inconnues. Nous donnons quelques
propriétés des matrices associées aux probléemes (P,) et des
indications sur la programmation de ces problémes. Enfin
nous donnons quelques-uns des résultats des essais numériques
effectués sur ordinateur I.B.M. 704.

Qu’il me soit permis d’exprimer ici toute ma profonde
gratitude 4 M. Lions non seulement pour m’avoir suggéré
les méthodes et les applications exposées dans ce travail mais
aussi pour les conseils et les encouragements qu’il n’a cessé
de me prodiguer.

Je suis heureux d’exprimer ma reconnaissance 4 M. de Possel
qui a bien voulu présider le Jury et qui a facilité mon travail
au Centre Blaise Pascal.

Mes remerciements vont également & M. Bruhat qui nous
a fait I’honneur de participer au Jury.
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CHAPITRE PREMIER

THEORIE GENERALE

1. Problémes variationnels elliptiques.

Nous allons rappeler briévement la position variationnelle
des problémes aux limites elliptiques. On pourra voir une
étude systématique de ces problémes dans [10], [11] et [15].

1.1. — Position variationnelle des problémes aux limites elli-
pliques :
On donne un triplet

{V, a(u, v), L(")i

ou V est un espace de Hilbert, a(u, ¢) est une forme sesqui-
linéaire continue sur V X V, t.e. une application: u, v — a(u, ¢)
de V X V dans C (corps des complexes) qui soit linéaire en u,
semi (ou anti) linéaire en ¢, avec

la(u, ¢)| < Gy||u|].|]#ll, C; = constante

et enfin, ou L(¢) est une forme anti-linéaire continue sur V(*).

DeriniTion 1.1. — La forme a(u, v) est V-elliptique st
(1.1) la(e, ¢)] > o||¢||¥ pour tout v € V

le coefficient o étant un nombre positif indépendant de v.
Probléme 1.1. — Déterminer u dans V vérifiant
(1.2) a(u, v) = L(¢) pour tout ye V.

(*) Dans la suite, nous supposerons que tout triplet (qu'il dépende d’un paramétre
ou non) vérifiera les hypothéses précédentes.
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Tuatorime 1.1. — Si la forme a(u, v) est V-elliptique, alors,
le probléme 1.1 admet une solution unique.

1.2. — Ezxemple:

Soit Q un ouvert borné dans R" de frontiére [' qui sera,
par exemple, une variété de dimension n—1, une fois
contintiment différentiable, () étant d’un seul c6té de I'. On
désigne par H(Q) 'espace des (classes de) fonctions ue L¥(Q)

., .. . 1172
telles que les n dérivées (au sens des distributions) 5z, Solent
aussi dans L%*Q). Muni du produit scalaire ¢

(1.3) (u,9) = ﬁ f D;u.Dy dx —}—f uwwdz, D, = o
i=1JQ Q oz

i

c’est un espace de Hilbert. Si I'; est un morceau de T, [,
désignant le reste de la frontiére, on prend pour V le sous-
espace vectoriel fermé de H'(()) des fonctions u de H(Q)
nulles sur [';. On prend, d’autre part,

(14) a(u, ¢) =3 [, Du.Dpde+ A [;upds, AeC
et -
(1.5) L(v) = [y fe dz + [, g.7ds

ou do est « ’élément d’aire » sur [, f est une fonction donnée
dans L%(Q) et g est une fonction donnée, définie sur ['; et
continue par exemple.

Si l'on suppose que Re A(= partie réelle de A) > 0, alors

Re a(y, v) > inf (I, Re A)||¢||%
et par suite

la(v, v)| > inf (I, Re A)[J¢[fv

s1 bien que la forme sesquilinéaire a(u, ¢) est V-elliptique, et
on a le résultat suivant: I’équation

(1.6) | g‘lv/gl Du.Diw de + 4 fouede = [, fodo+ [}, 67 do

)i

| pour tout ve 'V

admet une solution unique u dans V.
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En utilisant formellement la formule de Green, on inter-
préte facilement le probléme précédent, il vient en effet

o L(——Au—i—u)?dx—]—(fp Z—Zﬁdc>+f z—z"éda

=/€;f5dw+fr‘ g¢ do pour tout ve 'V

\ bu T r_* 13 r_* \
ou — désigne la dérivée normale extérieure a ['. Dans (1.7),

Pintégrale f g%?dc est nulle puisque les fonctions ¢ de V
T,
sont nulles sur [, il s’agit donc du probléme de type méls
suivant :
—Au+ u={f dansQ
0
(1.8) 5% =g surl,
u=0 surl}.

2. Généralités sur les approximations.

Pour approcher la solution u dans V du probléeme (P) défini
par le triplet

{V, a(u, ), L)}

nous chercherons une suite d’éléments u; qui converge vers u
(dans un sens a préciser) lorsque h tend vers zéro.

Dérinttion 2.1. — Une approximation est dite interne
(Resp. externe) lorsque u est approché par des éléments de
V (Resp. d’un espace contenant V).

Nous introduirons donc un espace F contenant V. Les problémes
voisins (ou approchés) (P,) seront définis, en toute généralité,
par la donnée de

§ Vi, an(un, on),  La(on)}.

Pour assurer le lien entre les probléemes (P) et (P,) nous intro-
duirons deux opérateurs linéaires p, et ry:

r,,:V—>Vh
pr: Vi—>F
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enfin nous approcherons la solution u de (P) par p, us, u, étant
la solution de (P,), nous obtiendrons ainsi des théorémes de
convergence dans I’espace F.

3. Les théorémes d’approximations.

3.1. — On donne les triplets

iV, a(u, »), L)}
et {Vh, ah(uh’ Vh)’ Lh(vh)g

auxquels sont associés les problémes (P) et (P,).
Probléme (P). — Déterminer u dans V vérifiant
(3.1) a(u, v) = L(v) pour toutveV.
Probléme (P). — Déterminer u, dans V, vérifiant
(3.2) an(un, 9n) = Lyp(vy) pour tout ¢, € V.
Nous ferons les hypothéses, de V et V,-ellipticité, suivantes

(3.3)  la(v, v)] > all¢||v pour tout veV, a>0,
(3.4) lan(vny #1)] = of|onlly,  pour tout ¢, e V.

On donne maintenant un espace U et un espace de Hilbert F
tels que:

VcVcF

Pespace V, n’étant pas nécessairement fermé ou dense dans F;
puis un opérateur p, e 4(V,, F) et enfin un opérateur linéaire r,
de U dans V,; nous supposerons en outre, que

’ ’

(3.5) |pallacv, v < Co
ou C, est une constante donnée positive.
3.2. — Nous faisons maintenant les hypothéses suivantes :
Hypothése (H1). — Si la suite des éléments u, de V, est
bornée, 1.e
(3.6) [lually, < Gy

compte tenu de (3.5) on a

(3.7 || patenllr << CoCy
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et par conséquent, la suite p,u, est bornée dans F; nous savons
qu’il est possible d’extraire une sous-suite p,u, qui converge
faiblement dans F vers un certain élément u* de F(?).

Nous supposons que:

i) uX est dans V (et non seulement dans F);

i) 1111: an, (uny The) = a(uX, ¢) pour tout ve .

Hypothése (H 2). — Nous supposons que

1) |La(oa)| << Collonllv, pour tout v, eV,

C, étant une constante donnée

it) him Ly(ryv) = L(¢) pour tout ¢ e ?.
h=0

Nous allons démontrer le

TutoriME 3.1 ou (THEOREME GENERAL DE CONVERGENCE
FAIBLE). — Sous les hypothéses H1 et H 2, nous avons

lim p,u, = u dans F faible (3)
h=0

ou u et u, désignent les solutions uniques des problémes (P)

et (Pp).

Démonstration. — Les formes sesquilinéaires a(u, ¢) et
an(uy, v) étant V et V,-elliptiques (par hypothése), les pro-
blémes (P) et (P,) admettent des solutions uniques u et w,
(Cf. [10]).

Dans I’équation approchée (3.2) faisons ¢, = uy,

(3.8) an(n, un) = Lin(us)
d’ou
(3.9) |@n(un, un)] = |Ln(ua)l-

Nous majorons et nous minorons respectivement les 2¢ et 1er

membres de (3.9) a Paide de (3.4) et de (H2) 1) :
o lunl[¥, < Colluan]lv,
Lou luall, < 2
(1) Dans 3.2. il suffit que F soit un espace de Banach réflexif.

(%) Dorénavant dans toutes les questions de convergence nous omettrons b = 0
ou h— 0.
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et enfin, compte tenu de (3.5) il vient:

C,C
(3.10) lpale < =2

Nous pouvons donc extraire une sous-suite p,u; qui
converge, faiblement dans F, vers un élément u* de F; mais
d’aprés I’hypothése (H 1) nous savons que

i) u* est dans V.
(3.11) w) lim ay(wy, ryy) = a(u*, ¢) pour tout ¢ e .
Dans I’équation approchée
an(Un; vn,) = Ly(vn) pour tout ¢, eV,

nous prenons ¢, = r,¢, ¢ étant un élément quelconque de Y,
il vient
(3.12)  an(un, ray) = Ly(rny) pour tout ¢ e .

Lorsque h; — 0, compte tenu de (3.11) et de (H 2) ), I’égalité
(3.12) conduit a:

a(uX, ¢) = L(y) pour tout v € V.

Mais U étant dense dans V, et le probleme (P) admettant une
solution unique u, nous avons

u = uX.

On démontrerait de méme que pour toute sous-suite p,u;
de ppup, 1l existe une sous-suite p,u,, telle que

lim p,u,, = u dans F faible

c’est donc que la suite originelle p,u, converge vers u dans F

faible.

Remarque 3.1. — Lorsque I'approximation est interne (ou
encore lorsque V = F) ’hypothése (H 1) i) est automatique-
ment vérifiée; de plus I’hypothése (H 1) it) est équivalente a:

(H1)" &) lim {an(un, ) ,
— a(ppun, )t = 0 pour tout ¢ e?.
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En résumé, dans le cas d’une approximation interne, nous
remplacerons I’hypothése (H 1) par:

Hypothése (H1)'. — 51 la suite des éléments u, de ¢, est
bornée, 1.e.

v, < s

alors
lim {au(un, ra9) — a(pyus, v)} =0 pour tout ¢ V.

3.3. — Nous allons établir maintenant un théoréme de
convergence forte; nous conservons les données du 3.1 et
nous faisons les hypotheéses suivantes :

Hypothése (K 0). — 1) espace V est fermé dans F:
(u, ¢)v = (u, ¥)r pour tout u, ve V;

i) la forme sesquilinéaire a(u, ¢) est la restriction aV X V
d’une forme sesquilinéaire, encore notée a(u, ¢), définie et
continue sur V X V et sur p,V, X pyV,; de plus

(3.13) |a(u, u)|>allu|l pour tout u dans V oudans p,V,.

Hypothése (K 1). — Si la suite des éléments u, de V, est
bornée,
||uh”Vh <G
alors

1) 1l existe un élément u* de ’espace V et une sous-suite u,
i
tels que:

Im Patn, = uX dans F faible
(comme dans 3.2 nous savions, a priort, que u* était dans F);
i) im {au(un, ra9) — a(patts, ¥)§ = 0 pour tout v« V;
i) Hm §an(us, us) — a(patin, paus)} = 0.
Hypothése (K 2). — Nous supposons que
1) |La(on)] << Gollonllv, pour tout ¢4 e Vy;
i) lim Ly(rw) = L(v) pour tout ¢ € U;
ut) sila suite des éléments u, de V, est bornée, alors

Lim §L(pyus) — Lu(un)} = 0.
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Nous allons démontrer le:

TaEOREME 3.2 (OU THEOREME GENERAL DE CONVERGENCE

FORTE). — Sous les hypothéses (K 0), (K 1), (K 2)
lim pyu, = u dans F fort

o u et u, désignent les solutions uniques des problémes (P)

et (P,).

Démonstration. — 11 est clair que toutes les hypothéses du
théoréme de convergence faible sont vérifiées; nous avons donc :
(3.14) lim p,u, = u dans F faible
et par suite
(3.15) Iim a(puus, u) = a(u, u),
(3.16) im a(u, puun) = a(u, u),
(3.17) lim L(pyu) = L(w).

Comme L(pyu;) et Ly(us) ont méme limite (voir hypothése

(K '2) wiz)) on a
(3.18) hm Ly(u,) = L(u).

Si maintenant, dans les équations (3.1) et (3.2) nous faisons
vy = u et ¢, = u,, nous obtenons

alu, u) = L(u),

an(Uny, un) = Lip(un)
et par passage & la limite, compte tenu de (3.18), il vient
(3.19) hm ay(un, wn) = a(u, u)
et par conséquent (voir hypothése (K 1) i)
(3.20) Lim a(pyur, patn) = a(u, u).
Nous avons

(3.21) {a(paur— u, paun — u)
= a(putn, Prtin) — a(pattn, u) — a(u, pyun) + a(u, )}
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s1 bien que, compte tenu de (3.20), (3.16) et (3.15) il vient
hm a(pyun, — u, ppur —u) =0
et puisque a(u, ¢) est elliptique
lim ||paun — ullr = 0 C.Q.F.D.

4. Les problémes « approchés ».

Nous supposons que V, est un espace de dimension finie
N(h); Soit e, i =1, 2, ..., N(h) une base de cet espace,
Péquation approchée

(4.1) an(un, v1) = Lp(vy) pour tout v, eV,
se traduit par
an(un, el) = Ly(ef) pour tout j =1, 2, ..., N(h).
S1
NGB
up = Y, Uhpeh.
i=I
On a

an(Xuieh, ef)= Ly(el) pourj=1,2, ..., N(h)
ou encore

N(h)
(4.2) 3, wian(el, ef) = Ly(el) pourj=1, ..., N(h).

i=I
En résumé, dans le cas ou V(h) est de dimension finie, I’équa-
tion approchée (4.1) se met sous la forme (4.2). Il est clair
que (4.2) est un systéme de N(k) équations a N(k) inconnues
(les composantes de u;); d’autre part, ce systéme est de Cramer
puisque le probléme approché admet une solution unique u,.



CHAPITRE 1I

APPROXIMATIONS INTERNES

1. Plan général d’étude des approximations internes.

Nous prendrons toujours V= F et nous nous rameénerons
aux théorémes de convergence du chapitre 1 suivant le plan
qui suit:

Point D 1. — 1l est consacré au probléme exact (P) associé
au triplet

£V, a(u, ¢), L(v){.

On vérifiera que
la(y, ¢)] > o||¢||¥ pour tout veV, a > 0.

Point D 2. — 1l est consacré aux problémes approchés (P,)
associés aux triplets

{Vh, an(Uns ¥n)s L;.(Vn)?
on construira les problémes (P,) et on vérifiera que:
|ah(9h, Vh)l > allvhlﬁ’h pour tout Y € Vh'

Point D 3. — On définit les opérateurs p, et r, et I'espace U;
on montrera que

llprllgcvi v < Co.
Point V1 (sur les formes sesquilinéaires approchées). — 1l
s’agit de vérifier que:
eaal v, < G
entraine

im { ay(us, rav) — a(prttn, #)}= 0 pour tout v €V
h=o0
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et de plus, dans le cas du théoréme de convergence forte
lim {ah(uh, Un) — a(paln, Phuh)f = 0.

Point V 2 (sur les formes linéaires approchées). — 1l s’agit
de vérifier que:

|Ln(on)| < Cqllnllv, pour tout ¢, eV,
et que

Iim Ly(ryw) = L(¢) pour tout v e V.

h=o
De plus, dans le cas du théoréme de convergence forte, nous
devons montrer que:

uallv, < G
entraine
lim {L,,(u,,) —_— L(p,,uh)g = 0.
2. Rappels et notations.
2.1. — Quelques espaces fonctionnels.

Soit Q un ouvert quelconque de R On désigne par L2(Q)
I’espace des (classes de) fonctions de carré sommable sur Q,
et par D(Q) 'espace des fonctions indéfiniment différentiables
et 4 support compact contenu dans Q. On pose

DP = D& ... Db, D, =2
0x;
et
lpl =p1+ - + pa p: entier non négatif.
On définit (I'espace de Sobolev) H™(Q) par
H"(Q) ={uDPu| e L2(Q),  |p| < m]
si u est dans H™(Q), on pose

(2.1) lelfiney = 3 [, IDPu(z)]? do.

On vérifiera que I'espace H™(Q), muni de la norme (2.1) est
un espace de Hilbert. On désigne maintenant par HZ(Q)
I’adhérence dans H™(Q) du sous-espace D(Q). Si Q = R" alors
H"(R*) = H%(R"), mais en général

Hm(Q) - Hy(Q).
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2.2. — Supposons maintenant que la frontiére [' de Q soit
réguliére (par exemple : [' est une variété de dimension n — 1,
indéfiniment différentiable et Q est d’un seul c6té de ['). On
montre alors qu’il existe un opérateur (de prolongement)

n de H"(Q) dans H™(R") tel que
nu(z) = u(z) p.p. sur Q, pour tout u e H*Q).

On dit que Q a la propriété de m-prolongement s’il existe une
application linéaire continue u — Pu de H"(Q) dans H"(R"®
pour r entier, 0 < r < m, tel que Pu=u p.p. dans Q.

Si I est « réguliére », 'espace C"((2) des fonctions u définies
sur Q et dont les dérivées DPu, |p| << m, sont continues dans Q,
est dense dans H™(Q). Il en est de méme pour 'espace D({2)
des restrictions a Q des fonctions ¥ e D(R").

On trouvera une étude détaillée des éléments introduits

dans ce numéro dans: [7], [11] et [17].

2.3. — Dans les applications suivantes, nous désignerons
par (Q) et (Q,) les problémes exacts et approchés et nous rameé-
nerons au cas des probléemes (P) et (P,) de la Théorie Générale
du chapitre 1.

3. Méthode de Galerkin.

3.1. — On donne un triplet
{V, a(y, ¢), L(s)]

on lui associe le
Probléme (Q). — Déterminer u dans V vérifiant
(3.1) a(u, vy) = L(v) pour tout ve V.

On donne également un sous-espace

VeV, D dense dans V

et une famille de sous-espaces fermés V, satisfaisant a la
propriété (de densité) suivante:

Il existe une famille d’opérateurs linéaires r, de U dans V,
vérifiant

(3.2) lim r,¢0 = ¢ pour tout ¢ € U, dans V fort.

h=0



APPROXIMATION VARIATIONNELLE DES PROBLEMES 363
Probléme (Q,). — Déterminer u, dans V, vérifiant
(3.3) a(un, vs) = L(v;) pour tout ¢, € V,.
Nous supposerons que :
(3.4) la(e, )| > |||y pour tout ve V, >0
et que
(3.5) |a(u, ¢)] < M|ullv||¢llv pour tout u, ve V, M > 0.
Tutorkme 3.1. — Sous les hypothéses (3.2), (3.4) et (3.5)
les probléemes (Q) et (Q) ont des solutions uniques u et u,. De
plus
lim u, = u dans V fort.
h=0

Démonstration. — Nous nous rameénerons au théoréme de
convergence forte du chapitre 1.

Point D 1. — Nous prenons (P) = (Q).

Point D 2. — Les triplets approchés sont
th, a(ulu Vh)’ L(vh);

il est clair que
|a(9ny #1)| = @|eall¥, pour tout ¢, eV,
les problémes (Q,) sont confondus avec les problémes (P,).
Point D 3. — Nous prenons pour p,, 'opérateur identité

Pty = U, pour tout u, eV,

on a
IPillgcv, v = 1.
Point V1. — Avec les données précédentes, il s’agit de
montrer que:

ludllv <G
(3.6) | entraine
lim {a(un, ra¢) — a(us, ¥)} =0 pour tout v« .

Nous avons

a(un, rww) — a(un, v) = a(us, ryw — v)
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d’ou compte tenu de (3.5)

|a(un, 7a9 — 9)| << Mlfu|vl[rae — ¢llv
d’ou 1l découle facilement (3.6).

Point V 2. — Puisque r,¢ converge fortement vers ¢ dans V,
il est clair que

lim L(ry) = L(p).
h=0

Nous sommes donc, dans les conditions d’application du théo-
réme de convergence forte et comme les problémes (Q) et (Q)

sont confondus avec les problemes (P) et (P,) nous obtenons
le Théoreme 3.1.

3.2. — Cas particulier.
Nous supposons que la forme a(u, ¢) est hermitienne et que

(3.7)  a(u, u) > o||u|[y pour tout ue 'V, a > 0.

Dans (3.1) et (3.3) nous faisons ¢ = ¢, = w, (ol w,eV,) et
nous tirons par soustraction :

(3.8) a(u — up, w,) = 0 pour tout w, eV,
et puisque a(u, ¢) est hermitienne

(3.9) a(wn, u—u,) = 0 pour tout w,e 'V,
Nous avons maintenant

(3.10)  a(u — vp, u— )

= a(u— uy + up— ¥p, U — Uy + u,—v;) pour tout v,eV,

en développant le 2¢ membre de (3.10) et en tenant compte

de (3.8) et de (3.9) il vient:
(3.11) alu— vn, u— )
= a(u — up, u— Uy) + a(Up — Vn, Up — 94)

d’apres (3.7), les trois nombres écrits dans (3.11) sont positifs,
s1 bien que:

(3.12) a(u — up, u— uy)

< a(u— ¢, u—y¢,;) pour tout v, eV,
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et, en minorant et en majorant les 2 membres de (3.12) il
vient la

ProrosiTion 3.1. — St u et u, sont les solutions des problémes

(Q) et (Qu) on a:
(313)  lu— wlv < \/— llu — ¢4/lv  pour tout v e V,.

Si nous savons, a priort, que u< VU alors en prenant ¢, = ru
il vient

a1n)  u—wl<y/

Enfin, dans un cas plus particulier on obtient, trivialement, la

Prorosition 3.2. — St V= Vet si r,ed(V, V,) on a
(3.15) e — el \/"- 11— rillgev, v

lldlv
3.3. — Au point de vue pratique, nous nous donnerons N(h)
vecteurs linéairement indépendants e, ..., exw (que nous

pouvons toujours considérer comme les N(k) premiers vecteurs
d’une base) et nous résoudrons le probléme approché (P,)
dans 'espace V, engendré par ces vecteurs. Si

N(h)

up, = Y, uhe;
i=1

le probléme (P,) revient en fait 4 résoudre le systéme des
équations linéaires

NGB )
(3.16) ) uhale, ) = L(e;) j=1, ..., N(h)
ou les inconnues sont les composantes uj de u, par rapport
a la base (¢). Il s’introduit la matrice (N(k), N(k))
A, = (ale, e;) 1, 7=1, ..., N(h)

dont nous étudierons les propriétés plus loin.

3.4. — Donnons-nous un ouvert Q borné dans R? et prenons
pour V I'espace H*({)) et pour a(u, ¢) une somme d’intégrales
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sur Q et sur . Nous allons donner plusieurs exemples de
systémes e;.

Ezemple 3.1. — On prend pour ¢; les restrictions aQ de
polynémes ou de fonctions trigonométriques en général
a(eh e.i) # 0.
Ezemple 3.2. — Soit un réseau triangulaire R,; nous prenons

pour base de V), les restrictions a (Q des fonctions Oy(z) définies
comme suit :

— M est un sommet quelconque d’un triangle dont I'inter-
section avec () est non vide.

— Ou(M) =1 et Oy(N) = 0 pour tout Ne R,, N~ M.

— Bu(z) est une fonction linéaire sur chaque triangle. Il est
clair que 0y(z) est dans H(Q) et que le support de 0y est formé
des 6 triangles dont M est un sommet; par suite a(fy, 0y) est
nul lorsque M et N ne sont pas sommets d’'un méme triangle;
dans la matrice A, il y a, au plus, 7 coefficients non nuls par
ligne :

a(QM, ON) et a(eM, ON) ou N = A, ey F.

V.

D A
7\ /al
Q
r
Ezemple 3.3. — R, est maintenant un réseau rectangulaire.

On définit les fonctions Oy(z) comme dans I’exemple 3.2, mais
en remplacant les triangles par des rectangles. (On vérifierait
que Oy(z) a pour support I’ensemble des 4 rectangles dont M
est un sommet, et que sur chacun de ces rectangles le graphe
de Oyu(z) est un paraboloide hyperbolique; de plus, il y a «raccor-
dement » de ces paraboloides sur MB, MD, MF, MH).
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On montre facilement que dans la matrice A, il y a au plus
9 coefficients non nuls par ligne:

alew, ex) et a(ew, ex)
ou

N=A,B, ..., N

on obtiendrait le méme résultat pour les colonnes de A,.

/(
/o c

E
F
/
G H A
/T
r

En résumé: la mise en mémoires des éléments de I’équation
approchée (3.16), (a(e;, e;), uh, L(e;)), nécessite

1) N(h) X N(h) 4+ 2N(h) mémoires dans I’exemple 3.1;

2) moins de 9 N(h) mémoires dans I’exemple 3.2;

3) moins de 11 N(h) mémoires dans I’exemple 3.3.

Lorsque la forme sesquilinéaire a(u, ¢) est hermitienne,
nous savons que la méthode utilisant le Théoréme du Minimum
conduit aux mémes résultats que la méthode de Galerkin
(cf. [12]; ainsi, en utilisant le théoréme du Minimum et
respectivement les fonctions 0Oy des exemples 3.2 et 3.3,
K. O. Friedrichs [6] et J. Necas (communication personnelle)
obtiennent un théoréeme d’approximation analogue au théo-
réeme 3.1 de la solution des problémes de Neumann et de

Dirichlet d’ordre 2.

Remarque 3.1. — Supposons que V = Hj(Q). Nous pouvons
prendre pour base de V, les fonctions Oy(z) définies dans
I'exemple 3.2 (Resp. 3.3) et nulles sur tout triangle (Resp.
Rectangle) dont I'intersection avec [' est non vide.
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4. Problémes dans les espaces fixes.

4.1. — On donne deux espaces de Hilbert V et W, un sous-
espace

VeV, D dense dans V

un opérateur linéaire r de U dans W et un opérateur linéaire
et continu p de W dans V.

On donne ensuite, des formes sesquilinéaires a(u, ¢) et
an(u, ¢) définies et continues, respectivement sur V X V et
sur W X W; on pose

ah(u” v) = a(pu, pu) + b;,(U, ?)

on donne enfin des formes linéaires L(y) et L,(¢), respectivement
définies et continues sur V et sur W. Pour simplifier, nous
n’étudierons que le cas ou

Li(¢) = L(pv) pour tout v e W.
Nous faisons les hypothéses suivantes :
Hypothése (P 1).

) la(e, ¢)]| > allv[l"z pour tout v V.

i) |an(v, )] = Bllpe||¥ + B(R)||#|lw pour tout v e W,
ou o, B et ) sont des nombres positifs, et llm B(h) =0

(R

iti) la(u, o) < Mllulllills, w0V, M>0.

1) |an(u, 0)] < MB)|lullw llflw,  u, 0= W, M(A) > 0.
(P

Hypothése (P 2). — Si
Bllpwdlv + BAllwllv < Ciy  (une W)

alors
him bu(us, r¢) = 0 pour tout ¢ e V.
h=0
Hypothése (P 3). — On suppose que
L(pru) = L(u) pour tout ue 9.
Probléme (Q). — Déterminer u dans V tel que

a(u, v) = L(v) pour tout veV.
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Probléme (Q,). — Déterminer u, dans W tel que
an(u, v) = L(pe) pour tout ye W.

TrtorimME 4.1. — Sous les hypothéses (P 1), (P 2), (P 3)
les problémes (Q) et (Q,) ont des solutions uniques w et u,; de
plus, lorsque h — 0, pu, converge vers u dans V faible.

Démonstration. — Nous nous ramenons au théoréme de
convergence faible du premier chapitre.

Point D 1. — Nous prenons (P) confondu avec (Q).

Point D 2. — Nous prenons pour V, ’ensemble des éléments
de W et pour norme dans

el = 2 o + B8 g

on vérifie que
h 2 2 h 2
A0 b < 1y < (£ lptov + B2

par suite, pour A fixé, les espaces W et V, sont confondus et
les problémes (P,) associés aux triplets

th’ ah(um Vh)) L(f""’l)}

sont confondus avec les problemes (Q,). Avec le choix de la
norme dans V,, ’hypotheése (P 1) i) s’écrit:

|an(v, ¢) > ||¢|[¥, pour tout v eV,

Point D 3. — On a déja défini U, on prend p,=p, r,=r,

on vérifie que L
a
el <y 5

Point V1. — L’hypothése

s1 la suite ||uy|v, est bornée, alors
Lim {an(us, rav) — a(paus, ¥)§ =0 pour tout v €V

n’est autre que ’hypothese (P 2).
Point V2. — Voir ’hypothése (P 3).

Nous sommes donc dans les conditions d’application du
théoreme genéral de convergence faible d’ou le théoréme 4.1.



370 J. CEA

4.2. — Phénoméne de perturbation singuliére.

Ezemple 4.1. — On prend V = H'(Q); I'espace W est
I’ensemble des u de HYQ) tels que AueL%*{) muni de la

norme
(Il + [[Aulfir)*?;

on prend U= W et on pose

a(u, v) =i§1 j;l D,u.Dy dz +£)u5 dz
- n 02
b(, ¢) = h Jo AuBo dz, A =3
et
L(») =‘/§ f¢ dz, f donnée dans L*(Q)

on a facilement

la(v, )| = ||¢|l[k¥ pour tout ve V
et

lax(y, ¢)| = (1 — h)||¢9||y + All¢|lw pour tout v e W.
Nous prenons pour p et r I'opérateur identité (dans W)
pu=ru=u pour tout ueW.

Vérifions maintenant ’hypothése (P 2): nous supposons que

(4.1) (1 — R)llwll + Allualfiv < Cy
d’ou pour A <1
(4.2) Rl Jul v < Cy

nous avons facilement
» S 2
| . A B daf' < hz.zfg|Auh|2dx.fg|Av|2 dz,
(B [ Au Ao dao|” < B2 [l o]
et enfin compte tenu de (4.2)
2
[k [ S Ao daf < h.Cy. ol

d’ou

lim by(un, v) = 0 pour tout v e V,.
h=0
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Ainsi I'hypothése (P 2) est vérifiée; 'hypothése (P 3) est tri-
vialement vérifiée. On peut donc appliquer le théoréme 4.1.

Probléme (Q). — Déterminer u dans H}(Q) tel que
(4.3) Pl Jo DDy da + [ u da
= ./s; fo dz pour tout ¢ € H(Q).

Probléme (Q,). — Déterminer u, dans W tel que

i ./g.) Diu,.Dy dx + jg w,.v dz

(4.4) L
+ h /(; Au,. Ay dz = /s‘lf'adm pour tout v € W.

TaEtorEME 4.2. — Lorsque h — 0, la solution (unique) u, du
probléme (Q,) converge dans HY(Q) faible vers la solution
(unique) u du probléme (Q)

A Taide des formules de Green (formelles) on transforme
(4.3) et (4.4) respectivement en

on

(4.5) J; (—Au + u)jp dz + j;‘ W5 ds
= ./A f¢ dz pour tout v € H(Q)

et
\/A (h. Azuh —_— Au,. —I— uh)a dx
Alil du\_
(4.6) + ﬁ(—h on +b_n>v ds
+Jph'Au'b—;dc*\Jgﬁdx pour tout v e W

ou n est la normale extérieure & [ et ot do est « I’élément d’aire »
sur ['. Formellement les probléemes (Q) et (Q,) sont équi-
valents (dans un sens faible).

Déterminer u dans H(Q) tel que

—Au+ u={f dans Q
@ Jou_,

sur '
on
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et a déterminer u, dans W tel que

hA2y, — Auy, + u, = f dans Q

po Yo podu
(Qn) on h o 0 sur [
| Aup, =0 sur [
4.3. — Approximation d’un probléme de Neumann (par des

probléemes de Neumann).
Pour une étude détaillée de ce type d’approximation Cf. [13].
Soit Q un ouvert borné dans R", de frontiére [' assez régu-
liére, et soit d’autre part un ouvert {; entourant ( de frontiére
[' et [';. On pose:

Qx = QuQ,.
On prend

V=H"Q), V=V, W=H"Qx),

si u est dans H™(QX), pu est la restriction de u & Q; si u est
dans H™(Q), ru est le prolongement de u a QX:

ru = 7u (voir 2.2. chap. 2).

On donne maintenant des fonctions a,,, |pl|, |g| << m, mesurables
et bornées sur QX et une fonction f de L2(())

a, . € L=(Qx)
(4.7) 3 fel2(Q)
et on suppose que:
(4.8) ReXa,(z)8,5, > aX[t,|? p.p. sur QX
) a>0, £, eC
On prend
alw, o) = % /g;ap,iD"u. D% da
bu(u, ) = h. /Q ap,DPu. D dx
Iphigi<m
an(u, v) = a(pu, pv) + bu(u, ¢)
et

L(y) = /K;fv dz
Probléme (Q). — Déterminer u dans H™(Q)) tel que
a(u, ¢) = L(¢) pour tout ¢ € H"(Q).
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Probléme (Q,). — Déterminer u, dans H™(QX) tel que
an(uy, v) = L(pe) pour tout ¢ e HM(QX)
on a le
TrEtorEME 4.3. — Lorsque h— 0, la restriction a Q, de

la solution (unique) w, du probléme (Q,) converge dans H™(Q)
faible vers la solution (unique) u du probléme (Q).

Démonstration. — On se raméne au théoréme 4.1; nous ne
vérifierons que les hypotheses (P1) it) et (P 2). De 'inégalité
(4.8) on tire

Refa(pe, po) + bu(e, )} > a(1 — h)||pelli™o
pour tout ¢ € H™(QX) 4 ah|lo|[d™a>)

d’ou1, pour b < %

|an(s, ©) ||pv||v + ah||¢|lw pour tout v € W.

Ainsi (P 1) 1) est vérifiée.
Supposons maintenant que:

(4.9) o llpwally + ahljifly < Ci o wne W

et montrons que :
(4.10) lim by(up, r¢) =0 pour tout ve V
nous avons

ba(up, r9) = h. X Q apq- DPuy . Dire da

1Pl 191<m
donc pour établir (4.10) il suffira de montrer que :
(4.11) lim A}, =0 pour tout veV
h=0
ou
AR |2 < R jQ ap DPu, D7ro da.

Nous avons, puisque a,, est majorée par M (voir (4.7))

|Al < AM [ DPu,. Dirp do
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en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz il vient

|ALI* < M2 [ |Dru* da. [ Dol do

d’ou

(4.12) | AR 1% << M2R2||us| [w]|re -
Mais, a partir de (4.9) on tire

(4.13) Wiy <&

d’ou en combinant (4.12) et (4.13)
ARl < b M2 poud L4511

et il est clair que (4.11) est vérifiée.

4.4. — Approximation d’un probléme de Neumann (par des
problémes de Dirichlet).

Dans 4.3, il suffit de remplacer H™(QX) par H7(QX) et de
définir r par:

ru = (tu). ¥

ou ¥ est une fonction de C"(Q%) qui vaut 1 sur Q et 0 sur [};.

5. Critére général de stabilité pour des ouverts variables.

Nous nous limiterons a la stabilité des problémes de Neumann
dans des ouverts variables (2, plus grands que l'ouvert Q
borné dans R": nous supposons donc que

QCQ;,

on donne les fonctions a,, |p|, |g| << m, mesurables et bornées
sur R" et on suppose que:

(5.1) |ap(x)] <M p.p. dans R, M = constante

et

52) Relm v%< Apo(®)8,5, > aZ|%,|> p.p. dans R®
ot «a>0 e F,eC.

On donne ensuite une fonction f dans L%R"). Dans la suite,
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les restrictions de a,, et de fa n’importe quel ouvert de R” seront
notées a,, et f. On pose :

(6.3) a(u,9)= X [ auDwu.Dldz, u,¢eH"Q)

1Pl 191<m
(5.4) an(u, )= 3 [ a,D'u.Didz, u,veH"(Q,)
1Pl g <m ¥ >R
(65)  L(v) = | f7 da, ¢ e H(Q)
et enfin
(5.6) Li(¢) = fg fede v HMQ,).

Probléme (Q). — Déterminer u dans H™(Q) tel que
a(u, v) = L(v) pour tout v e H?(Q).
Probléme (Q,). — Déterminer u, dans H™((),) tel que
an(un, ¢) = Lu(¢) pour tout v € H?(Q,).
Faisons I'hypothese :
(6.7) lim mes.(Q, — Q) = 0.

h=0

Nous allons établir le

Tutorime b5.1. — Sous les hypothéses (5.1), (5.2), (5.7),
lorsque h — 0, la restriction & Q de la solution (unique) du
probléme (Q,) converge dans H™(\)) faible vers la solution
(unique) du probléme (Q).

Démonstration. — Nous nous ramenons au Théoréme Général
de convergence faible.

Point D 1. — Nous prenons V, = H™(Q). Le probléme (P)
associé au triplet

£V, a(u, v), L(s)

est alors confondu avec le probleme (Q). A partir de (5.2)
on montre facilement que

la(y, ¢)| > a||¢||¥ pour tout ve V.

Point D 2. — V, = H™Q,), (P4 est confondu avec (Qu),

on a de méme

lan(e, )] > a|¢||¥, pour tout v eV,
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Point D 3. — Nous prenons U = V et nous définissons p,
et r, par:

rau est la restriction a Q, de wu  (voir 2.2),
pru est la restriction a Q de u,

il est clair que
th[ ’(Vh, < 1.

Point V1. — Soit une suite u, telle que
(5.8) ure V, [unllv, < Cy
et montrons que
Lm §ay(un, rw) — a(pris, v)} =0 pour tout v .

Avec les données précédentes, 1l s’agit d’établir

(5.9) Iim v/;) o %Dun. Ding dz = 0.
—

1Pl 191

Il suffira de montrer que
(5.10) lim Al =0 [pl, lgl <m

avec
. T —
Ay = th_ Q ap,DPuy, . Do de.

Nous avons, compte tenu de (5.1)
|AL| <M /;z,.~ o D). D] do
et en utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz il vient
AR <M [ D dae [ Dol da

d’olt compte tenu de (5.8) et en majorant 'intégrale de |D?my|?

(5.11) |Ap|? < M2.C2 |70 [irmq, — -
Puisque m¢ est dans H™(R"), (5.7) entraine

(5.12) lim {|meffimg, — o) = 0

si bien que (5.10) est établie (on montre (5.12) en commengant
par approcher w¢ par une fonction ¥ de D(R").
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Point V2. — Avec les données des points D1, D2, D 3,
nous devons vérifier que
(5.13) Iim D, =0 pour tout ve?®
h=o

\

ou

D, = fﬂh—ﬂ f.mo dz
on a facilement
|Dal? < (|1 ffmeus| 7o [frmeq, — 0
et (5.12) entraine (5.13).

Ainsi nous pouvons appliquer le Théoréme général de conver-
gence faible d’ou le théoréme 5.1.

19



CHAPITRE II1

LES FONCTIONS ETAGEES

1. Définitions et notations.

11. — Si 2 = (%, ..., z,) est un point de R" et si 0 et A;
sont deux nombres réels, on pose

(1.1) z+ 0h; = (20, ..., 2+ Ohy, ..., z,).

Si E est un sous-ensemble de R", E + 0h; est ’ensemble des
points z + 0h;, ou z est dans E:

(1.2) E + 0k, = {yly = z + Oh;, ze E}.

1.2. — Soit maintenant une fonction u définie (presque
partout) dans Q; on pose

18 I =1 ) (= — )

partout ou u<x —I—%) et u<x——hzi> sont définis.

On vérifie que:
(L4) V(Y u(a)) = V,(V au(a)

si p=(pi ..., Pn), P: entiers non négatifs, on pose

(15) Pl =3 p
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et
(1.6) Vey(z) = VaVe | Viu(z).

La fonction V*u s’appelle la dérivée d’ordre p au sens des diffé-
rences finies de la fonction w: notons ceci: le domaine de
définition de V?u est un ouvert « plus petit » que Q; par exemple

V.u est définie dans 'ensemble des z tels que les points z 4 he

2

et x—% soient dans (.
1.3. — Soit maintenant
h=(h, ..., k) ou h; >0
on pose
b = i+ - + by
le réseau R, est I’ensemble des points M (ou nceuds) de R™.

(1.7) M = (mih,, ..., muhs)

oules m;, ..., 1 =1, n, sont des nombres entiers quelconques.
La maille du réseau est h. On désigne par (C, M), le pavé de
centre M, de cotés paralléles aux axes et de longueur &;, ..., h,:

(18) (€, M)y =jale = M+ 3 b, —3-<0, <5

On définit les pavés dits d’origine M ou d’aze Mi par
(1.9) (0, M), = {z|z =M 4 Z6;h, 0 <0, <1},
(1.10) (A, Mi), = (c, M + %_h,.> .

h

Quand il n’y aura pas d’ambiguité, on supprimera 'indice A
qui figure dans les (C, M),, ...

Ensemble Mo. — S1 M est un point du réseau, Mo désigne
Pensemble des sommets de (0, M).

Ensemble Mi. — M étant un point du réseau, M:i désigne
Pensemble des points N tels que N et N + hi soient des som-
mets de (0, M).
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2. Limites de fonctions dérivées

(au sens des différences finies).

2.1. — Soit une suite d’ouverts (0, contenus dans ’ouvert Q
de R"; on pose la

DerinitioN 2.1. — On dit que la famille Q, approche Q si,
pour tout compact K contenu dans (), il existe un nombre positif

h(K) tel que:
h < h(K) entraine K c(Q,.

On donne maintenant h = (h;, ..., h,) et des fonctions u, u',

v=1, ..., n, de L2(Q); on fait 1'.

Hypothése 2.1. — 11 existe une famille d’ouverts Q, qui
approche Q lorsque |h| — 0, et tel que:

u(z) = Vu(z) p.p-dans Q,.

Nous allons établir la

Prorosition 2.1. — Si les fonctions u et u’ de L2(Q) vérifient
Uhypothése 2.1 alors :
(2.2) (uialp.)L”(Q) =—(u, vl'lP.)L”(Q)

pour toute fonction ¥ de 12(Q) et a support compact dans ()
deés que |h| est « assez petit » (1.e. |h| < A(Y)).

Démonstration. — Désignons par K le support de ¥ dans Q
et prenons h assez petit pour que (), contienne I’ensemble

K4 6k, —1 <6<+ 1. On a alors:

(2.3) Jou¥de= [ V(). V() d

or

h; o _h
Lviu(x)ir(:c) dm:ﬁu<‘”+?> ( 2>W(x) dx
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d’ou
f V ul(z) T () do = f N ! da
K K+ hi
Ll ht
u(z)¥(z + 5
o L -4 h;
posons maintenant
Ki=K+6~h2i, << +1

il est clair que W(x — %h,) est nulle sur Ki — <K -+ % hi>
et que ‘F(x + —;— h,-> est nulle sur Ki — <K - % hi>; par

suite :

1
ﬂ V (@) ¥ (2) do = ﬂ | u(x)qf<x 2 h‘>dx

— d
xi h; v

ou encore

f Vu.Vdz = ~—~/ u. V. Vdx
K Ki
mais V,;¥" est nulle hors de Ki d’ou compte tenu de (2.3)

Jou¥do=— [ uV¥da C.Q.F.D.
On donne maintenant les fonctions de 12(Q)

ub, p= (Pi, LY pn)’ ]pl < m;

on écrira u au lieu de u® 0, On fait 1’

Hypothése 2.2. — 1l existe un ouvert (, qui approche Q
lorsque |h| — 0 et tel que:

uP(z) = VPu(z) p.p.dans Q,
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En utilisant la proposition 2.1 il vient la

ProrosiTion 2.2. — Si les fonctions uP de L*(Q) vérifient
Uhypothése 2.2 alors:
(2.4) (P, Wy = (— O (w, V)i

pour toute fonction ¥ de L2(Q) et & support compact contenu
dans Q et pour |h| assez petit.

2.2. — Considérons maintenant une suite de fonctions
u? de 12(Q), |p] < m qui vérifient les hypothéses 2.2 et 2.3.

Hypothése 2.3. — On a
Y ||ulllizgy < Co, Co = Constante.
Pi<m

Nous allons démontrer le

TratorimMe 2.1. — Sous les hypothéses 2.2 et 2.3, il existe
une sous-suite uf extraite de ul et un élément u de H™(Q) tel que :

lim u2 = DPu dans L?(Q) faible, |p] << m.

Démonstration. — De T'’hypothése 2.3 on déduit ceci:
Il existe une sous-suite uf et des éléments u? de L2(Q) tels
que

(2.5)  lim u? = wP dans L?(Q) faible, |p| < m,
dans (2.4) on prend ¥ dans D(Q), il vient (%)

(2.6) (ufy Vg = (— 1P (ws, VPV )1y,
On vérifie que:

(2.7)  lim VP¥Y = DPY dans L2(Q) fort, |p| << m
Compte tenu de (2.5), (2.6) et (2.7) 1l vient

(W, W)gy = (— 1) (u, D'P)ixg), |pl <m

et ceci pour toute fonction ¥ e D(Q) on a donc

u? = Dfu |p| <m
et u dans H™(Q).

Remarque 2.1. — Dans tout le numéro 2, on obtiendrait
des résultats identiques en remplacant les dérivées au sens

(3) En écrivant encore u au lieu de u% -9,
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des différences finies par les dérivées au sens des distributions.
Nous allons donner maintenant deux exemples fondamentaux
de fonctions u? qui vérifient ’hypothése 2.2.

Ezemple 2.1. — On donne un réseau R, de maille
h= (hy ..., k) et un ouvert Q de R* On prend pour u, une
fonction étagée définie sur Q et & valeurs dans C. On peut
alors définir V?u,(z) p.p. dans un ouvert Q, contenu dans (.
On pose
( VPu,(2) si zeQ,

0 si zeQ—Q,

Exemple 2.2. — On donne R, et Q comme précédemment.
On donne des fonctions étagées uf définies sur Q, |p| < m,
et on suppose qu’il existe une fonction étagée u, (définie dans
un ouvert assez grand pour que V7Pu,(z) existe p.p. sur Q)
telle que:

uf(z) =

ub est égale & la restriction 4 Q de Vry,, |p| << m.

3. Les espaces H"(Q, R)).

Nous allons construire des espaces qui seront associés (dans
le chap. 4 aux espaces de Sobolev H™(Q).
On donne un ouvert Q dans R" et un réseau R, de

maille h = (..., h; ...).

3.1. — Nous allons définir des ensembles de points que I’on
utilise dans la dérivation au sens des différences finies.

DeérinitioNn 3.1. — i) On désigne par Sz Uensemble des
deux poihts z —l—%—hi et x—-%—hi.

ii) On désigne par 60z Uensemble des points Sy o yedx.
iii) On désigne par &*z, p= (..., pi, ...), pi = entier >0
Pensemble des points S ... &Px; Uensemble 6% »° est réduit
au seul point z.
On vérifie que 0,8,z = 8;0,z. Posons, si z= (..., =, ...)
et stp= (..., Piy .--)
: 1 1
24 Xmh=(...,54 m5h- -
i=1- 2 2

P’—l= (ph <« ey Pi-1y pi_“l’ Pit1, ""p")'
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Posons aussi

E(Pi) = {—Pz,—pi+2, ey Pi“‘2, Pi}-

On vérifie que:
(3.1) Px= v (x + i mi%hi> ou m; e E(p;).

Ceci entraine immédiatement
(3.2) si yelix alors zedPy
(3.3) si y,y+ hecr alors y+ %hi e 0Py
DeriniTioN 3.2. — On désigne par
t(z, r), r = nombre entier > 0,

la réunion des ¢z, |p| <r
Nous allons établir la

Prorosition 3.1. — Il n’y a, au plus, qu un point de ¢z
qui nappartlent pas a la réunion des pavés (du type (G, M),
M e R;) qui coupent 7(z , |pl — 1)) (i.e. qui contiennent au moins

un point de t(z, |p| —
Démonstration. — Soient y et z dans ¢z, y &= z on a donc

y= .’B+ 5‘4 riihz
i=1 2

2=+ En] si—%—hi Tiy $i € E(Pi)-
i=1

Puisque y =~ z 1l existe un indice j tel que r; 5~ s;; on suppose
que r; < s;: les nombres r;, r; + 2, V;—2 et s; sont done
des éléments de E(p;) et par suite y, z, y + hj, z— h;e ¢’z
d’out compte tenu de (3.3)

y + —;—h” Z—';—hje 8p—jx

et a fortiort

(34 oy ghy s g ez pl— 1)

2

Supposons que y et z ne solent pas dans la réunion des pavés
qui coupent T(z, p—1) et montrons que cela est absurde.
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On suppose donc en particulier (voir 3.4) que:
(35) y et y —{——;—hj ne sont pas dans un méme pavé,

(3.6) z et z——;—hj

Mais & partir de (3.5) par la translation z — y il vient

ne sont pas dans un méme pavé.

(3.7 z et z-+ % h; ne sont pas dans un méme pavé

ce qui est en contradiction avec (3.6).

DeériniTion 3.3. — On désigne par o(M, r), ot r = nombre
entier > 0, et ou M € R, ’ensemble des points t(z,s) o 0 s 1
et o x est un point quelconque de (C, M).

Nous représenterons dans les schémas suivants les ensembles

1(z, 0), ©(z, 1), ©(z, 2) et les ensembles a(M, 0), a(M, 1), o(M, 2).
)

T(x,0) T (x,1) T(x,2)

{
sy
¥
f
>
i
N
N

R
R
S
=\
N

%

G(M,0) G (M,1) o (M,2)
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DerinNiTiON 3.4. — On désigne par R Uensemble des noeeuds M
de R, tels que (M, m) coupe Q.

Soit maintenant une suite u, a valeurs complexes, définie
sur R} et construisons la fonction étagée u par:

(3.8) 4(z) = w(M) pour tout z e (C, M)
) pour tout M e RJ.

Montrons que (presque) pour tout xe(), VPu(z) a un sens,
|pl < m. 1l suffit de vérifier pour cela que

(3.9) ofzc v (C, M), MeRpP, |p| < m.

Nous ne considérons que les points z qui sont a l'intérieur
des pavés. Soit y un point quelconque de o’z, on a alors z e oy
et par conséquent, si ye (C, P), o(P, m) coupe Q et PeRP
d’ou (3.9). Nous pouvons donc poser la

DiriniTioN 3.5. — On désigne par H™Q, R,) Uespace des
(..., ub, ...), |pl < m, ot les uP sont les restrictions a Q des
V,u, u étant définte par (3.8).

TutoriME 3.1. — Muni de (u, ¢) = X(u?, ¢P)1yq) Uespace

H™(Q, R;) est un espace de Hilbert.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que I’égalité X||u?||txq=0
entraine u? = 0, |p| << m. Supposons que

(3.10) 2| iy = 0.
Nous allons montrer que :
(3.11)
u(y) =0 pour tout yer(r,r—1) entraine u(y) =0
pour tout yez(z, r),reQ,ref0, 1, ..., m}

Nous supposons donc que %(y) = 0 pour tout y e 7(z, r — 1)
ou puisque u est une fonction étagée que

(3.12)

u(y) est nulle sur la réunion des pavés qui coupent t(z, r —1).

Soit p= (..., pi ...) tel que |p| =r. Soit ze(Q, I'égalité
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(3.10) entraine VPu(x) =0, mais nous savons que V?*u(z) est
une combinaison linéaire des #%(y), y¢’r, on a donc

(3.13) Veu(z) = ZN(y) uly) =0 yecrx

(les coefficients A(y) ne dépendent pas de u).

Si maintenant, on tient compte de (3.12), (3.13) et de la
proposition 3.1, il vient %(y) = 0 pour tout y e ¢Px, pour tout
p tel que |p| =r et par conséquent

uly) =0, wvyen(z,r), zeQ. C.Q.F.D.
La vérification de %(y) = 0 pour tout yer(z, 0), zeQ est
triviale. Pour terminer la démonstration du théoréme il

suffit d’ajouter ceci: Soit M un point de R}, il existe alors

P, %, y, tels que:
y=(C, M),
yedz, = 2eQ, |pl<r

et puisque on vient de montrer que u(y) = 0, on a

M) = %(y) = 0.

4. Normes dans L%(T") des traces des fonctions de H(Q, R;).
On sait que pour tout ¢ positif donné d’avance et pour tout
ue HY(Q) on a:
iy < ¢+ 3 [IDadisey + CCe)-luline
C(e) > 0, C(¢) indépendant de u, yu est la trace de u sur ['

(cf. [b]). Nous allons établir une inégalité analogue par les

éléments de HY(Q, R,).

4.1. — Soit M un point quelconque de R*. Nous considérons
une suite u, & valeurs dans C, définie sur

M+ ph, p=20,1, ..., N
N étant un nombre entier positif donné, et nous posons
u(p) = w(M + ph),

Talp) = ulp| = U= P

Soit la fonction 0
—1__P.
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Pour toute fonction u, on a

(4.1) w(O)[2 = — h, - pg ¥ (w..9)

puisque 6 vaut 1 pour p =0 et 0 pour p = N. On vérifie la
formule de dérivation suivante

(42) (wow) (p) = ulp+ 1) o(p + 1) Vww(p) _
+u(p + 1) (To(p)) w(p)
+ (Vu(p)) o(p) w(p)

et par suite, 1l vient dans (4.1)

WO = — k3, [ulp + Va(p + 1) (—

et puisque 0 < O(p) <1 pour p=20,1, ..., N—1 on a
N—1 1 N—1 .
[w(0)* < A pgo gy [wp + DIF Ak péo lulp + DI Vu(p)|

N—1

+ ki 3 1ulp)lIVu(p)l
En utilisant l'inégalité
(Zab) < (Za2 )2, (T2

et en majorant (par modification de I'intervalle de sommation)
il vient

I2

u(0)] < hz lu(p)

1
=0 Nh,
N 1/2 /N—1 - 1/2
+ 20 3 lutp) " (3 19ulp)l)
ou u(p) = u(M + ph,).
4.2. — Nous allons introduire maintenant la notion de
famille (2, R,) pré-réguliere. On donne un ouvert Q dans R®

de frontiére [' et on désigne par X une partie de ['. On donne
un réseau R, de maille h = (..., h; ...).

(4.3)

DeriniTioN 4.1. — Un point M de R, est dit point frontalier
de ¥ si le pavé (C, M) coupe X.
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Notations. — On pose pour simplifier:
OM = Qn (C, M),
XM = Xn (C, M).
Définition 4.2. — A. La famille (X, R,) est pré-réguliére si
pour tout point M frontalier de Y il existe au moins un
iefl, ..., n}
tel que:
1) h; mes. EM < C mes. QM.
2) Un des deux ensembles sutvants est contenu dans () :
M -+ phi, 0< th < l’

3) Les constantes positives | et C sont indépendantes de M.

B. 1) Le nombre t est appelé indice de régularité de M,

2) Si ZM + ph;c Q le point M est dit i-gauche,

st M — ph; < Q le point M est dit i-droite.

3) Celut des deux ensembles précédents qui est contenu dans
est appelé tube TMa.

Notons cect: un point M peut avoir plusieurs indices de
régularité.

Les schémas suivants représentent les tubes TM: associés
a des points i-gauche et i-droite.

<P >
1 2 I
" §____ E
7 1
b Q r

/
(| V%74

M —



390 J. CEA

4.3. — On donne un élément u = (u,, u', ..., u") e H(Q, R,)
voir la définition de H(Q, R,) dans le numéro précédent. On
sait qu’ll existe une fonction étagée u et que

(4.4) u, et u' sont les restrictions 4 Q de u et Vi
On fait I'hypothése suivante:
(4.5) la famille (X, R,) est pré-réguliére.

Nous allons établir le

TatorkmMe 4.1. — Sous Uhypothése (4.5) on a:

[Fuol iy << Co-[futolliry- 2 [[wlhseey + Calluollinay

pour tout u = (up; u', ..., u”)e HY(Q; R,); les constantes
positives C, et C; sont indépendantes de u et de h, X est une partie

de T'.

Démonstration. — Soit M un point frontalier de X et suppo-
sons que M soit un point i-gauche. On définit alors le nombre
entier N par:

(N+ Db <I< (N + 2k

et par conséquent pour h; petit <par exemple h; << L) on a

4
(4.6) Ni I < —é—
On obtient sans difficultés les résultats suivants:
QM + ph;cQ p=0,1,...,N
(47) {om +<p+ —%—)h,-cQ p=0,... N—1
et
(4.8

)
u(z) = u(M + ph;) pour tout ze QM + ph;
% ui(z) = ﬁﬁ(M + ph;) pour tout ze QM + (p + %)Pi
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En combinant (4.3), (4.6), (4.7) et (4.8) 1l vient:

o) u(M)|Pmes.OM < A, %—  Jua(o)l® da

12 ; 1/2
+ 2k ( [ o)l da) ([ o) da).
On a maintenant
/Z“.M |uo()|? do = |u(M)|?> mes ['M
et puisque la famille (X, R;) est réguliére on a:

(4.10) fz  Jua(a)l* de < ClaM* mes. QM

En combinant (4.9) et (4.10) il vient :

gty | S @ de < [ o
+20( [y (@l do) . ([, (@) da)™.

Pour obtenir une majoration de /:2 |uo(z)|? do 1l suffit de faire

une sommation en M des inégalités (4.11). Si de plus on tient
compte du fait que tout point z e ( est contenu au plus dans
2n tubes (2 par direction) il vient P'inégalité :

[l ds < % iy + 3 4Cnllalinaletio

que nous pouvons écrire sous la forme

[vttl 2y << Col ol ey - leluillwn)-l- G ol ixeen

les constantes positives Cy et C; sont indépendantes
de u et de h.

(4.12)

A partir du théoréme précédent, on obtient le:

TuatortME 4.2. — Sous Uhypothése (4.5), pour tout ¢ >0
donné d’avance on a:

(413)  luolleae < 62IIuIIL'<Q>+C(E)lluollL'@)
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pour tout u = (uo; u', ..., u”)e H(Q, R,); C(e) >0, C(e)
ne dépend ni de h ni de u.

On démontrerait le théoréme, sans difficulté, en utilisant
(4.12) et I'inégalité :

2ab < ea? + %-bz.

5. Convergence des traces des fonctions étagées.

On donne un ouvert Q borné dans R* de frontiére réguliére I'

et un réseau R, de maille A= (..., h; ...).
Notations. — Nous allons introduire des sous-ensembles
de R*

1
)

On donne maintenant une partie X de [' et on pose

25.=2+p—%—ha, —I<p<+1

r‘
f@ -
le-—hi—s)
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Si M est un point frontalier, on sait que XM = X n (C, M),
et on pose

EM{=3M+pgh, —1<p<+L
Espace H(D;, Q). — C’est ’espace des ue L?(Q) tels que

D;u e L2(Q). On montre que muni de la norme
(Dl ez + [[ue] iz’
c’est un espace de Hilbert voir [11].
5.1. — On suppose que la partie X de [' est telle que:
(5.1) 2 e Q.

On donne les fonctions u, vérifiant

(5.2) Ju, est définie sur Qu <Q - %h‘> u <Q ———%—hi>

et a valeurs dans C}
et on construit & partir de u, les fonctions ul et ul.
(5.3) ul et ul sont les restrictions & Q de u, et de Vu,.
On suppose que:

(5.4) ||uilltxq) + ||ultaoy << C C = constante > 0
(5.5) +yud converge dans L2(X) faible vers un élément u

de L2(2).
(5.6) uy est indépendant de z; sur Zi.

Nous allons démonter le

Tatortme 5.1. — Sous les hypothéses (5.4), (5.5), (5.6)
il existe une sous-sutte u, extraite de uy, et un élément u* € H(D,, Q)
tels que:

(5.7) %lim uk = u* dans L2(Q) faible
' lim u, = D;u* dans L2?(Q) faible
u=mu
(5.8) 3 ou encore
lim uf = u*  dans L?(Q) faible

Démonstration. — On obtient (5.7) a partir de (5.3) et de
(5.4) par un raisonnement identique a celui du théoréme 2.1.
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Soit maintenant une fonction ¥ telle que

¥ est indéfiniment différentiable sur Q)
(56.9) { ¥(z) = 0 pour tout z appartenant a un voisinage

de I'— 2.

r

Le support de ¥ sera désigné par K, compte tenu de (5.3)
on peut écrire

f WV dy — -};—jﬂ(uh<x + %hi>—— u<x——%hi>>-q"(x) dz
Q i

d’ou
f WV do = - uy(z)¥ z—h)da
Q " h; Q+1n 2
_ 1 up(@)¥ (= + ih dx
h, Q—lh‘ h 2 i

et en utilisant (5.9) il vient

(5.10) f WY do — — f w(2) V¥ (2) do
Q Qe
1 1
—Q—E— st u,.(a:)‘F(x—E—hi)dx.
Si maintenant on passe a la limite dans (5.10), en utilisant

(5.7) 1l vient

lim—l— uy(z)¥ (2 ——tLh,‘) dz = f DV dxr + f uD, Y dx
hi J s 2 Q o
et par conséquent
5.11) tm— [ w@¥ (e ——h)de = f ¥ da
hi Jsj 2 =
ou dx; = dxi o e dmi_l .d.'rH..l c e d.’l!,,.
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A tout point z = (..., &, ...)eXi on associe le point
Z=(...,%, ...) e X déduit de z par une translation paralléle
au *me gge, c’est-a-dire que

Z;=x; pourtout j=£1i, Tel.
On sait (voir (5.6)) que:
(5.12) un(z) = uyp(T) pour tout ze i TelX
Par une intégration en dz;, on a:

(5.13) hi fz () <x —%h,) do — ]; 1(3) ¥+(7) dz!

ou

‘F_i'*'—;-hi
(5.14) V(@) =-hi—i- f_ N ‘I"(w——;-hi>dxi zel.

Puisque ¥(z) est indéfiniment différentiable sur Q on a:
lim ¥, = y¥ dans LX) fort.

En passant a la limite dans (5.13) compte tenu de (5.5) et
de (5.14) il vient:

.1 1 — ‘
lim W j;: ; u,,(a:)‘["(x — 5 h,-> dz = f; uyVY dz,

ce qui donne avec (5.11)

j; uy¥ dz; = ‘/:2 u YV dz,
pour tout ¥ vérifiant (5.9)

d’ou le résultat (5.8) que nous cherchions a établir.
Notons cect: on aurait pu remplacer I’hypothése
XicQy par Xic Qi
5.2. — Conséquence 1: Soit ['; une partie de I'. Soit

u, = (ul; ..., ul, ...) e HY(Q, Ry
telle que
(5.15) ||unl[mx@r,y << G, C = constante > 0
(5.16)

yul(z) = yui(z) =0 pour tout zel}, i1=1, ..., n

On recouvre ') par des parties %, de [' que vérifient (L))} c Qf
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ou ()i Qi (I'indice ¢ dépendant de t). Il est clair que les
hypothéses du théoréeme précédent sont vérifiées et qu’en
particulier yu! converge vers 0 sur [;. En combinant les
théoréemes (2.1) et (5.1) on obtient le:

TrtorimMe 5.2. — Sous les hypothéses (5.15) et (5.16) il
existe une sous-suite u, extraite de u, et un élément u* e H(Q)
tels que:

lim uf = u*
llmu,=Du" i=1 ...,n
vut =0 sur 2.
5.3. — Conséquence 11 :
On donne une partie ['; de [ et on pose la

DerinttioN 5.1. — La famille ('), R,) est dite réguliére
s’il existe un recouvrement fini de Iy par des parties X, de '
qui possédent les propriétés suivantes:

1) Toutes les familles (X,, R;) sont pré-réguliéres.
2) Pour chaque Z, il existe un i = i(t)e {1, ..., n} appelé
indice de régularité de X, tel que:

7) Ce nombre i soit un indice de régularité commun a tous
les points frontaliers de X,.

77) Ces points frontaliers sont tous du méme type: de plus
s’ils sont du type i-gauche (Resp. i-droite) on a:

(Z)h<Qy Resp.  ((Z),<Qp).
Exemple. — Dans le schéma ci-dessous, la famille ([';, R;)
est réguliére si:

hy.mes ['n (C, M) << C.mes Qn (C, M)
3pour tout point M frontalier de 2, ou de X3
hy.mes [' n (C, M) << C.mes Qn (C, M)
pour tout point M frontalier de X,.

P

X

et s1 %
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Notons ceci: Une partie X, peut avoir plusieurs indices de
’ ! . Y V1 9 r :
régularité. Deux parties 2..,l et 2, n’ont pas nécessairement
un méme indice de régularité. Soit maintenant un élément
w, = (uty, ..., ul, ...)e H(Q, R;). On sait qu’il existe une
fonction étagée u, telle que:

(5.17) ul et u} sont les restrictions & Q de @, et de V .z,
On suppose que:

(5.18) ||un iy < C; G = constante > 0
et que

(5.19) la famille ([}, R;) est réguliére.

Nous allons établir le

TutoriME 5.3. — Sous les hypothéses 5.18 et 5.19 il existe
une sous-suilte u, extraite de uy, et un élément u* « H(Q) tels que :

(5.20) Im ut=u" dans L2(Q) faible

) lim u} = Du* dans L23(Q) faible
5.21 lim yu" = vu*  dans L2([',) faible
( Yo =Y

Démonstration. — Les relations (5.20) sont des conséquences
immédiates de (5.18) et du théoréme 2.1. D’autre part, puisque
||ual lmyq,r,) est borné, d’aprés le théoréme 4.1. Il en est de méme
pour ||ul]|war,) et par conséquent on peut extraire une sous-suite
notée yu* qui converge faiblement dans L3([';) vers un élément

ueL2(l})
(5.22) lim yuf = w dans L3(I) faible.

Nous allons montrer que w = yu".

Soit ¥ une partie du recouvrement de [, et supposons que i
soit un indice de régularité de X et que X} c Q. A partir de @,
(voir (5.17)) on construit les fonctions ¢, par

un(z) pour tout ze Q — Qn Xi
on(z) = upy(M — k) pour tout z e (EM)},

<

=

8
I

M étant un point frontalier quelconque de 2.
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Ainsi dans la partie hachurée v,(x) vaut @,(M — h)).

!
Mhi| M
teé“éf!
Fol z

—>Xj

On vérifie sans difficultés que

lleilliney + llvdlling < @

(ou ¢} et ¢") désignent les restrictions & Q de Vi, et de ¢,)
et que ¢ et ¢} convergent vers u* et Du* dans L2((Q) faible.
Admettons un instant la relation:

(5.23) hm {[yos — yugllrs) = 0.
A partir de cette relation et de (5.22) on obtient
(5.24) lim yv¥ =u dans L2(X) faible

On peut donc appliquer le théoréme 5.1 a la fonction ¢, et
par conséquent

lim yo¥ = yu* dans L2(X) faible
d’ott compte tenu de (5.24)
u(z) = yu*(z) p.p. sur 2.

En recommencant le méme raisonnement pour toutes les
parties 2, du recouvrement de ['; on obtient (5.8).

Vérification de la relation (5.24).
Par construction de ¢,, voir le dessin précédent, on a

v5(x) — ug(2) = un(M — h;) — us(M)
pour tout z € XM

par conséquent :

(2) — ut(@)]® = hi |2l

m—2m~mr
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et on a:

(5.25) [ |oh(x) — ul(x)|*ds

< ki u(M) — Z"(M —h) lz mes . 2M.

Or, la famille (2, R,) étant réguliére on sait que

(5.26) h; mes XM < C mes QM
et comme sur QM — —;— hi, Vu(z) est égal & us(M) — l;l"ﬁM — k)
en combinant (5.25) et (5.26) 1l vient l

S, |94(@) — ub(@)|2 do < C.hy f |Viu,,[2 dz

par une sommation en M et par majoration portant sur le
domaine des intégrales du second membre on obtient

Jo19h(@) — ub(@)]? do < C.hy [ |V an(a)]® do

et comme l'intégrale du 2¢ membre est bornée la relation
(5.24) est vérifiée.

6. Une classe de fonctions étagées.

On donne un ouvert Q borné dans R”, et un réseau R, de
maille A= (h;, ..., h,) exceptionnellement dans ce numéro
et dans le suivant nous poserons

Vou— u(z + k) — u(z)
i hi

Nous désignons par R} I’ensemble des points M de R, tels
que les trois pavés (0, M + 0h), 6 = —1, 0, 4 1, soient
contenus dans (; i est un nombre donné dans {1, cie, n}
Désignons par Vi I’espace des fonctions étagées définies sur
a valeurs dans C et qui vérifient

(6.1) ( u(z) est constant sur tout pavé (0, M), M e R}
"' { u(z) = 0 aux autres points z e Q.
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En prolongeant u par 0 & ’extérieur de Q (*) on peut ainsi
définir V,u(z) pour tout z e (). Nous allons démontrer la

Prorosition 6.1. — Muni de la norme ||V ul[txqy Uespace Vi
est un espace de Hilbert, et de plus
(6.2) Iz < C.[[Vadlhrgy Vue Vi,

(la constante positive C est indépendante de h).

Démonstration. — Soit M e R, tel que:

(C,M—nh) et (C, M+ (p+ 1)) coupent Q
(CCM+4 gh)cQ ¢q=0,1,...,p.

Puisque par hypothése u(M) =0, on a:
q9—1
uM 4 gh) =k g VuM+rh) g=1,...,p—1
d’ou
g—1
WM + gh)* < g1 2 [Va(M + rhgl*
et

(6.3) 2 [uM + gh))|* < (p — 1)°hi 2 | V(M + rhy)|?

on désigne par I « I’épaisseur » de Q dans la direction z,, donc
(p — 1)2h; < I*; on pose

T™=u(C, M+ ¢gh)nQ, ¢g=—1,0,+1, ...,p+1;

Iégalité (6.3) s’écrit alors

Jo @) de <. V) do

d’ou (6.2) par sommation en M et d’ou la proposition 6.2.

7. Définition d’un opérateur de prolongement ;.

On donne un ouvert Q borné dans R" et un réseau R, de
maille A = (..., h; ...). On donne une suite u définie sur
Uensemble des sommets des pavés qui coupent () et a valeurs

dans C.

4) Ce qui est naturel puisque u est nul dans un voisinage de la frontiére de Q.
q puisq g
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Le prolongement partiel %'

Soit M un sommet du réseau, le pavé (0, M) coupant Q.
Pour simplifier les écritures nous supposerons que M est
confondu avec I'origine des axes; pour tout

= (..., 2, ...)e(0, M)

on pose
Du(z) =V, ... V,uM).z; ... z,
(7.1) + é VieeoViy . Vi . Voau(M).
Tie o Xiog Lipy. . Xy + . + u(M)
On vérifie que (cf. [9]).

%@,’:"u(N) = u(N)

(7.2) pour tout sommet N de (0, M).

Le prolongement &,.
On définit $u(z), z <), par

Tpu(z) = E(z) pour tout ze (0, M), pour tout M tel que
(0, M) coupe .

En tenant compte de (7.2) et de linéarité de £,u par rapport
a z on vérifie que £,u est une fonction continue sur Q et que

Zu e HY(Q).



CHAPITRE 1V

APPROXIMATIONS EXTERNES
METHODE VARIATIONNELLE DES DIFFERENCES FINIES

1. Introduction.

1.1. — Nous allons donner maintenant plusieurs exemples
d’approximations externes (voir Définition 2.1, chap. 1). Ces
exemples seront présentés de la fagon suivante:

i) Le probléme exact. On donne le triplet
{V, a(u, ¢), L(»){.
it) Les problémes approchés: on construit les triplets
Vh7 ah(u,‘, Vh), Lh(v,,).

i) Le théoréeme d’approximation.

Ce théoréme d’approximation est toujours un cas particulier
du théoréme général de convergence forte (chap. 1); aussi 1l
nous suffira, dans chaque exemple, de nous ramener a ce
dernier théoréme. Il faudra donc introduire des espaces F et 9,

des opérateurs r, et p,, et montrer que les hypothéses du
théoréeme 3.2 du chapitre 1 sont vérifiées. Le plan suivi est:

Les espaces F, V, V,, V: on construit F et on montre que V
est un sous-espace fermé de F, dans de nombreux exemples V,
sera aussi un sous-espace fermé de F. On définit VU, sous-espace
dense dans V.

Les opérateurs p; et r,: Lorsque V), est un sous-espace de F.
On prendra pour p, 'opérateur identité de V, dans F. Dans
le n® 2 ot V, n’est pas un sous-espace de F, on montrera
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comment, avec un méme espace V, on peut obtenir plusieurs
schémas d’approximation en construisant plusieurs p, différents.
On construit ensuite r, et on vérifie que

(1.1) lim ||parw — ¢|lr = 0 pour tout v e V.
Vérification de Uhypothése K1.1).

On donne u, eV, avec ||uyllv, bornée; on montre qu’il existe
une sous-suite u; et un élément uX dans V tels que

(1.2) lim pyu, = uX dans F faible.

Pour établir (1.2) on aura besoin des théorémes contenus dans
le chapitre 3.

Les autres hypothéses: Dans tous les exemples étudiés, la
vérification des autres hypothéses est élémentaire, aussi nous
ne la ferons pas. Voici toutefois quelques indications valables
pour tous les problémes étudiés.

V et V, — ellipticité (des formes a(u, ¢) et a(un, vs) c’est
une conséquence immédiate des hypothéses faites sur les coeffi-
clents a;;(x), ap(x), ..., qui sont introduits dans la définition
de a(u, v) et de an(up, v1)-

Hypothéses K 1.11) et K 2.17). On les vérifierait & partir de
(1.1).

Hypothéses K 1.uit) et K 2.1it): elles sont identiquement
vérifiées de fagon plus précise, on a pour tout u,e 'V,

an(Un, Un) — a(pultn, prttn) = 0,
Ln(un, un) — L(patts, prt) = 0.

1.2. — Notations. Références.

Dans tous les exemples les éléments u de V sont des distri-
butions; en général, on wutilise aussi certaines dérivées
Du, DPu,

Aux éléments

u, D;u, D?u
du probléme exact nous associons les éléments
W
U, Uh, Uf
du probléme approché.
Pour toutes les questions relatives aux problémes exacts cf. [11].
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2. Problémes de Neumann d’ordre 2.

2.1. — Le probléme exact: On donne un ouvert Q borné
dans R" de frontiére réguliere ['. On prend V = H}(Q). Pour
u, v dans V on pose

a(u, v) = Ejg‘zaijDiu.D—jv dz + jg;ao.ua dz
et

L(¢) = | {7 da
ou
(2.1) (a;, a, sont données dans L=(Q)
' {f est donnée dans L2(Q).

De plus, on suppose que

(2.2) gRe Yay(1)5 8 > aX|E|2  p.p.sur Q
' Re ay(z) >a p-p- sur Q

ou £ eC et a = constante positive.
Le probléme (P). — Déterminer u dans V(= H(Q)) tel que
a(u, v) = L(y) pour tout v e V.

Nous allons donner 4 schémas d’approximation de la solution u
du probléme (P). Les constructions des problémes approchés
et les démonstrations des théorémes de convergence sont du
méme type: Aussi nous n’allons expliciter qu’un seul schéma
d’approximation.

2.2. — Les problémes approchés (1T schéma).

On donne un réseau R, de maille A = (h;, ..., h,). Nous
définissons V, comme Pespace (algébrique pour I'instant) des
suttes a valeur dans C et définies sur un sous-ensemble R}, de R, :

Dans ce 1¢f schéma nous prenons R}, = R}, (voir définition
de R} dans les « espaces H™(, R,) » chapitre 3). On donne
ensuite un opérateur p, de Vj dans (L2({))"+'; Ainsi & toute
suite u, de V} est associée la suite piu, de (L2(Q))*+. On écrira
pits sous la forme

1 1 1 *
patn = (Uo; -3 Uk ...) 1=1, ..., n
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Construction de pj: Soit u, dans V,, on construit la fonction
étagée u, par:
uy(x) = u(M)  pour tout z € (C, M)
pour tout M € R}, (= R}).

Nous prenons pour u! et uj, les restrictions 4 Q des fonctions
i, et Vi, (on sait que Vi,(z) a un sens p.p. dans {, voir
espaces H™(Q, R,) chap. 3).

On fait maintenant I’hypothése suivante :

(2.3) la fonction (Xf|ullfixq) + ||ut[txq) est une
' norme (hilbertienne) sur Vi.

On prend V, =V,
Pour u, et ¢, dans V,, on pose

an(Un, V1) = Efg a;uioh dz + fg ayuoh dx

et
Lu(ow) = . 1.7} da.
Les problémes approchés (P,). — Déterminer u, dans V, tel
e an(Uny vn) = Ly(vs) pour tout ¢, eV,
2.3. — Nous allons démontrer le

TrtorimMe 2.1. — Sous les hypothéses (2.2) et (2.3) les
problémes (P) et (P,) ont des solutions uniques u et u,; de plus,
on a dans L2(Q) fort

Imul=1u

limu,=Du 1=1 ..., n

Avant de démontrer ce théoréme notons ceci: l'espace
prVaest confondu, dans ce 17 schéma, avec 'espace HX(Q, Ry)
défini au chapitre 3, on sait que I'hypothése (2.3) est vérifiée
dans ce cas.

Démonstration. — Les espaces F, V, V,, U, nous prenons

F = (Ly(Q))+
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Pespace V peut étre considéré comme le sous-espace des
(ug, ..., U, ...) de F pour lesquels

W=Dy, 1=1...,n
Nous prenons _
V= PQ).

Les opérateurs py et ry.

Nous prenons p,= pi. Soit maintenant une fonction
v € D(Q), nous lui associons la fonction m¢ (voir chap. 2.2)
puis nous posons

rw(M) = ¢(M) pour tout M e R},

il est clair que
lim pyrw = ¢ dans F fort
pour tout ¢ € D(Q).

Vérification de Uhypothése K 1,1 : Supposons que
2|/ iy + [lualfingy < Co

Par construction de pyu, = (uf, ..., ui, ...) 1l est clair qu’il
existe un ouvert , qui approche Q (voir définition 2.1, chap. 3)
et tel que sur Q, on ait

ui(z) = Vub(z).

Par conséquent d’aprés le théoréme 2.1, chapitre 3 il existe
une sous-suite u, et un élément uX dans H'(Q) tels que

lim uf = ux dans L2(Q) faible
lim uf = DuX dans L2(Q) faible

donc T'hypothése K 1,0 est vérifiée.

2.4. — Autres schémas d’approzximation :

Nous allons définir maintenant des espaces V§, k = 2, 3, 4;
Pour cela, commengons par définir des sous-ensembles Rf,
de R, k = 2, 3, 4: chacun de ces 3 sous-ensembles est confondu
avec ’ensemble des sommets des pavés (0, M) qui rencontrent
Q(i.e. (0, M) nQ =£0). L’espace Vf, est I'espace des suites
définies sur R} et a valeurs dans C: Ainsi les trois espaces V¥
sont confondus (algébriquement). Nous allons définir mainte-
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nant des opérateurs pf de Vi dans (L2(Q))**. Ici encore, nous
écrirons pku, sous la forme

Ky o (e i -
phun= (ug; ..., up, ...) v=1,...,n

Nous allons donner la construction de uf, ui pour chaque
schéma :

Cas des pavés intérieurs: ((0, M) n Q = (0, M)).
On définmit ug(z) et uj(z) exactement comme dans le
1* schéma.

Cas des pavés frontaliers: ((0, M) n ' 5 ) :

Second schéma (procédé par moyenne) on pose

@) = 3 % w(N),

NeM,

; 1 o N + &) — us(N

up(z) = gn-1 N+ h) (1)
NeM,; i

(rappelons que M, désigne I’ensemble des sommets de (0, M)
et que M, désigne ’ensemble des points N tels que N et N + &,
soient des sommets de (0, M).

Troitsiéme schéma (procédé par isobarycentre).

Soit G l'isobarycentre de (0, M) n Q. On pose

ul(z) = EX(G),
ui(z) = DAY(G).

On a défini £}(z) au chapitre 3 n° 5.

Quatriéme schéma. — On pose

M

24 ui(z) = D)

Résultats : Pour ces trois schémas, nous pourrions reprendre
2.2 et 2.3, en changeant Vj, R}, pr en Vi Rk pk. On obtiendrait,
dans ces 3 approximations, le théoréeme 2.1. Il existe d’autres
schémas, par exemple en définissant ul(z) et uj(z) par (2.4),
que z soit dans un pavé intérieur ou frontalier (voir exemple 3.3
chap. 2).

Au sujet du 1 schéma cf. [12].
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2.5. — Problémes non homogénes :

On peut se ramener au cas des problémes homogénes
cf. [10]. Mais cela n’est pas nécessaire: conservons les
données, notations et hypothéses du probléme exact (n® 2.1)
et du 1 schéma d’approximation (n® 2.2), en modifiant toute-
fois la forme linéaire L(y):

Ls) = | f.7do+ [ g¥ods

ou f est donnée dans L2(Q) et g est donnée dans H—VA([)
(on peut vérifier, comme dans ’exemple du n°® 1.2, chapitre 1
que g est une « donnée aux limites »). Pour ¢, dans V, on pose

(2.5) Lu(ow) = J fohdo + [ g. 7% do.

Il est clair que l'introduction de l'intégrale f;gw ds ne

change en rien la vérification des hypotheéses (K 0) et (K 1);
la seule difficulté nouvelle concerne la vérification de I’hypo-

thése K 2.t). On a:

~ |

(2.6) |Jo £ o] < [lfllxey- [4lliacy
et

(2.7) | [ g-v¢", do| < llgllxry- el

mais d’apres le théoréme 4.1, chapitre 3 il existe une constante C
telle que

(2.8) [yeslliar < CElloilliae + [lvlix)
en combinant (2.5), (2.6), (2.7) et (2.8) 1l vient finalement
ILu(o)] < Co(2lloillExey + lloallixa)"
et ’hypothése K 2 est vérifiée. Le théoréeme 2.1 est donc

encore valable.
3. Autres problémes aux limites d’ordre 2.

3.1. — On prend encore V = H(Q), mais pour u, ¢ dans V
on pose maintenant

a(u, ¢) = Y.._/g; a;DuDjy dx —I—Laoua dz —I—fpto Yu.ye do
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ou yu désigne la trace de u sur I', do est « I’élément d’aire »
sur [' et o0
(3.1) a;j, ay sont données dans L>(Q)
) to, est donnée dans L>(I').

Donc, la forme a(u, ¢) contient maintenant une intégrale de
surface. On suppose, encore, que

(3.2) ReXay(z)E& > «X[§[® p.p. sur Q
ou §; € C, « = constante positive, et que
(3.3) Re  ay(z)>B  p.p.surQ

ou {3 = constante positive.
Pour ¢ dans H'(Q), on pose

L(s) = [ f-7 dz
ou f est donnée dans L2(Q).
Probléme exact (P): Déterminer u dans V(= H(Q)) tel que

a(u, v) = L(¢) pour tout ve V.

Montrons que la forme a(u, ¢) est V-elliptique. Nous avons,
puisque #, est bornée

L/;% [ye]? do| << klj;, |yv|2 de  pour tout ve 'V

(ou k; = constante positive). Mais tenant compte du

Lemme 3.1 (cf. [5]). — Pour tout ¢ > 0 il existe C(e) >0

ayvec
(34) [yl do < eZDeflixg) + Co)lIellixa
tl vient
(35) |/ talyol® do| < kyeSlIDislfixey + kCle) - Illixar
A Taide de (3.2), (3.3) et (3.5) on a (en supprimant 'indice L2(Q)
Re a(e, ¢) > aZ|[Di|l* + Bllel* — keeZl|Dee][2 — ks Cle)]e]
ou encore

Rea(v, ) > («— hye). Dl + (B— hyC(e)). Il
20
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o« . .
renons, par exemple, ¢ = — 1] vient
b b

2k,
Realv, o) 5Dl + (B—ki-C( 57 ) Ikl
2 2k,
S1
(3.6) B est assez grand
ey

a(u, v) est V-elliptique (par conséquent le probléme (P) a une
solution unique).

alors B——kl.C<L> est positif et la forme sesquilinéaire

3.2. — Les problémes approchés. Nous ne donnerons qu’un
seul schéma d’approximation (c’est en fait le 1* schéma du
n® 2; Pexposé sera différent car nous n’avons plus en vue les
schémas donnés en 2.4).

On donne un réseau R, de maille A = (h;, ..., &, et on
suppose que
(3.7 la famille ([, R,) est réguliére.

Espaces V,: On prend pour V, l'espace HY(Q, R,) défini
au chapitre 3. Les éléments u, de V, sont notés:

wpy=(ul, ..., u, ...) 1=1,...,n
et on sait que:
leanl [, = Bl uillixa) + [luellic-
Pour u, et ¢, dans V, on pose
an(Uny 1) = Zv/ Q a,uipl dr + -/C; agulot dx + /1: touloh do
et
La(ow) = J_ 7 da.
Les problémes approchés (P,) : déterminer u, dans V, tel que
~ an(up, 94) = Ly(vn) pour tout ¢, e V,.

3.3. — ' Nous allons démontrer le

Tukortme 3.1. — Sous les hypothéses (3.2), (3.3), (3.6) et
(3.7) les problémes (P) et (P,) admettent des solutions uniques
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u et u,. De plus dans 12(Q) fort:

Im u? = u
lmu,=Du 1=1...,n.

Démonstration. — Nous conservons les éléments F, U, p,, r,
définis dans le n® précédent, nous ne vérifions que I’hypothése
de Vj-ellipticité et I'hypothese (K1, 7).

V-ellipticité : 1la famille (I, R,) étant réguliére, nous savons
d’apres le théoreme 4.2, chapitre 3 que

pour tout € > 0 1l existe C'(¢) avec
Julo do < e Slloillingy + C' ()Ml

ou C'(e) > 0, C'(e) ne dépend ni de A, ni de ¢,

Remarquons que (3.8) est semblable a (3.4) par suite la
démonstration de la V,-ellipticité est analogue a celle de la
V-ellipticité (’hypotheése (3.6) est encore utilisée pour établir
la V,-ellipticité).

(3.8)

Hypothése K1.1: Supposons que
2|l [iacgy + [luallizgy < C

alors d’apres le théoreme 5.3 chapitre 3 il existe une sous-suite
u, et un élément u de HY(Q)) tels que:

(3.9) hm uf = u dans L2(Q) faible

lim uf = D dans L2(Q) faible i =1, ..., n
et
(3.10) lim yu} = yu dans L*(T") faible.
Remarque 3.1. — La démonstration du théoréme 2.1 (c’est

le cas ou a(u, v) ne contient pas une intégrale de surface)
fait appel essentiellement au théoréme 2.1, chapitre 3, théo-
réeme dont la démonstration est aisée. Par contre, lorsque
a(u, ¢) contient une intégrale de surface il s’introduit deux
difficultés :

— V,-ellipticité,

— hmites de traces de fonctions étagées

et nous sommes alors amenés a faire appel aux théorémes

4.2 et 5.3 du chapitre 3.



412 J. CEA

4. Problémes de transmissions.

4.1. — Le probléme ezact.

On donne deux ouverts {); et Q,, bornés dans R" et on
suppose que les frontiéres (réguliéres) de ces ouverts ont une
partie commune X.

Notations. — Pour éviter la « prolifération des indices »,
nous n’utiliserons pas les notations traditionnelles. Nous
plagons sur deux lignes des éléments qui jouent des roles
semblables :

W
1 U 9 ay a [ ¢ ub uh Ry
p

82 ¢ by by g d ¢ v Ry
Espace V. — On désigne par V le sous-espace des
(u, ¢) € H(Q;) X H1(Q,)
pour lesquels:
c(z)yu(z) = d(z)ys(z) p.p.sur X
pour simplifier nous nous limiterons au cas ou

= constante donnée,

c(z) =c
d = constante donnée.

d(x)

l

Pour (u, ¢), (9, ¥) eV on pose
L(¢, §) = [, foda+ J  g-Fdo

et
a((u, »), (9, ) = 2 J_ ayDauDF do + [ aqup do
+ 2 bDeDFdz + [ by do

ou
ay et a, sont données dans L=((),),
b; et by sont données dans L(Q,),
f est donnée dans L2((),),
g est donnée dans L2((),).
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On suppose que:

ReXa,(z) .58 > «.2|5[2 p.p. sur Q,

(4.0) ReXby(z).5& > «.3|E|> p.p. sur Q,
: Re gy(z) >« p-p. sur {,
Re by(z) > « p.p- sur ,

ou & eC et a = constante positive.

Probléme exact (P) : déterminer (u, v) dans V tel que

a((ua 9)7 (?7 "P)) = L(% "l’) ~pour tout (?’ "P) eV

Nous allons exposer deux schémas d’approximation: dans
P'un 1l s’agit d’une approximation externe (méthode des diffé-
rences finies dans (, et dans (,); par contre dans 'autre il
s’agit d’une approximation mizte (méthode des différences
finies dans (); et méthode de galerkin dans Q,).

4.2. — Approzimation externe.
On donne deux réseaux R, et R, (associés respectivement

aQ, ety)demallesh=(...,h, ...) etk=(..., k, ...)
On suppose que h et k sont liés par

Phi::qki i=1,...,n

(41) p et g sont deux nombres entiers positifs donnés.
On pose
l; = ph; = ¢k,
et
l=(...,10...)

On suppose que
(4.2) Les familles (Q;, R,) et (Q;, R,) sont réguliéres.

Position relative des réseauxr R, et R,.
On introduit le réseau R, et on désigne par H, K, L les
nceuds courants des réseaux R;, Ry, R;. On suppose que

43 tout (C, L) est la réunion de p* (C, H),
(%3) Jtout (C, L) estla réunion de ¢* (C, K),.

Défiration des espaces Vi, : Ces espaces jouent ici le réle
des espaces V, de la théorie générale. L’espace V,, est le sous-
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espace des (uy, v) € H(Q, R,) X HYQ,, R,) (%) tels que pour

tout pavé (C, L), qui a une intersection non vide avec X on
ait :

(4.4) c-/}}L ub de = d‘/‘;‘L vh do

ou

ZL - Z n (C, L)‘-
Définition des formes: pour (u, ¢) et (3, {) dans V,, on pose

Lhk‘P, ./Q wodx—l—f g%d:v
et

an((u, ¢), (9, 2/ a,,u‘cp’dx—{»f AU Py AT

+ 2 [ be¥ dz + [ boeods da
Les problémes approchés (Pj): déterminer (u,, ¢,) dans V,,
tel que aw((un, i), (¢, ¥)) = Lu(g, ¥) pour tout (¢, §) € Vi

4.3. — On va démontrer le

TutoriMe 4.1. — Sous les hypothéses (4.0), (41), (4.2),
(4.3) les problémes (P) et (Pii) ont des solutions uniques (u, ¢)
et (un, ¢). De plus, on a dans L2(Q,) fort

lim ut = u
mu, =Du 1=1,...,n

et dans L2(Q,) fort

Im of = ¢
limoi =Dy 1=1,...,n

Démonstration. — Les espaces F, V, V,,, ?.
On prend F = (L¥(Q,)" x (L¥(Q))™"

Tout élément de F s’écrit:
(Uo; -y Uy o505 .-y ¥, .0l) 1=1,...,n
tout élément (u, ¢) de V peut étre identifié & I’élément
(u; ..., Du ...50;...,Dw,...)

(%) On sait que u, = (uf, ..., ui, ...); voir définition de H(Q; R,) dans le chap. 3.
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de F, par suite on peut identifier V avec un sous-espace
fermé de F. Par construction il en est de méme de V,,.
On pose

0 = (91)
DV, = D(L2)
et on prend
= (‘131 X %2) nV

Les opérateurs ppy et Tp.
On prend pour py, Popérateur identité du sous-espace V,,

dans F.
Soit maintenant (¢, $)eV; A la fonction ¢ (Resp. ¢).
Nous allons associer un élément

= (?{JL; ERX] q‘;n "')EH1<QI, Rh)
(Resp. g = (45 ..., $h, ...) = H(Qy; Ry).

On définit par prolongement la fonction ®p (voir définition
de = dans le chapitre 2) et, H étant un point de R;, on pose:

{@n(x) = ng(H) pour tout z e (C; H,)

(pour tout (C, H), qui ne coupe pas X.

Si (C, H), coupe X suivant XH, on pose

(4.5) &), [ do = [o 19.do.

On prend pour ¢} et pour ¢} les restrictions a 2, des fonctions
étagées @, et V.@,. On définirait de méme ¢, e H(Qy; R,).
Compte tenu de (4.5) et de I’égalité analogue pour §, on a:

C.Jg - Yondo=d. ELyq;kdo-

ou encore

(4.6) sC.‘/};L*(?g.dO'= d. ELY(‘V; do'
pour tout LL'= ¥ n (C, L),

par suite (s, Yx) € Vi on pose

"h_k(‘P> $) = (9n )
Vérification de Uhypothése K 1.1).

Supposons que
’I(uh’ Vh)m’nk < C.
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On a donec

uillinay + [lusllixay < C

<
Ywidlixay + [lodllixan < C.
Alors d’aprés le théoréme 5.2 du chapitre 3, il existe une sous-
suite ugy, u}, et un élément uX de H((Q,) tels que
hm u} = uX dans L2(Q,) faible
lim ul, = Du* dans L?(Q,) faible
(4.7) lim yu}' = ux  dans L2(2) faible.

et

On obtiendrait un résultat analogue pour oy,
Il est clair que I'espace des fonctions étagées sur les XL
est dense dans L2(X): si 0 est une telle fonction étagée on a

fz(c.yuﬁ —dyok).0do = %fm (c.yul — dyo¥)b do

et comme 0(z) est constante sur XL, on a en désignant cette
constante par O(L).

S (c.yub — d.yoh)8 do = 3 O(L) [, (c.yub— det) do

d’out compte tenu de (4.4)

S (cqut—d.yh)fids =0
pour toute 0 étagée sur les XL,
et par passage a la limite, en utilisant (4.7) et I’égalité
analogue pour ¢ il vient
c.yuX —d.yoX =0
et (uX, vX)eV C.Q.F.D.
4.4. — Approzimation mixte.

On considére toujours le probléme (P) exposé en 4.1 mais
on ne suppose plus que Q, est borné.

Définition des espaces V.
On donne un réseau R, (associé a () de maille
h= (..., hy ...) et on suppose que

(4.7) La famille (X, R,) est réguliére.
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On donne une famille de sous-espaces V,, fermés dans H!((),),
et satisfaisant a la propriété (de densité) suivante :

il existe une famille d’opérateurs linéaires r, de Q,
dans V, vérifiant

(4.8)

lim ||ry — ¢|la@y = 0 pour tout v e Q,

Pespace (, est un sous-espace donné, dense dans H(Q,). (En
pratique on construira les espaces V, & partir de N(k) éléments
linéairement indépendants de H((,); Au sujet des espaces
V., voir la méthode de Galerkin chapitre 2.)

Nous désignerons maintenant par V, le sous-espace fermé
des (un, ¢;) de HY(Q,; R,) X V, pour lesquels

jE.H c.yur do = fz‘:n d.vyy, da,
ou XH = X n (C, H),.
Pour (u, ¢) et (9, }) dans V,, on pose

an((u, 9), (9, Z‘.j;) a;u'y dr + f ayUPo dz
+ 2 Jo buDwD Y dz + [ byl da

La(9, ¢ ffqaodx—l—fgkl/dx

Les problémes approchés (Ph): Déterminer (u,, v,) dans V,
tel que

an((Uns 1) (95 §)) = La(9, ¢) pour tout (9, {) € V.

Nous avons le

et

TatorkME 4.2. — Sous les hypothéses (4.0), (4.7), (4.8) les
problémes (P) et (Ph) ont des solutions uniques (u, v) (un, ¢4);
De plus dans 12((;) fort

lim ut = u
lmu,=Du i=1...,n
et dans H1((),) fort

lim g, = o.

La démonstration de ce théoréme est semblable a celle du
théoréme 4.1. Nous ne la ferons pas.
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4.5. — Conséquences du second schéma :

On sait que tout probléme aux limites dans un ouvert
peut é&tre considéré comme un probléme de transmission:
Il suffit pour cela de partager arbitrairement Q en Q, et Q,
(et de prendre ¢ = d, voir espace V, n°® 4.1). On pourra ainsi
utiliser le second schéma d’approximation dans les exemples
survants :

Ezemple 4.1. — Q est un ouvert non borné: on partage alors
Q en Q, et Q,, Q, étant borné.

Exemple 4.2. — (Q est un ouvert borné. On peut partager
Q en Q, et Q,, ou {; est un ouvert de forme simple (pavé,
spheére...).

5. Problémes de type mélé d’ordre 2 m.

5.1. — Le probléme exact.

On donne un ouvert Q borné dans R” de frontiére [' régu-
licre. On désigne par [, une partie de [' et par [, le reste de
la frontiére. On prend pour V espace des u de H™(Q) pour
lesquels

(5.1) yu=0 surl}
(on rappelle que

.
YU = (YoUy - - - Ymal) OuYiu:Fu v=0,1, ..., m—1,
1

n désignant la normale intérieure a ['). Pour u et ¢ dans V on
pose

a(u, v) =X Qameu.]jT’; dz
et

L(v) = fg f.-vdx
%les a,, sont donnés dans L=(Q)
f est donnée dans L23(Q).
De plus, on fait hypothése (de V-ellipticité)
(5.2) ReZay,(7)E,5, > «2|E,|2 p.p. sur Q

ou &, eC, a = constante positive.
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Probléme exact (P): déterminer u dans V tel que
a(u, v) = L(v) pour tout ve V.

5.2. — Les problémes approchés.
On donne maintenant un réseau R, de maille

h= (..., h ...) (5.
Pour u et ¢ dans H™(Q, R,) on pose

(5.4) an(u, 9) = }J/Q apufv? dz
et Lu(s) = [, -7 da.

Les problémes approchés (Py) : déterminer u, dans V, tel que
an(up, v) = Lp(v) pour tout v e V,.
5.3. — Nous allons démontrer le

TatorkMe 5.1. — Sous Uhypothése (5.2) les problémes (P)
et (P,) ont des solutions uniques u et w, = (ub; ..., ubl...);

de plus, dans 1L3(Q) fort, on a:
lim v = u
Imu? =Dy O0<p<m
Démonstration. — Espaces F, V, V,; V: I’espace F est intro-

duit naturellement lors de la définition de H™(Q, R,): F est
de la forme

F = (L¥(Q))"

et on a défini V, comme un sous-espace fermé de F. Tout
élément u de V peut &tre i1dentifié a I’élément de F

(u; ..., DPu, ...)

donc on peut identifier V avec un sous-espace fermé de F.
On prend pour VU le sous-espace fermé des fonctions ¢ de D(L2),
nulles dans un voisinage de [};.

Les opérateurs p, et ry:
Nous prenons pour p, I'opérateur identité

Paln = U, pour tout u,e V,.

(®) On prend V, = {u,ju,e HYQ, R,), yul =0 sur T, |p|<<m} (5.3) yul =0
sur [';, |p| < m pour tout u,eV,.
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Soit ¢ €V, nous prolongeons ¢ par w¢ et nous définissons la
fonction étagée ¢, par

on(z) = ww(M) pour tout z e (C, M),,

pour tout M e R puisque ¢ est nulle dans un voisinage de I
il en est de méme, pour h « assez petit » des fonctions ¢, et
Vol < |pl <Km; Si nous désignons alors par ¢b et par ¢f
les restrictions & Q des fonctions ¢, et V?5,. Nous posons

— (ph-
= (vh; ..., 90 ...)
il est clair que

lim (|ry — ¢|lr = 0 pour tout v € V.

Vérification de Uhypothése K 1, 1.
On donne une suite u, et on suppose que

(5.5) ||uallixgy + 2l[udllixe) < C.

Alors compte tenu de (5.3) et de (5.5) on peut appliquer le
théoréme 4.1, chapitre 3; Par conséquent, il existe une sous-
suite u, et un élément uX de H™(Q) tels que

lim uf = uXx dans L2(Q) faible

lim uf = DPux dans L3(Q) faible 0 < |p| << m

(5.6)  YoDPux =0 surly pour|p|<<m—1.
Avec (5.6) 1l vient
ux =0 surl}

et uxeV (C.Q.F.D.).

Références. — Pour le cas du probléme de Dirichlet (I, = )
of. [14].

6. Probléme d’élasticité.

6.1. — Le probléme exact: On donne un ouvert  borné
dans R" de frontiére réguliere I'. On prend pour V Despace
des u= (..., uy ...)e(L*Q))" pour lesquels

wre Q) j k=1, ...,n
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On définit une norme (hilbertienne) dans V par
[lulle = Zljwixe) + Zllullixe

Pour u et ¢ dans V on pose

a(u, V) == %,m \/ﬂ‘) aj,,,,,,ujk.alm dx + )\2 ‘/;2 U;.Vi. dx

=
et L(s) = 3 [ .7, do
%les @jum sOnt données dans L2(Q); A >0

ou les f; sont données dans L2(Q).

On fait I’hypothése (de V-ellipticité) suivante:
(6.2) ReXajin()Ei- &im = a2|E4l2  p.p. sur Q
ou £, eC, a= constante positive.
Probléme (P). — Déterminer u = (..., u;, ...) dans V tel

que
a(u, v) = L(¢) pour tout ve V.

6.2. — Les problémes approchés.
On donne un réseau R, de maille h = (..., h; ...).

Espace V,: tout élément u;, de V, est de la forme
up=_(..,u...) i=1...,n

ou les u! sont des fonctions étagées, constantes sur tout
(C, M)nQ MeR,. On désigne par uw)* la fonction définie
sur Q de la maniére suivante : lorsque V jul(z) + V,u%(z) a un
sens, on pose :
1

(6.3) ui(@) = 5 (Vjul@) + Vi),
Dans le cas contraire, on pose: uj*(z) = 0.

Il est clair qu’on peut définir une norme (hilbertienne) sur
V, par

n n
leallon = 2 [fufffliney + 2 |lilliney
Jyk=1 i=1
Pour u, et ¢, dans V, on pose

an(Un, vp) = 2 fgajk,,,,u,{"f?{,"‘ dr + X2 fg ulo?t dz
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et
Lu(ow) = 3 [ f7! do
Les problémes (Py) : déterminer u, dans V, tel que
an(un, v5) = Lp(en) pour tout ¢, e V.
6.3. — Nous allons démontrer le

Tutorime 6.1. — Sous Uhypothése (6.2) les problémes (P)
et (P,) ont des solutions uniques

U= (o, uy...) e w=_ (..., u...).
De plus, dans 12(Q) fort, on a
Im u? =y =1, ..., n,
limulf =uvw* j, k=1, ..., n
Démonstration. — Les espaces F, V, V,, V.

Tout élément u = (..., ¥, ...) de V peut étre identifié
E\l .
T 7 N 7 A |
ou les w/* sont liés par (6.1). De méme, tout élément (..., ul,...)
de V, peut étre identifié a 'élément (..., ul, ...; ... uf’ .. .).
I1 est donc clair que les espaces V et V, peuvent étre identifiés
4 des sous-espaces fermés d’un espace F de la forme

F = (L2(Q)), v convenable.
Admettons un instant le

Lemme 6.1. — Le sous-espace (D(Q))"a V est dense dans V.
On prend alors

O = (DQ))"n V.

Les opérateurs p, et ry: puisque V, est un sous-espace de F
nous pouvons prendre pour p, 'opérateur identité:

Pty = u, pour tout u, e V.

Soit maintenant ¢ = (..., ¢, ...)e®T; A la fonction ¢,
nous associons la fonction étagée ¢*

ohz) = mo(M) pour tout z e (C, M),
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pour tout M e R, tel que (C, M) rencontre (. Si nous désignons
par ¢! les restrictions & Q des fonctions ¢!, nous posons

e = (..., 98 ...
On vérifie que
lim || — ¢y =0 i=1 ...,n
et que )
lim [|off — oMy =0 k=1 ...,n

ou ¢/* est défini par (6.1).
Vérification de Uhypothése K 1,1.
On donne u, dans V, et on suppose que
2 lui]lixe) + Zlfutllixg < C.

Il existe donc des sous-suites uff et u! et des éléments de
L2(Q), notés @ et @y tels que, dans L2(Q) faible

Iim u} = & v=1, ..., n,
limuff=ua, j,k=1...,n

Si maintenant on tient compte de la proposition 2,1, chapitre 3
et de (6.3) 1l vient

_ 1 .o - S
ujk:—2—<vjuk+ Vkuj) ],If—_—l, ceey N
et par suite (&, ..., @,) est dans V. (C.Q.F.D.).
Démonstration du lemme 6.1.
Soit u = (..., u ...)e V. On vérifie que
w12y 1o w12y
wdr, 2 dxy () + 2 vz, (%) 2 d; (w)-

— (Voir (6.1) pour la signification de u", ...).
Puisque les u;, u", u*, u* sont dans L2?(Q), nous avons
pour it =1, ..., n
u; € D'(Q)  (espace des distributions sur (2)

2
DU CH Q) k=1, ... n

0z, . 0,

(Pour la définition des espaces H™(Q), m <0, cf. Lions (2).)
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L’ouvert Q étant régulier, on sait que ces 2 relations entrainent
u; « HY(Q), i=1,...,n
et par conséquent (D(Q))"n V est dense dans V.

7. Un autre probléme aux limites.

71. — Le probléme exact.

On donne un ouvert Q borné dans R". On désigne par V
I’adhérence dans ’espace produit (H(Q2))" du sous-espace des
fonctions ¢ = (¢, ..., ¢, telles que

(7.1) J; € D(Q), espace des fonctions indéfiniment diffé-

rentiables réelles, & support compact dans Q.
et '

(7.2) 5‘, Di; =0 (ou divergence ¢ = 0).

i=1
Pour u et ¢ dans V on pose

(u, V)V = j2= (Diuj’ Divj)L'(Q)

i 1

1
et en posant llully = (u, u)¥v.

On définit une norme (hilbertienne) sur V; on donne mainte-
nant les fonctions réelles f;je L2(Q), j =1, ..., n et on pose

a(u’ V) = (u, V)V’
L) =3 Jof7 da.
Le probléme (P): déterminer v = (u;, ..., u,) dans V tel

que
a(u, v) = L(¢) pour tout ve V.

7.2. — Les problémes approchés :
On donne un réseau R; de maille h = (hy, ..., hy).

Notations. — On désigne par R} 'ensemble des nceuds M
de R, tels que
(7.3) (0, M + 6h) cQ

9=—1,0,+1, 1=1,...,n
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On désigne par (2} la réunion des pavés d’origine M dans R
Dans tout ce numéro l’opérateur V; sera défini par

1
Vaala) = - - (ule + ) —u(a)
(Padoption de cet opérateur dissymétrique nous facilitera
Iexposé!).
Désignons par V, ’espace des fonctions ¢, = (¢, ..., ¢%)
telles que

Les ¢! sont des fonctions réelles étagées (*) définies
(7.4) : )
sur Q et a support dans
et que
(7.5) 3 Vil =0 (°).

i=1
Pour u, et ¢, dans V, on pose

n

(uny ¥n)va =.Zl(viu5', Ve(Q)
LJ=
et
1/2.

|[unllvs = (un, ua)
Compte tenu de (7.4) et de la proposition 6.1, chapitre 3,
[|lur||lv, est une norme (hilbertienne) sur I’espace V,. On pose
ah(uIn Vh) = ‘(uh’ Oh)Vh
Lu(ow) = 3 [ fi} do
i=1
Les problémes approchés (P,): déterminer u,= (ul, ..., ul)
dans V, tel que

ah(uh, Vh) = Lh("h) pour tout ¢, € Vh'

TatoriME 7.3. — Les problémes (P) et (P,) ont des solutions
uniques = (..., Uy ...) et uy= (..., ul, ...); De plus,

nous avons dans L2(Q) fort:
lim V! =Dw; i,7=1,...,n

(?) Constantes sur chaque pavé d’origine un point du réseau.
(8) Lorsque ze&Q mais z 4 h;€Q il est naturel de poser Aut(z) = 0.
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DémonsTrRATION. — Espaces F, V, V, Q.
On prend
F = (L}Q))"

et on écrit tout élément u de F de la facon suivante
u= (..., u}...) 1=1,...,netj=1,...,n

On peut identifier ’espace V avec un sous-espace fermé de F :
en effet lorsque
i) 1l existe (uy, ..., u,) u;e HYQ), tel que

uwy=Duw =1 ...,n

n
) Yui=0
i=1
Iélément (..., u%, ...) de F peut étre identifié a I’élément

(ug, ..., u,) de V.

On 1dentifierait de méme V, avec un sous-espace fermé de F.

On prend
V= (DQ)" n V.

On sait que VU est dense dans V.

Les opérateurs py et ry.

On prend pour p, 'opérateur identité

Paltn = u;, pour tout u,e V.

Désignons par FMih (ou par FMi s’il n’y a pas d’ambiguité)
I'intersection du pavé (0, M), ayant pour origine le point
M= (..., mh, ...) avec le plan d’équation z; = m;h,. Soit
maintenant $ = (¢4, ..., $,) €V. On pose

(7.6) $i(@) = HM) pour z (0, M), n Q

pour tous les pavés (0, M) qui « coupent » Q

ou Y¥M) est défini par

(18)  PO) = 5 oy, i) dai®

/
avec i = (@y,y ooy Timgy, Mihyy Tigq, ..., Zn),
d.’):: = d.’L'l .« e dxi_l dxi+1 PR dx,,,

h,’ == hl “ e hi-—l‘hi+1 PR hn.

(°) Si une partie de FMi est extérieure & Q, on prend ¢; (z]) = 0 sur cette partie
ce qui est naturel puisque ¢, est nulle dans un voisinage de T'.
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I est clair que pour h assez petit les supports des fonctions
J? sont contenus dans Q}; pour montrer que (..., ¢, ...) est
dans V, 1l suffira donc de vérifier que:

S V=0

ou encore, en tenant compte de (7.6)

| 3 vdn =0
(7'9) )i=1
(pour tout M tel que (0, M) « coupe » Q.
Puisque ¢ est dans V on a:

2 Diq/i =0
et (en prolongeant, au besoin, les {; par 0 hors de (2)
‘/(0, M) ié) Di¢i d:l) = O-

Par une intégration en dz; il vient:

i§1 (-/;(M+hi)i qu d.’t: —./I;Mi Kl)i da:ﬁ) = (.
Ce qui s’écrit, compte tenu de (7.8)
3 (ki (M + k) — i) = 0
=1

n Jh _in
ou encore hy, ..., h, 3 $eM + h;L) ‘*l"l(M)___ 0

d’ou I'égalité cherchée (7.9).
On vérifierait que
lim Dl(‘l),,;:qu)j i,jzl, caey R
dans L2(Q) fort.
Vérification de Uhypothése K 1, i:
On suppose que ||uylv, est bornée, u, € V,, c’est-a-dire :

(7.10)

(7.11) 2 IVadlixg < G

»Jj=1

(C; = constante positive).
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Puisque les fonctions u} vérifient (7.4) et (7.11) on a, d’apres
la proposition 6.1, chapitre 3

(7.12) lwillxey <G j=1,...,n
(Ci = constante positive). A I'aide de (7.11) et de (7.12) on a

(7.13) 2 IVaillixg + (Uil <G+ C j=1,...,n

Les fonctions uj vérifient donc (7.4) et (7.13). Par conséquent
d’aprés le théoréme 4.1, chapitre 3, il existe des sous-suites
ut, V, ul et des éléments u; de Hy(Q) tels que (dans L2(Q) faible) :

Iim uf = i=1...,n
(7.14) lim Viu'} == Diaj.
Montrons maintenant que (..., %, ...) est dans V ou encore
que:
(7-15) 2 Diai = 0.

i=1

I1 est clair qu’a toute fonction réelle ¢ € L2(Q) on peut associer
une fonction étagée ¢, telle que

(7.16) lim ¢, = ¢ dans L2(Q) fort.
On a

n ” n
uk = Uk
‘/g;;él V.uk.o. dz %j(o,M)ng El Vuk.odx

et puisque ¢, est constante sur (0, M) n Q on obtient grice

a (7.5)

(7.17) Jo 3 Vo, dz = 0.
En passant a la limite dans (7.17) il vient avec (7.14) et (7.16)
f 2 Du;.odx =0
i=1

pour toute ¢ e L3(Q)

d’oti la relation cherchée (7.15) et par suite ’hypothése HIi est
vérifiée.



CHAPITRE V

LES PROBLEMES APPROCHES

1. Propriétés des matrices des problémes approchés.

1.1. — Formes sesquilinéaires sur CY: N = entier positif,
C corps des complexes. Soit A une matrice (N, N)

A =((ay), ayeC, i,j=1, ..., N.

S1 X=(Xt, ..., XYV) et Y=(Y, ..., YN) sont des éléments
de CY. On pose
(1.1) AX, Y) = 3 a,XY

BhJj=1

il est clair que (AX, Y) est une forme sesquilinéaire sur C¥;
remproquement toute forme sesqulhnealre sur CY peut etre
mise sous la forme (1.1). On sait d’autre part, que (AX, Y)
est hermitienne si et seulement si

aij == aﬁ.

DeriniTiON 1.1. — On dit qu’une forme hermitienne (AX, Y)
est positive si

(AX, X) >0 pour tout X  C~.

DérinitioNn 1.2. — Une forme hermitienne (AX, Y) est
définie positive si la relation X =0 entraine (AX, X)> 0.

Dérinition 1.3. — Une forme sesquilinéaire (AX, Y) est
dite elliptique st

(1.2) [(AX, X)| > a.||X|[# pour tout X e C.
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ol & = constante positive et ou

(1.3 X = 3 X,
DerinitioN 1.3". — Une matrice est dite elliptique su la forme

(AX, Y) est elliptique.

Prorosition 1.1. — St la matrice A est elliptique alors
lag) > a>0 pourtoutt =1, ..., N.
En effet, dans (1.2) il suffit de prendre X‘=1 et X/ =0
pour j =~ 1.

Prorosition 1.2. — Toute forme hermitienne et elliptique
est définie positive (2 un changement de signe pres!).
Tout d’abord la relation X =0 entraine
I(AX, X)| > af[X[F > 0

donc (AX, X) % 0. Montrons maintenant que (AX, X) garde
un signe constant: soient X et Y dans C¥ et supposons que

§ (AX, X) >0,

(1.4) J(AY. Y) < 0.

On a, A désignant un nombre réel
(AAX4Y), A X +Y) =2(AX, X)+ 2ARe(AX, Y) + (AY,Y)

en tenant compte de (1.4) il existe deux nombres réels distincts
A et A, tels que

AAX+Y), AX +Y) =0 i=1,2

et par suite

AX Y =0 i=1,2

d’ou, puisque A; 7~ Ay
X=0

ce qui est en contradiction avec (1.4). Par conséquent (AX, X)
garde un signe constant indépendant de X.

1.2. — Cas ou V, est un espace de dimension finie N(h).
Il s’agit essentiellement de I’approximation par la méthode
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de Galerkin (chap. 2) ou par la méthode variationnelle des
différences finies (chap. 4).

Nous savons (chap. 1 n° 4) que le probléme approché (P;) est
en fait un systéme de N(k) équations linéaires & N(h) inconnues.

N(h)
(15) 3 ujoulel ef) = Lulef) =1, ..., N
i=1
ou e, i =1,..., N(h) est une base de I’espace V, et ou les
inconnues u; sont les composantes de la solution « appro-
chée » u,
u, = Xulel.

DeriniTION 1.4. — La matrice
Ah = ((ah(e;n ej))) i7 ] = 1’ ey N(h)

est dite matrice du probléme approché.

DeérinttioN 1.5. — Les équations (1.5) sont dites équations
approchées.

L’espace V, étant de dimension finie N(k), on peut le
confondre avec C*"; les deux normes |Julv, et |juy|| = (2]u}|2)/2
sont équivalentes : c’est-a-dire qu’on a

0 <k <l < g, gl £ 0

[l

(les nombres k, et k, peuvent dépendre de h).
On a maintenant:

ah(uh, Vh) = (Ahum "h)
et compte tenu de ’hypothése de V,-ellipticité
|an(un, un)| > @.||wly, pour tout u,eV, >0

il vient
[(Anun, un)] = a.[|usl]y,
et, encore
|(Antan, wn)| = ahilunlf® k> 0

pour tout u,.
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On a donc démontré

Prorosition 1.6. — La matrice A, du probléme approché
(Py) est elliptique.

D’autre part, dans tous nos schémas d’approximation si
a(u, ¢) est hermitienne, a,(us, ¢,) I'est aussi d’ou la

Prorosition 1.7. — St a(u, ¢) est hermitienne et V-elliptique,
alors la matrice A, du probléme approché (P,) est hermitienne
définie positive.

2. Formation des équations approchées.

2.1. — Formation globale.

On connait la base ¢}, : =1, ... N(h) de V,. Il suffit donc
de calculer a(e}, e]) et L(ef). Il en sera ainsi lorsque les fonctions
el seront définies « globalement » dans Q (et non par un raccor-
dement de fonctions définies « localement »: voir exemples 3.1

et 3.2, chapitre 2).

2.2. — Formation progressive.

Nous étudions maintenant le cas ou les e sont définies
« localement » comme dans les exemples 3.1 et 3.2, de la
méthode de Galerkin (chap. 2) ou comme dans la méthode
variationnelle des différences finies. Nous allons exposer la
méthode de formation progressive des équations approchées
dans le cas des problémes de Neumann d’ordre 2 (voir chap. 4,
n° 2). Nous rappelons qu’on cherche u dans H'(Q) tel que

a(u, v) = L(v) pour tout ¢ € H}(Q)
ou
a(u, v) = 2]{; a;DuDy dz + /g ayus dz
et

L(s) = . {7 da.

On a défini un ensemble (fini) R} de points du réseau Ry;
puis & toute suite u;, définie sur R}, et & valeurs dans C on associe
(linéairement) les fonctions u} et u}; le probléme approché
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est alors: déterminer la suite u, telle que:
(2.1) an(un, 94) = La(vs) pour tout ¢, eV,
ou

an(up, 91) = 2 f a;,uipl dr + f aguloh d.
et

=fgf‘—":dx

il est clair que (2.1) peut s’écrire, en supprimant désormais

Uindice h
gzD(AB)()() 2R(B) #(B)

pour tout veV,

(2.2)

ou A, B e R} et ou D(A, B), R(B) ne dépendent ni de u ni de
. L’équation (2.2) est équivalente au systéme des équations
linéaires suivantes

2.3) Y. D(A, B) u(A) = R(B), A eR;
. X

B étant un point quelconque de Rj.
DériniTioN 2.1. — L’équation

SD(A, B)u(A) =R(B), A<Ri

est dite, équation approchée associée au point B de Rj.

Puisque les fonctions u' et uy sont définies « localement » a
partir de la suite u, il est naturel de faire intervenir les formes
suivantes

al(u, v) = 2 U dw —{—j

?o dx
Qno,M anco,m Ho%

et

L) = [ 0. P0 42 (-

ah(u, V) = %a}n‘(l% 0)
La(¢) = S L)

Il est clair que

(2.4)

(o la sommation a lieu pour les points M tels que le pavé

(%) On aurait pu prendre un autre pavé lié¢ & M au lieu de (0, M).
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(0, M) « coupe » Q i.e (0, M) n Q = g) et que a}(u, v) et L¥(p)

peuvent s’écrire
al(u, v) = Y DA, B) u(A) ¥(B), A, BeR;
A,B

22) ) 1) = SR¥(B) #(B), B<Rj

On a donc le résultat suivant
D(A, B) = Y D¥(A, B)
M

(2.6) R(B) =3 RYB)

(méme ensemble de sommation que dans (2.4)).

DeriniTioN 2.2. — Les éléments ap'(u, v), L}(v), D¥(A, B)
sont appelés respectivement forme sesquilinéaire partielle, forme
linéaire partielle et coefficient partiel.

Au point de vue programmation: Désignons par D(A, B)
et par R(B) les mémoires qui doivent contenir les nombres
D(A, B) et R(B); grice aux relations (2.6) on est conduit au
procédé de formation progressive des equatlons approchées :

Avant le bouclage (la variable étant le pavé (0, M) ou le
point M) on annule les mémoires D(A, B) et R(B).

Pendant le bouclage on ajoute au contenu de ces mémoires
les nombres DY(A, B) et R¥(B) définis par (2.5).

En Fin de bouclage (lorsque (0, M) a « couvert » Q) dans les
mémoires D(A, B) et R(B)il y a }, D¥(A, B) et 3} R¥(B) c’est-a-

M M

dire les nombres D(A, B) et R(B).

3. Forme des équations approchées.

3.1. — Considérons le probléme de Neumann suivant:
étant un ouvert borné dans R" de frontiére réguliére I', déter-
miner u dans H(Q) tel que

(3.1) Ei: -/;}a“Diu'ﬁz‘:dx‘*“/;u.adx:‘/g;f.gdx

pour tout ¢ € H}(Q)
ou

ay, < L°(Q),  fel¥Q)



APPROXIMATION VARIATIONNELLE DES PROBLEMES 435

et on suppose que

(3.2) ag(z) >a >0 pp.surQ i=1 ..., n
' ay(z) > a p.p. sur

Il s’agit donc d’un cas particulier ou la forme sesquilinéaire
a(u, ¢) (le premier membre de (3.1)) est hermitienne. Nous allons
étudier la forme des équations approchées pour les 4 types de
problémes approchés décrits dans le n® 2, chapitre 4.

3.2. — Premuer schéma d approzimation.
On pose pour A, B e R, (voir la définition de &}, au chapitre 4
n® 2).
QA,B)=Qn (0, A)n(C, B),
Q(A, Bi) = Qn (0, A) n (A, Bi).
(Voir les définitions des pavés (0, M), (C, M), (A, Mi) dans le
chapitre 3, n° 1.)
a(A, B) = mes. Q(A, B),
a(A, Bi) = mes. Q(A, Bi),
A, B) = [ a,)ds,
as(A, B) = fg (A, B)a, da.
Rappelons maintenant que M, désigne I’ensemble des
sommets du pavé (0, M) et que M;, 1 = [, ..., n, désigne ’en-

semble des points M tels que N, N 4 h; e M,.
On pose

n
M i =
a(u, v) = f a;uv' dz f LU.oPg dx
w (% 9) z‘l Qnon ¢ T Janow - %%

Rappelons que les fonctions étagées u,, v, sont constantes
sur tout (C, M) et que u' = V,u,, ' = V ¢, ; on vérifie alors que,

(3.3)

an(u, 9) = é AegMi au(M, A, w(A+ h;.zi_- u(A) 5(A+ h;zi— 5(A)
+ 3 a(M, A).u(A).5(A).

AeM,

Compte tenu de (3.2) les coefficients a(M, Ai), ao(M, A)
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sont positifs; on voit alors, sur (3.3) que les coefficients partiels
possédent les 3 propriétés suivantes :

1) seuls les coefficients du type
DM(A, A), D(A, A + &), D™(A + Ay, A)

ne sont pas (automatiquement) nuls.

i) les coefficients du type DY(A, A) (ou D™(A + h;, A + k) !)
sont positifs.

ut) par contre, les coefficients du type D™(A, A + h,) et
D™(A + h;, A) sont négatifs.

Les coefficients D(A, B) des équations approchées possédent
aussi ces propriétés (puisqu’on les obtient par sommation
des coeflicients partiels).

Cherchons maintenant la somme (par rapport a A) des
coeflicients D¥(A, B): il suffit pour cela de faire dans (3.3)

u(A) =1 pour tout AeM,
y(B) =1
et
9(P) =0 s1P==B pourtout AeM,.
On obtient
2, D™(A, B) = a,(M, B)

AEM,
donc

Y D™(A,B)>0
A€M,
et par suite

D¥(B, B) > XDY(A, B), AeM,, A =£B.
Par une sommation en M, il vient
D(B, B) > — XD(A, B), A =£B.

par conséquent, la matrice A est a diagonale dominante stricte.
En résumant les résultats du n° 3 et la proposition 1.7, il vient

le

TatoriME 3.1. — La matrice A, du probléme (P,) (1™ schéma
d’approzimation) posséde les propriétés suivantes:

1) elle est hermitienne définie positive;

2) elle est a diagonale dominante stricte;
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3) les coefficients non (automatiquement) nuls sont de la forme
D(A, A), DA,A+ k), DA + h, A) 1=1, ..., n;

4) les coefficients de la diagonale principale sont positifs, les
autres sont négatifs ou nuls.

D’apres la propriété 3) énoncée dans ce théoréme, dans une
équation approchée, 1l y a plus 2n + 1 coeflicients non nuls.

3.3. — Les 3 autres schémas d’approximation (voir chap. 4,
n® 24).

Considérons un pavé frontalier (0, M), (i.e ['n (0, M) 5~ 0).
On vérifie que la forme sesquilinéaire partielle a}(u, ¢) peut
s’écrire

a¥(u, 9) = 3 DY(A, B) u(A).7(B)
A, BeM,
ou les coefficients DM(A, A) sont positifs et ol en général

DA,B)£0 siA=#B, A,BeM,.

Si A et B sont des sommets d’'un méme pavé, le coefficient
D(A, B) est donc non nul en général : par conséquent, dans une
équation approchée il y a au plus 3" coefficients non nuls.
Compte tenu de ces résultats et de la proposition 1.7, il vient

le

TrtoriME 3.2. — La matrice A, du probléme (P,) (schémas
d’approzimations 2, 3 et 4) posséde les propriétés suivantes:

1) elle est hermitienne définie positive;
2) les coefficients non (automatiquement) nuls sont de la forme;
D(A, B) ot A et B sont des sommets d’'un méme pavé;

3) les coeffictents D(A, A) de la diagonale principale sont
posttifs.

Remarque 3.1. — On peut vérifier que A, n’est pas a diagonale
dominante et que les coefficients non situés sur la diagonale
principale sont de signe quelconque.

Remarque 3.2. — Supposons que le systéme des équations
linéaires approchées soit résolu par la méthode (itérative) de
Relaxation (cf. [18]). Pour les matrices A, décrites par le
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théoréme 3.1 la recherche du paramétre de relaxation opti-
mum est aisée; par contre, pour les matrices A, décrites par
le théoréme 3.2, nous ignorons comment définir le parameétre
optimum éventuel.

4. Programmation.

4.1. — Considérons le probléme de type mélé décrit au
chapitre 4, n® 5, c’est-a-dire le probléeme suivant: On donne
un ouvert Q) borné dans R" de frontiére réguliére [, on désigne
par ['; une partie de [' et par V le sous-espace des u < H™(Q)
tels que

yu=0 surl}.

On cherche u dans V tel que
EAaqu”uD"v dz = /;!fv dz pour tout v e V.

Nous allons étudier la formation d’un programme sur la réso-
lution approchée de ce probléme par la méthode variationnelle
des différences finies.

Ce programme est formé d’un programme principal qui
assure la liaison entre plusieurs sous-programmes (assemblés
séparément). Il y a:

4.2. — Les sous-programmes qui concernent les données
du probléme, a savoir:
1) les fonctions a,, et f;

2) les représentations locales de [' et de I[';. Par exemple
si Q est un cercle dans le plan et si [ a pour équation 22 + y2 =1,
le programme principal fera appel aux fonctions

y1=+\/1—w2, 371:—!—\/1*3/2,
n= Vi@, o= VI
4.3. — Les sous-programmes qui concernent ’approzimation,
a savoir:

1. Le sous-programme position ou (POSIT): il étudie la
position du pavé (0, M) par rapport a (: nous donnons a
POSIT les coordonnées de M et 1l restitue les éléments néces-
saires au calcul des coeflicients partiels. On pourra associer
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un POSIT a chaque type d’approximation; par exemple

POSIT 1: donne les mesures de (0, M) n Q.
POSIT 2: donne les coordonnées du barycentre de

0, M)nQ...

2. Le sous-programme de formation des équations (ou
FORMA). On pourra utiliser la formation progressive des
équations (voir n° 2) et associer un FORMA a chaque type
d’approximation.

3. Le sous-programme Accélération : il s’agit de rechercher
des parameétres d’accélération de la méthode itérative choisie.

4. Le sous-programme Résolution du systéme des équations
linéaires approchées.

5. Le sous-programme Sortie des résultats.

Remarque 4.1. — (Sur la comparaison des différentes
méthodes d’approximations pour un exemple donné). Il est
nécessaire de connaitre la solution exacte u. La solution appro-
chée u, (ou plus exactement p,u;, voir théorie générale chap. 1)
étant calculée, on demandera alors au sous-programme sortie
de calculer, par exemple, I’erreur relative dans L2(Q), (¢’est-a-
dire Perreur relative en moyenne quadratique).

Remarque 4.2. — Notre étude est limitée a la formation du
systéme approché (c’est a-dire a D’approximation). Pour la
résolution de ce systéme par des méthodes itératives cf. [18].

5. Exemple 1: (Un probléme de Neumann a un milieu).
5.1. — Désignons par Q le disque (de R2) de centre 1’origine
et de rayon 1 et par [' la frontiére de Q (). Considérons le
Probléme (P). — Déterminer u dans H(Q) tel que:
(5.1)
\ El fQ Du.Dy dx + fg u.vdr= _/Q f.Fdx—{—/[: g.vdo (12)
pour tout v € HY(Q)

(1) On n’a nullement tenu compte des symétries du cercle.
(13) Voir chap. 4 n° 8 les remarques sur la forme linéaire v — . g.v do.
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f et g sont deux fonctions continues données, do désigne 1’é1é-
ment d’aire sur ['. Il est clair que ce probléeme admet une solu-
tion unique u et que u vérifie (dans le sens faible)

—Au+ u ={f dans Q
(5.2) ou

8 sur [

On a commencé par se donner u et ensuite on a calculé f et g
a l'aide de (5.2). On a pris

u=uz; + z,

5.2. — Approximation: On donne le réseau R, de maille
uniforme A = 0,04. Nous rappelons que wu, désigne une suite
définie sur certains points du réseau. Puisque u est connu,
on peut calculer I’erreur relative suivante:

1/2

2 un(M) — u(M)]?
2 Ju(M)|2

ou =

le systéme linéaire est résolu par la méthode itérative de
Gauss-Seidel; le nombre d’itérations est désigné par N.

5.3. — Résultats : Le nombre de points est : 2601.

Deuziéme schéma (voir 2.4, chap. 4)

N 25 50 75 100

ou | 0,254 | 0,074 | 0,029 | 0,019

Troisiéme schéma:

N 25 50 75 100

du | 0,253 | 0,067 | 0,019 | 0,006
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6. Exemple 2: (Un probléme de transmission
ou un probléme de Neumann a deux milieux).

- 6.1. — Le probléme exact.

Désignons par I'; (Resp. [;) la circonférence (dans R2)
de centre l'origine et de rayon 1/2 (Resp. de rayon 1), par Q,
le disque de frontiére ['; et par Q, la couronne de frontiére [
et [,. Désignons par V le sous-espace fermé des u = (uy, uy)
de HY(Q,) x HY(Q,) tels que

Yu; = Yu, sur [}.

Considérons le

Probléme (P). — Déterminer u dans V tel que

g Jo.DanDy do + [ wipy do + g Jo 5D, . Dy do
+£’u252 dz =‘/élf151 + xp./g;’f‘zaz dx +./I“,g‘)2 do

pour tout ¢ = (¢, v5) eV

(6.1)

fi, fo et g sont des fonctions continues données.

Le probléme (P) a une solution unique u et on montre
(en utilisant la formule de Green dans (2, et dans Q,) que u
est solution (dans un sens faible) du

Probléme (P’). — Déterminer u, et u, tels que
(6.2) — Au; + u, =f; dans Q,
) — BAu, + u, = f; dans Q,
Yu; = Yu, sur [}
(6.3) Wi _ 5% e T
on, on, 2
(6.4) Wa _ g sur [y

on,

ou n;, 1t =1, 2 désigne la normale extérieure a la frontiére
de €. Ici aussi on a commencé par se donner la solution
u = (u;, u,) satisfaisant a (6.3), puis on a ensuite calculé
fi, fo» g & Paide de (6.2) et de (6.4). :

21
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On a pris
1
Uy (21, T) = (227 + 3a}) <5 —m>
us(®y, %) = 227 + 3.
6.2. — Approzimation: On prend un réseau R, de maille
uniforme h = 0,05. On désigne par R} I’ensemble des sommets
des pavés qui ont une intersection non vide ; ;_, ,. La solution

du probléme approché est formée de suites u; , définies sur R},
¢t =1, 2. On pose

S fua(M) — w(M)IF]
ou; = h % |ui(M)I2 1 =1,2.

Ic1 encore le systéme est résolu par la méthode de Gauss-

Seidel.

6.3. — Résultats: Le probléeme (P) a été considéré comme
un probléme de Neumann (4 2 milieux). Nous avons utilisé
le 3¢ schéma d’approximation (voir 2.4, chap. 4). Le nombre
des 1itérations est encore désigné par N.

N | 100 | 125 | 150 | 175 | 200

du; | 0,207 | 0,35 | 0,087 | 0,056 | 0,036

du, | 0,184 | 0,128 | 0,089 | 0,063 | 0,045

Essat réalisé sur IMB 704.
Nombre de points 1681.

-~ Durée (approximative) de 'essai: 19'30".
Durée de la formation du systéme : 212",
Durée de la résolution: 5” par itération.
Durée des calculs d’erreurs: 120"
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Remarque 6.1. — La décroissance réguliére des erreurs
relatives du; en fonction du nombre des itérations nous laisse
supposer que le systéme linéaire n’est pas encore résolu apres
200 itérations. Il faudrait donc soit faire plus d’itérations,
soit prendre une méthode plus rapide; notre choixdela méthode
de Gauss-Seidel s’explique par le fait que cette méthode est
facile & programmer et que nous avons pour but, non pas la
rapidité de la résolution mais U'étude de I'approximation (voir
Remarque 3.2 au sujet de la méthode de Relaxation).
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