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SOMMES DE DEDEKIND ELLIPTIQUES
ET FORMES DE JACOBI

par Abdelmejid BAYAD

0. Introduction et résultats.

B. Riemann, avant sa mort le 20 juillet 1866, avait confié ses manus-
crits à R. Dedekind. Parmi ceux-ci, il y avait deux notes qui traitaient de la
théorie des fonctions elliptiques de Jacobi. En s’appuyant sur ces deux pa-
piers, R. Dedekind avait publié une note [8], sur l’application de la méthode
de B. Riemann au problème de l’étude du comportement de la fonction eta

Il faut signaler qu’auparavant, Jacobi et Hermite ont déjà considéré cette
fonction dans leurs travaux. Mais c’est R. Dedekind qui l’a le plus étudiée
et elle porte, d’ailleurs, son nom. Plus particulièrement, en faisant agir le

groupe modulaire SL2 (Z) sur le demi-plan de Poincaré

par

Mots-clés : Sommes de Dedekind - Formes de Jacobi - Eta - Loi de réciprocité - Fonction
thêta - Fonction de Klein - Fonction de Weierstrass - Formule des résidus - Classes de

cohomologie.
Classification math. : llM36 - llF50 - 11F20 - llAl5 - 11G16 - 11F67 - 14K25 - 55N91
- 55N34.
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R. Dedekind montre que 7J satisfait l’équation fonctionnelle suivante, cf. [1,
Supplement to Chap 3] : pour c &#x3E; 0 on a

où l’on a posé

et

À partir de cette équation fonctionnelle, il déduit sa fameuse loi de

réciprocité suivante :

En outre, pour q entier fixé dans N*, on considère la fonction

En appliquant les techniques de la théorie de l’analyse de Fourier à cette
dernière fonction, on obtient alors

Ceci permet de réécrire la somme de Dedekind S(p, q) à l’aide de la fonction
cotangente

À partir de cette nouvelle formulation des sommes de Dedekind, D. Zagier
[34] en donne la généralisation suivante : étant donnés n ~-1 entiers naturels
non nuls p, al, ..., an et premiers deux à deux avec n pair, on pose

Puis, il donne une généralisation de la loi de réciprocité de Dedekind qui
s’énonce comme suit :
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où où i - 1, ... k, est le i-

ème polynôme élémentaire symétrique en ao,...,an et Lk le polynôme de
Hirzebruch [17] connu par les topologistes.

Il est important de signaler que les sommes de Dedekind ont plusieurs
applications dans divers domaines :

- lois de réciprocité quadratiques [271, le calcul du nombre des classes des
corps quadratiques et les fonctions L [28] ;
- l’étude du problème des nombres aléatoires (ou pseudo-aléatoires) [10],
la formule de partition de Hardy-Ramanujan [16], [31];
- la formule d’indice de Hirzebruch, évaluant la signature de certains
invariants d’homologie de variétés différentielles à l’aide de la fonction

cotangente. Cette formule est généralisée par Atiyah et Singer qui ont
trouvé une formule pour la signature équivariante, [2], [4], [17], [18], [19],
[32], [35]; Ù
- en géométrie algébrique (Théorème de Riemann-Roch) [3], [14], [15].

Pour plus d’informations sur les applications en théorie des nombres
se reporter au livre [20].

Par conséquent, il me paraît intéressant de donner et d’étudier un

analogue elliptique aux sommes de Dedekind classiques. C’est l’objectif de
ce papier et nous nous proposons de prouver une loi de réciprocité satisfaite
par ces nouvelles sommes.

D’une façon précise, soit L = [Wl, W2] un réseau complexe, où 
en est une base orientée i.e. Im W2 &#x3E; 0. On associe à L une forme de

W2

Jacobi étudiée dans [5] et [6], périodique de périodes L en la
seconde variable, et analytique en la première variable, normalisée par

= 1. À partir de cette forme nous construisons

des sommes de Dedekind multiples et nous étudions leurs propriétés.
Le résultat principal de ce travail est que ces sommes satisfont une loi
de réciprocité à la Dedekind. D’autre part, en les spécialisant en des
paramètres de points de 2-division, en la seconde variable p, du tore

complexe (C/L, on obtient les résultats de S. Egami [11]. En outre, lorsqu’on
fait tendre Im w1/w2 vers oo, on retrouve la loi de réciprocité de DedekindW2

satisfaite par les sommes multiples construites à l’aide de la fonction

cotangente, c’est le résultat principal de l’article de D. Zagier [34] .

Notre résultat est à rapprocher de celui de R. Sczech [32], qui à la
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place de la fonction cotangente utilise les séries d’Eisentein

où la sommation est celle d’Eisenstein et on considère la somme

et on montre que

La démonstration de cette identité se base sur la formule d’addition vérifiée

par la fonction zêta de Weierstrass. De cette loi de réciprocité R. Sczech

[32] déduit des applications concernant les travaux de Harder [14], [15] sur
certaines classes de cohomologie représentées par les séries d’Eisenstein.

Le plan de ce travail s’articule en trois parties : dans la première nous
exposons quelques préliminaires essentiels pour l’énoncé de nos résultats.
Dans la seconde partie, nous énonçons nos résultats, et leurs démonstrations
sont exposées dans la troisième partie. Un commentaire sera fourni à la fin
de cet article, pour signaler l’apparition naturelle de nouveaux invariants
"elliptiques", dans nos formules.

Je tiens à remercier Philippe Cassou-Noguès pour l’intérêt qu’il a
porté à ce travail et ses nombreuses remarques et suggestions qui m’ont été
profitables. Je remercie également le rapporteur pour ses commentaires et
critiques pertinentes.

1. Quelques préliminaires.

Soient E C3 , avec Im T &#x3E; 0. On pose qT = e21riT, qz = .27riz
L = [T, 1] et T W2 On définit le produit triple de Jacobi 0, par

qui peut être aussi défini par la série
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Pour cette équivalence on se réfère à [30, p. 17 et p. 69-71].
On introduit la fonction de Klein qui peut être définie par la

série

cf. [6].
Elle est plus communément décrite par le produit infini

où, écrivant z = al Wl + a2W2 avec al, a2 E R, on note z* = aiqi + a2172
pour 171 et q2 les périodes de "deuxième espèce" associées aux périodes de

"première espèce" Wl et (cf. [23]). L’application z - zz* et, donc d’après
(1.4), la fonction z H IC L (z) ne dépendent pas du choix de la base (wl, w2)
de L, telle que IM(WI/W2) &#x3E; 0.

Démonstration. - Se reporter à [6].
Comme l’application z H zz* ne dépend pas du choix de la base

(wl, w2) orientée de L, alors

LEMME 1.5. - La fonction J’CL (z) est homogène de degré 1 i.e.,

De plus, les fonctions X§L (z) et 0, (z) sont liées par la formule suivante :

LEMME 1.6. - Soit L = un réseau complexe, où &#x3E; 0.

On a 
,-,., ~ , , -

(voir (6, § 1 ) ).

D’autre part, on connaît l’action du groupe modulaire SL2 (Z) sur la
fonction Or. Plus précisément, on a

THÉORÈME 1.7 (Formule de transformation). - Pour tout (~~)
E SL2(Z), on a
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Démonstration. - Pour , on remarque que

Donc, [- , Par conséquent,

Par homogénéité, lemme 1.5, on obtient

et compte tenu des relations (1.5) et (1.8), on conclut que

Finalement le théorème 1.7 se déduit du lemme 1.6 et de la formule (1.9).
Maintenant, introduisons les formes de Jacobi DL (z; p) associées au réseau
L.

DÉFINITION 1.10. - Soit L = où &#x3E; 0. On définit

par

où l’on a posé Aussi, elle s’exprime d’une
manière équivalente à l’aide de ICL

Remarque 1.12. - Cette dernière formule permet de voir l’indépen-
dance de DL (z, cp) du choix de la base orientée de L et aussi son ho-
mogénéité de degré -1. _

Attention : Dans toute la suite, pour raison de simplicité, on ne
considère que le réseau L = [T, 1] et on notera cp) au lieu de DL (z, cp) .

La forme DT vérifie plusieurs propriétés intéressantes :
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PROPOSITION 1.13. - i) DT est périodique, en la seconde variable,
de périodes le réseau L et méromorphe en la première variable et vérifie
l’équation fonctionnelle suivante :

pour tout

Pour tout 1

(Produit fini) Pour

Démonstration. - Pour le i) se reporter à [6].
Démontrons le ii), soit (a d) E SL2 Z), on a

Grâce au théorème 1.7, on conclut que

est égale à

Puis, on utilise le fait que Im x = C, ce qui permet de finir la
démonstration de la proposition 1.13.

PROPOSITION 1.14 (Racine carrée tordue). - On a, pour tous

z, cp E C - L, la formule différence suivante :

OÙ est la fonction de Weierstrass définie par la série suivante :
r 1
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En effet, d’après ( 1.11 ) on peut écrire

D’après (1.1) et le théorème 2 §1 Chap 18 de [26], on déduit que

Remarque 1.15. - Lorsque p est un paramètre de point de 2-division
non nul du tore (C/L, on a, pour tout z E C - L, la formule racine carrée
suivante :

Ce résultat se déduit des propositions 1.13 et 1.14.

2. Énoncé des résultats.

Ce paragraphe contient les principaux résultats de ce travail. Étant
donnés n indéterminées a 1, a2,..., an non nulles premières deux à deux et
p entier &#x3E; 1 premier avec chaque ai, 1 ~ i ~ n, on introduit l’ensemble

et on définit la somme suivante :

On désigne par a1, ..., an; le coefficient de zn dans le développe-
ment de fonction de z, ou encore le

résidu en z = 0 de la fonction Alors ces

sommes satisfont la relation suivante :

THÉORÈME 2.2 (Loi de réciprocité). - Soient ao, al, a2, ..., an

entiers naturels non nuls et deux à deux premiers entre eux. Soit d un
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entier naturel diviseur de ao + ... + an. Alors, pour tout cp paramètre de
point de d-division non nul de on a

Une autre variante de ce théorème peut être énoncée comme suit :

THÉORÈME 2.2 BIS (Loi de réciprocité). - Soient ao, al, a2, ...,

an entiers naturels non nuls et deux à deux premiers entre eux. Soit d un
entier naturel diviseur de n + 1. Alors, pour tout ’P paramètre de point de
d-division non nul de CIL, on a

où est le résidu en z = 0 de la fonction

Par conséquent, d’après la remarque 1.15 , on a le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.3 . - Soient ao, al, a2, ..., an entiers naturels non

nuls et deux à deux premiers entre eux tel que ao +... + an est pair. Alors,
pour p = 2 paramètre de point de 2-division de C/L, le théorème 2.2 est
équivalent au théorème 1 de [11, ~3~.

En effet, d’après la remarque 1.15 on a l’égalité

Cette dernière fonction correspond exactement à la fonction 27rÍz)
considérée par S. Egami [11] pour obtenir son résultat principal [11, Th 1,
§3]. En effet, à partir du théorème 2.2, la définition 1.12 et la proposition
1.13 i), on obtient : Vz, p E C - L, on a

Comme la fonction DL (z, ~p) est homogène de degré - 1, alors la fonction
~o(-r, z), étudiée par S. Egami [11], est exactement égale à
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D’autre part, la quantité

correspond à la somme de Dedekind introduite par S. Egami [11] :

Une autre conséquence du théorème 2.2, réside dans le fait qu’on peut
retrouver la loi de réciprocité de Dedekind associée aux sommes multiples
classiques étudiées dans [34]. D’une manière précise, on a

COROLLAIRE 2.5. - Soient p, al, a2, ..., an entiers naturels non

nuls et deux à deux premiers entre eux. On suppose que p + al + ... -E- an

est pair. Alors, pour p = 2 paramètre de point de 2-division de (C/L, on a

Donc, à partir du corollaire 2.5, on peut donner des formulations
nouvelles des résultats de D. Zagier [34].

Démonstration. - En effet, pour z = 27ri (xi- + y), x, y E R on a

- ...." 
_ .

Grâce à la proposition 1.13 et au théorème 2.2, le corollaire 2.5 s’obtient

par passage à la limite, en faisant oo.

3. Démonstration des résultats.

Démontrons le théorème 2.2. On introduit la fonction suivante :

On sait, d’après la proposition 1.13, que fn est méromorphe par rapport
à z, doublement périodique par rapport à p dont l’ensemble des périodes
contient le réseau L. De plus, grâce à la proposition 1.13 on a
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Gomme p est un point de d-division et d divisant ao +... +an, alors le tacteur

exponentiel vaut +1. D’où la périodicité de fn en la deuxième variable dont
l’ensemble des périodes contient le réseau L. Donc, fn(7-, z, rp) est elliptique
par rapport à la deuxième variable. Par conséquent, la somme des résidus
de ln (T, z, en la deuxième variable, sur un domaine fondamental du tore
complexe (C/L vaut zéro.

Pour appliquer le théorème des résidus à cette fonction, considérons
le domaine fondamental {XT +;0.r,/l}. On a alors la formule de
résidus suivante :

LEMME 3.3. - Soient ao, al, ..., an entiers naturels non nuls et

premiers deux à deux. Soit d un diviseur de ao + ... + an. On a alors, pour
tout Sp paramètre de point de d-division non nul de C~/L :

Démonstration. - En effet, en zéro, le résidu de la fonction

fn(T, ., p) vaut Mn,r(ao; a1, ..., an; Précisons maintenant les autres pôles
et les résidus de fn(T, ., p) en ces pôles, ils sont représentés par

Comme a 1, a2,..., an sont premiers deux à deux, alors ces pôles sont simples
et le résidu de j J vaut

En effet,

et d’après la proposition 1.13, on obtient

En conclusion, la somme des résidus pour les pôles non nuls vaut
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et est égale à

En combinant 1.12, la proposition 1.13, la définition 2.1 et l’égalité 4.5, on
obtient le théorème 2.2.

La preuve du théorème 2.2 bis est similaire à celle du théorème 2.2,
il suffit de considérer j

Commentaire. - L’objet intéressant qui apparaît dans nos formules,
théorème 2.2, est al, ..., an ; (P) -

En effet, pour p = ~, Egami [11] a vérifié que 
est un polynôme symétrique en ao;al,...,an et nul lorsque n est impair.
Ce qui permet de l’écrire en fonction des po, pl, ..., Pn, où pi est le i-ème

polynôme symétrique élémentaire en aô,...,an. Plus précisément,

où, justement, Kn,T est un polynôme qui apparaît dans la théorie du genre
elliptique [19].
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