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SOMMES DE DEDEKIND ELLIPTIQUES
ET FORMES DE JACOBI

par Abdelmejid BAYAD

0. Introduction et résultats.

B. Riemann, avant sa mort le 20 juillet 1866, avait confié ses manus-
crits a R. Dedekind. Parmi ceux-ci, il y avait deux notes qui traitaient de la
théorie des fonctions elliptiques de Jacobi. En s’appuyant sur ces deux pa-
piers, R. Dedekind avait publié une note [8], sur Papplication de la méthode
de B. Riemann au probleme de I’étude du comportement de la fonction eta

1= .
(0.1) n(r) Z ¢ [ (1 —¢2), ot gr = €™, Im7 > 0.
n=1

Il faut signaler qu’auparavant, Jacobi et Hermite ont déja considéré cette
fonction dans leurs travaux. Mais c’est R. Dedekind qui I’a le plus étudiée
et elle porte, d’ailleurs, son nom. Plus particulierement, en faisant agir le
groupe modulaire SLy(Z) sur le demi-plan de Poincaré

Hd;n{TEC: ImT > 0}
par
a b at +b a b
(0.2) (c d>'T—cr+d’ V(C d)ESLg(Z),TE'H,
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30 ABDELMEJID BAYAD

R. Dedekind montre que 7 satisfait I’équation fonctionnelle suivante, cf. [1,
Supplement to Chap 3] : pour ¢ > 0 on a

1
(0.3) n (Z:IZ) = e(a,b,c,d) (”jd) ()
olt 'on a posé
(0.4) e(a,b,c,d) = emi( 555 —S(do)
et
(0.5)

=S (@) (¥)-w - {5704 22

A partir de cette équation fonctionnelle, il déduit sa fameuse loi de
réciprocité suivante :

2, 2
p’+q¢°+1 1
(0.6) S(p,q)+S(g,p) = ———-—12pq -7 pour p >0, ¢ >0 et (p,q) = 1.

En outre, pour ¢q entier fixé dans N*, on considere la fonction

(0.7) z ((%)) pour z € Z.

En appliquant les techniques de la théorie de I’analyse de Fourier a cette
derniere fonction, on obtient alors

x 1 q_l 62‘"‘;’c 1 2mikz
(08) ((5)) = EZ j + ‘2‘ e 9 cf. [13]
—e 4«

k=1
Ceci permet de réécrire la somme de Dedekind S(p, ¢) & 'aide de la fonction
cotangente

142 k Tk
0.9 S(p,q) = — cot [ — ) cot | — ) qge N*.
(09) (v 9) 4q Z ( q ) ( q > K

k=1
A partir de cette nouvelle formulation des sommes de Dedekind, D. Zagier

[34] en donne la généralisation suivante : étant donnés n+ 1 entiers naturels
non nuls p,aq, ..., a, et premiers deux a deux avec n pair, on pose

1223 rkay wka,
(0.10)  d(p;a1,...,an) =(-1)z2 = Z cot o ) cot o)

k=1
Puis, il donne une généralisation de la loi de réciprocité de Dedekind qui
s’énonce comme suit :

n
Zd(a]’;ao, .‘.,é,j, .,"an) =1=
—o

ln(a(), ceey an)
ag...an
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SOMMES DE DEDEKIND ELLIPTIQUES 31

ou ln(ao, .-, an) = Lg(p1,.,0x), kK = % ob p;, i = 1,..k, est le i-
éme polyndme élémentaire symétrique en ag,...,a, et Ly le polynéme de
Hirzebruch [17] connu par les topologistes.

Il est important de signaler que les sommes de Dedekind ont plusieurs
applications dans divers domaines :

- lois de réciprocité quadratiques [27], le calcul du nombre des classes des
corps quadratiques et les fonctions L [28];

— létude du probléme des nombres aléatoires (ou pseudo-aléatoires) [10],
la formule de partition de Hardy-Ramanujan [16], [31];

— la formule d’indice de Hirzebruch, évaluant la signature de certains
invariants d’homologie de variétés différentielles & 1'aide de la fonction
cotangente. Cette formule est généralisée par Atiyah et Singer qui ont
trouvé une formule pour la signature équivariante, [2], [4], [17], [18], [19],
32, [35];

— en géométrie algébrique (Théoréme de Riemann-Roch) [3], [14], [15].

Pour plus d’informations sur les applications en théorie des nombres
se reporter au livre [20].

Par conséquent, il me parait intéressant de donner et d’étudier un
analogue elliptique aux sommes de Dedekind classiques. C’est I'objectif de
ce papier et nous nous proposons de prouver une loi de réciprocité satisfaite
par ces nouvelles sommes.

D’une fagon précise, soit L = [wy, ws] un réseau complexe, out {wy, w2}
en est une base orientée ie. ImZ* > 0. On associe & L une forme de
Jacobi Dp(z;¢) étudiée dans [5] et [6], périodique de périodes L en la
seconde variable, et analytique en la premiére variable, normalisée par
lim,_ 2D, (2; ) = 1. A partir de cette forme D, (2; ) nous construisons
des sommes de Dedekind multiples et nous étudions leurs propriétés.
Le résultat principal de ce travail est que ces sommes satisfont une loi
de réciprocité a la Dedekind. D’autre part, en les spécialisant en des
parametres de points de 2-division, en la seconde variable ¢, du tore
complexe C/L, on obtient les résultats de S. Egami [11] . En outre, lorsqu’on
fait tendre Im% vers oo, on retrouve la loi de réciprocité de Dedekind
satisfaite par les sommes multiples construites & l'aide de la fonction
cotangente, c¢’est le résultat principal de larticle de D. Zagier [34] .

Notre résultat est & rapprocher de celui de R. Sczech [32], qui 4 la
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32 ABDELMEJID BAYAD

place de la fonction cotangente utilise les séries d’Eisentein

€

(0.12) Eix(z) = Z (w4 z) F|lw + z|~*
weL

L k=0,1,...
s=0

ou la sommation ). _; est celle d’Eisenstein et on considére la somme

(0.13) D(a,C)Zé > B (%) B (a_ck>

et on montre que
1

(0.14) D(a, ) + D(c, a) = 2iE5(0) Im (% +=+ 2) L c#£0
C

VYa,c € OLd;n {z € C|:rL C L}.

La démonstration de cette identité se base sur la formule d’addition vérifiée
par la fonction zéta de Weierstrass. De cette loi de réciprocité R. Sczech
[32] déduit des applications concernant les travaux de Harder [14], [15] sur
certaines classes de cohomologie représentées par les séries d’Eisenstein.

Le plan de ce travail s’articule en trois parties : dans la premiere nous
exposons quelques préliminaires essentiels pour 1’énoncé de nos résultats.
Dans la seconde partie, nous énongons nos résultats, et leurs démonstrations
sont exposées dans la troisieme partie. Un commentaire sera fourni a la fin
de cet article, pour signaler ’apparition naturelle de nouveaux invariants
“elliptiques”, M, r(ao; a1, ..., an;®), dans nos formules.

Je tiens a remercier Philippe Cassou-Nogues pour lintérét qu’il a
porté a ce travail et ses nombreuses remarques et suggestions qui m’ont été
profitables. Je remercie également le rapporteur pour ses commentaires et
critiques pertinentes.

1. Quelques préliminaires.

27iz
)

Soient (7,2,¢) € C3, avec Im7 > 0. On pose ¢, = €*™" ¢, = ¢
L =[r,1] et 7 = 3*. On définit le produit triple de Jacobi 6, par

(1.1) 0:(2) = qf(e2—62)H1—qr (1-gre’)(1 —gre™?)

n=1

qui peut étre aussi défini par la série

(1.2) 0:(2) % 3 (—1)ng M i)z,

neZ
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SOMMES DE DEDEKIND ELLIPTIQUES 33

Pour cette équivalence on se référe a [30, p. 17 et p. 69-71].

On introduit la fonction de Klein K (2) qui peut étre définie par la
série

(1.3)
271 dfn 2|wh|nlzm('r O -3 L1(n+3)? n+i
oK (z) g0 F L= S (-nred g,
n=1 nel 2
cf. [6].

Elle est plus communément décrite par le produit infini
* VA z z 2
(1.4) Kr(z) din o327 H (1 - Z)€7+%(7)
L€ L, L0

ou, écrivant z = ajw; + asws avec aj,as € R, on note z* = a;m + a2
pour 7 et 72 les périodes de “deuxiéme espéce” associées aux périodes de
“premiere espece” w; et wo (cf. [23]). L’application z — zz* et, donc d’apres
(1.4), 1a fonction z — K (2) ne dépendent pas du choix de la base (w1, w2)
de L, telle que Im(w; /wz) > 0.

Démonstration. — Se reporter & [6].

Comme Dapplication z — 2z* ne dépend pas du choix de la base
(w1, wq) orientée de L, alors

LEMME 1.5. — La fonction K (z) est homogéne de degré 1 i.e.,

’C,\L()\Z) = )\}CL(Z).

De plus, les fonctions K, (z) et 6, (z) sont liées par la formule suivante :

LEMME 1.6. —  Soit L = w1, ws| un réseau complexe, ou ImZL > 0.
On a

Im(z) .

w2 21wy [2Im (1) HT(u) . 2z

K == q;'“ U Sl — ,
L(2) omi q 6 (0) ou u o

(voir [6, §1]).

D’autre part, on connait ’action du groupe modulaire SLy(Z) sur la
fonction 6. Plus précisément, on a

THEOREME 1.7 (Formule de transformation). — Pour tout (*})
€ SL2(Z), on a

2
4 _ -1 . cz / 07'(2)
Vs (CT + d) = (er+d) " exp (m (CT + d)) 0?113 ©) 6.(0)

TOME 51 (2001) FASCICULE 1




34 ABDELMEJID BAYAD

Démonstration. — Pour (*%) € SLy(Z), on remarque que
(1.8) {T = d(ar +b) — b(cr +d);
1= ad—bc

Donc, [1,1] = [aT + b, cT + d]. Par conséquent,

z z
Kiazst (ﬂ) = Kiervartor+vers (ﬂ) '

Par homogénéité, lemme 1.5, on obtient

z —
Kiarts 1] ( ) = (CT + d) 1IC[a.‘r«l—b,c‘r%»d]('z)

crra \er+d
et compte tenu des relations (1.5) et (1.8), on conclut que

z

(1.9) Kazts ) (m) = (c7 + d) 7 K (2)-

-
cr¥d’

Finalement le théoréme 1.7 se déduit du lemme 1.6 et de la formule (1.9).
Maintenant, introduisons les formes de Jacobi Dy, (z; @) associées au réseau
L.

DEFINITION 1.10. — Soit L = [w1,ws] ol Im(£L) > 0. On définit
D.(z;¢) par
ori ™(ZZ) 0/ (0)6, (u + v)
Dp(z¢) = T=¢ 0™ T s 0eC—L
L(Z7 QO) ws qE OT(U)HT(’U) Z,p €

ot I'on a posé u = 2z v = 28y 1 = ¥ Auyssi, elle s’exprime d’une
wz 77 wa ’ wo ’
maniére équivalente a 'aide de K,

) Kr(z+¢)
1.11 Dy (z,p) = expmi(EL(z,9)). ——~——,
(111) L(er9) = expri(BL(2,0)) e G
ou
_ Im(zyp)
EL (Z, QO) - ImT .
Remarque 1.12. — Cette derniére formule permet de voir I'indépen-

dance de Dp(z,¢) du choix de la base orientée de L et aussi son ho-
mogénéité de degré -1.

Attention : Dans toute la suite, pour raison de simplicité, on ne
considere que le réseau L = [7,1] et on notera D, (z, ) au lieu de D (2, ¢).

La forme D, vérifie plusieurs propriétés intéressantes :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOMMES DE DEDEKIND ELLIPTIQUES 35

PROPOSITION 1.13. — i) D, est périodique, en la seconde variable,
de périodes le réseau L et méromorphe en la premiére variable et vérifie
Péquation fonctionnelle suivante :

D.(z+ p,p) = exp(2miEL(p, ¢))D-(2,¢) pour tout p € L.

ii) Pour tout (*") € SL2(Z), on a

z P
DaT —_—, = (2; .
et (cr+d’ c7'+d> (o7 + d)Dr(2;¢)

iii) (Produit fini) Pour z,p € C— L, on a

1 1
me (e -ah)
D:(z,¢) = 2miq™ — — T —
cEmIcE)
1 (11— a")2(1 - ¢7qerp)(1 — gz},

aor (1= arg)(1 - qraz ) (1 — qrgp)(1 - qPgp )

Démonstration. — Pour le i) se reporter & [6].
Démontrons le ii), soit (*) € SL2(Z), on a

Im (c-r+d)

1 z (2 C"l'"d I—?T;‘p? Z‘:"'b (O)OGT'H’ (cr+d)
cr+d

2w CT-{-d;C’T—f—d — 4

0 g:is ( CT+d)92:is ( c‘r+d) .

Grace au théoréme 1.7, on conclut que

1 D z
omi eti\er+d er+d
est égale a
1 Im(p(ct+d))

ct+d Im(7T)

qz exp Tic [

(2 +9)? =22 — p*107(0)8-(z + )

cer+d ] 0.(2)0-(p)
Puis, on utilise le fait que Imx = %@,x € C, ce qui permet de finir la
démonstration de la proposition 1.13.

ProprosSITION 1.14 (Racine carrée tordue). — On a, pour tous
z,pp € C — L, la formule différence suivante :

pL(2) — pr(v) = D+(2,90) D7 (2, —p),

ott pr(2) est la fonction de Weierstrass définie par la série suivante :
1 Z 1 1
2 + [—— - —] .
2 2 2
25 Enio (z-1) !

TOME 51 (2001) FASCICULE 1



36 ABDELMEJID BAYAD

En effet, d’aprés (1.11) on peut écrire
Kr(z+¢)
Kr(2)KL(p)

expmi(Er(z, —so)),c—fégz,c—;(‘f—%

_ Kilz+y) Ki(z—¢)
- Ki(2)Ki(p) Kr(2)Ke(—p)
Ki(z+ 9)Kiu(z - o)
Kr(2)?Kr(p)?
D’apres (1.1) et le théoréme 2 §1 Chap 18 de [26], on déduit que

D (2,¢) D7 (2, —p) = pr(2) — pL(p).

D:(2,¢)Dr(2,—¢) = expmi(EL(z,¢))

Remarque 1.15. — Lorsque ¢ est un parametre de point de 2-division
non nul du tore C/L, on a, pour tout z € C — L, la formule racine carrée
suivante :

pL(2) — pr(p) = Dr(z,¢)%.
Ce résultat se déduit des propositions 1.13 et 1.14.

2. Enoncé des résultats.

Ce paragraphe contient les principaux résultats de ce travail. Etant
donnés n indéterminées aq, as,..., a, non nulles premieéres deux & deux et
p entier > 1 premier avec chaque a;, 1 <1 < n, on introduit ’ensemble

E, = {z7 +y,(z,y) # (0,0),0<z,y <p-1}
et on définit la somme suivante :
(2.1)

d-(p;a1, ..., an; p) dfn Z exp(2miEL(w, ¢))D, (a;w,w)...DT(a—;E;¢).
weE,

On désigne par M, -(p; a1, ..., an; @) le coefficient de 2™ dans le développe-
ment de 2" D, (pz;¢) [11_, Dr (axz; ) en fonction de z, ou encore le
résidu en z = 0 de la fonction D, (pz;¢) [Ir—; Dr (axz; ). Alors ces
sommes satisfont la relation suivante :

THEOREME 2.2 (Loi de réciprocité). —  Soient ag, a1, ag, ..., an
entiers naturels non nuls et deux & deux premiers entre eux. Soit d un

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOMMES DE DEDEKIND ELLIPTIQUES 37

entier naturel diviseur de ag + ... + a,. Alors, pour tout ¢ paramétre de
point de d-division non nul de C/L, on a

n
E dr(Ak;Q0, o, Ak—1, Qkt1, oy Qn} P) = — n,7 (003 Q1,5 -oes Qn3 ).
k=0

Une autre variante de ce théoréme peut étre énoncée comme suit :

THEOREME 2.2 BIS (Loi de réciprocité). — Soient ag, ai, az, ...,
a, entiers naturels non nuls et deux a deux premiers entre eux. Soit d un
entier naturel diviseur de n + 1. Alors, pour tout ¢ paramétre de point de
d-division non nul de C/L, on a

n
(p ~

E d, (ak§a07-~-aak—17ak+l’~~aan§a_ = —Mp ;(ao; ay, -, an; )
k

k=0

ol ]\;In,T(ao; ai,...,Gn; @) est le résidu en z = 0 de la fonction
n
H D, (akz; ﬁ) .
ak
k=0
Par conséquent, d’apres la remarque 1.15 , on a le résultat suivant :

COROLLAIRE 2.3 . — Soient ag, a1, a2, ..., a, entiers naturels non
nuls et deux a deux premiers entre eux tel que ag + ... + a,, est pair. Alors,
pour ¢ = % paramétre de point de 2-division de C/L, le théoréme 2.2 est
équivalent au théoréme 1 de [11, §3].

En effet, d’apres la remarque 1.15 on a 1’égalité

D, (z; %) =1/pL(2) — pr(3).

Cette derniére fonction correspond exactement a la fonction 27wip(r, 2miz)
considérée par S. Egami [11] pour obtenir son résultat principal [11, Th 1,
§3]. En effet, & partir du théoréme 2.2, la définition 1.12 et la proposition
1.13 i), on obtient : V2,0 € C— L, on a

1 1
(24) D (z 1) _ e tet rp (L-a) (L +ate.) (1+g7a; ")
. T a2 -

1 1

¢? — g% o (L—ara:) (1—qras!) (1+2)*
Comme la fonction Dp(z,¢) est homogene de degré -1, alors la fonction
(T, 2), étudiée par S. Egami [11], est exactement égale a

1 1
—D ( i ):Dg,riL(Z,Wi).

omi T\ 2mi’ 2

TOME 51 (2001) FASCICULE 1



38 ABDELMEJID BAYAD

D’autre part, la quantité
P 1
—_—'dr ) yereyUny 5
g (o0 3)
correspond & la somme de Dedekind introduite par S. Egami [11] :
DT(p7 A1y --ey an)‘

Une autre conséquence du théoréme 2.2, réside dans le fait qu’on peut
retrouver la loi de réciprocité de Dedekind associée aux sommes multiples
classiques étudiées dans [34]. D’une maniére précise, on a

COROLLAIRE 2.5. — Soient p, a1, ag, ..., a, entiers naturels non
nuls et deux a deux premiers entre eux. On suppose que p + a1 + ... + ap,
est pair. Alors, pour ¢ = % parameétre de point de 2-division de C/L, on a

p—1

k ka, 1
E cot(7r ! ...cot an) _ P lim d,|p;a1,...,0k,...,0n; =
P P P 7™ Im(1)—o0 2

p—1
n a1t1, 4 [ent
+ (~1)FHp Y (1) TS,
t=1

Donc, & partir du corollaire 2.5, on peut donner des formulations
nouvelles des résultats de D. Zagier [34].

Démonstration. — En effet, pour z = 2mi(z7 +y), z,y € Ron a

{ L—1)i+el siggz

l' D . 1) =
im amir (2, 1) %Cot(ﬂy) si z € Z.

Im(7)—o00
Grace a la proposition 1.13 et au théoreme 2.2, le corollaire 2.5 s’obtient
par passage & la limite, en faisant Im(7) — oo.

3. Démonstration des résultats.

Démontrons le théoréme 2.2. On introduit la fonction suivante :
n
(3.1) fa(r,2,0) = [ [ Drlarz; o).
k=0

On sait, d’apres la proposition 1.13, que f, est méromorphe par rapport
a z, doublement périodique par rapport a ¢ dont ’ensemble des périodes
contient le réseau L. De plus, grace a la proposition 1.13 on a

(3:2) fu(r,2+p,0) = exp (2miEL(p, (a0 + -.. + an)9)) fn(T, 2,9),Vp € L.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SOMMES DE DEDEKIND ELLIPTIQUES 39

Comme ¢ est un point de d-division et d divisant ag+...+a,, alors le facteur
exponentiel vaut +1. D’ou la périodicité de f, en la deuxieme variable dont
P’ensemble des périodes contient le réseau L. Donc, f,(7, 2, ¢) est elliptique
par rapport a la deuxiéme variable. Par conséquent, la somme des résidus
de fn(7, 2, @), en la deuxiéme variable, sur un domaine fondamental du tore
complexe C/L vaut zéro.

Pour appliquer le théoreme des résidus a cette fonction, considérons
le domaine fondamental {z7 + y;0 < z,y < 1}. On a alors la formule de
résidus suivante :

LEMME 3.3. — Soient ag, ai, ..., a, entiers naturels non nuls et
premiers deux a deux. Soit d un diviseur de ag + ... + a,,. On a alors, pour
tout ¢ parameétre de point de d-division non nul de C/L :

Z Z REan(T, 2, So)lz:a(k,z,y) = —Res f‘n(Ta 2, (P)’zzo

k=0 a:r—}—yEEak

ot a(k,z,y) = ‘T—T—ﬂk 0,.

Démonstration. — En effet, en zéro, le résidu de la fonction
fu (T, ., ) vaut My, -(ag; ai, ..., an; ). Précisons maintenant les autres pdles
et les résidus de f,,(7,., @) en ces poles, ils sont représentés par

(3.4) Zp = aﬁ’ oup € {z7 +y,(z,y) # (0,0),0 < z,y < ar — 1}.
k

Comme a;, as,..., a, sont premiers deux a deux, alors ces poles sont simples
et le résidu de f,.(7,2,¢) en 2z, = ;1% vaut

1 — _ — n
_expﬂ(w) T D-(ajz59).
ak ImT 4

J=0,j#k

En effet,

Res D, (ax2,0)s=afies) = 5= Res D (9)zmarsy
et d’apres la proposition 1.13, on obtient

Res D (ak2, )| o=a(k,a,y) = ;1; exp (2miEL(p, @)) -

En conclusion, la somme des résidus pour les poles non nuls vaut

(3.5) Zai Z%exp,r«w pw) 1 D( ,¢>

Jj=0,j#k
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40 ABDELMEJID BAYAD

et est égale &
—Mn,r(ao;ah ey Q3 ).

En combinant 1.12, la proposition 1.13, la définition 2.1 et ’égalité 4.5, on
obtient le théoréme 2.2.

La preuve du théoréme 2.2 bis est similaire a celle du théoréme 2.2,
il suffit de considérer f, (7, z,¢) = [1r—o Dr <ak2' 5’—) .

’ak

Commentaire. — L’objet intéressant qui apparait dans nos formules,
théoréme 2.2, est M, ,(ag; a1, ..., an; ¥).

En effet, pour ¢ = %, Egami [11] a vérifié que M, (ao; a1, ..., an; %)
est un polynéme symétrique en ag;ai,...,a, et nul lorsque n est impair.
Ce qui permet de I’écrire en fonction des py, pi,-...,Pn, OU p; est le i-éme
polyndéme symétrique élémentaire en a?,...,a2. Plus précisément,

1
Mn,T (G,(); A1y ooy An; _> = K’nﬂ'(po’pl’ ’pn)

2

o, justement, K, ; est un polyndme qui apparait dans la théorie du genre
elliptique [19].
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