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SINGULARITES GENERIQUES DES VARIETES
DE SCHUBERT COVEXILLAIRES

par Aurélie CORTEZ

1. Introduction.

Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique arbitraire.
On considére dans GL,(K), le sous-groupe de Borel B des matrices tri-
angulaires supérieures. On va s’intéresser aux variétés de Schubert dans
la variété de drapeaux GL,(K)/B, paramétrées par le groupe symétrique
d’ordre n, noté &,,.

D’apres [7], la variété de Schubert X, associée a la permutation w
de &,, est singuliere si et seulement s’il existe des entiers i < j < k < [
dans [1,n] vérifiant : w(k) < w(l) < w(i) < w(j) - on dira alors que w
contient une configuration (3412) - , ou bien w(l) < w(j) < w(k) < w(7)
- configuration (4231). On appellera covexillaires les permutations qui ne
contiennent pas de configuration (3412); w est covexillaire si et seulement
si wwy est vexillaire au sens de Lascoux et Schiitzenberger.

L’objet de ce travail est de décrire le lieu singulier et les singula-
rités génériques des variétés de Schubert covexillaires, généralisant le cas
grassmannien, traité dans [1]. On montre que les composantes irréductibles
du lieu singulier sont paramétrées par certains des points coessentiels de la

Mots-clés : Variétés de Schubert — Permutations vexillaires — Singularités génériques —
Lieux singuliers.
Classification math. : 14M15 — 20F55.



376 AURELIE CORTEZ

permutation — que ’on appellera bien bordés — et ’'on en donne une descrip-
tion explicite. Cette description du lieu singulier des variétés de Schubert
covexillaires était implicitement contenue dans [8], ot Lascoux décrit une
méthode de calcul des polynémes de Kazhdan-Lusztig pour les variétés de
Schubert covexillaires (Lascoux les appelle “vexillaires” car nos paramétri-
sations des variétés de Schubert different d’un facteur wo & droite). En
particulier, ceci met en évidence les composantes irréductibles du lieu des
points non rationnellement lisses d’une variété de Schubert covexillaire, qui
sont exactement celles du lieu singulier d’apres [2].

On donne ici une démonstration géométrique du résultat. De plus,
on décrit la singularité le long de chaque composante du lieu singulier;
ce sont les singularités génériques mentionnées dans le titre. Comme les
résultats de [8] le suggéraient, il s’avere que ces singularités génériques sont
les mémes que dans le cas grassmannien. En revanche, d’autres types de
singularité apparaissent lorsque ’on ne suppose plus la variété covexillaire
(cf. [1], 4.6).

Alain Lascoux a eu la gentillesse de me consacrer du temps pour
m’expliquer sa méthode de calcul des polynémes de Kazhdan-Lusztig dans
le cas vexillaire, je I’en remercie chaleureusement. Je remercie également
le ou les rapporteur(s), d’'une part pour une suggestion qui m’a permis
d’obtenir un énoncé plus précis du théoreme 3.6, d’autre part pour la preuve
du lemme 3.5. Enfin, je tiens a remercier Michel Brion pour l'intérét qu’il
a porté & mon travail.

2. Préliminaires.

2.1. Notations.

K est un corps algébriquement clos de caractéristique arbitraire,
{e1,...,en} est la base canonique de K", GL,, = GL,(K), B est le sous-
groupe de Borel des matrices triangulaires supérieures, U est le radical
unipotent de B et U~ est le radical unipotent du groupe des matrices
triangulaires inférieures, T est le tore maximal des matrices diagonales
dans GL,,.

On note &,, le groupe symétrique d’ordre n. Pour w € G,,, on note e,,
le point wB de GL,,/B, Cy, = Be,, la cellule de Schubert, et X, = Cy, la
variété de Schubert associés. On note également ¢(w) le nombre d’inversions
de w. On rappelle que 'on a £(w) = dim X,,. On note wo I’élément de plus
grande longueur dans G,,.
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SINGULARITES GENERIQUES DES VARIETES DE SCHUBERT COVEXILLAIRES377

La variété des drapeaux GL, /B, sera aussi notée Fi(n). On notera
K®* = K! C --- C K" le drapeau standard dans Fl(n), correspondant au
sous-groupe de Borel B. Pour g € GL,, on notera indifféremment gK® ou
V, le drapeau associé. Pour toute suite finie d’entiers 1 < d; < -+ < dy <n,
on notera Fl(dy,...,dg;n) la variété des drapeaux partiels de dimensions
di,...,d; dans K". Pour p < n, on notera Grp(n) la grassmannienne des
sous-espaces de dimension p dans K™.

2.2. Lieu singulier, singularités génériques.

Le lieu singulier de la variété de Schubert X,, est un fermé B-stable,
il est donc réunion de variétés de Schubert. Ses composantes irréductibles
sont données par les permutations maximales v telles que le point e, soit
un point singulier de X,,.

Etant donné v < w, Pensemble v(U™)e,NX, est le voisinage standard
de e, dans X,,. D’apres la décomposition de Bruhat, il est isomorphe au
produit Cyy X Ny 0t Ny oy = [0(U7) NUJe, N Xy (cf. [6], Lemma A4).
La cellule de Schubert C,, étant un espace affine, on a en fait : X, est une
composante irréductible du lieu singulier de X, si et seulement si Nv,w a
e, pour unique point singulier. Ce sont les singularités génériques que 1’'on
va décrire.

2.3. L’ordre de Bruhat-Chevalley.
2.3.1. Le point de vue classique.

L’inclusion des variétés de Schubert induit un ordre partiel sur le
groupe symétrique, appelé ordre de Bruhat-Chevalley : pour v,w € &,,, v <
w <— X, CX,.

L’ordre de Bruhat-Chevalley sur le groupe symétrique est également

décrit de la maniere suivante (cf. [11], Prop. 2.1.11) : notant v = (vy,...,v,)
et w = (wy,...,wy), v < w sl et seulement si pour tout k, notant v; <
s < v et w) < --- < wy les suites (vy,...,vx) et (wn,. .., w) réordonnées

en suites croissantes, on a v; < w] pour tout ! < k.

Une troisiéme caractérisation de l'ordre de Bruhat-Chevalley nous
sera utile. Elle fait intervenir la fonction rang associée & une permutation :
pour w € &, et (p,q) € [1,n]?, on définit

Tw(Pq) =#{m | m<p et w(m)<q}.

On a alors le lemme suivant (cf. [11], Prop. 2.1.12),

TOME 51 (2001), FASCICULE 2



378 AURELIE CORTEZ
LEMME 2.1.— Pourv,w € &,

v<w < ro(p,q) =T0(pq) Y(p,q) € [1,n]%

2.3.2. Une nouvelle approche : les corectrices.

A. Lascoux et M.P. Schiitzenberger ont introduit une nouvelle ap-
proche de lordre de Bruhat-Chevalley sur le groupe symétrique, en défi-
nissant les rectrices d’une permutation (cf [10]). Ici, il est plus commode
d’envisager une notion duale, et nous parlerons des corectrices d’une per-
mutation.

On appelle cograssmanniennes les permutations n’ayant qu’une montée,
et cobigrassmanniennes les permutations cograssmanniennes dont l'inverse
est aussi cograssmannienne. Une cobigrassmannienne v est de la forme :

v(#) =n+1—1ipour 1 < i< ng,

v(i) =n+1—ng —ipour ng+1<i<ng+n,

v(@) =n+1+mny —ipour ng +n1 + 1 <i <ng+ ny + ng,
y(i)=m+1—ipourng+mn;+n2+1<i<n

(on coupe (n,n —1,...,1) en quatre blocs et on permute les deux blocs
médians). Une cobigrassmannienne est ainsi déterminée par le quadruplet
d’entiers (ng,n1,n2,n3) (ot n3 = n—ng—n3 —nz), la donnée des cardinaux
des quatre blocs, avec ng,n3 € N et n;,ny € N*. En termes de graphe, les
cobigrassmanniennes sont de la forme suivante :

Un (45 N9 ns
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SINGULARITES GENERIQUES DES VARIETES DE SCHUBERT COVEXILLAIRES 379

On dispose alors d’un critére simple pour comparer une permutation
arbitraire et une cobigrassmannienne : pour w € G, et ¢ la cobigrassman-
nienne définie par le quadruplet (ng,n1,n2,7n3), on a w < ¢ si et seulement
si ensemble w([1,ng + n1]) N [1,n1 + n3] contient au moins n; éléments.

Il est encore plus simple de comparer deux cobigrassmanniennes : si ¢
et ¢’ sont les cobigrassmanniennes associées respectivement (no,n1,n2,n3)

/
. . Jno<sn
et (ng,n},n,,ns), alors on a ¢ < ¢ si et seulement si S0 e
ng < Ny
ny = nj
ng > nh -

Les cobigrassmanniennes permettent de décrire I’ordre de Bruhat-
Chevalley de la facon suivante : notant C ’ensemble des cobigrassman-
niennes, on considere l’ensemble des parties de C muni de l'ordre in-
verse de linclusion, c’est-a-dire A < B si A O B. Alors I'application
S, — 2€ induit un isomorphisme d’ensembles ordonnés de &,
w—{ceC|w<c}
sur son image. Etant donnée une permutation w de &, les éléments mi-
nimaux de {c € C | w < ¢} sont appelés corectrices de w; d’aprés ce qui
précede, leur donnée détermine entierement w.

Pour les décrire explicitement, introduisons I’ensemble coessentiel de
w, dual de I’ensemble essentiel défini par Fulton (cf. [4]) :

(p—1) <qg<uw(p) }

Coess(w) = {(Pa q) € [1,n] Z—l(q) <p—1l<w(g+1)

Cet ensemble parametre les corectrices de w. La corectrice associée au
point coessentiel (p,q) de w, notée c, 4, est donnée par son quadruplet
(ng,n1,n2,n3) comme suit :

X
no = #{m < p | w(m) > ¢} X o | o, "2 X
m=#{m<plwm)<qt 9 |X °
ny = #{m > p | w(m) > ¢} X

nq X
ng = #{m > p | w(m) < g} x L
X
p

TOME 51 (2001), FASCICULE 2



380 AURELIE CORTEZ

D&FINITION 2.2.— Soit <y une cobigrassmannienne de quadruplet
(no,n1,n2,n3). On dit que v est itérable si on a ng,n3 > 1, et on définit
alors I'itérée y! de ~y par son quadruplet (ng — 1,n1 + 1,ng + 1,n3 — 1).

Elle vérifie 'inégalité v! < .
2.4. Description des variétés de Schubert.

Explicitement, la variété de Schubert X,, est ’ensemble des drapeaux
complets V* de K" qui vérifient les relations d’incidence suivantes : pour

(p,q) € [1,n)?,

dim(V? NK?) > 7 (p, q),
ol 7, désigne la fonction de rang associée & la permutation w. Les points
coessentiels de w fournissent un ensemble minimal de relations d’incidence

pour X,, : les relations dim(V?~1NKY) > r,(p—1, q) pour (p,q) € Coess(w)
sont indépendantes et suffisent & décrire X,, (cf. [5] chap. 10, ex. 6).

Comme de plus la fonction rang en un point coessentiel (p, q) vérifie
Tw(P,q) = Tw(p — 1,9) (puisque on a w(p) > q), ces relations s’écrivent
aussi dim(VP~1 NKY) > r,(p,q) pour (p,q) € Coess(w).

En particulier, la variété de Schubert associée a la cobigrassmannienne
¢ de quadruplet (ng,n1,n2,n3) est définie par la seule relation

dim(Vmotm A KmAne) S gy

2.5. Points coessentiels des permutations covexillaires.

Introduisons des notations qui nous serviront dans la suite.

La donnée d’un point (p,q) du carré [1,n]? détermine les quatre
quadrants suivants :

NO(p,q) = {(i,5) | i <p,j > ¢} NO(®.9) | NE(p,q)

SO(p,q) ={(,5) | i <p,j < q} q

NE(p,q) = {(i,5) | i > p,j > q} S000) | gy s

SE(p,q) = {(i,§) | i>p,j < q} ’
Y4
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SINGULARITES GENERIQUES DES VARIETES DE SCHUBERT COVEXILLAIRES 381

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on omettra de préciser les coor-
données du point, en écrivant simplement NO au lieu de NO(p, q).

Si w est une permutation covexillaire, ses points coessentiels vérifient
la propriété suivante (cf. [11] Prop. 2.2.8) : il n’y a pas de point coessentiel
dans le quadrant NO défini par un point coessentiel (ni dans son quadrant
SE). Par conséquent, si (p,q) et (p',q’) sont deux points coessentiels tels
que p > p’ alors on a q > ¢’. Ainsi, ’ensemble des points coessentiels de w
est totalement ordonné pour ’ordre produit sur [1, n]2. On parlera donc de
la suite croissante des points coessentiels de w.

De plus, la suite des rangs associée est alors strictement croissante.
En effet, si (p,q) et (p/,q’) sont deux points coessentiels de w consécutifs
avec p < p/, alors on a aussi ¢ < ¢/, donc le quadrant SO associé a
(p,q) est contenu dans celui associé & (p/,¢'), noté ici SO’ , et donc
Tw(p,q) < rw(p',q’). Si de plus p < p/, alors le point (p' — 1,w(p’ — 1))
est dans SO’ mais pas dans SO, tandis que si p = p’ alorson a q < ¢/, et le
point (w™!(g+1),q+ 1) est dans SO’ mais pas dans SO. On a donc bien

Tw(P,q) < Tuw(p',q').

3. Des composantes irréductibles du lieu singulier.

Soit w € &,, une permutation covexillaire. Soient (P;)1<i<k la suite
croissante des points coessentiels de w, P; = (pi,qi), (r:i)1<ick la suite
strictement croissante des rangs de w aux points coessentiels, et enfin pour
i €{1,...,k}, ¢ la corectrice de w associée au point coessentiel P;.

DeriNITION 3.1.— Un point coessentiel (p, q) de w est dit bien bordé
si la corectrice de w associée est itérable, c’est-a-dire si le graphe de w
rencontre les quadrants NO(p,q) et SE(p,q).

Soit P; = (pi,q;) un point coessentiel bien bordé de w. On va
construire une composante irréductible du lieu singulier de X,, associée
ap;.

On considere dans le carré [1,n)? les quatre quadrants déterminés par
le point (p;, ¢;). Soient z_o, (resp. Zo,) P’abscisse du point du graphe de w
le plus & ’Est du quadrant NO (resp. Ouest du quadrant SE), c’est-a-dire

T_co =sup {p|p<p; et wlp)>q}
Too =inf {p |p>pi et w(p) <q}

TOME 51 (2001), FASCICULE 2



382 AURELIE CORTEZ

On pose Yoo = W(T—wo) €t Y_oo = W(Too). Comme w est covexillaire, le
point (Z_o0,Yoo) est aussi le point du graphe de w le plus au Sud dans le
quadrant NO, et le point (Zoo,y—oo) est aussi le point du graphe de w le
plus au Nord dans le quadrant SE. De plus, comme (p;,g;) est un point
coessentiel de w on a les inégalités suivantes : z_o, <p;—1let ¢;+1 < Yoo

LEMME 3.2. — Le graphe de w rencontre les parties [x_o, + 1,p; —
1% [yooo +1,a] €t [ps, @oo — 1] X [gi + 1, Y00 — 1].

Ce lemme se traduit sur le diagramme suivant :

X |
Yoof _ %y [ _____
"| X
X |
X I
0 x|
: x
X |
X
% : X |
| X
| X
| X
x ! /
|
L __ X_ o
y—oo | X
T —o0o Di Too
Preuve.— Comme (p;, g;) est un point coessentiel, on a w™1(g;) < p;

et w(p; —1) < g;- De plus on a w(x_) > gi, en particulier w™1(q;) # T_ o0,
on est donc dans l'un des deux cas suivants : w™(g;) > T_o + 1 ou
w™(g) < Z_o. Dans le premier cas, le point (w™!(g;),q;) est dans
[—0o +1,0; — 1] X [y—co + 1, ¢;]. Dans le second cas, on a nécessairement
Yoo < w(p; — 1), sinon les abscisses w™(g;) < T_oo < Pi — 1 < Too
donnent une configuration (3412). Le point (p; —1, w(p; — 1)) est alors dans
[T—cot1,0:— 1] X [y—0o+ 1, q;]- Alnsi la partie [Z_co+ 1,0 — 1] X [Y—co+ 1, ¢;]
contient au moins un point du graphe de w.

On montre de méme que la partie [p;, Zoo —1] X [¢; +1, Yoo — 1] contient
nécessairement 1’'un des deux points (w™!(g;+1),¢;+1) ou (p;, w(p;)), donc
rencontre le graphe de w. d
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SINGULARITES GENERIQUES DES VARIETES DE SCHUBERT COVEXILLAIRES 383

On associe & (p;,q;) deux suites de points du graphe de w, et deux
entiers s; et t;, les longueurs de ces suites; la premiere suite est contenue
dans le rectangle [p;, Too — 1] X [¢; + 1, Yoo — 1], et de la forme (2, yr)1<h<s,
avec ¢; <y <--- < ys et x> > x5 > p;, Uautre est contenue dans le
rectangle [Z_o +1,p;] X [Y—oo + 1, ¢i] et de la forme (zn,yn)—1<n<—t, avec
G >Yy-1> >y etr_ <<z, <P

La construction se fait par récurrence comme suit : soient d’abord
Q1 ={q| ¢ <q< Yo et pi <w(q) < T_o} (non vide par le lemme 3.2),
y1 = inf Q; et 21 = w™(y1). Puis pour h > 1, tant que Qp # @, ot Qp
est par définition {q | yh—1 < ¢ < Yoo €t p; < W (q) < xTp—1}, on définit
yn = inf Qp et 2, = w!(yy). La suite de points ainsi construite sera
appelée la suite NE associée au point coessentiel (p;, g;) (elle est contenue
dans le quadrant NE(p;, g;)).

De maniére symétrique dans le rectangle [z —oo + 1, 0] X [y—0o + 1, i,
on pose d’abord y_; = sup {q | y-0o < ¢ < gi €t T_o < w(q) < p;},
z_1 = w (y_1) et pour h < —1, on définit yp, = sup {q | Y- < q <
Yn+1 et Ther <w i(q) < p;i} et T = w(yp). Cette suite de points sera
appelée suite SO.

DEFINITION 3.3.— On notera X' = X! U X% (resp. Y' = YL UYL)
l’ensemble des abscisses (resp. ordonnées) ainsi construites, ol

Xj’L ={zp | h €[1,s;]U{o0}}, Xi = {z | he[-1,—t;] U{—o0}},
Vi={yn | he€l,s]U{oo}}, V. ={yn|he[-1,-t]U{-00}}.

On omettra 'exposant i lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité.

On définit alors la permutation 7; par
7i = W-1,91) [(U=1,9-2) - Y=ts,Y=c0)] [(¥1,92) -+ (Us, Yoo )] W
ou (h,l) désigne la transposition de support {h,{}.

Enfin, on note D’ la région du carré [1,n]? délimitée par les points
(l'h,’IU(.Th)) et (xh»Ti(wh)) pour h e [1751'] U [—17 —ti] U {—O0,00}, et D la
région obtenue en enlevant & D’ sa frontiere NE.

Exemple 3.4.— On considere la permutation
w = (16,3,15,5,7,4,6,2,13,9,12,11,8, 1,10, 14)

dans &1g, et le point coessentiel (9,7). Sur le diagramme suivant, on a
représenté par des o les points du graphe de w dont 1’abscisse est dans X,
et par des o les autres points du graphe.

TOME 51 (2001), FASCICULE 2
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o
Yoo °
______ ‘I .
|
* |
o |
o |
e
|
* |
o
T
Q. | . I
| .
R
| [}
o |
|
L °
Y-o .
I'OC p'L 'TOO

La permutation 7, est donnée par
(16,3,7,5,6,4,2,1,15,13,12,11,9,8,10, 14).

Sur le diagramme suivant, on a représenté par des e les points du
graphe de 7, dont ’abscisse est dans A", et par des o les autres points du
graphe de 7;. On a représenté par des + les points du graphe de w dont
I’abscisse est dans A*. Enfin D est la région délimitée par les pointillés.

o
Yoo S+ .
| ) o
| + o
| 1 o
: D : o
I | o
| I+ °
| - | + e
o e )
—ll_._ + |
o 1 |
o] ,
o | :
o + 0
Y—co 1, o I+
T—0o0 P, Too
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SINGULARITES GENERIQUES DES VARIETES DE SCHUBERT COVEXILLAIRES 385

Démontrons maintenant quelques propriétés simples de la permuta-
tion 7; qui résultent de sa construction.

LEMME 3.5. — (a) 7; < w,
(b) €(ri) = L(w) — (s, +t; + 1),
(¢) mr,(pj — 1,q5) = T (pj — 1,¢5) + 6i5 pour tout (p;,q;) € Coess(w).

Preuve. — On remarque que r,, = ry,+1sur D et r,, = r,, en dehors
de D. Compte tenu du lemme 2.1, cela implique (a).

Rappelons que si ¢/ = (a,b)0 avec a < b et o7 (a) > o~1(b),
aucun point du graphe de o n’étant & l'intérieur du rectangle de sommets
(67Y(a),a) et (c71(b),b), alors £(c’) = £(0) — 1. Ici, lintérieur de D’
ne contient aucun point du graphe de w. On est donc dans la situation
précédente pour chacun des produits par une transposition permettant de
passer de w & 7;. L’assertion (b) en résulte immédiatement.

Reste, pour démontrer (c), & s’assurer que pour tout autre point
coessentiel (pj, g;), le point (p;—1, g;) n’est pas dans D. Sip; > p;, c’est une
conséquence de I'inégalité g; > w(p; — 1), puisque aucun point du graphe
de w ne se trouve & la fois & I'Est de (p,, q;) et au Sud de la frontiere NE
de D'. Si p; < p;, c’est de méme une conséquence de I'inégalité g; < w(p;).
Enfin, si p; = p;, cela résulte des inégalités w='(g;) < p; < w™l(g; + 1),
car il vient alors ¢; ¢ [y—oo, Yoo — 1], or les points de D ont leur ordonnée
dans [yY—oos Yoo — 1]. O

Nous allons maintenant décrire la transversale N, ,,. Soit 7; € GL,,
la matrice de la permutation 7;.

On renvoie a 3.3 pour la définition de X_ et Y, et on définit alors

ur,y = 1 pour tout [,

Cy,x. = qu=(un) € GLy, u =0sih ¢ Yy oul ¢ X,

rg (Uni) hey, <1
leXx_

Le tore T agit sur Cy, x_ par:t-u= tu(?{lt’l"‘ri).

Nous allons démontrer le

THEOREME 3.6. — L’application u —— uK® induit un isomorphisme
T-équivariant de Cy, x_ dans N, w. En particulier, X, est une composante
irréductible du lieu singulier de X,,.
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Preuve. — Par définition, N7, ., = [(U~) N U |e;, N X,,. Il résulte
de la décomposition de Bruhat que I’application

¢ : (ﬂU“ﬂU“ﬂ) — [Ti(U‘)ﬂU_]eTl
U — uK®

est un isomorphisme T-équivariant. Il s’agit de montrer que Cy, x_ =
¢~ (Nrow)-

On remarque d’abord que

U NU 7 = {u € GL,,

Uz, = 1 pour tout I,
up = 0si h < 7(l) oul > 77 (h)

Fixons maintenant u € ¢~!(A}, ,,), et montrons que up; = 0sil & X_
et h > 7;(l),ousi h g Yy et | < 1,1 (h).

Considérons pour commencer ! ¢ X_. Alors le point (I, 7;(l)) n’est
pas dans D, on a donc 7., (I, 7;(1)) = ry(l, 7,(1)) comme remarqué au début
de la preuve du lemme 3.5. L’espace u(K!) + K" contient la famille de
vecteurs

{er, .. ern} Ufuey, | p <l,75(p) > 7(1)} U {ue, — er)}-

S’il existait h > 7;(1) tel que up; # 0, alors cette famille serait libre. Or son
cardinal est

) +l-r () +1=70)+1 -1, () + 1,

alors que dim(u(K') + K™®W) < 7,(1) + 1 — 74(l, (1)), une contradiction.
Ceci montre que up; = 0 pour tout h > 7;(1).

On montre de méme que si h € Yy, alors up; = 0 pour tout
1< 77 (h).

Soit maintenant p le rang de la matrice extraite (up)ney,. On
lex_
considere I’espace F' engendré par la famille de vecteurs

{e1,...,eq U {ue, | p<pi —1,7(p) > ¢;} U {ue, 1 € X_}.
On voit que sa dimension est
¢ +pi—1=rr(pi—1,q)+p.
D’autre part on a v, (p;i — 1,¢;) = rw(pi — 1,¢;) + 1, et donc il vient
dimF =p; — 14+ ¢ — 1o — 1,¢:) — 1+ p.
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Or F est contenu dans I'espace u(KP:~1) + K%, qui est de dimension au
plus p; — 14+ ¢; — r(p; — 1, ¢;). On obtient donc p < 1.

On a donc montré que q&‘l(/\fn,w) C Cy,x_. Or Cy, x_ est une
variété irréductible de dimension s; +¢; + 1, et d’apres le lemme 3.5, A,
est aussi de dimension s; + t, + 1. On obtient ainsi ¢~ (N, ) =Cy, x_.

La variété Cy, x_ a un unique point singulier : 7;. On en déduit que
X, est une composante irréductible du lieu singulier de X,,. (]

4. Réciproque, description du lieu singulier.

Nous allons d’abord construire une résolution & la Zelevinsky (cf. [15])
de la variété de Schubert X,,, que I’on utilisera & plusieurs reprises dans la
suite. Soient

Zw ={(U*,V®) € Fl(ry,...,ri;n)xFl(n) | U™ C VP~INK% pour tout j},
7 : Zy, — Fl(n) la seconde projection, et
Q={V® € Fl(n) | dim(V"~' NK%) = r; pour tout i}.

ProposiTioN 4.1.— La projection 7 fait de Z,, une résolution de
Xy De plus, 7 induit un isomorphisme au-dessus de I'ouvert Q) de X,,.

Preuve. — On montre d’abord que la variété Z,, est irréductible et
lisse, par une méthode inspirée de [14]. On donne ici les détails de la preuve
afin d’obtenir une formule explicite donnant la dimension de Z,,, qui sera
utile dans la suite.

Considérons d’abord la variété
Zw ={(U*,V*) € Fl(ry,...,re;n) x Fl(n) | U™ C VP~ pour tout j}.

La premieére projection Fl(r,...,rg;n)x Fl(n) — Fl(ry,...,rg;n) induit
une fibration localement triviale m : Z,, — Fl(ry,...,r%;n), de fibre
isomorphe a

Y ={V* € Fi(n) | K" C V”~! pour tout j}.

m(Zy) = {U® € Fl(r1,...,r;n) | U™ C K% pour tout j}
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et ™y 17r1(Zw) = Z,, donc cette projection induit une fibration localement
triviale Z,, — Y’ ol

Y' ={U® € Fl(r1,...,me;n) | U C K% pour tout 5},

de fibre Y. Il suffit maintenant de montrer que Y et Y’ sont irréductibles
et lisses.

On projette d’abord Y sur la variété ¥ = {V* € Fi(p; — 1,...,px —
1;n) | KM C yri-1 pour tout j}. Cette projection est une fibration
localement triviale dont la fibre est un produit de variétés de drapeaux,
donc irréductible et lisse. Définissons pour 1 < j < k,

?23' ={V*e Fl(pj —1,...,pr — L;n) | K™ C VP! pour tout h > j}.

Alors ?;k est une grassmannienne, donc elle est irréductible et lisse.
Puis on observe que la projection naturelle de }A’Zj_l sur ?;j est une
fibration localement triviale, de fibre isomorphe & une grassmannienne,
donc irréductible et hsse On obtient ainsi par recurrence I’irréductibilité
et la lissité de tous les Y>j, en particulier de Y = Y>1

De méme, les projections
Fl(ry,...,re;n) > Fl(r1,...,mk—1;n) > ... » Gry, (n)

font de Y’ une suite de fibrations en grassmanniennes, donc Y” est irréduc-
tible et lisse. On a ainsi le résultat pour Z,,.

Il est clair que Z,, se projette par m sur X, et que 7 est bijective
au-dessus de 'ouvert Q2 de X,,. En particulier on en déduit que les variétés
Z,, et X,, ont méme dimension. Soit z,, = (K", e,,) € Z,,, 'orbite Uz, est
un ouvert dense de Z,, et il résulte de la décomposition de Bruhat que =«
induit un isomorphisme Uz,, — Ue,,, et 7 est birationnelle.

Comme ) est un ouvert de la variété normale X,, (cf. [13]), il résulte
alors du théoreme principal de Zariski que 7 induit un isomorphisme au-
dessus de Q (cf. [3] 5.4, cor. 2). a

On déduit de cette proposition que 'ouvert 2 de X, est formé de
points lisses. Le lieu singulier de X, est donc contenu dans le complémen-
taire de €, c’est-a-dire dans U, jisrapte XwN Xt (cf. 2.4). Nous montrerons
qu’il y a en fait égalité, et que les intersections Xy N X sont les compo-
santes irréductibles du lieu singulier construites en 3. '

Pour commencer, nous avons la
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ProprosITION 4.2. — Pour tout i € {1,...,k} tel que la corectrice c;
soit itérable, la variété X,, N X1 est irréductible.

Preuve.— On fixe i dans {1,...,k} tel que la corectrice associée soit
itérable, c’est-a-dire tel que le point coessentiel P; soit bien bordé. Nous
allons montrer que l'intersection X,, N X, est 'image d’un morphisme
Zi — X, ot Z', est une variété irréductible.

Comme le point coessentiel P, est bien bordé, il existe un entier p < p;
tel que w(p) > ¢;. On a donc r; < min(p; — 1,¢;). On définit la suite
(r5)1<j<k par

[ .
r; =1j + bij.

Cette suite est croissante. On définit alors la variété
Zi =
{(U*,V*) € FI(r,...,ri;n) x Fl(n) | U™ C VP2~1 0 K% pour tout j}.

Soit mr; la projection de Z!, sur le deuxieme facteur : m; :  Z!  — X,.

(U., Vo) —s Ve
Par construction, I'image de m; est contenue dans X,, N X.1. Réciproque-
ment, si V*® € XwﬂXcg, la suite E; = VPr~1NK% pour j < k est croissante
car w est covexillaire, et on a dim E; > 1"3 On peut donc choisir U " CE;
pour j < k avec dimU"s = rj- et U™ C UT+t. Ainsi X, N X63 est 'image
de 7;, et il reste & montrer que Z;, est irréductible. Cela se fait aisément
en adaptant la preuve de I'irréductibilité de Z,, dans la proposition 4.1 : la
projection de Z¢, sur le premier facteur est une fibration localement triviale
de base Y'' = {U® € FI(ri,...,ri;n) | U™ C K% pour tout j}, et de fibre
isomorphe & Y = {V* € Fi(n) | K> C V?~! pour tout j}. On démontre
I'irréductibilité de Y et Y'* comme on a procédé pour Y et Y. Ceci achéve
la démonstration. O

Remarque 4.3.— On notera v; la permutation définie par X, N
Xa = X,,. On observe que pour toute autre corectrice itérable c;/, les
pefmutations v; et vy sont incomparables. En effet, on a r,, (p; —1,¢;) > r§
pour tout (p;,q;) € Coess(w). Mais d’apres le lemme 3.5 (c) on a 7; < v; et
T (p; —1,¢5) = r;- pour tout j. On en déduit que r,, (p; — 1,¢;) = r; pour
tout j. En particulier, d’apres le lemme 2.1, v; et v;s sont incomparables.

Voyons maintenant la
ProposiTION 4.4. — Le point e,, est singulier dans X,,.
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Preuve. — Supposons au contraire que ce soit un point lisse. Consi-
dérons

C[v“w] = U Be,.
UV, SYSwW
Alors CYy, ) est un ouvert B-stable et lisse de X, contenant e,,. La projec-
tion 7 : Z,, — X,, induit une projection birationnelle 7 : 771 (Cly, 4]) —
Clv,w]- D’apres le théoreme principal de Zariski (cf. [12], III, 9, prop. 1), si
7 n’est pas un isomorphisme, on aura I’égalité suivante, ou Ex 7 désigne le
lieu exceptionnel de 7 :

dim(7 1 (Ex 7)) = f(w) — 1 (}).

Nous allons expliciter le lieu exceptionnel de 7, et son image réciproque
par 7, pour voir que cette égalité n’est pas vérifiée. Ceci achevera la
démonstration.

Comme 7 est un isomorphisme au-dessus de 'ouvert 2, son lieu excep-
tionnel est inclus dans le complémentaire de 2, i.e. dans |J ¢, itérable XuN
XC;. On en déduit, compte tenu de la proposition précédente, Ex w1 C
chitérable X“J :

On a remarqué que les permutations v; associées aux corectrices
itérables de w sont incomparables, donc Cp, ) N (Ucmémble X,,) = Bey,,
et il vient Ex 7 C Be,,. Ainsi, le lieu exceptionnel de 7 est soit égal & Be,, ,
soit vide, selon que e,, € Ex T ou non. On s’intéresse donc maintenant a
la fibre de 7 au point e,, :

7 (ev,) = {U® € Fl(ry,...,me;n) [ U™ C VP21 NK% pour tout 5}.

o . -1
Comme on ’a remarqué précédemment, on a dim(V¥? ™ NK%) =
b 2

rj + 6;; pour tout j, donc on a
77 ey,) ~ {U™ € Gry,(n) | VPl a K-t C U™ C VP N KT,
c’est-a-dire
771 (ey,) ~ P(K™ -1,
En particulier, comme r; —r;_1 + 1 > 2, e,, € Ex 7, ot Ex (7) = Be,,.

On déduit de la décomposition de Bruhat isomorphisme 7 ~1(Be,), ) ~
77 1(ey,) X Bey,, et donc dim(7~1(Be,,)) = r; — ri_1 + £(v;). L'égalité (§)
donne donc

lw) —l(v) =r; —rim + 1.
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On peut d’autre part tirer des preuves des propositions 4.1 et 4.2 une
autre expression de la codimension de X,, dans X,,. En effet, on a déja
remarqué que dim X,, = dim Z,,. D’autre part, ’ensemble

0 = {V* € X, | dim(V7 ™! NK®) = 1)

est un ouvert non vide de X, et la projection m; est bijective au-dessus
de cet ouvert, on a donc dim X,, = dim Z!. En reprenant pas & pas les
preuves de ces propositions (4.1 et 4.2), on obtient, en posant pg = 1,79 =
0, et prt1 =Qrt1 =Tp+1 =n+1:
1k k
dimZ, = Z(pj+1 =) Pj+1 =y = )+ (P — ) o5 — 1= 75)
j=1

[\
o

k
+Z Ty —Tj— 1 -—rj)
=1
et

k k

. i 1

dlme=§ZPJ+l“‘p] PJ+1—PJ—1 +ij+1_p] (p]_l_"")
§=0 j=1

+ Z(’"} —75_1)(g; —75).
j=1

D’ott par soustraction : £(w) — £(v;) = (Pit+1 —pi) — (g — 1) + (ri + 1 —
Tic1) + (¢it1 — Tit1)-
En rapprochant les deux expressions, on obtient
(Piy1 — i) + (Gig1 — @) = Tig1 — 73

Ceci est absurde, car par un raisonnement simple de dénombrement, tenant
compte, suivant les cas, des inégalités w(p;+1) > ¢iy1 ou w™ (g + 1) > p;,
on montre que 1'on a toujours

Tiv1 — 7 < (Piv1 — pi) + (qiv1 — q:) — 1. 0
Il résulte immédiatement de cette proposition que Sing(X,) =
U X, et v; =7; pour tout 7 tel que la corectrice c; est itérable.
c, itérable
On a ainsi obtenu le théoréeme suivant

THEOREME 4.5. — Soit w une permutation covexillaire.
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a) Les composantes irréductibles de Sing(X,) sont en bijection

avec I'ensemble des points coessentiels bien bordés du graphe de w. Plus

précisément, les variétés X; := X,, N X, pour ¢; corectrice itérable de
w, sont irréductibles et sont exactement les composantes irréductibles de
Sing (Xuw).

b) De plus, la singularité générique le long de X; est isomorphe au

cone Cy, 11 t,+1 des matrices de taille (s; + 1,t, + 1) et de rang au plus 1,
ou s; et t; sont définis comme dans la section 3.
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