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SUR LES ENDOMORPHISMES POLYNOMIAUX
PERMUTABLES DE C2

par Tien-Cuong DINH

Introduction.

Soient X une variété complexe et fi, fo deux endomorphismes holo-
morphes de X. On considere ’équation fonctionnelle suivante :

(1) fiofa=fao fi.

Cette équation possede des solutions triviales f; = h™ := ho---oh
(n; fois) ou h est un endomorphisme holomorphe de X. Pour cette raison,
on suppose par la suite que

(2) f7# f3" pour tout (n,m) # (0,0).

Soit o un automorphisme holomorphe de X. Le couple (fi, f2) vérifie
(1)(2) si et seulement si (6710 fi 00,07 o fa 00) la vérifie. On dit que le
couple (6071 o fio0,07 o fy 0 0) est conjugué au couple (fi, f2).

Dans C, si les f; sont des polynémes de degrés d; > 2, le probleme (1)
(2) est résolu par Julia et Fatou [7], [5]. Pour f; les fractions rationnelles
de degrés d; > 2 de X = P!, le méme probléme est résolu par Ritt et par
Eremenko [10], [4] (voir également [9]). Notons w = [wg : wy : - -+ : wg] les

Mots-clés : Endomorphismes permutables — Orbifold — Critiquement finie.
Classification math. : 30D05.



432 TIEN-CUONG DINH

coordonnées homogenes de P et z = (21, 22, . . ., 2 ) ses coordonnées affines
(2 = w;/wp). Voici les solutions de (1) (2) pour X = P! & une classe de
conjugaison pres :

1. (f1, fa) = (%% Az%92) pour une certaine racine de I'unité \;

2. (f1, f2) = (£T4,,£Ty,) ot T4 est le polyndme de Tchebychev de
degré d défini par Ty(cost) := cosdt. Les signes + sont choisis selon la
parité des d;. Les solutions sont les quatres couples (£T,4,,£Tq4,) pour les
d; impairs, un seul couple (Ty,,Tq,) (& une classe de conjugaison pres)
pour les autres cas;

3. 1l existe un tore complexe T = C/I', une fonction elliptique
F : T — P!, des applications affines A;(z) = a;z + b; qui préservent le
groupe I' et vérifient f; o ' = F'o A;, A1 0o Ay = Ay o A1 sur T. Toutes les
fonctions F et les applications A; sont décrites dans [4]. Les fonctions f; et
f2 s’appellent fractions de Lattés. Les caractérisations des applications de
Lattes se trouvent dans [2], [1].

Nous donnons ci-dessous quelques exemples des endomorphismes
permutables de X = C2. Pour simplifier les notations, Tyz; signifiera la
valeur de T4 en z;.

Exemple 1.— fi(21,22) = (2%, 4Ta 22) et fa(z1,22) = (A2,
+Ty,22) sont permutables, ot A est une certaine racine de l'unité et les
signes + sont choisis selon la parité des d; (voir le cas X = P1).

Exemple 2.— fi(z1,22) = (£Tq, 21,2 T4, 22) ou (£Tg, 20, £Ty,21)
sont permutables ol les signes 4 sont choisis selon la parité des d;.

Exemple 3. — Soient P;, Q; les polynémes homogeénes a deux va-
riables, de degré d, et sans facteur commun. Supposons que les [P; : Q;]
définissent sur P! deux endomorphismes permutables. Alors il existe des
constantes A, # 0O telles que les f; := (A P;, \;Q;) définissent des endomor-
phismes holomorphes permutables de C? qui se prolongent holomorphique-
ment 3 'infini en des endomorphismes permutables de P2

Exemple 4. — Soient h, hy deux endomorphismes holomorphes de P!
et m I’application holomorphe de P! x P! dans P? qui définit un revétement
ramifié & deux feuillets et vérifie 7(z,y) = w(y,x). Si ([zo : z1], [yo : ¥1])
sont les coordonnées de P! x P!, on a n([zo : z1],[v0 : 1)) = [woyo :
ZToy1 + 1Yo : T1y1). Solent Fi(a,b) := (h;a, h;b) deux endomorphismes
de P! x PL. 1l existe des endomorphismes holomorphes f; de P? tels que
fiom = mo F;. Lorsque hy, hy sont permutables, les f; sont permutables.
Lorsque les h; sont des polynomes, fi, f2 sont polynomiaux.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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De méme maniere, on peut construire des endomorphismes permuta-
bles de P*. Pour k > 3, d’autres exemples sont construits dans [13]. Les
automorphismes polynomiaux permutables de C? sont étudiés dans [8].

Notons PH 4 I’ensemble des endomorphismes polynomiaux de C? qui
se prolongent holomorphiquement & ’infini. Notre résultat principal est :

THEOREME 1.— Soient fi € PHy, et fo € PHgy, vérifiant les
conditions (1), (2) ot dy > 2 et dy > 2. Alors le couple (fi1, f2) est conjugué
a l'un des couples décrits dans les exemples 1-4.

Un orbifold est un couple O = (X,n), ol X est une variété complexe
et n est une fonction & valeur dans N U {oco}, définie sur ’ensemble des
hypersurfaces irréductibles de X ; cette fonction est égale & 1 sauf sur
un ensemble localement fini d’hypersurfaces. Une application holomorphe
d’un orbifold O dans un autre O’ = (X’,n') de méme dimension est une
application holomorphe ouverte f de X \ H dans X’ telle que n/(f(D)) =
mult(f, D)n(D) pour toute hypersurface irréductible D de X, ot H est
la réunion des hypersurfaces H; vérifiant n(H;) = oo et mult(f, D) est
la multiplicité de f en un point générique de D (on dira simplement la
multiplicité de f sur D). Lorsque f est un revétement ramifié au-dessus de
X'\ H', on dit que f définit un revétement O au-dessus de O’, o H' est
la réunion des hypersurfaces H; vérifiant n'(H}) = oo. Observons que si
X est compacte et si f: X — X est une application holomorphe ouverte
qui définit un revétement d’un orbifold O dans lui-méme, alors I’ensemble
critique C de f est prépériodique, c’est-a-dire f*C = f™C pour certains
0 < m < m. Une telle application s’appelle critiquement finie. Si f™ définit
un revétement de O dans lui-méme, f définit également un revétement de
O dans lui-méme.

Dans [4], Eremenko a montré que si f; vérifient (1) (2) pour X = P!,
il existe un orbifold O = (P!, n) tel que les f; définissent des revétements
de O dans lui-méme. On déduit de ce résultat et du théoreme 1 que :

COROLLAIRE 1. — Sous I’hypothése du théoréme 1, il existe un orbi-
fold © = (IP2,n) tel que les applications f; définissent des revétements de O
dans lui-méme. En particulier, les applications f; sont critiquement finies.

Récemment, nous avons démontré que ce corollaire est vrai en dimen-
sion quelconque sous I’hypothese df # d3* pour tout (n,m) # (0,0). Cette
hypothése est nécessaire au cas de dimension 3 et plus [3].
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434 TIEN-CUONG DINH

Dans le paragraphe 2, nous donnons quelques propriétés des suites
d’itérés de fi et fo. On montre que si (fi", &) appartient aux exemples
1-4, (f1, f2) sera conjugué a I'un des couples décrits dans ces exemples
(lemme 2). Par conséquent, au cours de la preuve du théoréme 1, on peut
toujours remplacer les f; par leurs itérés. On note f;|oo la restriction
de fi & la droite infinie {wy = 0} et Tq(z) := 2T4(z/2). D’apres le
lemme 2, il suffit de considérer les cas suivants : (f1|o, f2jo0) = (zd, xd2),
(f1joos f2100) = (Ta,,Ta,) et le cas ou les fijo me sont pas conjugués aux
polyndmes pour tout n > 1, c’est-a-dire elles sont des fractions de Lattes.

Dans le paragraphe 3, nous donnons quelques propriétés de I’ensemble
critique d’une application holomorphe ouverte et de leur image. Nous
donnons également le comportement asymptotique de f; et son ensemble
critique au point super-attractif a I’infini lorsque ce point existe.

La preuve du théoreme 1 se constitue par 3 derniers paragraphes
correspondant au 3 cas cités ci-dessus. L’idée principale est de montrer
que pres de l'infini 'orbite de ’ensemble critique de f; est analogue a
celui des applications décrites dans les exemples 1-4, c’est-a-dire que f;
définit un revétement d’un orbifold dans lui-méme. Ceci permet d’écrire
des équations fonctionnelles qui impliqueront que ces applications et celles
dans les exemples 1-4 sont identiques. Par exemple, une équation du type
®(f1) = ®.W?2 ou ® et W sont des polynomes, vient du fait que la courbe
{® = 0} est invariante et son image réciproque est la réunion d’elle-méme
avec la courbe {W = 0} qui est une courbe critique de multiplicité 1. Pour
identifier les applications f; avec les applications dans les exemples 1-4, on
utilise les ensembles algébriques exceptionnels (totalement invariants) de
f1, f2 et la divisibilité de polynoémes.

Dans les paragraphes 2-5 on note C; U {wy = 0} I’ensemble critique
de f; et on écrit dans les coordonnées affines f; = (f;1, fiz). Alors C; est
une courbe algébrique de degré 2d; — 2 compté avec les multiplicités. Pour
simplifier les notations, fa et f~'a signifieront 'image et I'image réciproque
de a par f.

Remerciement. — L’idée de travailler sur ce probleme est issue de
conversations fructueuses avec Nessim Sibony. Je tiens & I’en remercier ici.
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2. Quelques propriétés de suites d’itérés.

LeEMME 1.— Soient f; € PHg, et fo € PHg,. Supposons que
frofa = faofi et fijo, = [l Alors il existe n',m’ > 1 tels que f}* = f.

Preuve. — 1l suffit de considérer n = m = 1. Comme f1oo = f200, ON
a d; = dy. Posons d := d; = dz. On peut écrire les f; dans les coordonnées
homogenes :

f1 (w) = [wg : P(’wl,U)Q) + U)()R(’U)) : Q(’wl,’lU2) + wOS(w)]
fa(w) = [wd : A\P(wy, w2) + woR(w) : A\Q(wy, ws) + weS(w)]

ou P, Q sont homogeénes de degré d, R, S, R, S sont homogenes de degré d—1
et A # 0. La relation f; o fo = fo 0 fi entraine A = A\%. Quitte & remplacer
fi par ff_l, on peut supposer que A = 1. Supposons que f; # fa. Soit
0 < a < d le nombre naturel minimal tel que

fi(w) = [wd : P* + wR} +wiTU; - Q* + w§S; +wi T

ol P*, Q* sont homogenes de degré d et ne contiennent aucun monéme dont
la puissance de wy est supérieure ou égale a o, R}, S} sont homogeénes de
degré d— «, indépendants de wg et U;, T; sont homogenes de degré d—a—1.
Considérons deux polynoémes suivants en variable wq et & coefficients dans
C [’U)l s 'LU2] :

P(P* + wiR;,Q* +wiS;) — P(P*,Q*).

Comme f; o fo = fa 0 f1, les coeflicients de w§ dans ces polynémes sont
égaux :

Pi(P,Q)R] + P»(P,Q)ST = Pi(P,Q)R; + P»(P,Q)S;
ou P, := OP/0w; et Py := OP/0w,. Par conséquent,
Pi(P,Q)(R] — R3) + P2(P,Q)(S] — S3) =0.
De méme,
Q1(P, Q) (R} — R3) + Q2(P,Q)(ST — S3) = 0.

Comme « est maximal, R} — R} et S} — S; ne sont pas tous nuls. On
en déduit que P/P, = Q1/Q2. L’application f;jo = [P : Q] est donc
constante. C’est la contradiction recherchée. O
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Soit f un endomorphisme holomorphe de degré d > 2 de P*. On
note E(f) I'hypersurface (éventuellement vide ou réductible) maximale
et complétement invariante par f, cest-d-dire f~'E(f) = E(f). Cette
hypersurface existe, elle s’appelle I’hypersurface exceptionelle de f [12] et
on a E(f) = E(f") pour tout n > 1. Dans P!, #E(f) < 2; si #E(f) = 2,
[ est conjugué a z*%; si #E(f) =1, f est conjugué & un polynéme. Dans
P2, deg E(f) < 3; si deg E(f) = 1, f est conjugué & un endomorphisme

polynomial; si deg E(f) = 2, f est conjugué a [we : w? : P] ou {p,q}
est une permutation de {0,1} et P est un polynéme homogene de degré

d; si deg E(f) = 3, f est conjugué a [w? : wd : wd] ou {p,q,r} est une

p - Wq
permutation de {0, 1,2} [6].

LEMME 2. — Sous I’hypothése du théoreme 1, si (1", f3') se trouve
dans les exemples 1-4, (f1, f2) est conjugué & 'un des couples décrits dans
ces exemples.

m

Preuve. — Cas 1. Supposons que (fi", f2) se trouve dans I’exemple
1. Alors ’ensemble exceptionel de f; est la réunion de deux droites dont
I'une est ’infini. Quitte & changer les coordonnées, on peut supposer que
fi = (2%, P(2)) et fo = (Az%2,Q(2)) avec A # 0. Comme les deuxidmes
composantes de f{", f3 sont indépendantes de z;, le polynoémes P, Q sont
indépendants de z1. On a donc Po@Q = Qo P et P™ = +Tgm, Q" = £Typ.
Par suite, (P, Q) est conjugué & (£T4,,+Tq4,) et (f1, f2) est conjugué au
couple décrit dans l'exemple 1.

Cas 2. Supposons que (fi", f3) se trouve dans l'exemple 2. On a

i = (Tgemz1, Tgam2z) et f3" = (Tgznz1, Tyzn22). Posons d := d3"
et f = f2" = (Tg4z1,Ta4z2). Il existe un point a € C? fixe pour f
et périodique pour f car l'ensemble des points fixes de f; est invariant
par f. Quitte & remplacer f par f' on peut supposer que a est fixe
pour f. Comme f = (Tg21,Taz22), il existe (t},t5) € R? tel que a =
(cost},costs) = (cosdt},cosdty). Posons ¢(t1,ts) := (cos(t; — t3), cos(ts —
t5)) une application holomorphe d’un voisinage de 0 € C? dans un voisinage
de a dans C?. Supposons par la suite que cost} # £1; pour le cas ol par
exemple cost] = 1, il suffit de remplacer cos(t;—t}) dans ¢ par cos\/t1 — t3.
L’application ¢ est un biholomorphisme local. Soient g := p~1 o fo et
g1 :=¢ tofiop. On ag(ty,tz) = (dt1,dt2) et go g1 = g1 o g. Utilisant
les développements de Taylor de g et g;, on montre facilement que g; est
linéaire. Posons g;(t1,t2) = (aty + Bt2, 'ty + F'te). Soit fi = (P,Q). On
a cos(at) + Bth) = P(cost},costy) ou t; := t; — t¥. Comme le membre
3 droite est périodique de période (27,27), a et B sont entiers. L’égalité
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précédente implique que sin at/sin Gt = cos at)cos Bty — P(cost}, costh). Si
af # 0, sinat] s’écrit en fonction de cost}. Ceci est impossible car sin ot}
est impaire et non identiquement nulle. Donc a8 = 0. De méme, on obtient
o' = 0. Comme f; et g; sont ouvertes,ona a = £ =0ouco =3 =0.
On en déduit facilement que P = +Ty, 21 ou £Ty4, 22. Le polynéme Q 'est
aussi. On conclut que (fi, f2) se trouve dans ’exemple 2.

Cas 3. Supposons que (fi", f3) se trouve dans Pexemple 3. Alors fi*
et f3 sont homogenes. Par conséquent, f; et f, sont homogenes et (f1, f2)
se trouve dans l’exemple 3.

Cas 4. Supposons maintenant que (fi, f2) se trouve dans I’exemple
4. Soit m Dapplication de C? dans C? avec 7(z,y) = (z + y,zy) (voir
Pexemple 4). Quitte & remplacer (m,n) par (2m, 2n), on peut supposer que
firom = moFy et fom = woFy avec F (x,y) := (Tamz, Tamy), Fy(z,y) =
(Td;t.T,ngy) ou Fl(ilt,y) = (Alxd;n,/\lyd;n), Fg(m,y) = ()\zl'd;,)\deg).
Comme fi™ définit un revétement d’un certain orbifold © = (P? n)
dans lui-méme, f; définit également un revétement de @ dans lui-méme.
Observons que la courbe H := {22 — 42, = 0} est invariante par f, f3
et n(H) = 2. Le fait que f; définit un revétement de O dans lui-méme
implique qu’il existe des polynémes R; vérifiant

31 - 4fi2 = (Zf — 422)Rz2
Posons H; := (H;1,H;2) = fiom, on a
H} —4H; = (x — y)* R} (z + y, zy).

Ces égalités signifient qu’il existe des applications F; de degré au plus
d; vérifiant m o F; = H;. On peut choisir les F; telles que F; o Fp =
FyoFy, F* = Fy et F} = F,. Comme F/™, FJ' se prolongent en des
endomorphismes holomorphes de degrés d* et d3 de P2, les applications
Fy et Fy se prolongent également en des endomorphismes holomorphes
de degrés d; et dy de P2. Comme dans les cas 2 et 3, on montre que
Fy = (£Tg,x, £Tq,y), (£Tay, £Tq, ), (Aiz®, Aiy®) ou (Aiyd, \iz®). Les
deux premiers cas (resp. les deux derniers) donnent les mémes applications
fi. Par conséquent, (fi, f2) appartient & exemple 4. O

ProrosiTiON 1. — Sous I’hypothése du théoréme 1, pour toute com-
posante irréductible A de C; UCs, il existe deux couples de nombres entiers
naturels (n,m) # (n',m’) tels que f7fy*A = f f3*' A. De plus, il existe
un entier N qui ne dépend que du nombre des composantes de C; U Cq tel
que n, m,n’',m’' soient majorés par N.

TOME 51 (2001), FASCICULE 2
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Remarque 1.— Ceci reste valable pour les endomorphismes ouverts
permutables d’une variété quelconque tels que les ensembles critiques des f;
contiennent un nombre fini de composantes irréductibles. Cette proposition
est démontrée en collaboration avec N. Sibony.

Preuve. — 11 suffit de considérer A C C;. La relation fi o fo = fao fi
implique

fi(£2(2))-£3(2) = f2(£1(2))-f1(2).

D’ou
(3) CoU f1(Cr) = CLU f(Ca).

Supposons qu’il n’existe pas n,m,n’,m’ vérifiant cette proposition.
Alors la suite {f'A},>1 contient une infinité de courbes différentes. Ceci
implique qu’il existe un n tel que fyA ¢ C; car C; ne contient qu'un
nombre fini de courbes irréductibles. On choisit le n minimal possible.
Posons A’ := fJ~'A C C;. La relation (3) implique que A’ C C; N C,
et donc f{'A' C CoU f51Cy.

Supposons que pour tout m > 0, f{ ™A’ C C;. Comme C; ne
contient qu’un nombre fini de composantes, il existe m; < mgy et une
composante A” C Cp vérifiant A" = f{"*A” = f">A”. Par conséquent,
fa=tA = fRolf2T™ AL Cest contradiction.

Soit m > 1 le nombre minimal vérifiant f ™A’ ¢ C,;. Comme
™LA C Co, la relation (3) implique f; ™A’ C C2 U f5 'Cy. Le fait que
fr™A ¢ C, implique que f; ™A’ contient une composante de f; 'Cy. Il
existe une composante Az de C; telle que fo A’ = fi*Ay. D’ou fI'A = f" As.

De méme, il existe une suite {A;} de composantes de C; avec A; = A
et des n;, m; > 1 avec ny :=n et m; := m tels que f3"A; = fi"Ai41. 1
existe 1 <1 < j tels que 4; = A;. On en déduit que f} ffA = f5 A pour
ri=ni+--+nj_1,s=m+---+mj_1etp:=n;+---+n_;. Ona
abouti une contradiction.

L’existence du nombre entier N est évidente. O

3. Germes holomorphes et ensembles critiques.

Soient f une application ouverte d’'un domaine U C C™ dans C*, H
et H' deux hypersurfaces de U. Pour tout a € U, on note mult(f,a) la
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multiplicité de f en a, c’est-a-dire le nombre de préimages dans U’ d’un
point b générique suffisamment proche de f(a), ou U’ est un voisinage
suffisamment petit de a. On note mult(f, H) la multiplicité de f sur H,
c’est-a-dire la multiplicité de f en un point générique de H et mult(H N
H',c) la multiplicité de l'intersection H N H' en ¢ € H N H’'. Posons
my(H) := mult(f, H)—1. Alors my(H) > 0 si et seulement si H appartient
a 'ensemble critique de f avec la multiplicité m¢(H). Dans la suite, f est
un germe d’application holomorphe, ouverte, définie au voisinage de 0 € C?
a I'image dans C? et C son ensemble critique.

LeMME 3. — Supposons que f(z,y) = (z?+o(z?), g(x,y)) avecd > 2
Soient Cy, Ca, ..., Cm et {x = 0} les composantes irréductibles de C.
Posons n; := ms(C;) et m; := mult(C; N {x = 0},0). Alors > m;n; =
mult(h,0) — 1 =mp(0), ot h := f|{z=0}-

Preuve. — Soit J le jacobien de f. Alors Y m;n; est la multiplicité
en 0 de la restriction de |J|/z%~! sur {z = 0}. D’autre part,
L [d+o(1) Of)

|| =
9z Gy

ol g, := dg/0z et g, := 0g/0y. Par conséquent,

mez mult(g,(0,y),0) = mult(g(0,y),0) — 1 = mult(h,0) — 1.

O

LeEMME 4.— Soient f,h définis dans le lemme 3 et A une courbe
lisse qui coupe {x = 0} transversalement en 0. Soient A; les composantes
irréductibles de f~'A, n; := mult(f, A;) et m; := mult(A; N {z = 0},0).
Alors mult(f,0) = d.mult(h,0) = d. Y m;n,.

Preuve. — Quitte a remplacer f par f o o, on peut supposer que
A = {y = 0}, ou o est une application holomorphe inversible. Alors 0 est
une solution de multiplicité mult(f,0) de I’équation f(z,y) = 0. Posons
f =(l,g). La solution de '’équation ! = 0 est {x = 0} avec la multiplicité
d. Comme f~1A={g=0},0ona

mult(f,0) = d.mult({g = 0} N {z = 0},0) = d.mult(h,0) = dZm n;.

a

Dans la suite, on note f;, fo deux germes d’application holomorphe
ouverte définies au voisinage de 0 € C? & I'image dans C? tels que
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f1(0) = f2(0) = 0 et fi o fo = fa0 fi. Notons C; 'ensemble critique
de fz

LEMME 5.— Supposons que fi(z,y) = (z4 + o(z%), a;y + yh;) ou
hi(0) =0, a; # 0 et at # a% pour tout n € N;. Soit C un germe de surface
de Riemann en 0 (éventuellement singulier) tel que f1C = foC. Alors C est
P’une des deux courbes invariantes {x = 0} et {y = 0}.

Remarque 2.— Toute application holomorphe ouverte f;(z,y) =
(¥ + o(z™), g(z,y)) avec g(0) = 0 et |g,(0)] > 1 est conjuguée & une
application du type considéré dans le lemme. En effet, la variété stable
V := {z tel que lim f*(z) = 0} est une courbe lisse qui coupe la variété
instable {# = 0} transversalement en 0 [11, p. 27]. 1l suffit de changer de
coordonnées de fagon que {y = 0} soit égale & V. Pour deux applications
permutables f; et fo de ce type, on vérifie sans peine que leurs variétés
stables sont égales.

Preuve.— Supposons que C # {z = 0} et C # {y = 0}. On peut
écrire C = u(D) ot D est un disque de C centré en 0, u(t) = (¢, ct™+o(t™))
est une application holomorphe de D dans C2 et ¢ # 0. On a

fiou(t) = (% + o(t!®), azet™ + o(t™)).

Comme f1C = foC, on a ld; = ldy et (a1¢)!® = (azc)!¥2. D'olt dy = dy et

al® = kM. Cest la contradiction recherchée. |

Soit h(x,y) = 34,51 akz®y’ une fonction holomorphe définie au
voisinage de 0 € C2. Pour tout o € Ry, on pose

do = min ak + 1.
a1 7#0
Alors on peut écrire h = hy + 04 (y?*), ol ho(z,y) = > aktimd, GRETFY
et 04 (y%) est une fonction vérifiant o, (y?) = o(t?) quand z = O(t*) et

y = O(t). Considérons h = ay? + zg(zx,y) avec a # 0 et g holomorphe. On
définit un nombre rationnel oy > 1 par

= 1, mi .
ap, = max{ , min, a}

PRroPOSITION 2. — Soient f; = (z%4o(z%), h;) et a := max(ay,,, an,)
ot h; = y* + zg;(z,y). Supposons que d* # d} pour tout (m,n) €
N2 — (0,0). Soient Pi(y) := h;o(1,y). Alors Py o P, = Py o Py et I'une

des conditions suivantes est vraie :
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l.a=1, (P, P,) est conjugué a (y®,yy®) avec y1~1 =1;
2. a =1, (P, P,) est conjugué a (+Tq4,,+Ta,);
3.0 =2, " P(By) = +Ta (y) oi f*~" = 1.

Preuve.— Sia =1, [z% : hi o) définissent deux endomorphismes po-
lynomiaux permutables de P! dont [z : y] sont les coordonnées homogenes.
D’ou Py o P, = P, o P;. Comme df* # d3 pour (m,n) # (0,0), (P, Q) est
conjugué & (y*,vy®) ou & (£Tg,,+T4,). L’une des conditions 1 ou 2 est
vraie.

Supposons maintenant que o = p/q avec p, q premiers entre eux et
p > q > 1. La relation f; o fo = fy 0 fi appliquée & x = tP et y = at? nous
donne P o P, = Py o P;. Comme df* # dj pour (m,n) # (0,0), (Py, P»)
est conjugué & (a®,va%) ou & (£Tg4,, +Ty,).

Le coefficient de a®~! dans P;(a) est nul car o > 1. Alors si (Py, P»)
est conjugué & (a?,va?), il sera égal & (a?,v’a%). Ceci est impossible
(voir la définition de a@ = max(ap,,an,)). Alors (P;, Py) est conjugué a

(T4, £Tg,).

Par définition de a, P;(a) = a™P;*(aP) pour un certain polynéme P;.
Alors ’ensemble des zéros de P; est stable par la rotation a — /1 a. On
en déduit que p = 2, donc g =1 et o = 2 car les zéros de £T, sont alignés.

Finalement, il existe une application linéaire o(a) := Ba+6 avec 5 # 0
telle que 0l o Pjoo = i’f‘di. Si d; est pair (ou impair) les fonctions le et
P; le sont aussi. De plus, le coefficient de y% ! dans P;(y) est nul; ceux de
y* dans P; et dans ’le sont 1. Par conséquent, ona  =0et %1 =1. 0

COROLLAIRE 2. — Si la condition 3 de la proposition 2 est vraie, alors
il existe une courbe D = {z = 3%y*/4+ o(y?)} invariante par f, et f telle
que f7'D\ D = C;. De plus, mult(f;,C;) = 2 et

1. Si d; est impair, C, est une réunion de (d; — 1)/2 courbes D, =
{z =3%y?/r+o(y?)} our e Rt et /7 € T;ll{i2} \ {£2}.

2. Si d; est pair, C; est une réunion de d;/2 — 1 courbes D, = {z =
B%y%/r + o(y?)} et d’une courbe Dy qui coupe {x = 0} transversalement
our € RY et £/ € T ' {£2}\ {£2,0}.

Preuve. — On peut supposer que ¢ = 1. Quitte & effectuer le change-
ment de coordonnées (z1,x2) — (z1,8z2), on peut supposer que § = 1.
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On écrit,
£y = (@b +o(a®), £2%/*Ty, (y/ V) + 02(y™)).

Soit 7 l’application de C? dans C? définie par 7(t,a) := (t2,at).
Cette application est localement inversible sauf sur {¢t = 0}. On considere
Fj :== 771 o fj o7. Avec les f; décrits ci-dessus, on peut trouver des F;
holomorphes au voisinage de {t = 0} vérifiant Fy o Fy = Fy 0o F et

Fi(t,a) = (t% + o(t¥), £Tq, (a) + O(1)).

Soit C; U {t = 0} I'ensemble critique de F};. On a 7C} = C;. Fixons un
N et un R suffisament grands. Il existe un € > 0 tel que les applications
F]l soient définies sur {|t| < e} x {|]a] < R} pour tout [ = 1,2,...,N. On
considere ici le cas ou d; est pair et les signes + sont les +; les autres cas
seront traités de méme maniere.

Considérons un b € T;ll{Q} \ {0,2}. Observons que 2 est fixe répulsif
pour le et b est un point critique d’ordre 1 de le. D’apres le lemme 3
appliqué & F, en (0,b), il existe une courbe D; C C; qui coupe {t = 0}
transversalement en (0,b). La proposition 1 s’applique également pour
les F;. 1l existe (m,n) # (m',n') tels que F"FyD, = F" F¥'Dj et
m,n,m’,n soient plus petits que N —1. On en déduit que F{"F}(F1D}) =
FY By (FyD}). Or F\Dj, passe par (0,2) qui est un point fixe de F et Fy,
le lemme 5 (appliqué a F{*F} et Fl’"'Fz"l) montre que F1 D, est invariante
par F et Fy. Cette courbe invariante, notée D', est la variété stable de Fy
et Fy en (0,2); elle est unique, lisse et donc indépendante de b; elle coupe
{t = 0} transversalement (voir la remarque 2). La courbe D’ est définie
par une équation du type @ = 2 + O(t). Ceci implique que D = 7~ 1D’
est définie par y? = 4x + x6(1) ou la notation 6(1) signifie une fonction
multi-valente tendant vers 0 quand = — 0. D’apres le lemme 4 appliqué &
7 en (0,2), on a mult(DN {z = 0}) = 2. Comme {z = 0} est tangente & D,
D est lisse et irréductible. Elle est invariante par f;, fo et définie par une
équation du type z = y?/4+ o(y?). Posons r := b%, D, := 77 1D}. De méme
maniere, on prouve que D, = {z = y?/r +0(y?)}. Ona D, C C;. 1 y a
d1/2—1 tels nombres r différents. Comme mult(f) |{z—o},0) = di, le lemme
3 implique que C; est la réunion des D, et d’une autre courbe Dy qui coupe
{x = 0} transversalement en 0. Observons qu'’il existe une composante
D" de 771(f1Dy) passant par ¢ = (0,£2) et (n,m) # (n',m’) tels que
FrMEPD” = FPFJ'D”. On obtient FPFyY(FyD") = FIEy (FD").
Comme F;(D") passe par (0,2), on montre exactement comme ci-dessus
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que F1D"” = D'. Ceci implique que D” est la composante de 771(D) qui
passe par c. Par conséquent, fiDy = 7(D”) = D et donc Dy C f;'D.
Comptant les multiplicités avec le lemme 4 (appliqué & f;) on constate que
fi 1D contient seulement les D,., Dy et D. |

4. Preuve du théoréme 1 : premier cas.

Dans ce paragraphe, on suppose que fj = [w‘li’ : wgl] (voir

Iintroduction). D’apres le lemme 1, on a (fijo0)™ # (f2j00)™ pour tout
(n,m) # (0,0). Donc d} # d5* pour tout (n,m) # (0,0). Soient a = [0 :
0:1] et @ =[0:1:0]. En utilisant les coordonnées locales x := wp /w2,
y := w; /wy, au voisinage de a, on peut écrire f;(z,y) = (z¥ + o(z®), h;)
ol h; = y* + zg;.

D’apres la proposition 2, il existe une application linéaire o(z1) =
Bz1 + 6 telle que 'une des conditions suivantes soit vraie :

Lo lofiioo=2"eto 1o fo 00 =2 avec yh~1 = 1;

2.071o firoco = deZZU

1. d. /25 N

3. fin = £8 123/ Ta,(B21//Z2) + Zi 00 B = 34 e q, biri 2t 25
Quitte & remplacer f; par f2, on peut supposer que les signes + sont les
+. Comme h; = y% + xg;, dans les conditions 1, 2, on a f%~1 = 1. Quitte
a effectuer le changement de coordonnées (21, 22) — (21 +6/0, 22) dans les
conditions 1, 2, on peut supposer que § = 0. Alors dans ., on peut supposer
que o = Id; dans 2 et 3, en utilisant le changement (z7, 22) — (821, 22), on

peut également supposer que 3 = 1 et 0 = Id. De méme pour a’, 'une des
conditions suivantes est vraie :

d
1. fig =25";
2. fio = Ta,22;
~1 _d,/24 — . o=
3. fie =0 z1l/ Ty, (8'22/\/21) + B o B} = Z2k+l<dl b/iklzfzév
d,—1
g =1.

Il est clair que si les conditions 3 et 3’ sont fausses, le couple (f1, f2)
se trouve dans les exemples 1-3 & une classe de conjugaison pres. La preuve
du théoréme 1 sera complétée par les propositions qui suivent.

ProPOSITION 3. — Si les conditions 1, 3’ ou 1',3 sont réalisées, le
couple (f1, f2) se trouve dans ’exemple 4 & une classe de conjugaison preés.
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Preuve.— On peut supposer que 1’ et 3 sont vraies. D’apres le
corollaire 2, il existe une courbe algébrique D invariante tangente & {wgy =
0} en a qui est image de composantes de C;. L’ensemble exceptionnel de f;|p
est de cardinal au plus 2 et doit contenir les points d’intersection de D avec
{wp = 0}U{wy = 0}. Par conséquent, D coupe & {wy = 0} uniquement en a
et D coupe {wy = 0} en un seul point, noté b = (b;,0). D’apres le corollaire
2 (appliqué & f; et f2 en a), on a mult(D N {we = 0}, a) = 2. Par suite, D
est une courbe rationnelle de degré 2. Quitte a effectuer le changement de
coordonnées z; — 21 — by, on peut supposer que b = 0. Alors I'application
fil{ws=0} Possede deux points exceptionnels fixes 0 et [0 : 1 : 0]; elle est
donc égale & z‘lil. Appliquant la proposition 2 en b, on constate que =; = 0.
On vérifie facilement que les f; = (zf’/ T, (21/ V72), 73) sont conjuguées
aux applications construites dans I’exemple 4 pour h;(z) = z%. O

PRrROPOSITION 4. — Les conditions 2, 3’ (ou 2’, 3) ne sont pas réalisées
simultanément.

Preuve. — Supposons, par exemple, que 2 et 3’ sont vraies. Soit D
la courbe algébrique invariante de f; passant par a’ qui est décrite dans le
corollaire 2. Elle est algébrique car elle est image de composantes de C;.
La courbe D est tangente & {wy = 0} en un point unique a’. D’apres le
corollaire 2, D est une courbe rationnelle de degré 2. Le point a’ étant
exceptionnel et fixe pour fip, l'application f; agit sur D comme un
polynome de degré d;. Par conséquent, il y a au plus d; — 1 points critiques
de fijp qui sont différents de a'.

Posons & = {z1 = s}. Observons que I := T;ll{:t2} \ {£2} est
I’ensemble critique de le. Comme f1; = le (1), si s € I et si & coupe D
transversalement en z alors z est un point critique de fp. De plus, il y a
une seule droite & tangente a D; les autres coupent D transversalement en
deux points car D est une courbe rationnelle ne passant pas par [0:0 : 1].
On en déduit que f;p possede au moins 2(d; —2) points critiques différents

de a/ car #I = d; — 1. C’est la contradiction recherchée. O
ProposITION 5.— Les conditions 3, 3’ ne sont pas réalisées simul-
tanément.
Preuve. — Supposons que 3, 3’ sont vraies. Pour simplifier les calculs

on suppose que B’ = 1. Quitte & remplacer f; par 'un de ses itérés, on
peut supposer que d; >> 1. D’apres le corrollaire 2, il existe une courbe
algébrique invariante D tangente & {wo = 0} en exactement deux points a et
a’ telle que f[lD = DUC;. Cette courbe D est de degré 4 et éventuellement
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réductible. D’apres les conditions 3 et 3/, quitte & effectuer un changement
de coordonnées du type (z1,22) — (21 + @, 22 + ), on peut supposer que
D est définie par & = 0 ou

®(2) = 2323 — 423 — 423 + 12} + uz 2z + 024 + o(|2?)

est un polynoéme de degré 4. D’apres le corollaire 2, il existe un polynéme
W tel que ®(f;) = ®.W?2.

Soit A; la somme des termes 2723 de f11 qui vérifient m+2n = d, —J.
Posons ©;(a) := Aj(a, 1). Montrons que ©; = ©2 = 0. Posons 2; = at
et 2o = t2. Notons W; la somme des termes 2"z} de W qui vérifient
m + 2n = 3d; — 3 — j. Posons Vj(a) := Wj(a, 1). D’apres les conditions
3,3, on a fi1(at,t?) = Ty, (a)t® 4+ O1(a)th~! 4+ o(t1~1), fia(at,t?) =
- 1241 4 o(t241-1), On peut écrire W (at, t?) = Vo(a)t3h =3 + Vi ()3~ +
o(t31—4). En identifiant les coefficients de t5%1 et t°%1~1 dans I’équation
®(f1) = ®W?, on obtient T2 (a) —4 = (a? — 4)Vi(a) et 2Ty, (2)O1(a) =
2(a? — 4)Vo(a)Vi(a). La relation T2 (o) — 4 = (a® — 4)VZ(c) implique
que Vj est la dérivée de £Ty, et les polynomes Tq, (), (a® — 4)Vp(a) sont
premiers entre eux. On peut supposer que Vy = Tﬁil. Le polynoéme O ()
est divisible par le polynéme 2(a? — 4)Vy(a) qui est de degré d; + 1. On
en déduit que ©; = 0 car deg®; < d;. On a également V) = 0. Alors fi;
ne contient aucun terme 2{"23 avec m + 2n = d; — 1. De méme maniere,
on montre que fi2 ne contient aucun terme z{"z5 avec 2m +n = d; — 1.
Par suite, on peut écrire f1;(at,t?) = Ty, (a)t® + Oz(a)th =2 + o(th~2),
frz(at, t?) = 24 fo(t21=2) et W = Vp(a)t38 73 + V()31 =5 4 o(t30175).
En identifiant les coefficients de 5412 dans ’équation ®(f;) = ®W?2, on
obtient

2T g, (@)Oa () = 2V (a)[(a® — 4)Va(a) + vVp(a)).
Par conséquent, ©3(«a) est divisible par V() et donc ©2 = 0.

On peut donc écrire fi1(at,t?) = Tq, (@)t + Oz(a)th =3 4 o(th173).
Comme le coefficient de z1231_2 (resp. zgl_l) dans fio est égal & —d;
(resp. 0), on a fio(at,t?) = t>h — dyat?1=3 + o(t24173). On a également
W = Vo(a)t3h =3 4+ Vo(a)t3h =5 + Va(a)t3h1 6 + o(t3416). En identifiant

les coefficients de t5%1~2 dans I’équation ®(f;) = ®W?, on obtient
2Ty, (@)[O3() — diaTy, ()] = 2Vo(a)[(@? — 4)Va(a) + uaVy(a)].
Par conséquent, O3(a) — d1aTy, (@) est divisible par Vp(a) = Tfil ().
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L’application f2 doit vérifier une propriété analogue. Par les calculs
simples, on constate que le polynéme

di—2 - 1~ =
12 Tdf(a) — §T:11 Ole (Ol)

Tfil 0Ty, ()O3() — drax

est divisible par Tiif (o). Comme T:i? est divisible par Tgl 0Ty, , le polynome

aTdf (c) est divisible par Tfil 0Ty, (a). Le polynéme Tdf et sa dérivée sont
premiers entre eux. On a abouti & une contradiction. O

5. Preuve du théoréme 1 : deuxiéme cas.

Dans ce paragraphe, on suppose que f;o = [w = wi Ty, (we/w:)]
(voir I'introduction). D’apreés le lemme 1, on a (fijo0)™ # (f200)™ pOUr
tout (n,m) # (0,0). Donc d} # d3* pour tout (n,m) # (0,0). Comme dans
le paragraphe précédent, on utilise la proposition 2 et le corollaire 2 pour
les applications fi et f en a :=[0:0: 1]. Quitte & remplacer f; par f* et
a effectuer un changement de coordonnées, I'une des conditions suivantes
sera vraie :

L fu =2
2. fa= lezﬂ

3. fu= Zgl/gle (21//72) + Ei o0 E, = Zk+2z<d, bikiz} 2.
Soient b:=[0:1:2]etc:=[0:1:-2].

LeEMME 6.— Supposons que d; est impair. Il existe une courbe D
invariante par f et fa, passant par a, b et ¢ telle que mult(D N {wy =
0},a) = 2, mult(D N {we = 0},b) = mult(D N {wy = 0},c) = 1 et
fi_lD = DUC;. De plus, on a mult(f;,C;) = 2 et mult(C;N{wy = 0},d) =1
pour tout d € C; N {wo =0} et d # a.

Preuve.— On peut supposer que ¢ = 1. Soient U un voisinage
suffisamment petit de {wo = 0} et A, les composantes irréductibles de
C1 N U qui ne passent pas par a. Observons que b et ¢ sont fixes et que
'ensemble critique de fi|o est égal & TU{a} o I := (f1jo0) " {b,c} \ {b, c}.
D’apres le lemme 3, A, coupe {wy = 0} transversalement en un point de
I et mult(fi, Ap) = 2. D’apres la proposition 1, il existe (n,m) # (n',m’)
tels que f f5" Ay = 7 f"' Ap. Ceci implique f £ (f14,) = ' 5 (f14p).
D’apres le lemme 5, f; A, est la variété stable de f; et f en b ou en c. Posons
D’ la courbe algébrique invariante par f et fo qui contient les fiA,.
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Si la condition 1 est vraie, D’ ne passe pas par a. Il suffit de poser
D= DIU {w1 :0}

Si la condition 2 est vraie, D’ ne passe pas par a. Il suffit de poser
D:=D U{w =2} U{w, =—-2}.

Lorsque la condition 3 est vraie, on pose D := D’ si D’ passe par a,
sinon D est la réunion de D’ avec la courbe algébrique contenant la courbe
algébrique invariante passant par a qui est décrite dans le corollaire 2. On
a fi'D\D CCietdeg fi'D\D=2d—2>degCs. Dot f{'D\D =0,
et mult(fy,C1) = 2. O

LEMME 7. — Supposons que d; est pair. Il existe une droite L inva-
riante par fy, fo, passant par b. La courbe fi_lL \ L contient une droite L’
passant par c. La réunion des composantes de C; qui ne passent pas par
a, est égale & H; = f7*(LU L)\ (LU L"). De plus, H; coupe {wy = 0}
transversalement et mult(f;, H;) = 2.

Preuve. — On peut supposer que ¢ = 1. Observons que b = f(c¢)
est un point fixe et que I'ensemble critique de f| est égal & I U {a} ou
I := (f1jo0) "{b,c} \ {b,c}. On utilise les notations du lemme 6. Soit A,
une composante telle que f;A, passe par b. On démontre comme dans le
lemme 6 que A := f1 A, est invariante.

D’apres les lemmes 3 et 4, fi ! A contient une courbe B ¢ C; qui coupe
{wop = 0} transversalement en c. Ceci implique que la courbe algébrique
irréductible, contenant A (notée L) ne peut pas passer par a. En effet,
dans le cas contraire, le corollaire 2 entraine B C f; YL\ L C C; ce qui
est impossible. La courbe L coupe {wy = 0} transversalement en un seul
point. Elle est donc une droite. La courbe algébrique irréductible L' qui
contient B coupe {wy = 0} transversalement en un point unique c. Elle
est également une droite. En utilisant les lemmes 3 et 4 et comptant les
multiplicités, on montre que Hy C Cy, H coupe {wy = 0} transversalement
et mult(fy, H;) = 2. O

ProrosiTION 6.— Si la condition 3 est vraie, le couple (f1, f2) se
trouve dans 'exemple 4 & une classe de conjugaison preés.

Preuve. — On considere le cas ol d; est impair. Le cas contraire sera
traité de méme maniére. Soit D la courbe définie dans le lemme 6. C’est une
courbe invariante de degré 4. Comme f;;p posséde plus que deux points
exceptionnels, D est réductible. Il y a donc deux cas possibles.
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Supposons que D est la réunion d’une courbe irréductible £ de degré
3 et d’une droite L. Montrons que ce cas est impossible. L’application
f1l€ est conjugué & z¥% car il possede deux points exceptionnels (qui
se trouvent dans {wy = 0}). Notons I := £N L. Alors f; 'L\ L passe
par J := (fyg)"'T\ I. Comme deg ff'L\ L = (dy — 1)/2, on a #J <
3(d1 — 1)/2. On en déduit que #I = 1 car fi|¢ est conjugué & z*%. On
note d le point d’intersection de £ et L. La droite L est tangente & £ en d.
C’est donc un point fixe de fi. L’application fi)¢ étant conjuguée & z*%,
la valeur propre de f; en d suivant la direction tangente & £ est égale
a £d;. On déduit facilement que la valeur propre de f; en d suivant la
direction L est différente de 0. Les applications f; agissant sur L comme
des polynémes permutables, f);, est conjugué a z4 oua +£Ty,. Si fir est
conjugué a z% , le fait que la valeur propre de fi L en d est différente de 0
implique que fy|;, est régulier en chaque point de K := (fy )"\ {d} et
que #K = d; — 1. L’ensemble fl_lc‘,' \ € passe par K. Donc K appartient
a C;. On en déduit que la courbe fl_lL \ L passe par K. On a abouti a
une contradiction car deg f; 'L\ L < #K. Sinon f1, est égale a +Tq, (z)
ol = est une coordonnée de L. Si d € {z = £2}, alors (f1);)"!(d) est de
cardinal d; — 1 et disjoint de ’ensemble critique de f;;. Comme le cas
précédent, on obtient une contradiction. Alors d € {x = £2}. On suppose
par exemple que f|; = Ty, (z) et d = {x = 2}. Comme £ ne passe pas par
{z = —2}, la courbe f; '€\ € ne rencontre pas K := (f )" {z = -2}
Comme les points de K sont critiques pour fy|z, la courbe C; passe par
K. Comme C, = f{ (EUL)\ (EUL), la courbe f; 'L\ L passe par K.
Le fait que deg fl_lL\L = #K = d, — 1 implique que f; 'L\ L coupe
L transversalement en K. Fixons un point e € K. Au voisinage de e,
I’ensemble critique de f; est une courbe lisse, son image est lisse et I'image
réciproque de son image est une réunion de deux courbes lisses qui se
coupent transversalemment. On vérifie sans peine que cette situation ne se
produit jamais.

La courbe D contient donc une courbe rationnelle R tangente &
{wp = 0} en a. D’apres le corollaire 2 appliqué & f; au point a, quitte
a effectuer un changement de coordonnées, on peut supposer que R =
{22 —42, =0}.Ona f; 'R\ R C C;. De plus, la multiplicité de f; sur cette
courbe est égale & 2. Par conséquent, il existe des polynomes R; tels que
fir? —Afip = (22 —429) R?(21, 22). Soit 7 I'application de C? dans C? définie
par w(z,y) = (x+y, zy) (voir 'exemple 4). Posons h; := (hi1, hi2) = fiom.
On a h? — 4h;s = (z — y)?R?(z + y,zy). Ceci implique qu’il existe des
applications F; telles que h; = 7 o F;. Les F; sont définies par
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2 ’ 2

On peut choisir les signes de sorte que Fy o Fo = F5 o F}. Observons
que [wg’/Qle(wl/\/w_g)] onm = wh + w. On vérifie sans peine que
hin = x4 4+ y* + o(|v|%) et hip = zhyd + o(|y|%) ot v = (z,y).
Par suite, F;; = 2% + o(|v|%) et Fi = y* + o(|v|*). On a également
Fi1(z,y) = Fi2(y,z). En utilisant le paragraphe précédent pour le couple
(F1, F»), on constate que ce couple est conjugué & un des couples des
exemples 1-4. Comme aucune composante de f;C; n’est incluse dans C;, F;
vérifie une propriété analogue. De plus, Fjjo = [z% : y%]. Par conséquent,
il existe un automorphisme o de P? qui préserve l'infini et qui vérifie
o oF o0 = (£Tgqx,£Tay) ou (£T4y,+T4z). Quitte & remplacer
fi par f{, on peut supposer que 0! o Fjo0 = (’lea:,’i‘dly). Comme
Fiw = [2% : y%], on a 0 = (01,02) = (az + B,a'y + ). Comme
Fj1(z,y) = Fia(y,z), on a 01_1 OTd, oo, = 02_1 Osz 00y. On en déduit que
01{£2} = 0o{£2} car I'ensemble de Julia de T4, est [~2,2]. Ceci implique
que 8 = B et @ = £a’. On montre sans peine que o = —a’ est possible
seulement si les d; sont impairs et 3 = 3/ = 0. Dans ce cas, rien n’est changé
si I’on remplace o’ par . On peut donc supposer que a = o’ et 8 = (.
Il est clair maintenant que (f1, f2) est conjugué & un couple construit dans
I’exemple 4. O

ProposITION 7. — La condition 2 est fausse.

Preuve. — Supposons que la condition 2 est vraie. Considérons
d’abord le cas ou d; et dy sont impairs. Alors D est la réunion de
F :={z =2}, de F' = {#; = —2} et d’une courbe invariante R de degré
2 passant par {b,c} qui est irréductible ou une réunion de deux droites.

Si R est irréductible, 'application f; agit sur R comme un polynome
de degré d; dont les points b, c sont exceptionnels. Par conséquent, fir
est conjugué 4 zt% et il n’a pas de point critique différent de b et c.
Comme la condition 2 est vraie, si s € T-1{£2} et si {z; = s} coupe R
transversalement en z, alors z est un point critique de fi;gz. On a abouti
une contradiction.

La courbe R est donc une réunion de deux droites L et L’ qui sont
invariantes par f;. La droite L passe par b et la droite L’ passe par ¢. Quitte
a effectuer un changement de coordonnées du type (21, 22) — (21,22 + @),
on peut suppser que L est la droite zo — 2z; = 0. 1l existe v € C tel que
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L = {23+ 22, + v = 0}. D’aprés le lemme 6, il existe des polynomes T' et
V tels que

(4) fiz —2f11 = (22 — 2zl)T2 et fio+2f11+v=1_(204+22 + v)VQ.

On peut écrire f1o = 29Ty, (22/21) + A + o(|]2|"~1) o1 A est homogene
de degré dy — 1. On a fi; = T4 (21) = 2 + o(]z|*~ 1) car il est un
polynéme impair. Observons que les points critiques de le sont tous de
multiplicité 2 et s’envoient aux points fixes +2. Ceci signifie qu’il existe des
polynémes homogenes R et S tels que 282 Ty, (22/21) =22 = (2p—22)R? et
2T, (22/21) 228 = (22+221)S2. Tl est clair que (20—221) R et (224+221)S
sont premiers entre eux. On peut donc écrire T' = R + A; + of|z|(11—3)/2)
et et V =S+ Ay + o(|2](4173)/2) ot A; et A, sont homogenes de degré
(d1 — 3)/2. D’aprés (4), on a

(5) A =2(z3 — 221)RA; = 5[2(2 + 221)Ax + vS].

Ceci implique que A est divisible par (zo — 2z1)R et par S. Comme
(22 — 221)R et S sont premiers entre eux, A est divisible par (22 —221)RS.
Alors A = 0 car deg A < deg(zz — 221)RS. On en déduit que 2(zz +
221)Ag + vS = 0. Par suite, Ay est divisible par S. On obtient Ay = 0
et donc v = 0 car deg Ay < degS. Les droites L et L’ se coupent en 0.
Soit 1 := (f1)"1(0) \ {0}. Alors f; "L’ passe par I. C’est la contradiction
recherchée car #1 = d; — 1 et deg f; 'L’ = (d1 + 1)/2.

Supposons maintenant que d; est pair. On peut supposer que L =
{20 — 221 =0} et L' = {23 4+ 227 + v = 0}. 1l existe des polynémes R et S
tels que 2 Ty, (z0/21) — 223 = (29 — 221) (22 + 221)R? et 21 Tq, (22/21) +
22?1 = 52. 1l existe aussi des polyndmes T et V tels que fio — 2f11 =
(20 — 221)(22 + 221 + v)T? et fiz2 + 2f11 + v = V2. Comme dans le cas
précédent, on montre que v = 0 et que f; 'L’ passe par I := (f1,)72(0).
On aboutit également & une contradiction. O

ProrosiTiON 8. — Si la condition 1 est vraie, le couple (f1, f2) est
conjugué a un couple d’applications polynomiales homogénes.

Preuve.— Quitte a remplacer f; par un de ses itérés, on peut
supposer que d; est suffisamment grand. On considere le cas ou d;, dy
sont impairs. Les autres cas seront traités de méme maniere. D’apres le
lemme 6, on peut choisir un systéme de coordonnées tel que D = {® = 0}
ol

D(2) = (22 — 221 ){(z2 + 221) + u(z2 — 221) + v
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est un polynéme de degré deux. Soit 0 < 6 < d; — 1 tel qu’on puisse écrire

(6) fi = (fu, fr2) = (21, Q + A+ o(J2]%))

ou @ := zflel(zz/zl) et A est homogene de degré 6. D’apres le lemme
6, il existe un polynome W tel que ®(f;) = ®.W2. Soient R et S des
polynémes homogenes vérifiant zf"le(zg/zl) - 2zf‘ = (22 — 221)R? et
20Ty, (22/21) + 228" = (20 — 221)S2. Alors (zp — 221) R et (25 + 221)S sont
premiers entre eux.

Montrons que v = 0. On prend § = d; — 1. Quitte & remplacer W par
—W au cas nécessaire, on peut écrire W = RS + Ay + o(|z|%72) ot Aw
est homogene de degré d; — 2. La relation ®(f;) = ®.W?2 implique

[(22 - 221)R2 + (22 =+ 221)52]A
(7) = RS[2(z2 — 221)(22 + 221)Aw + u(z2 — 221)RS].

Alors A est divisible par (22 — 221)RS. Comme deg A < deg(z2 — 221)RS,
on a A =0 et donc 2(22 + 221)Aw + uRS = 0. Par suite, Ay est divisible
par RS. On obtient Ay = 0 et donc u = 0 car deg Ay < deg RS.

De méme maniére, en utilisant § = d; — 2, on obtient v = 0.

Soit § I’entier minimal vérifiant (6). On peut écrire W = RS+ Ay +
o(|z|*~1) ot Ay est homogene de degré § — 1. On montre exactement
comme ci-dessus que A = 0. La minimalité de 6 implique que fio est
homogene. O

6. Preuve du théoréme 1 : troisiéme cas.

Dans ce paragraphe, on suppose que les fz.'l‘oo ne sont pas conjugués
ni & z¥% ni a :tTd? (voir l'introduction). On montrera que f1 et fo sont
homogenes. D’apres [4], fijoo définissent des revétements de O dans lui-
méme, ot O = (P!,n) est I'un des orbifolds O, 03, 03,04 qui seront
décrits plus tard. Il existe également un tore complexe T = C/I' de
dimension 1, des applications affines A;(z) = a;x + b; préservant le groupe
discret T et une fonction elliptique F : T — P! tels que f; o F = F o A;.
On a d; = |a;|? et donc tout point périodique de f; est répulsif. En tout
point fixe de f;, la valeur propre de f; est égale a a;. L’orbifold O,, est
défini par le couple (P!, n,,), ot n,, est une fonction sur P! & valeurs dans
Z4 qui est égale a4 1 sauf en s points (s = 3 ou 4). On note a,...,qs
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ces s points. Alors 'ensemble {;}7_; est invariant par fi et f2. Quitte &
remplacer fi, fo par fi o f3 et fi o fi* avec n # m convenables, on peut
supposer que si a; est périodique pour f1, il est également périodique pour
f2 et réciproquement. Une fois que 'on a montré que fi o f et f1 o f3"
sont homogenes, les applications f; et f le sont aussi. Maintenant, quitte
a remplacer f; par I'un de ses itérés, on peut supposer que tout point
périodique «; est fixe. Par définition des orbifolds et leur description [4],
on a les cas suivants :

1. Pour Oy, s = 3 et n1(a;) = 3 pour j =1, 2, 3 et a; € Z[w| avec
w = exp(im/3). Si d; n’est pas divisible par 3, d; = 1 modulo 3. Les a; sont
tous fixes répulsifs pour f;| et 'image réciproque de a; est constituée par
lui-méme et (d; — 1)/3 autres points; la multiplicité de f;)o, sur chacun de
ces (d; — 1)/3 points est égale & 3.

Sinon, f;(a;) = fi(a2) = fi(as) = a;. L’'image réciproque de a; pour
j = 2,3 est constituée par d;/3 points de multiplicité 3; celle de a; est
constituée par les a; et d;/3 — 1 autres points de multiplicité 3.

2. Pour Oy, s = 3 et na(a1) = 6, na(a2) = 3, na(az) =2 et a; € Z[w]
avec w = exp(im/3). Si d, n’est pas divisible par 2 ni par 3, d; = 1 modulo
6. Les o sont tous fixes répulsifs pour f; et I'image réciproque de a; (resp.
ag et ag) est constituée par lui-méme et (d; — 1)/6 (resp. (d; — 1)/3 et
(d; — 1)/2) autres points de multiplicité 6 (resp. 3 et 2).

Si d; est divisible par 2 mais non point par 3, alors d; = 4 modulo
6. Dans ce cas, a; et ap sont fixes et f,(a3) = 1. L'image réciproque de
ag est constituée par d;/2 points de multiplicité 2; celle de aq (resp. o)
est constituée par lui-méme (resp. lui-méme et a3 avec la multiplicité 3) et
(d; — 1)/3 (resp. (d; — 4)/6) autres points de multiplicité 3 (resp. 6).

Si d; est divisible par 3 mais non point par 2, alors d; = 3 modulo
6. Dans ce cas, a1 et az sont fixes et f;(az) = ;. L’image réciproque de
ao est constituée par d;/3 points de multiplicité 3; celle de a3 (resp. a;)
est constituée par lui-méme (resp. lui-méme et ay avec la multiplicité 2) et
(d; — 1)/2 (resp. (d; — 3)/6) autres points de multiplicité 2 (resp. 6).

Si d; est divisible par 6, fi(a1) = fi(a2) = fi(as) = oq. L'image
réciproque de ag (resp. az) est constituée par d;/2 (resp. d;/3) points de
multiplicité 2 (resp. 3); celle de oy est constituée par lui-méme, agz avec la
multiplicité 3, as avec la multiplicité 2 et d; /6 points de multiplicité 6.

3. Pour O3, s =3 et n1(a1) =4, ni1(a2) =4, ni1(a3) =2 et a; € Z[i].
Si d; n’est pas divisible par 2, d; = 1 modulo 4. Dans ce cas, les o sont
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fixes répulsifs. L’'image réciproque de ag (resp. as ou ;) est constituée
par lui-méme et (d; — 1)/2 (resp. (d; — 1)/4) autres points de multiplicité
2 (resp. 4).

Sinon, quitte & remplacer f; par f2, on peut supposer que d; est
divisible par 4. Alors f;(a1) = fi(a2) = fi(az) = a1. L’'image réciproque
de ag (resp. ) est constituée par d;/2 (resp. d;/4) points de multiplicité
2 (resp. 4); celle de a; est constituée par lui-méme, as avec multiplicité 1,
ag avec multiplicité 2 et d;/4 — 1 autres points de multiplicité 4.

4. Pour Oy, s = 4 et ny(a ) = 2 pour j = 1,2,3,4. Si d; n’est pas
divisible par 2, alors tous les a; sont fixe répulsifs. L’image réciproque
de chaque o est constituée par lui-méme et (d; — 1)/2 autres points de
multiplicité 2.

Sinon, il y a deux cas possibles. Pour le premier cas, f;(a1) = fi(a) =
filas) = fi(as) = oy. L'image réciproque de a; pour j = 2,3,4 est
constituée par d;/2 points de multiplicité 2; celle de a; est constituée par
les o avec la multiplicité 1 et d;/2 — 2 autres points de multiplicité 2.

Pour le second cas, fi(a1) = fi(as) = a1 et fi(az) = fi(as) = .
L’image réciproque de o pour j = 3,4 est constituée par d;/2 points de
multiplicité 2; celle de o pour j = 1,2 est constituée par o, a;12 avec la
multiplicité 1 et d;/2 — 1 autres points de multiplicité 2.

Observons que dans tous les cas, on a

Zn_(a.j_)__lzg.
J

n(a;)

Soit r le nombre des «; qui sont fixes par f et fo. Alors 7 = 1, 2
ou s.

LEMME 8. — Si r = s, il existe une courbe L de P? invariante par
f1 et fa; elle coupe {wy = 0} transversalement en a;,...,as. De plus,
f71L = LUC; et mult(f;, A) égale a la multiplicité de f;)o, en chaque point
de AN {wo = 0} pour toute composante A de C;.

Preuve. — 1l suffit de montrer la proposition pour ¢ = 1. L’indépen-
dance de L en i est simple. Soit U un voisinage assez petit de {wo = 0}
tel que C; N U soit la réunion des courbes irréductibles A, ; chaque A,
coupe {wy = 0} en un seul point 3,. D’apres le lemme 3, 3, appartient
a l'ensemble critique de fi|o. Par chaque point a; passe une seule courbe
lisse, stable par fi et fo. Cette courbe coupe {wy = 0} transversalement
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en a; (voir la remarque 2). Fixons un A,. Soit a; = f1(8,). On choisit
un systéme de coordonnées local (x,y) pour un voisinage de «; tel que
a; = (0,0), {x = 0} = {wy = 0} soit la variété instable, {y = 0}
soit la variété stable et tel que f;(z,y) = (z% + o(z%),a;y + zygi(z,y)).
Comme (f1jo0)™ # (f2100)™ pour tous entiers positifs n, m, on a alaf* #
a?/agnl pour tous (n,m) # (n/,m'). On va montrer que fiA, est la
variété stable de f; en oj. Il est clair que f1A, # {& = 0}. D’aprés
la proposition 1, f7'f3"A, = ff/fQ'”/Ap pour certains couples (n,m) #
(n',m'). Dot 7 f5(f14,) = f7 f3¥ (f14p). D’apres le lemme 5 (appliqué
aux applications f7'f5* et 7 f3*'), fi1A, est la variété stable {y = 0} de f;
et fo en .

Soit L := f1(C1). Comme les variétés stables coupent {wy = 0}
transversalement, L coupe {wo = 0} transversalement en {o;}7_;. Donc

degL = s. Les A, sont les composantes irréductibles de f{ 'L\ L N U.
Soient 3, := A, N {we = 0} et a;, := fi(Bp) avec 1 < j, < s. Posons
my := mult(f1, Ap) et n, := mult(A, N {wo = 0}, 3,). D’apres le lemme 4,
onad  _ mpny, =d — 1, et mpn, < mult(fije0,Bp) = n(ay,). On sait
que degCy = 2(dy — 1) compté avec les multiplicités. D’apres le lemme 3,
on a ) (my, — 1)n, = 2(d; — 1). Le fait que m, < n(a,,) implique que

1

Z(mp —n, = Z m:n; : MpNp S Z "ig%)—mpnp
_Zn Zmp”zizz%(dl_l)

Jp=J

=2(dy — 1).
Par conséquent, m, = n(a,,) = mult(f|co,3,) et donc n, = 1 pour tout
p. Par suite, les courbes A, sont disjointes. Il est clair maintenant que
= fi1L\ L et mult(f;, A) est égale & la multiplicité de f1)c €n chaque
point de AN {wp = 0} pour toute composante A de f{ 'L\ L. O

LEmME 9.— Sir = 1, il existe une droite L # {wy = 0} invariante
par f1, fo et passant par ay. L’ensemble fi_lL se constitue par L, par des
courbes L' et H; C C;. La courbe L' coupe {wy = 0} transversalement
en ag,...,as et fi 'L’ = C; \ (H; UL"). Pour chaque composante A de
Ci, mult(f;, A) est égale & la multiplicité de f;», en chaque point de
AN {’wo = O}

Preuve. — On peut supposer que ¢ = 1. On considere le cas ol
O = O,. Les autres cas seront traités de méme manieére.
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Soient U, Ap, B, définies dans la preuve du lemme 8. Fixons un p
tel que f1A, N {wp = 0} = «@;. Comme dans le lemme 8, on montre
que fi1A, est la variété stable de fi en o;. Soit L la courbe algébrique
contenant f;A,. Ona f; 'L\ L C C;. De plus, la courbe L coupe {wq = 0}
transversalement en un point unique o; car C; N{wy = 0} s’envoie au point
. Elle est donc une droite. Soient By, C,,, D¢ les composantes irréductibles
de f{'L\LNU telles que C, N {wy = 0} = aa, D¢ N {wp = 0} = a3 et
BN {wy =0} =: B, # a2, as ol les indices ¢, v et £ prennent leurs valeurs
dans certains ensembles. On note mg, m,, me¢ les multiplicités de f; sur
By, Cy, D¢ et ng, n,, ne les multiplicités de I'intersection de By, C,, D¢
avec {wp = 0} respectivement.

D’apres les lemmes 4 et 3, on a Y mgng = dy — 6, > myn, = 2,

Yomene =3, (mg—1)ng = 5(d1/6—1), > (m,—1)n, =1, (meg—1)ng =
2, mgng < 6, myn, <2 et mene < 3. Donc

5<__1) S (mq ~ 1),
mg — 1 6—1 dy
E my MgNg 6 Malg = 5(6

Dot my = 6 = mult(fije,By) €t ng = 1. De méme, m, = 2 =
mult(fijee, @2), = 1, m¢ = 3 = mult(fijo, @3) et ng = 1. Il y a donc
dy/6 — 1 composantes Bg; sur chaque B, la multiplicité de f; est égale
a 6; il y a une seule composante C, avec la multiplicité 2 et une seule
composante D¢ avec la multiplicité 3. Ces composantes sont disjointes et
coupent {wy = 0} transversalement. Posons C := C, et D := D¢. Soit A,
une composante vérifiant f1 A, N {wy = 0} = a2. Comme dans le lemme
8, on montre que fZA, est la variété stable de f; en ay. D’ou f14, = C.
Soient F;, les composantes irréductibles de f; lenu, By = F;,N{wg = 0},
My 1= mult(fl, ) et ny = mult(F, N {wy = 0}, 3,). D’apres les lemmes
3et 4, onad myn, =diy,y (m,—1)n, =2d,/3 et myn, <3. D’ou

2 my — 1 3—-1 2
§d1:Z(mT,—1)nn=Z 1 mnnnéz—g—mnnn: gdl

My

Ceci implique que n, =1, m; = 3 = mult(fi|o0, By). Les F, appartiennent
a C; ; chacune est de multiplicité 3 et coupe {wo = 0} transversalement. La
courbe f;'D vérifie une propriété analogue. On a f; 'L’ = C; \ (HU L)
et pour chaque composante A de C;, mult(f1, A) est égale a la multiplicité
de f1| en chaque point de AN {wo = 0}. O
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LEMME 10. — Sir = 2 et si O = Oy, il existe deux droites L et L'
invariantes par fi et fy; L passe par a; et L' passe par a; avec j = 2
ou 3. La courbe fi_lL est la réunion de L, d’une droite A passant par o
et d’une autre courbe H; (I # 1,5). La courbe f7 'L’ est la réunion de
L’ et d’une autre courbe H]. On a C; = AU f7'A U H; U H. Pour toute
composante irréductible A de C;, mult(f;, A) est égale a la multiplicité de
fijoo €n chaque point de AN {wo = 0}.

Preuve.— Si d; est pair, on a j = 2 et | = 3; si d; est divisible
par 3, on a j = 3 et I = 2. Comme dans les lemmes précédents, on
montre qu’il existe une courbe algébrique invariante passant par oj et
o;. L’image réciproque de cette courbe par f; contient des composantes
de C;, ol les multiplicités de f; sont égales & n(ai) et n(a;). Comme
n(a1) # n{aj), cette courbe invariante est réductible. Elle est donc la
réunion de deux droites L et L’. On montre tout comme dans les lemmes
précédents que fi_lL contient A passant par o;, que C; = AU fi_lAUHiUH{
et que mult(f;, A) est égale & la multiplicité de f;joc en chaque point de
AN {wy = 0} pour toute composante A de C;. O

LEMME 11.— Sir = 2 et si O = Oy, il existe une courbe algébrique
D invariante par f et fs; cette courbe est de degré 2 et passe par a; et as.
La courbe f[lD est la réunion de D, d’une courbe D’ de degré 2 passant
par ag et aq et d’une autre courbe H;. On a(C, = H, U fi_lfD’. Pour toute
composante irréductible A de C;, mult(f;, A) est égale a 2.

Preuve. — Comme dans les lemmes précédents, on montre qu’il existe
une courbe algébrique D invariante par f; et fa et coupe {wo = 0}
transversalement en o et ay. Cette courbe est alors de degré 2. L’ensemble
f7 (D) est la réunion d’une courbe D’ et d’une courbe H;. La courbe D’
coupe {wy = 0} transversalement en a3 et ay. La courbe D’ est également
de degré 2. On a aussi C; = H; U fi_lD’ . On montre comme dans les lemmes
précédents que mult(f;, A) est égale a la multiplicité de f;jo, en chaque
point de A N {wy = 0} (c’est-a-dire égale & 2) pour toute composante A
de Ci. O

ProposiTIiON 9. — Le couple (fi, f2) est conjugué & un couple d’ap-
plications polynomiales homogénes.

Preuve. — Nous allons traiter seulement le cas our = s et O = O,.
Ce cas nous semble le plus compliqué. La preuve est essentiellement valable
pour les autres cas.
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Quitte a remplacer f; par 'un de ses itérés, on peut supposer que
d; est suffisamment grand. On choisit un systéme de coordonnées tel que
a3 =[0:1:0,a2=1[0:0:1],a3=1[0:1:1], s =[0:1: ] et la courbe
L soit définie par ’équation ® =0 ot v € C\ {0, 1} et

®(2) = z129(22 — 21) (22 — @21) + b222zy + c2122 + dzy +uzg + v

est un polynome de degré 4. Soit 0 < 6§ < d; — 1 un nombre naturel tel
qu’on puisse écrire

(8) fi(2) = (fur, fr2) = (P + Ay +0(|2]), Q + Az + 0(|2]°))

ol P,Q (resp. Ay et Ay) sont homogenes de degré d; (resp. §). D’apres
le lemme 8, il existe un polynome W tel que ®(f;) = ®.W?2. On pose
Az := Ay — Ay et Ay := al\y — A;. Par définition de Oy, il existe des
polynomes homogenes R, S, T et V de degré (d; —1)/2 tels que P = z; R?,
Q=252 Q—P=(20—2)T? et aQ — P = (22 — az1)V2. Observons que
z1R, 225, (22 — 21)T et (22 — az1)V sont deux & deux premiers entre eux
car P et @ sont premiers entre eux. On a W = RSTV + o(|z|?(41—1),

Montrons que b = ¢ = 0. Considérons 6 = d; — 1. On écrit
W = RSTV + A + o(|z|>*%73) ot A est homogene de degré 2d; — 3. On
obtient de 1’équation ®(f;) = ®W? que

2122(2’2 - Zl)R2S2T2A4 + 2122(22 - azl)R2SQV2A3

+2z1 (Z2 - 21)(22 - azl)R2T2V2A2 + 252(2'2 - Zl)(ZQ - a21)52T2V2A1
(9) = RSTV|[(bz222 + c2122)RSTV + 221 25(20 — 21) (22 — az1) Al
Cette égalité implique que A; (resp. Ag, Az et Ay) est divisible par z; R
(resp. 225, T et V). On pose A1 = z1RA, Ay = 22SA5, Az = TAj et
A4 = VA). Par définition de Az et de T' on a
(10) 20SA, — 21 RA} = TA)
(11) 28 — 21R? = (20 — 21)T*.

On obtient de ces relations que
(12) 21 R(SA} — RAL) = T[(z2 — 21)TAL — SAL).

Par conséquent, SA] — RA, est divisible par T car z; R et T sont premiers
entre eux. De méme maniére, & ’aide de A4 et de V, on montre que
SA] — RA est divisible par V. Comme T et V sont premiers entre eux,
SA} — RA} est divisible par TV. Mais deg(SA] — RA%) est plus petit que
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degTV. Donc SA] — RA, = 0. Ceci implique que A] est divisible par R.
On en déduit que A} = A} = 0 car deg A} < degR. On obtient aussi
A=Ay =0etb=c=0.

De méme maniere, avec 6 = d; — 2, on montre que d = u = 0 et

ensuite avec 6 = d; — 3, on montre que v = 0.

On choisit § minimal tel que (8) soit vrai. Alors § < dy—4. En utilisant

I'équation ®(f1) = ®W?2, on peut écrire W = RSTV + A +o(|z|%72%%) o
A est homogene de degré d; —2+ 6. On montre exactement comme ci-dessus
que A; = Ay = 0. La minimalité de é implique que f; est homogene. De
méme maniere, on montre que fy est homogene. O

(1)
2
(3]
(4]
(5]

(10]

(11]
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