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SUR LES ENDOMORPHISMES POLYNOMIAUX
PERMUTABLES DE C2

par Tien-Cuong DINH

Introduction.

Soient X une variété complexe et f 1, f 2 deux endomorphismes holo-
morphes de X. On considère l’équation fonctionnelle suivante :

Cette équation possède des solutions triviales fi = h’z2 := h o... o h
(ni fois) où h est un endomorphisme holomorphe de X. Pour cette raison,
on suppose par la suite que

Soit o- un automorphisme holomorphe de X. Le couple ( f 1, f2) vérifie
( 1 ) (2) si et seulement si (~-1 o fi o a, o f 2 o ~) la vérifie. On dit que le
couple (~-1 o fi o ~, a-1 0 f2 o or) est conjugué au couple (fi, f2).

Dans C, si les f sont des polynômes de degrés d,- &#x3E;, 2, le problème (1)
(2) est résolu par Julia et Fatou [7], [5]. Pour fi les fractions rationnelles
de degrés di -&#x3E; 2 de X = le même problème est résolu par Ritt et par
Eremenko [10], [4] (voir également [9]). Notons w = [wo : W1 : ... : les

Mots-clés : Endomorphismes permutables - Orbifold - Critiquement finie.
Classification math. : 30D05.
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coordonnées homogènes de I~~ et z = (ZI z2, ... , 1 Zk) ses coordonnées affines
:= Voici les solutions de (1) (2) pour X = I~1 à une classe de

conjugaison près :

1. (/i?/2) = pour une certaine racine de l’unité a ;

2. (fi, f2) _ (~Tdl , ~Td2 ) où Td est le polynôme de Tchebychev de
degré d défini par Td(cos t) := cos dt. Les signes J= sont choisis selon la
parité des di. Les solutions sont les quatres couples ±Td2) pour les
d2 impairs, un seul couple (à une classe de conjugaison près)
pour les autres cas ;

3. Il existe un tore complexe T = une fonction elliptique
.F : T 2013~ des applications affines + bi qui préservent le
groupe F et vérifient fi o F = F o Ai o ~12 = 112 0 Al sur T. Toutes les
fonctions F et les applications 1~i sont décrites dans [4]. Les fonctions fi et
f2 s’appellent fractions de Lattès. Les caractérisations des applications de
Lattès se trouvent dans [2], [1].

Nous donnons ci-dessous quelques exemples des endomorphismes
permutables de X = (~2. Pour simplifier les notations, Tdzi signifiera la
valeur de Td en zi.

Exem pl e 1. ~
. _ - .... _

sont permutables, où À est une certaine racine de l’unité et les
signes ± sont choisis selon la parité des di ( voir le cas X = P ).

Exem pl e 2. -

sont permutables où les signes ± sont choisis selon la parité des di.

Exemple 3. - Soient Pi, Qi les polynômes homogènes à deux va-
riables, de degré di et sans facteur commun. Supposons que les ~Pi : Qi]
définissent sur I~1 deux endomorphismes permutables. Alors il existe des

constantes ~Z ~ 0 telles que les fi - définissent des endomor-

phismes holomorphes permutables de (C2 qui se prolongent holomorphique-
ment à l’infini en des endomorphismes permutables de 1P’2.

Exemple 4. - Soient hl, h2 deux endomorphismes holomorphes de I~1
et 7r l’application holomorphe de I~l x I~1 dans I~2 qui définit un revêtement
ramifié à deux feuillets et vérifie Si ([xo : [yo : 
sont les coordonnées de I~l x on a 7r([xo 1 = 

Soient Fi(a, b) := deux endomorphismes
de I~1 x P . Il existe des endomorphismes holomorphes fi de I~2 tels que
f o 7r = 7r o Fi . Lorsque h2 sont permutables, les f sont permutables.
Lorsque les hi sont des polynômes, f 1, f2 sont polynomiaux.
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De même manière, on peut construire des endomorphismes permuta-
bles de Pour k à 3, d’autres exemples sont construits dans [13]. Les
automorphismes polynomiaux permutables de (~2 sont étudiés dans [8].

Notons PH d l’ensemble des endomorphismes polynomiaux de (C2 qui
se prolongent holomorphiquement à l’infini. Notre résultat principal est :

THÉORÈME 1. Soient fi E PH dl et f 2 E PH d2 vérifiant les

conditions (1), (2) où 2 et d2 &#x3E; 2. Alors le couple (fi, f 2 ) est conjugué
à l’un des couples décrits dans les exemples 1-4.

Un orbifold est un couple 0 == (X, n), où X est une variété complexe
et n est une fonction à valeur dans N+ U ~oo~, définie sur l’ensemble des
hypersurfaces irréductibles de X ; cette fonction est égale à 1 sauf sur

un ensemble localement fini d’hypersurfaces. Une application holomorphe
d’un orbifold 0 dans un autre 0’ = (X’, n’) de même dimension est une
application holomorphe ouverte f de X B H dans X’ telle que n’ ( f (D) ) _

pour toute hypersurface irréductible D de X, où H est
la réunion des hypersurfaces Hj vérifiant oo et mult(/,D) est
la multiplicité de f en un point générique de D (on dira simplement la
multiplicité de f sur D). Lorsque f est un revêtement ramifié au-dessus de
X’ B H’, on dit que f définit un revêtement 0 au-dessus de 0’, où H’ est
la réunion des hypersurfaces Hj vérifiant n’(Hj) == oo. Observons que si
X est compacte et si f : X - X est une application holomorphe ouverte
qui définit un revêtement d’un orbifold 0 dans lui-même, alors l’ensemble

critique C de f est prépériodique, c’est-à-dire f’~C - pour certains

0  n  m. Une telle application s’appelle critiquement fini. Si f n définit
un revêtement de 0 dans lui-même, f définit également un revêtement de
0 dans lui-même.

Dans [4], Eremenko a montré que si f vérifient (1) (2) pour X = 
il existe un orbifold C~ _ n) tel que les fi définissent des revêtements
de 0 dans lui-même. On déduit de ce résultat et du théorème 1 que :

COROLLAIRE 1. - Sous l’hypothèse du théorème 1, il existe un orbi-

fold 0 = (p2, n) tel que les applications fi définissent des revêtements de 0
dans lui-même. En particulier, les applications fi sont critiquement finies.

Récemment, nous avons démontré que ce corollaire est vrai en dimen-
sion quelconque sous l’hypothèse dï =1= d2 pour tout (n, m) =1= (o, 0). Cette
hypothèse est nécessaire au cas de dimension 3 et plus [3].
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Dans le paragraphe 2, nous donnons quelques propriétés des suites
d’itérés de fi et f2. On montre que si appartient aux exemples
1-4, (fI, 12) sera conjugué à l’un des couples décrits dans ces exemples
(lemme 2). Par conséquent, au cours de la preuve du théorème 1, on peut
toujours remplacer les fi par leurs itérés. On note fi 100 la restriction

de fi à la droite infinie ~wo - 01 et := 2Td(x/2). D’après le

lemme 2, il suffit de considérer les cas suivants : (xdl , xd2 ) , 1
( Tdl , Td2 ) et le cas où les ne sont pas conjugués aux

polynômes pour tout n &#x3E; 1, c’est-à-dire elles sont des fractions de Lattès.

Dans le paragraphe 3, nous donnons quelques propriétés de l’ensemble
critique d’une application holomorphe ouverte et de leur image. Nous
donnons également le comportement asymptotique de f 2 et son ensemble
critique au point super-attractif à l’infini lorsque ce point existe.

La preuve du théorème 1 se constitue par 3 derniers paragraphes
correspondant au 3 cas cités ci-dessus. L’idée principale est de montrer
que près de l’infini l’orbite de l’ensemble critique de fi est analogue à
celui des applications décrites dans les exemples 1-4, c’est-à-dire que fi
définit un revêtement d’un orbifold dans lui-même. Ceci permet d’écrire
des équations fonctionnelles qui impliqueront que ces applications et celles
dans les exemples 1-4 sont identiques. Par exemple, une équation du type
4J( fi ) et W sont des polynômes, vient du fait que la courbe

= 01 est invariante et son image réciproque est la réunion d’elle-même
avec la courbe ~ W = 01 qui est une courbe critique de multiplicité 1. Pour
identifier les applications fi avec les applications dans les exemples 1-4, on
utilise les ensembles algébriques exceptionnels (totalement invariants) de
fi, f 2 et la divisibilité de polynômes.

Dans les paragraphes 2-5 on note Ci U Iwo 01 l’ensemble critique
de f i et on écrit dans les coordonnées affines f i - Alors CZ est
une courbe algébrique de degré 2di - 2 compté avec les multiplicités. Pour
simplifier les notations, f a et f -1 a signifieront l’image et l’image réciproque
de a par f.

Remerciement. - L’idée de travailler sur ce problème est issue de
conversations fructueuses avec Nessim Sibony. Je tiens à l’en remercier ici.
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2. Quelques propriétés de suites d’itérés.

LEMME 1. Soient f, E PH dl et f2 E PHd2. Supposons que
fI 0 f2 == /2o/i et fnoo = Alors il existe n’, m’ -&#x3E; 1 tels que fr’ = f2".

Preuve. - Il suffit de considérer n = m = 1. Comme = on

a dl = d2. Posons d := dl = d2. On peut écrire les fi dans les coordonnées
homogènes :

où P, Q sont homogènes de degré d, R, S, R, S sont homogènes de degré d- 1
0. La relation fi o f2 = f2 o fi entraîne À = Quitte à remplacer

f i par 1 on peut supposer que À = 1. Supposons que f 2 . Soit

0  d le nombre naturel minimal tel que

où P*, Q* sont homogènes de degré d et ne contiennent aucun monôme dont
la puissance de wo est supérieure ou égale à 0152, Ri , ,S’2 sont homogènes de
degré indépendants de wo et Ui, Ti sont homogènes de degré d - a -1.
Considérons deux polynômes suivants en variable wo et à coefficients dans

C[W1, w2~ :

Comme fi o f 2 = f2 o f 1, les coefficients de wô dans ces polynômes sont
égaux :

Par conséquent,

De même,

Comme a est maximal, ne sont pas tous nuls. On

en déduit que Pl / P2 = L’application fil,, = [P : Q] est donc

constante. C’est la contradiction recherchée. 0



436

Soit f un endomorphisme holomorphe de degré d ~ 2 de pk. On
note E(f) l’hypersurface (éventuellement vide ou réductible) maximale
et complètement invariante par f, c’est-à-dire f -1 E( f ) - E(f). Cette
hypersurface existe, elle s’appelle l’hypersurface exceptionelle de f [12] et
on a E(f) = E(fn) pour tout n &#x3E; 1. Dans #E(/) ~ 2; si #E(/) = 2,
f est conjugué à si #E(f) = 1, f est conjugué à un polynôme. Dans
I~2 , 3; si degE’(/) - 1, f est conjugué à un endomorphisme
polynomial; si deg E( f ) = 2, f est conjugué à [w; : P] où fp, q~
est une permutation de f 0, 11 et P est un polynôme homogène de degré
d ; si = 3, f est conjugué à ~w~ : est une

permutation de {O, 1, 2} [6].

LEMME 2. - Sous l’hypothèse du théorème 1, si (fr, f2 ) se trouve
dans les exemples 1-4, (fi, f2) est conjugué à l’un des couples décrits dans
ces exemples.

Preuve. - Cas 1. Supposons que ( flrt, f2 ) se trouve dans l’exemple
1. Alors l’ensemble exceptionel de fi est la réunion de deux droites dont
l’une est l’infini. Quitte à changer les coordonnées, on peut supposer que
fi = (Zfl,P(Z)) et f2 - avec 0. Comme les deuxièmes
composantes de f m , f 2 sont indépendantes de zl , le polynômes P, Q sont
indépendants de zl. On a donc ±Tdl-, Q" = ±Td2
Par suite, (P, Q) est conjugué à (±Tdi, ±Td2 ) et (fi, f2) est conjugué au
couple décrit dans l’exemple 1.

Cas 2. Supposons que ( f ~, f2 ) se trouve dans l’exemple 2. On a

Posons d := d2n
Il existe un point a E (C2 fixe pour fi l

et périodique pour f car l’ensemble des points fixes de fi est invariant

par f. Quitte à remplacer f par f 1 on peut supposer que a est fixe

pour f. Comme f - (Tdz1, Tdz2), il existe (ti, t*) E R2 tel que a -

(cos dti, cos Posons t2) : (COS(tl - ti), COS(t2 -
t2 ) ) une application holomorphe d’un voisinage de 0 E (C2 dans un voisinage
de a dans (C2 . Supposons par la suite que pour le cas où par

exemple cos t * - 1, il suffit de remplacer dans cp par cos t 1 - *

L’application cp est un biholomorphisme local. Soient g :== cp-1 o f o p et
gl cp-1 o f, o cp. On a g(tl, t2) _ (dt1, dt2) et g o gl - gl o g. Utilisant
les développements de Taylor de 9 et gl, on montre facilement que gl est
linéaire. Posons gl (t1, t2) _ (at1 + j3t2, a/t1 + ,C3’t2). Soit fl - (P, Q). On
a cos (at’ + = P(cos t’, cos t2) où := ti - tg. Comme le membre
à droite est périodique de période (27r, 27r), a et j3 sont entiers. L’égalité
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précédente implique que sin at i sin = cos t’, cos t2 ) . Si
7~ 0, sin cet’ s’écrit en fonction de cos t1. Ceci est impossible car sin cet’

est impaire et non identiquement nulle. Donc a{3 = 0. De même, on obtient
cx’,û’ - 0. Comme fi et gl sont ouvertes, on a a - /~ = 0 ou c~’ = {3 = 0.
On en déduit facilement que P = Zl ou z2. Le polynôme Q l’est
aussi. On conclut que ( f 1, f 2 ) se trouve dans l’exemple 2.

Cas 3. Supposons que (fI, se trouve dans l’exemple 3. Alors 1
et sont homogènes. Par conséquent, fi et f 2 sont homogènes et ( f 1, f2)
se trouve dans l’exemple 3.

Cas 4. Supposons maintenant que ( f 1, f 2 ) se trouve dans l’exemple
4. Soit 7r l’application de (C2 dans (C2 avec 7r(x, y) == (x + y, xy) (voir
l’exemple 4). Quitte à remplacer (m, n) par (2m, 2n), on peut supposer que

Comme f i définit un revêtement d’un certain orbifold C7 = (p2, n)
dans lui-même, fi définit également un revêtement de C~ dans lui-même.
Observons que la courbe H := Iz 1 2- 4z2 = 01 est invariante par f 2
et n(H) = 2. Le fait que fi définit un revêtement de C~ dans lui-même
implique qu’il existe des polynômes Ri vérifiant

Posons

Ces égalités signifient qu’il existe des applications Fi de degré au plus
di vérifiant 7r o Fi = Hi. On peut choisir les Fi telles que Fi o F2 =

Comme FI, F2’ se prolongent en des
endomorphismes holomorphes de degrés et d’2 de JID2, les applications
Fi et F2 se prolongent également en des endomorphismes holomorphes
de degrés d1 et d2 de JID2. Comme dans les cas 2 et 3, on montre que

deux premiers cas (resp. les deux derniers) donnent les mêmes applications
f i . Par conséquent, (fI, f2) appartient à l’exemple 4. 0

PROPOSITION 1. - Sous l’hypothèse du théorème 1, pour toute com-
posante irréductible A de Cl U C2, il existe deux couples de nombres entiers
naturels (n, m) i- (n’, m’) tels que f 1 f2 A = fn’ f2l’ A. De plus, il existe

un entier N qui ne dépend que du nombre des composantes de CI U C2 tel
que n, m, n’, m’ soient majorés par N.
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Remarque 1. - Ceci reste valable pour les endomorphismes ouverts

permutables d’une variété quelconque tels que les ensembles critiques des fi
contiennent un nombre fini de composantes irréductibles. Cette proposition
est démontrée en collaboration avec N. Sibony.

Preuve. - Il suffit de considérer A c C1. La relation f, o f2 = f2 o f,
implique

D’où

Supposons qu’il n’existe pas n, m, n’, m’ vérifiant cette proposition.
Alors la contient une infinité de courbes différentes. Ceci

implique qu’il existe un n tel que f2nA e Cl car Ci ne contient qu’un
nombre fini de courbes irréductibles. On choisit le n minimal possible.
Posons A’ := f2 -lA C Ci. La relation (3) implique que A’ C Cl n C2
et donc C C2 U 

Supposons que pour tout m &#x3E; 0, C C2. Comme C2 ne
contient qu’un nombre fini de composantes, il existe ml  m2 et une

composante A" C C2 vérifiant A’ - = Par conséquent,
C’est contradiction.

Soit m &#x3E;- 1 le nombre minimal C2. Comme

flm+1 A’ C C2, la relation (3) implique C C2 U Le fait que

C2 implique que f i m A’ contient une composante de Il

existe une composante A2 de Cl telle que f2A’ = fi A2. D’où f2" A = fi A2-
De même, il existe une suite de composantes de Ci avec A1 = A

et des ni, 1 avec ni n et rni m tels que 

existe 1 ~ ~ l  j tels Aj. On en déduit que f2 A pour

abouti une contradiction.

L’existence du nombre entier N est évidente. 0

3. Germes holomorphes et ensembles critiques.

Soient f une application ouverte d’un domaine U c C’ dans cn, H
et H’ deux hypersurfaces de U. Pour tout a e U, on note mult ( f , a) la
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multiplicité de f en a, c’est-à-dire le nombre de préimages dans U’ d’un
point b générique suffisamment proche de f(a), où U’ est un voisinage
suffisamment petit de a. On note mult( f, H) la multiplicité de f sur H,
c’est-à-dire la multiplicité de f en un point générique de H et mult(H n
H’, c) la multiplicité de l’intersection H n H’ en c E H n H’. Posons

:= mult ( f , H) -1. Alors m f (H) &#x3E; 0 si et seulement si H appartient
à l’ensemble critique de f avec la multiplicité Dans la suite, f est
un germe d’application holomorphe, ouverte, définie au voisinage de 0 C 2
à l’image dans (~2 et C son ensemble critique.

LEMME 3. Supposons que f (x, y) - avec d à 2.
Soient Ci, C2, ..., et lx = 01 les composantes irréductibles de C.

Posons ni := m f(Ci) et mi := mult(C. n ~x = 0~, 0). Alors ¿ mini =
mult(h, 0) - 1 = mh(0), où h := 

Preuve. - Soit J le jacobien de f. Alors m- 71 n - 71 est la multiplicité
en 0 de la restriction de 1 JI / xd-1 sur ~x = 0}. D’autre part,

’ay. Par conséquent,

LEMME 4. - Soient f, h définis dans le lemme 3 et A une courbe
lisse qui coupe tx - 01 transversalement en 0. Soient Ai les composantes
irréductibles de f-1 A, ni = mult( f, Ai) et mi mult (Ai n f x - 0~, 0).
Alors mult( f, 0) = d.mult(h, 0) = d. E mini.

Preuve. - Quitte à remplacer f par f o ~, on peut supposer que
A = ~g = 01, est une application holomorphe inversible. Alors 0 est
une solution de multiplicité de l’équation f (x, g) - 0. Posons

f = (l, g). La solution de l’équation 1 = 0 est (x = 01 avec la multiplicité
d. Comme f-1 A == tg - 01, on a

LJ

Dans la suite, on note fi, f 2 deux germes d’application holomorphe
ouverte définies au voisinage de 0 E (C2 à l’image dans (C2 tels que
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, Notons Ci l’ensemble critique

LEMME 5. - Supposons que fi, (x, y) = (xdl + o(Xdi ), ai y + yhi ) ou .

hi (o) = 0, ai :~ 0 et pour tout n E N+. Soit C un germe de surface
de Riemann en 0 (éventuellement singulier) tel que flC = f2C. Alors C est
l’une des deux courbes invariantes lx - 01 et {~/ = 0}.

Remarque 2. - Toute application holomorphe ouverte 

(xdl + g(x, y)) avec g(O) = 0 et Igy(O)1 &#x3E; 1 est conjuguée à une
application du type considéré dans le lemme. En effet, la variété stable

v := ~z tel que lim ft(z) = 0 1 est une courbe lisse qui coupe la variété
instable lx - 01 transversalement en 0 [11, p. 27]. Il suffit de changer de
coordonnées de façon que ~y = 01 soit égale à V. Pour deux applications
permutables fi et f 2 de ce type, on vérifie sans peine que leurs variétés
stables sont égales.

Preuve. Supposons que C ~ ~x = 01 et C ~ ~y = 01. On peut
écrire C = u(D) où D est un disque de C centré en 0, u (t) =: (tl, 
est une application holomorphe de D dans (C2 et c # 0. On a

Comme

C’est la contradiction recherchée.

Soit
1 

une fonction holomorphe définie au

voisinage de 0 E C2. Pour tout a E R+, on pose

Alors on peut écrire
et oa (yda) est une fonction vérifiant Oa (yda ) = quand x = et

y = O(t). Considérons h = ayd + xg(x, g) avec a ~ 0 et g holomorphe. On
définit un nombre rationnel 1 par

des conditions suivantes est vraie :
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est conjugué - 

est conjugué , 

Preuve. - 1 définissent deux endomorphismes po-
lynomiaux permutables de dont lx : y~ sont les coordonnées homogènes.
D’où Pl o P2 =: P2 o Pl. Comme pour (m, n) (o, 0), (P, Q) est
conjugué à 1 . L’une des conditions 1 ou 2 est

vraie.

Supposons maintenant que a = p/q avec p, q premiers entre eux et
p &#x3E; q &#x3E; 1. La relation fi o f 2 = f 2 o fi appliquée à x = tP et y = atq nous
donne Pl o P2 = P2 o Pi . Comme pour (m, r~) ~ (o, 0), 
est conjugué à (adl, 1ad2) ou à :f:T d2).

Le coefficients de ad2 -1 dans Pi (a) est nul car a &#x3E; 1. Alors si (Pl, P2)
est conjugué à (a di, 1ad2), il sera égal à (adl , 1’ad2). Ceci est impossible
( voir la définition de a = max(ahl , Alors (Pl, P2 ) est conj ugué à

Par définition de a, = pour un certain polynôme Pt.
Alors l’ensemble des zéros de Pi est stable par la rotation a a. On

en déduit que p = 2, donc q = 1 et a = 2 car les zéros de sont alignés.

Finalement, il existe une application avec 0 fl 0
telle que (J"-1 o Pi 0 (J" == ~Td2 . Si di est pair (ou impair) les fonctions ~Td,, et
Pi le sont aussi. De plus, le coefficient de y d,, - 1 dans est nul ; ceux de

dans Pi et dans sont 1. Par conséquent, on a 8 = 0 et od,,-1 - 1. D

COROLLAIRE 2. - Si la condition 3 de la proposition 2 est vraie, alors
il existe une courbe D = IX - (32y2 /4 ~ o(y2 ) ~ invariante par fi et f2 telle
que fi ’D B D = Ci. De plus, mult(fi, Ci) = 2 et

1. Si di est est une réunion de (di - 1 ) /2 courbes Dr -

2. Si di est pair, Ci est une réunion de di/2 - 1 courbes Dr - ~x =

~2~2/~, + 0~~2~~ et d’une courbe Do qui coupe ~x = 01 transversalement

Preuve. - On peut supposer que i = 1. Quitte à effectuer le change-
ment de coordonnées H on peut supposer que {3 == 1.
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On écrit

Soit T l’application de (C2 dans (C2 définie par -F(t, a) : - (t2, at).
Cette application est localement inversible sauf sur ~t = 01. On considère
Fj := T-1 o fj or. Avec les fj décrits ci-dessus, on peut trouver des Fj
holomorphes au voisinage de ~ t = 0} vérifiant Fi o F2 = F2 o Fi et

Soit C~ U ~t = 01 l’ensemble critique de Fj. On a = Cj. Fixons un
N et un R suffisament grands. Il existe un E &#x3E; 0 tel que les applications
Flj soient définies sur {Itl  El  RI pour tout l = 1, 2, ... , N. On
considère ici le cas où di est pair et les signes + sont les + ; les autres cas
seront traités de même manière.

Considérons un b E t-’ f 21 B f 0, 2}. Observons que 2 est fixe répulsif
pour Tdl et b est un point critique d’ordre 1 de Tdl. D’après le lemme 3
appliqué à F. en (0, b), il existe une courbe Db C C~ qui coupe ~t = 01
transversalement en (0, b). La proposition 1 s’applique également pour
les Fj. Il existe (m, n) ~ (m’, n’ ) tels que = FÎ ’F2"D’ b et

m, n, m’, n’ soient plus petits que N -1. On en déduit que 
Fi F2" Or passe par (o, 2) qui est un point fixe de FI et F2,
le lemme 5 (appliqué à FmF2 et montre que Fl Db est invariante

par FI et F2. Cette courbe invariante, notée D’, est la variété stable de FI
et F2 en (0, 2) ; elle est unique, lisse et donc indépendante de b ; elle coupe
~ t = 0} transversalement ( voir la remarque 2). La courbe D’ est définie
par une équation du type a = 2 + O(t). Ceci implique que D := 
est définie par y 2 = 4x ~- xô(1) où la notation ô( 1 ) signifie une fonction
multi-valente tendant vers 0 quand x - 0. D’après le lemme 4 appliqué à
T en (0, 2), on a mult(D n ~x = 01) = 2. Comme lx = 01 est tangente à D,
D est lisse et irréductible. Elle est invariante par f 1, f 2 et définie par une
équation du type x = ~/~/4-t-o(?/~). Posons r := b2, Dr := De même

manière, on prouve que Dr - ~x = y2/r + o(y2)~. On a Dr C Cl. Il y a

dl /2 -1 tels nombres r différents. Comme dl, le lemme
3 implique que Ci est la réunion des Vr et d’une autre courbe Do qui coupe
fx = 01 transversalement en 0. Observons qu’il existe une composante
D" de passant par c = (0,=L2) et (n, m) ~ (n’, Tn’) tels que

Fr’F2’V". On obtient 
Comme Fl (D") passe par (o, 2), on montre exactement comme ci-dessus
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que D’. Ceci implique que D" est la composante de T-1 (D) qui
passe par c. Par conséquent, f 1 Do = T (D" ) = D et donc Do C fl1V.
Comptant les multiplicités avec le lemme 4 (appliqué à fi) on constate que

contient seulement les DT, Do et D. 0

4. Preuve du théorème 1 : premier cas.

Dans ce paragraphe, on suppose que [w d, : ] ( voir
l’introduction). D’après le lemme 1, on a (/2)oo)~ pour tout
(n, m) :,iz (0, 0). Donc d2 pour tout (n, m) 7~- (0, 0). Soient a = [0 :
0 : 1] et a’ = [0 : 1 : 0]. En utilisant les coordonnées locales x := wo /w2,
y au voisinage de a, on peut écrire fi (x, y) = (xd, + hi)
ou hi = yd2 + xgi .

D’après la proposition 2, il existe une application linéaire 

$zi + 8 telle que l’une des conditions suivantes soit vraie :

Quitte à remplacer fi par on peut supposer que les signes ± sont les
+. Comme hi - yd2 + xgi, dans les conditions 1, 2, on a ,~d2-1 = 1. Quitte
à effectuer le changement de coordonnées (zl , z2 ) H (ZI + 0/0, Z2) dans les
conditions 1, 2, on peut supposer que 8 = 0. Alors dans ., on peut supposer
que = Id; dans 2 et 3, en utilisant le changement (Zl,Z2) H on

peut également supposer que 0 = 1 Id. De même pour a’, l’une des
conditions suivantes est vraie :

Il est clair que si les conditions 3 et 3’ sont fausses, le couple (fi, f 2 )
se trouve dans les exemples 1-3 à une classe de conjugaison près. La preuve
du théorème 1 sera complétée par les propositions qui suivent.

PROPOSITION 3. - Si les conditions 1, 3’ ou l’,3 sont réalisées, le

couple ( f l , f2) se trouve dans l’exemple 4 à une classe de conjugaison près.
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Preuve. - On peut supposer que l’ et 3 sont vraies. D’après le

corollaire 2, il existe une courbe algébrique D invariante tangente à Iwo =

0} en a qui est image de composantes de Ci. L’ensemble exceptionnel de fi Iv
est de cardinal au plus 2 et doit contenir les points d’intersection de D avec

~ wo = 0 ~ U ~ w2 = 0}. Par conséquent, D coupe à ~ wo =0} uniquement en a
et D coupe ~w2 = 01 en un seul point, noté b = (bl, 0). D’après le corollaire
2 (appliqué à f, et f2 en a), on a mult(D n ~wo = 0}, a) = 2. Par suite, D
est une courbe rationnelle de degré 2. Quitte à effectuer le changement de
coordonnées z, H zi - bi, on peut supposer que b = 0. Alors l’application

possède deux points exceptionnels fixes 0 et [0 : 1 : 0] ; elle est

donc égale à z 1 d, . Appliquant la proposition 2 en b, on constate que = 0.
On vérifie facilement que les 1 sont conjuguées
aux applications construites dans l’exemple 4 pour hi (x) = D

PROPOSITION 4. - Les conditions 2, 3’ (ou 2’, 3) ne sont pas réalisées
simultanément.

Preuve. - Supposons, par exemple, que 2 et 3’ sont vraies. Soit D
la courbe algébrique invariante de f passant par a’ qui est décrite dans le
corollaire 2. Elle est algébrique car elle est image de composantes de C..
La courbe D est tangente à ~wo - 01 en un point unique a’. D’après le
corollaire 2, D est une courbe rationnelle de degré 2. Le point a’ étant

exceptionnel et fixe pour f1lv, l’application fi agit sur D comme un

polynôme de degré di. Par conséquent, il y a au plus di - 1 points critiques
de qui sont différents de a’.

Posons Ss = Observons que I := t~{d=2} B {±2} est
l’ensemble critique de Tdl . Comme fi l = Tdl (zl ), si s E I et si S, coupe D
transversalement en z alors z est un point critique de f11V. De plus, il y a

une seule droite Ss tangente à D ; les autres coupent D transversalement en
deux points car D est une courbe rationnelle ne passant pas par [0 : 0 : 1].
On en déduit que possède au moins 2 (d1- 2) points critiques différents
de a’ car #I = 1. C’est la contradiction recherchée. D

PROPOSITION 5. - Les conditions 3, 3’ ne sont pas réalisées simul-
tanément.

Preuve. - Supposons que 3, 3’ sont vraies. Pour simplifier les calculs
on suppose que ,Q’ = 1. Quitte à remplacer fi par l’un de ses itérés, on

peut supposer que di &#x3E; &#x3E; 1. D’après le corrollaire 2, il existe une courbe

algébrique invariante D tangente à Iwo - 0} en exactement deux points a et
a’ telle que Cette courbe D est de degré 4 et éventuellement
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réductible. D’après les conditions 3 et 3’, quitte à effectuer un changement
de coordonnées du type (Zl, Z2) ~ (ZI + a, z2 ~ ~3), on peut supposer que
D est définie par ~* = 0 où

est un polynôme de degré 4. D’après le corollaire 2, il existe un polynôme
W tel que ~.W2.

Soit A j la somme des termes de f l l qui vérifient rn+ 2n = dl - j .
Posons := A~(~,1). Montrons que Oi = 02 - 0. Posons at

et z2 = t2 . Notons Wj la somme des termes zr z2: de W qui vérifient
m + 2n = 3d1 - 3 - j. Posons := ~(~? 1)- D’après les conditions
3,3’, on a = Tdl(a)tdl + o(tdl 1 ) 
t2dl + o(t2dl-l). On peut écrire - +

O(t3d1 4). En identifiant les coefficients de t6dl et t6dl -1 dans l’équation
obtient 4 = (a2 - 4)Yô (a) et _

2 (a2 - La relation T31 (a) - 4 = (a2 - 4) vo (a) implique
que Vo est la dérivée de et les polynômes (cx2 - 4)Yo(a) sont
premiers entre eux. On peut supposer que Vo = Le polynôme 81 (cx)
est divisible par le polynôme 2(a2 - qui est de degré di -f- 1. On

en déduit que 81 = 0 car deg 81  dl . On a également Vi = 0. Alors fIl
ne contient aucun terme zrz2: avec m + 2n = dl - 1. De même manière,
on montre que ne contient aucun terme zrz2: avec 2m + n = dl - 1.
Par suite, on peut écrire = + 02 (a)tdl -2 + o( tdl -2),

= t2dl et W = 

En identifiant les coefficients de t6d1-2 dans - ~ W2 , on
obtient

Par conséquent, 82 est divisible par et donc 82 = 0.

Par conséquent, est divisible par
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L’application f i doit vérifier une propriété analogue. Par les calculs
simples, on constate que le polynôme

est divisible par T d2 (cx) . Comme Td2 est divisible par Tdl OTdl’ le polynôme
_ 

est divisible par T’d o Tdl (a). Le polynôme et sa dérivée sont

premiers entre eux. On a abouti à une contradiction. 0

5. Preuve du théorème 1 : deuxième cas.

Dans ce paragraphe, on suppose que [w d, : i 
( voir l’introduction). D’après le lemme 1, on a (fll,,)’ :,~ (/2joo)~ pour
tout (n, m) =1 (o, 0) . Donc dl =1 d2 pour tout (n, m) =1 (o, 0) . Comme dans
le paragraphe précédent, on utilise la proposition 2 et le corollaire 2 pour
les applications fi et f2 en a :== [0 : 0 : 1]. Quitte à remplacer f par fin et
à effectuer un changement de coordonnées, l’une des conditions suivantes
sera vraie :

Soient

LEMME 6. - Supposons que di est impair. Il existe une courbe D

invariante par f, et f2, passant par a, b et c telle que mult(D n {wo -
0}a) - 2, mult(D n Iwo - 0}, b) = mult(D n {wo - 0},c) - 1 et

D U CZ . De plus, on a mult ( f i , Ci ) = 2 et mult(Ci n wo = 0}, d) = 1
et d: ,~ a.

Preuve. - On peut supposer que i = 1. Soient U un voisinage
suffisamment petit de ~wo - 01 et AP les composantes irréductibles de
Cl f1 U qui ne passent pas par a. Observons que b et c sont fixes et que
l’ensemble critique de est égal à où I:= c}.
D’après le lemme 3, AP coupe ~wo - 01 transversalement en un point de
I et mult( fl, Ap) = 2. D’après la proposition 1, il existe (n, m) :~ (n’, rrL’)
tels que Ceci implique 
D’après le lemme 5, est la variété stable de fi et f2 en b ou en c. Posons
D’ la courbe algébrique invariante par fi et f2 qui contient les f l Ap. *
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Si la condition 1 est vraie, D’ ne passe pas par a. Il suffit de poser

Si la condition 2 est vraie, D’ ne passe pas par a. Il suffit de poser

Lorsque la condition 3 est vraie, on pose D := D’ si D’ passe par a,
sinon D est la réunion de D’ avec la courbe algébrique contenant la courbe
algébrique invariante passant par a qui est décrite dans le corollaire 2. On

LEMME 7. - Supposons que di est pair. Il existe une droite L inva-

riante par fi, f 2, passant par b. La courbe f 2 1 L B L contient une droite L’
passant par c. La réunion des composantes de Ci qui ne passent pas par
a, est égale à 1 . De plus, Hi coupe ~wo = 01
transversalement et mult(fi, Hi) - 2.

Preuve. - On peut supposer que i - 1. Observons que b = f (c)
est un point fixe et que l’ensemble critique de est égal à I U {a} où
I := On utilise les notations du lemme 6. Soit Ap
une composante telle que f l Ap passe par b. On démontre comme dans le
lemme 6 que A : = est invariante.

D’après les lemmes 3 et 4, f i 1 A contient une courbe B / Cl qui coupe
~wo = 01 transversalement en c. Ceci implique que la courbe algébrique
irréductible, contenant A (notée L) ne peut pas passer par a. En effet,
dans le cas contraire, le corollaire 2 entraîne B C f 1 1 L B L C Ci ce qui
est impossible. La courbe L coupe ~wo = 01 transversalement en un seul
point. Elle est donc une droite. La courbe algébrique irréductible L’ qui
contient B coupe (wo = 01 transversalement en un point unique c. Elle
est également une droite. En utilisant les lemmes 3 et 4 et comptant les
multiplicités, on montre que Hl c C1, Hl coupe Iwo - 01 transversalement
et mult ( f 1, Hl ) = 2. D

PROPOSITION 6. - Si la condition 3 est vraie, le couple (fi, f2) se
trouve dans l’exemple 4 à une classe de conjugaison près.

Preuve. - On considère le cas où dl est impair. Le cas contraire sera
traité de même manière. Soit D la courbe définie dans le lemme 6. C’est une

courbe invariante de degré 4. Comme possède plus que deux points
exceptionnels, D est réductible. Il y a donc deux cas possibles.
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Supposons que D est la réunion d’une courbe irréductible E de degré
3 et d’une droite L. Montrons que ce cas est impossible. L’application

est conjugué à x:f:dl car il possède deux points exceptionnels (qui
se trouvent dans ~wo - 01). Notons I := E f1 L. Alors fi IL B L passe
par J := I. Comme (di - 1)/2, on a #J ~
3(dl - 1)/2. On en déduit que #I = 1 car file est conjugué à x ±dl - On
note d le point d’intersection de E et L. La droite L est tangente à 9 en d.
C’est donc un point fixe de f 1. L’application étant conjuguée à x ±dl
la valeur propre de fi en d suivant la direction tangente à E est égale
à On déduit facilement que la valeur propre de fi en d suivant la
direction L est différente de 0. Les applications f i agissant sur L comme
des polynômes permutables, fI IL est conjugué à xdl ou à :i:T dl. Si fi j L est
conjugué à xdl , le fait que la valeur propre de en d est différente de 0

implique que est régulier en chaque point de K : _ 

que #K = dl - 1. L’ensemble passe par K. Donc K appartient
à C1. On en déduit que la courbe f 1 1 L B L passe par K. On a abouti à
une contradiction car deg fi 1 L B L  #K. Sinon fi j L est égale à (x)
où x est une coordonnée de L. Si == ::!:2}, alors est de

cardinal dl - 1 et disjoint de l’ensemble critique de jij L. Comme le cas
précédent, on obtient une contradiction. Alors d E ~x = ::!:2}. On suppose
par exemple que f11L = Tdl (x) et d = (x = 2}. Comme E ne passe pas par
~x = -21, la courbe ne rencontre pas K := = -2}.
Comme les points de K sont critiques pour f11L, la courbe CI passe par
K. Comme CI = U L) B (S U L), la courbe f 1 1 L B L passe par K.
Le fait que deg f i 1 L B L = #K = dl - 1 implique que L coupe

L transversalement en K. Fixons un point e E K. Au voisinage de e,

l’ensemble critique de fi est une courbe lisse, son image est lisse et l’image
réciproque de son image est une réunion de deux courbes lisses qui se

coupent transversalemment. On vérifie sans peine que cette situation ne se

produit jamais.
La courbe D contient donc une courbe rationnelle R tangente à

~wo - 01 en a. D’après le corollaire 2 appliqué à fi au point a, quitte
à effectuer un changement de coordonnées, on peut supposer que R =

~ z1 - 4Z2 = 0}. On a f i 1 R B R C Ci. De plus, la multiplicité de f sur cette
courbe est égale à 2. Par conséquent, il existe des polynômes Ri tels que

= (zi - 4z2)R2 (zl, z2) . Soit 7r l’application de (C2 dans C2 définie
par -K (X 1 Y) ( voir l’exemple 4). Posons hi : (hi 1, hi2 ) = 
On a 4hi2 - (x - + y, xy). Ceci implique qu’il existe des
applications Fi telles que h. = 7r o Fi. Les Fi sont définies par
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On peut choisir les signes de sorte que Fi o F2 = F2 o F1. Observons
que lî On vérifie sans peine que

Fil (X, y) = Fi2 (y, x). En utilisant le paragraphe précédent pour le couple
( F1, F2 ) , on constate que ce couple est conjugué à un des couples des
exemples 1-4. Comme aucune composante de f2Ci n’est incluse dans Ci, Fi
vérifie une propriété analogue. De plus, Fil,, - [x d, : ~d2 ~ . Par conséquent,
il existe un automorphisme de p2 qui préserve l’infini et qui vérifie

o Fi o a = ou Quitte à remplacer
f i par on peut supposer que ~-1 o Fi o a = Comme

Ti{=b2} = U21±21 car l’ensemble de Julia de Td2 est ~-2, 2~. Ceci implique
que {3 _ ~3’ et a = ±ce’. On montre sans peine que a = -a’ est possible
seulement si les di sont impairs et /3 = ~3’ = 0. Dans ce cas, rien n’est changé
si l’on remplace c~’ par cx. On peut donc supposer que 0152 = a’ et {3 = {3’.
Il est clair maintenant que ( f 1, f 2 ) est conjugué à un couple construit dans
l’exemple 4. 0

PROPOSITION 7. - La condition 2 est fausse.

Preuve. - Supposons que la condition 2 est vraie. Considérons

d’abord le cas où d1 et d2 sont impairs. Alors D est la réunion de

.~’ := ~z1 - 2}, de 0’ = f zi = 20132} et d’une courbe invariante R de degré
2 passant par fb, cl qui est irréductible ou une réunion de deux droites.

Si R est irréductible, l’application fi agit sur R comme un polynôme
de degré dl dont les points b, c sont exceptionnels. Par conséquent, 
est conjugué à et il n’a pas de point critique différent de b et c.

Comme la condition 2 est vraie, si s e T~{±2} et si sl coupe R
transversalement en z, alors z est un point critique de f11R. On a abouti
une contradiction.

La courbe R est donc une réunion de deux droites L et L’ qui sont
invariantes par fi. La droite L passe par b et la droite L’ passe par c. Quitte
à effectuer un changement de coordonnées du type (Zl, Z2) H (Zl, Z2 + CI),
on peut suppser que L est la droite z2 - 2z1 - 0. Il existe v e C tel que

- - , .- - , - - - - , - .. -- -- .- - -
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L = tZ2 + 2 zl --~ v = 0}. D’après le lemme 6, il existe des polynômes T et
V tels que

On peut écrire f 12 = + A + où A est homogène
de degré dl - 1. On a f11 - == Zfl + car il est un

polynôme impair. Observons que les points critiques de Tdl sont tous de
multiplicité 2 et s’envoient aux points fixes =b2. Ceci signifie qu’il existe des
polynômes homogènes R et 5’ tels que (z2 -2zl ) R2 et

. Il est clair que 1
sont premiers entre eux. On peut donc écrire T = R + Ai + 

où AI et A 2 sont homogènes de degré
(dl - 3)/2. D’après (4), on a

Ceci implique que A est divisible par (Z2 - 2z1)R et par S. Comme

(z2 - et S’ sont premiers entre eux, A est divisible par (z2 - 
Alors 0 - 0 car deg A  deg(z2 - 2z1)R,S’. On en déduit que 2(Z2 +

+ vS = 0. Par suite, A2 est divisible par S. On obtient A2 = 0
et donc v = 0 car deg A2  deg S. Les droites L et L’ se coupent en 0.
Soit I := (/i)L)~~(0) B ~0~ . Alors passe par I. C’est la contradiction

recherchée car

Supposons maintenant que dl est pair. On peut supposer que L =

~z2 - 2zi = 01 et L’ = tZ2 + 2z1 -f- v = 0}. Il existe des polynômes R et S
tels que 2Zd, = (z2 - 2z1 ) (z2 + et +

S’2 . Il existe aussi des polynômes T et V tels que f 12 - 2 f l l =

(Z2 - 2zl ) (z2 + 2z1 + V)T2 et + 2 f l l + v = V2. Comme dans le cas
précédent, on montre que v = 0 et que passe par I (fl 1 L)
On aboutit également à une contradiction. D

PROPOSITION 8. - Si la condition 1 est vraie, le couple ( fl, f2) est
conjugué à un couple d’applications polynomiales homogènes.

Preuve. - Quitte à remplacer fi par un de ses itérés, on peut
supposer que di est suffisamment grand. On considère le cas où dl, d2
sont impairs. Les autres cas seront traités de même manière. D’après le
lemme 6, on peut choisir un système de coordonnées tel que D = {p == 01
où
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est un polynôme de degré deux. Soit 0 ~ dl - 1 tel qu’on puisse écrire

où Q := et A est homogène de degré b. D’après le lemme
6, il existe un polynôme W tel ~. W2 . Soient R et S des

polynômes homogènes vérifiant

premiers entre eux.

Montrons que u = 0. On prend 6 = di - 1. Quitte à remplacer W par
-W au cas nécessaire, on peut écrire W = RS + Aw + où Aw
est homogène de degré dl - 2. La relation 4J( fi ) = implique

Alors A est divisible par (Z2 - Comme deg A  deg(z2 - 
on a 0 = 0 et donc 2(z2 + + uR,S’ = 0. Par suite, Aw est divisible
par RS. On obtient Aw = 0 et donc u = 0 car deg Aw  deg RS.

De même manière, en utilisant 8 = dl - 2, on obtient v = 0.

Soit ô l’entier minimal vérifiant (6). On peut écrire W = RS + Aw +
o(lzI8-1) où Aw est homogène de degré 8 - 1. On montre exactement

comme ci-dessus que A = 0. La minimalité de 6 implique que est

homogène. D

6. Preuve du théorème 1 : troisième cas.

Dans ce paragraphe, on suppose que les fiïoo ne sont pas conjugués
ni à z, ni à ( voir l’introduction). On montrera que fi et f2 sont
homogènes. D’après [4], filoo définissent des revêtements de 0 dans lui-
même, où C~ _ (Pl, n) est l’un des orbifolds O2, 03, 04 qui seront
décrits plus tard. Il existe également un tore complexe T = (C/h de
dimension 1, des applications affines 11i(x) = aix + bi préservant le groupe
discret r et une fonction elliptique --~ I~1 tels que f F o Ai.
On a di = et donc tout point périodique de f i est répulsif. En tout
point fixe de f i , la valeur propre de f i est égale à ai. L’orbifold Om est
défini par le couple nm), où nm est une fonction sur I~1 à valeurs dans
Z+ qui est égale à 1 sauf en s points (s - 3 ou 4). On note 0152I,..., as
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ces s points. Alors l’ensemble est invariant par fi et f2. Quitte à
remplacer f 1, f 2 par fi o f 2 et fi o f 2 avec n # m convenables, on peut
supposer que si aj est périodique pour fi, il est également périodique pour
f 2 et réciproquement. Une fois que l’on a montré que fi o f2 et fi o f2
sont homogènes, les applications fi et f2 le sont aussi. Maintenant, quitte
à remplacer fi par l’un de ses itérés, on peut supposer que tout point
périodique c~~ est fixe. Par définition des orbifolds et leur description [4],
on a les cas suivants :

1. Pour = 3 et = 3 pour j - 1, 2, 3 et ai E avec

w = exp(iJr /3) . Si di n’est pas divisible par 3, di = 1 modulo 3. Les aj sont
tous fixes répulsifs pour et l’image réciproque de aj est constituée par
lui-même et (di - 1 ) /3 autres points; la multiplicité de sur chacun de

ces (di - 1)/3 points est égale à 3.

Sinon, = fi (cx3) = al . L’image réciproque de aj pour
j = 2, 3 est constituée par di /3 points de multiplicité 3; celle de ce, est

constituée par les aj et di /3 - 1 autres points de multiplicité 3.

2. Pour 02, s = 3 et n2(a1) = 6, n2 (a2) = 3, n2 (cx3) = 2 et ai E 
avec = exp(z7r/3). Si d2 n’est pas divisible par 2 ni par 3, di = 1 modulo
6. Les aj sont tous fixes répulsifs pour fi et l’image réciproque de al (resp.
cx2 et a3 ) est constituée par lui-même et (di - 1)/6 (resp. (di - 1)/3 et
(di - 1)/2) autres points de multiplicité 6 (resp. 3 et 2).

Si di est divisible par 2 mais non point par 3, alors di = 4 modulo
6. Dans ce cas, a 1 et a2 sont fixes et = ce,. L’image réciproque de

cx3 est constituée par di/2 points de multiplicité 2; celle de cà2 (resp. al)
est constituée par lui-même (resp. lui-même et a3 avec la multiplicité 3) et
(di - 1)/3 (resp. (di - 4)/6) autres points de multiplicité 3 (resp. 6).

Si di est divisible par 3 mais non point par 2, alors di = 3 modulo
6. Dans ce cas, al et cx3 sont fixes et /t(o;2) = al. L’image réciproque de
a2 est constituée par d2 /3 points de multiplicité 3; celle de a3 (resp. al )
est constituée par lui-même (resp. lui-même et a2 avec la multiplicité 2) et
(di - 1)/2 (resp. (di - 3)/6) autres points de multiplicité 2 (resp. 6).

Si di est divisible par 6, = f i (a2 ) - f i (a3 ) - L’image
réciproque de a3 (resp. est constituée par (resp. di /3) points de
multiplicité 2 (resp. 3) ; celle de a, est constituée par lui-même, cx3 avec la
multiplicité 3, a2 avec la multiplicité 2 et di/6 points de multiplicité 6.

3. Pour 03, s = 3 et ni (cxl) = 4, ni (a2) = 4, ni (a3) = 2 et ai E Z[i].
Si di n’est pas divisible par 2, d2 - 1 modulo 4. Dans ce cas, les aj sont
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fixes répulsifs. L’image réciproque de a3 (resp. a2 ou 01) est constituée
par lui-même et (di - 1)/2 (resp. (di - 1)/4) autres points de multiplicité
2 (resp. 4).

Sinon, quitte à remplacer fi par f 2, on peut supposer que di est
divisible par 4. Alors fi (al ) = = fi(a3) = al . L’image réciproque
de a3 (resp. est constituée par (resp. di /4) points de multiplicité
2 (resp. 4) ; celle de a1 est constituée par lui-même, a2 avec multiplicité 1,
a3 avec multiplicité 2 et di/4 - 1 autres points de multiplicité 4.

4. Pour 04, s = 4 et 2 pour 3 1, 2, 3, 4. Si d2 n’est pas
divisible par 2, alors tous les a~ sont fixe répulsifs. L’image réciproque
de chaque ce, est constituée par lui-même et (di - 1)/2 autres points de
multiplicité 2.

Sinon, il y a deux cas possibles. Pour le premier cas, = f i (a2 ) =

fi(a4) = L’image réciproque de aj pour j = 2,3,4 est
constituée par di/2 points de multiplicité 2; celle de a1 est constituée par
les aj avec la multiplicité 1 et di/2 - 2 autres points de multiplicité 2.

Pour le second cas, f i (al ) - = al et = = a2.

L’image réciproque de a~ pour j = 3,4 est constituée par di /2 points de
multiplicité 2 ; celle de a~ pour j = l, 2 est constituée par avec la

multiplicité 1 et di/2 - 1 autres points de multiplicité 2.

Observons que dans tous les cas, on a

Soit r le nombre des 0152j qui sont fixes par fi et f2. Alors r = 1, 2
ou s.

LEMME 8. - Si r = s, il existe une courbe L de p2 invariante par
f, et f2 ; elle coupe Iwo = 01 transversalement en al, ... , as. De plus,
fi- 1 L = et mult( fi, A) égale à la multiplicité de en chaque point
de A n ~wo = 01 pour toute composante A de Ci .

Preuve. - Il suffit de montrer la proposition pour i = 1. L’indépen-
dance de L en i est simple. Soit U un voisinage assez petit de two = 01
tel que Cl n U soit la réunion des courbes irréductibles Ap ; chaque Ap
coupe ~wo = 01 en un seul point (3p. D’après le lemme 3, (3p appartient
à l’ensemble critique de Par chaque point aj passe une seule courbe

lisse, stable par f, et f2. Cette courbe coupe ~wo - 01 transversalement
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en aj ( voir la remarque 2). Fixons un Ap. Soit fI (j3p). On choisit
un système de coordonnées local (x, y) pour un voisinage de càj tel que

aj _ (0,0), ~x = 0} = ~wo = 0) soit la variété instable, ~y = 0)
soit la variété stable et tel que ~(.c,?/) == (xd2 + + 

Comme ( f l ~ ~ ) n ~ ( f 2 ~ ~ ) m pour tous entiers positifs n, m, on a ai a2
pour tous (~,m) ~ (n’, m’) . On va montrer que est la

variété stable de fi en aj. Il est clair que {.r = 0}. D’après
la proposition 1, f2’ Ap pour certains couples (n, m) 7~
(n’, m’ ) . D’où = D’après le lemme 5 (appliqué
aux applications et f 2 ~ ) , est la variété stable (y = 0} de f 1
et f 2 en aj.

Soit L := f 1 (Cl ) . Comme les variétés stables coupent ~wo = 0)
transversalement, L coupe ~wo - 0) transversalement en Donc

deg L = s. Les Ap sont les composantes irréductibles de f 1 1 L B L n U.
Soient j3p := AP n (wo = 0} et avec 1 ~ s. Posons

m p : - et np := n ~ wo = 0},/~p). D’après le lemme 4,
on a dl - 1, et mult(f1Ioo, j3p) = On sait

que deg C1 = 2(dl - 1) compté avec les multiplicités. D’après le lemme 3,
on a = 2(dl - 1). Le fait que n(aJp) implique que

Par conséquent, = mult(f11°o, /1p) et donc np = 1 pour tout
p. Par suite, les courbes Ap sont disjointes. Il est clair maintenant que

Ci = fi ’L B L et A) est égale à la multiplicité de en chaque
point de A n ~wo = 01 pour toute composante A de fl 1L B L. D

LEMME 9. - Si r = 1, il existe une droite Iwo 01 invariante
par fi, f2 et passant par al . L’ensemble se constitue par L, par des
courbes L’ et Hi C Ci. La courbe L’ coupe Iwo - 01 transversalement
en a2, ... , as et f2 1 L’ - Cz B (Hi U L’). Pour chaque composante A de
CZ, mult( fi, A) est égale à la multiplicité de en chaque point de
A n (wo = 0).

Preuve. - On peut supposer que i = 1. On considère le cas où

0 = 02. Les autres cas seront traités de même manière.



455

Soient U, Ap, ,ûp définies dans la preuve du lemme 8. Fixons un p
tel que n two = 0} = 01521. Comme dans le lemme 8, on montre
que est la variété stable de fi en a1. Soit L la courbe algébrique
contenant f1Ap. On a f 1 1 L B L C Ci. De plus, la courbe L coupe f wo - 0 1
transversalement en un point unique 01521 car Ci n ~wo = 01 s’envoie au point

Elle est donc une droite. Soient Bq, Cv, D~ les composantes irréductibles
de fI1L B L n U telles que Cv n two = 0} = D~ f1 IWO - 0~ - cx3 et
Bq n ~wo = 01 =: ~3q 7~ a2, a3 où les indices q, v et ~ prennent leurs valeurs
dans certains ensembles. On note mq, m,, m~ les multiplicités de fi sur

Bq, 1 Cv, 1 D~ et nq, nv, n~ les multiplicités de l’intersection de Bq, Cv, D~
avec (wo = 0) respectivement.

D’où mq - 6 - mult(f1Ioo,¡3q) et nq = 1. De même, mv = 2 =

mult(f1Ioo, 01522), nv = 1, m == 3 = MUlt (fi 1,,, a3) et nÇ = 1. Il y a donc

dl /6 - 1 composantes Bq ; sur chaque Bq la multiplicité de fi est égale
à 6 ; il y a une seule composante Cv avec la multiplicité 2 et une seule
composante D~ avec la multiplicité 3. Ces composantes sont disjointes et
coupent Iwo = 01 transversalement. Posons C := Cv et D := D~. Soit Ap
une composante vérifiant n ~wo = 01 = cx2. Comme dans le lemme
8, on montre que est la variété stable de f 1 en D’où = C.

Soient F~ les composantes irréductibles de 01 :== ~ n Iwo - 0},
et 7~ := mult ( F~ n ~ wo = 0 ~ , ,~~ ) . D’après les lemmes

Ceci implique que n~ = 1, 3 = Les Fq appartiennent
à Cl ; chacune est de multiplicité 3 et coupe Iwo - 01 transversalement. La
courbe f 1 1 D vérifie une propriété analogue. On a Ci B (H U L’)
et pour chaque composante A de CI, est égale à la multiplicité
de en chaque point de A n ~wo =0}’ D
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LEMME 10. - Si r = 2 et si 0 = 02, il existe deux droites L et L’
invariantes par fi et f 2 ; ~’ L passe par et L’ passe avec j - 2
ou 3. La courbe fi 1L est la réunion de L, d’une droite A passant par cxl
et d’une autre courbe Hi (l ~ 1,~). La courbe f i 1 L’ est la réunion de
L’ et d’une autre courbe Hi . On a Ci - A U fi-1 A U Hi U Hi . Pour toute
composante irréductible A de Ci, mult( f2, A) est égale à la multiplicité de
fi en chaque point de A n ~wo = 0~.

Preuve. - Si di est pair, on a j = 2 et l = 3 ; si di est divisible

par 3, on a j = 3 et 1 - 2. Comme dans les lemmes précédents, on
montre qu’il existe une courbe algébrique invariante passant par a, et

oz.. L’image réciproque de cette courbe par f i contient des composantes
de Ci, où les multiplicités de f i sont égales à et Comme

cette courbe invariante est réductible. Elle est donc la

réunion de deux droites L et L’. On montre tout comme dans les lemmes

précédents que f i 1 L contient A passant par al, que Ci 
et que mult ( f i , A) est égale à la multiplicité de filoo en chaque point de
A n = 01 pour toute composante A de Ci. D

LEMME 11. - Si r = 2 et si 0 == 04, il existe une courbe algébrique
D invariante par f, et f2 ; cette courbe est de degré 2 et passe par al et a2.
La courbe est la réunion de D, d’une courbe D’ de degré 2 passant
par a3 et a4 et d’une autre courbe Hi. On a C2 == HZ U Pour toute

composante irréductible A de Ci, mult( fi, A) est égale à 2.

Preuve. - Comme dans les lemmes précédents, on montre qu’il existe
une courbe algébrique D invariante par fi et f 2 et coupe ~ wo = 0
transversalement en al et a2. Cette courbe est alors de degré 2. L’ensemble

est la réunion d’une courbe D’ et d’une courbe Hi. La courbe D’

coupe fwo = 01 transversalement en a3 et a4. La courbe D’ est également
de degré 2. On a aussi Ci - Hi On montre comme dans les lemmes

précédents que mult ( f i , A) est égale à la multiplicité de fi en chaque
point de A n ~wo - 01 (c’est-à-dire égale à 2) pour toute composante A
de C2. D

PROPOSITION 9. - Le couple (fl, f2) est conjugue à un couple d’ap-
plications polynomiales homogènes.

Preuve. - Nous allons traiter seulement le cas où r = s et 0 == C~4.
Ce cas nous semble le plus compliqué. La preuve est essentiellement valable
pour les autres cas.
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Quitte à remplacer fi par l’un de ses itérés, on peut supposer que
dl est suffisamment grand. On choisit un système de coordonnées tel que
al == [0 : 1 : 0], cx2 = [0 : 0 : 1], a3 = [0 : 1 : 1], a4 - [0 : 1 : ~] et la courbe
L soit définie par l’équation 4J = 0 où a e C B f 0, 11 et

est un polynôme de degré 4. Soit 0 x à x di - 1 un nombre naturel tel
qu’on puisse écrire

où P, Q (resp. Ai et A2) sont homogènes de degré dl (resp. 8). D’après
le lemme 8, il existe un polynôme W tel = ~. W2 . On pose
~3 := 02 - ~1 et A4 :== o;A2 2013 Al. Par définition de 04, il existe des

polynômes homogènes R, S, T et V de degré (dl -1 ) /2 tels que P = zlR2,
Q = Z2S2, Q - p =: (Z2 - zl )T2 et aQ - P = (Z2 _ Observons que

zl R, z2 S’, (z2 - zl ) T et (z2 - sont deux à deux premiers entre eux
car P et Q sont premiers entre eux. On a W = RSTV + o(lzI2(dl-l)).

Montrons que b = c = 0. Considérons b - dl - 1. On écrit

où A est homogène de degré 2di - 3. On
obtient de l’équation (D(fl) = QW2 que

Cette égalité implique que ~1 (resp. A2, A3 et A4) est divisible par zl R

A4 = Par définition de A3 et de T on a

On obtient de ces relations que

Par conséquent, RA’ est divisible par T car zi R et T sont premiers
entre eux. De même manière, à l’aide de A4 et de V, on montre que
S’Ol - RA’ est divisible par V. Comme T et V sont premiers entre eux,
5’as - RA’ est divisible par TV. Mais deg(SA’ - R02) est plus petit que



458

deg TY. Donc ,S’01 - R02 = 0. Ceci implique que A’ est divisible par R.
On en déduit que Di - A2 = 0 car deg ~~  deg R. On obtient aussi
~1 -A2 =0 et b=c=0.

De même manière, avec 6 = dl - 2, on montre que d = u = 0 et
ensuite avec ô = dl - 3, on montre que v = 0.

On choisit ô minimal tel que (8) soit vrai. Alors 6 - dl -4. En utilisant
on peut écrire W = où

A est homogène de degré dl -2+6. On montre exactement comme ci-dessus
que Ai = A2 = 0. La minimalité de ô implique que f est homogène. De
même manière, on montre que f 2 est homogène. D
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