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1. Introduction.

Dans cet article, nous démontrons la complétude asymptotique pour
I’équation des ondes dans des espaces-temps stationnaires et asymptotique-
ment plats.

Les premiers résultats de complétude asymptotique pour des champs
scalaires en relativité générale ont été établis pour la métrique de
Schwarzschild : par Dimock pour I’équation des ondes en 1985 (voir [6]),
puis par Bachelot pour l'équation de Klein-Gordon en 1994 (voir [3]).
Grace & la symétrie sphérique de la métrique de Schwarzschild, on peut
se ramener a un probléeme en une dimension d’espace. La complétude
asymptotique pour une équation de type Schrodinger est alors établie par
une méthode de perturbation a trace, la complétude asymptotique pour
I’équation des ondes suit par le principe d’invariance. L’équation des on-
des dans la métrique de Schwarzschild est & l'infini une perturbation en
r~2 de I’équation des ondes en espace-temps plat (coordonnées de Regge-
Wheeler) ; cette décroissance semble étre typique dans des situations ol
toute la matiére de 'univers se trouve dans une région finie de 1’espace.
Des méthodes de perturbation a trace ne sont pas adaptées a des situations
avec moins de symétrie que la métrique de Schwarzschild, puisque r~2x(A)
(x fonction réguliére, convenablement choisie) est  trace seulement en di-
mension 1.

Des situations géométriques plus compliquées sont considérées dans
[4]. Les auteurs développent une théorie de la diffusion pour I’équation
des ondes sur des variétés riemanniennes non compactes. Ils utilisent les
résultats de [7] ou on trouve la construction d’un opérateur conjugué
pour opérateur de Laplace-Beltrami pour différents comportements de
la métrique dans les bouts de la variété. Le passage d’une équation de
Schrédinger & ’équation des ondes est établi par 1’observation qu’une
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EQUATION DES ONDES EN ESPACE-TEMPS STATIONNAIRE 781

théorie de Mourre pour un opérateur L? entraine une théorie de Mourre
pour opérateur L. La complétude asymptotique est alors démontrée par
un principe d’absorption limite.

Le point commun des travaux cités consiste dans le fait qu’ils con-
sidérent des espaces-temps statiques. Dans ces espaces-temps, 1’équation
des ondes peut étre décrite par une équation du premier ordre de la forme

{ ’Latf = Lf’
fli=o = (fo, f1),

1
az 0
L=(O _a%)

Dans des espaces-temps stationnaires, on ne peut pas en général diago-
naliser L. En effet, L possede la forme

1
az 0 -b b
L-(O —a%>+(b —b) avec [b,a] # 0.

Nous considérons dans cet article des métriques stationnaires et asymp-
totiquement plates, i.e. a — —A,b — 0 dans un certain sens. Notre
démonstration de la complétude asymptotique est basée sur une estima-
tion de Mourre et des estimations de propagation.

ou

L’article est organisé de la fagon suivante : aprés avoir décrit
les espaces-temps considérés, nous montrons comment on peut décrire
I’évolution par un groupe unitaire. Nous exigeons d’abord seulement une
décroissance tres faible vers la métrique plate. Ceci permet d’établir
l’estimation de Mourre, des estimations de propagation et finalement la
construction de la vitesse asymptotique P*. Nous décrivons ensuite le spec-
tre de Pobservable P*. Pour une décroissance d’ordre O(< x >~17¢), nous
démontrons finalement la complétude asymptotique.

2. Une classe d’espaces-temps stationnaires.

Dans cette section, nous décrivons ’espace-temps et 1’équation des
ondes associée.

2.1. L’espace-temps.

On se place sur une variété lorentzienne (M, g) de dimension n + 1
orientable et orientable en temps, globalement hyperbolique, stationnaire
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782 DIETRICH HAFNER

et asymptotiquement plate. Nous choisissons la signature (+, —, ..., —) pour
la métrique lorentzienne g. Un espace-temps est globalement hyperbolique
s’ll existe une hypersurface ¥ de type espace telle que toute courbe de
type temps inextensible rencontre ¥ en un point et un seul. ¥ est appelée
une surface de Cauchy. Un espace-temps stationnaire est un espace-temps
avec un champ de Killing global X de type temps. Par un théoréme
de Geroch, un espace-temps globalement hyperbolique est homéomorphe
a R x X, ¥ surface de Cauchy (voir [10]). Dans le cas d’un espace-
temps globalement hyperbolique et stationnaire pour lequel le champ
X est complet, 'homéomorphisme entre M et R x ¥ peut étre décrit
d’une fagon particuliérement agréable. Soit ®; le flot du champ X. Alors
I’homéomorphisme est donné par

RxXY—>M
(2.1) (t,p) = 2:(p)-

Nous considérons la méme représentation de cet espace-temps que
dans [14] :

Si 'on introduit des coordonnées locales z¢ sur X, on obtient des
coordonnées sur M par I’homéomorphisme (2.1). Comme on emploie le
parametre de Killing, la métrique est dans ces coordonnées indépendante
de t. Remarquons aussi que dans ces coordonnées, le champ X est égal
a %. Soit ™g la métrique riemannienne induite par g sur X. Soit N(XZ) le
vecteur normal dirigé vers le futur sur X. Le champ de Killing s’écrit sur
¥ sous la forme

(ﬁ E) X = aN(%) + 8
ot
avec a une fonction scalaire et 8 un champ de vecteurs sur ¥. Comme X
est de type temps, on a

a>0, o?-"g(B,p) >0.

Dans les coordonnées (t, ), la métrique s’écrit sous la forme
= (0% )
w —Bi —("9)i
Ici et pour toute la suite, les indices latins vont de 1 & n et les indices

grecs de 0 & n. 1, désigne la métrique de Minkowski et les indices en haut
désignent la métrique duale.
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Nous considérons le cas ¥ = R™ et nous introduisons les conditions
suivantes qui signifient que I’espace-temps M est asymptotiquement plat

(Kz>:=vz2+1):

Condition générale.— 1l existe des coordonnées z sur ¥ = R™ tel
que, si 'on note x=(t, z),

(2.2) g= Z g (x)dx*dx” on a
p,v=0

(2.3) gy est indépendant de t,

(2.4) Vz € R®, goo(z) >0,

(2.5) Vz €R", VEER", - gi(z)&é; >0,

J
Je >0, VYaeN",
(2:6) 03 (v — M) € O(< & > lo).

Ces conditions sont également vérifiées pour la métrique duale et les
estimations sont uniformes :

LEMME 2.1. — Dans les coordonnées ci-dessus, on a :

(2.7) g"" est indépendant de t,
(2.8) 3C; >0, VzeR", ¢%z)>C,
(29)  3C2>0, VzeR", VEER™, =) ¢ (@)& > C2 Y 1§17
ik ]
Je >0, VaeN"
(2.10)  9X(g" — ") € O(< & >~<71),

Si I’on note gy, I'inverse de g*!, alors on obtient
(211)  82(gk1 + brt) € O(< z >~<7lel),

Démonstration. — Nous posons

Y = 9oo,
tb = (901>-'-790n+1)7
A = (9ij)1<i j<n-
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784 DIETRICH HAFNER

(9w) = (Z tj) ’
(") = (—5(2—111) ATl gzﬂ_bltl()il‘lbﬂ

avec § = 'y—<b,+1b>' & est positif, A,A71 et A=1 + §A71b*(A~1b) ont
toutes la signature (—,...,—). Si (gu.) est asymptotiquement plate, alors
(g*¥) Dest aussi et les estimations sont uniformes en dehors d’une boule
assez grande et a l'intérieur de la boule & cause de la compacité de la
boule. O

Alors

2.2. Equation des ondes associée.

Posons |g| = |detg|. L’opérateur des ondes associé & g est donné par

(2.12) Og =gl > dulg| "0,
78 %

L’équation des ondes

Ogu = 0,
(2.13) uli=o = uo,
3tU|t=o = u

s’écrit en coordonnées de la fagon suivante :

82u — ibdyu + du = 0,
(2.14) uli=0 = uo,
atu|t=0 =1u

avec
1 1
(2.15) @=——7 > 0ilgl? g™,
g*lgl® Z ’
Pt Okj 1%, * 0k
(2.16) b _W Zakg gz + 400 Zg -
k k

Soit H := L2(R",|g|2 ¢®dz), H := L?(R",dz). Considérons maintenant
la transformation unitaire

U:

&hiz

.
—  /g%lg|7 f.
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Posons a := UaU~1,b := UbU~1. On obtient

1 o 1
(2.17) a=—=— 0l9|7 ¢*Oh ——=—7,
Vg%g|% %; V9®lgls
) gok gok
(2.18) b:zZakgda + gﬁa’“
k

On expliquera dans le paragraphe suivant la réalisation autoadjointe de a
et b.

2.3. Le cadre abstrait.

Considérons alors une équation des ondes abstraite sur un espace de
Hilbert H de la forme suivante :

02y — ibdyu + au = 0,
(2.19) ult=o = Uo,
8tu|t=0 =Uuz.

Nous supposons pour la suite :

(2.20)  a,b autoadjoints,
(221) a>0, 0¢opp(a),
(2.22) D) > D(a?) et Yue D(a?), |lbull <C(|la?ull+ [[ul]).

On introduit I’échelle d’espaces de Sobolev abstraits suivante :

H? := D(a), H' :=D(az), H° :=H.Sur H! nous introduisons
la norme ||u||? := (au,u) (comme 0 & opp(a) il s’agit en effet d’une norme).
Soit Hy le complété de H® pour cette norme. Pour f = (fo, f1) € H! ®H,
nous posons

IFI1 = [1Al1* + (afo, fo) (norme d’énergie)

et nous définissons I'espace d’énergie £ = H} @ H comme le complété
de H! @ H pour cette norme. Remarquons que la norme d’énergie est
formellement conservée par ’évolution

0:(||10¢u||* + (au,u)) = 2Re(su, 82u) + 2Re(au, Osu)
(2.23) = 2Re(Oyu, ibdsu) = 0.

Nous réécrivons ’équation des ondes comme un systéme de premier ordre

{ 0. f = Rf

(2.24) fle=0 = (uo, u1)

TOME 51 (2001), FASCICULE 3
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0 )
R= (—ia —b)'

LEMME 2.2. — R est autoadjoint sur £ avec domaine D(R) = H? ®
H.
Démonstration.— R est clairement symétrique. Il reste alors a
démontrer que R est fermé et que Im(R+1) = €.
R fermé : Soit f™ € D(R), f™— f, Rf™ — g. Alors
f&r — fo dans M, fi*—fi dans H,
ifm — go dans H}, ie da?f*—atgo—0 dans M,
—iaf* —bf* — g1 dans H.

avec

Comme fI™ — fi, ia? - aZgo et a? est fermé (car autoadjoint), on
a fi € D(a%), ify = go. Comme (a+ 1)% domine b, on a

bfi* > bfi dans H etalors —iafy" —g1+bfi dans H.

En utilisant que a2 fJ* € D(a?), ceci montre (comme a? est autoadjoint)
que

at fo € D(a?),—iafo= g1 +bf1, ie (fo,f1)€D(R), Rf=g.

Im(R+:) = £ : 1l suffit de démontrer que Im(R +4) dense dans £. En effet
si ceci est vrai, alors

Vgeé&, 3f"eDR) g":=(R+i)f"—yg
= Im((R+0)(f* = ™), f* = ™) = If* = 717 < IFF = £™lg* = g™ I,

et donc f™ est de Cauchy dans £. Pour montrer que Im(R + i) est dense,
il suffit de démontrer que H! ® H C Im(R + 7). Nous devons résoudre

{ifl +ifo=go
—iafo—bfi+ifi=q
{ f1=—igo — fo

afo +ibfo + fo = ig1 — igo + bgo.

Comme gg € H', ig; —igo +bgo € H. La deuxiéme équation peut étre
résolue par Lax-Milgram. On obtient une solution fy € H2. Alors f; € H!,
Le. (fo, f1) € D(R). g

ANNALES DE L’'INSTITUT FOURIER
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Transformation unitaire. — Il est utile d’introduire ’application uni-
taire suivante :

1 ez a3
—1 — * —_
rw=-v@ = (74,
. b b
a? — - =
L :=U(a)RU Y (a) = p 2 f b
2 T3

ProposITION 2.1.— D(U(a)RU(a)) = U(a)D(R) = H! @ H*.
Démonstration.— On a
D(U(a)RU™*(a)) = {(fo, /1) € H®H|U"(a)(fo, /) € D(R)}

= {(fo, i) e H®H|(a™ 2 (fo + f1),i(—fo + f1)) ED(R)}
=H' @& H,

ol nous avons utilisé que fo + f1, fo — f1 € H! entraine fo, fi € H!. O

L’évolution est décrite par un groupe unitaire e~ L,

Nous allons maintenant démontrer que ’équation des ondes décrite
dans le paragraphe 2.2 entre dans ce cadre abstrait. Ici et par la suite,
nous allons utiliser le calcul pseudodifférentiel et en particulier la quantifi-
cation de Weyl, voir Appendice B. On vérifie aisément que les symboles
des opérateurs introduits dans le paragraphe 2.2 vérifient les conditions
suivantes que nous allons imposer pour toute la suite :

(2.25) a(z,€) — €2 € §27¢,
(2.26) b(z, &) € SVE.
LEMME 2.3.— Les deux opérateurs a™,b¥ vérifient les conditions

(2.20)-(2.22). En particulier a® est autoadjoint avec domaine H?(R™) et
b est essentiellement autoadjoint avec domaine H'(R™).

Démonstration.. — a est autoadjoint avec domaine H?(R"™) puisqu’il
est un opérateur elliptique du deuxiéme ordre. a® > 0,0 ¢ op,,(a™) par la
condition (2.9). Pour démontrer que b¥ est essentiellement autoadjoint sur

TOME 51 (2001), FASCICULE 3
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HY(R") = D((a®+1)%), on utilise le théoréme de Nelson [16, Theorem
X.37] :

(a¥ +1)% est autoadjoint sur H(R"). Grace au lemme 2.1, b* est
bien défini sur H1(R") et on a

[16¥ul] < C||(a® + 1)%u]|, Yu € H'(R™).
Comme opérateur agissant sur S,
[(a” +1)%,6%] = a¥
avec d € S0, ce qui donne
(¢, (a* + 1)) = ((@” + 1) #,5°9)| < [|(a” + 1) ¥ g

d’abord pour ¢ € S et puis pour ¢ € H!(R") par densité. O
2.4. Absence de valeurs propres.

A partir de maintenant, nous allons renforcer la condition de décrois-
sance pour la métrique

(2.27) 36 > %, Va e N*, 92¢% € O(< z >4y,

THEOREME 2.1.— Sous la condition supplémentaire (2.27), L ne
posséde pas de valeurs propres.

Démonstration. — On démontre I’absence de valeurs propres pour
R. Supposons par l'absurde que R posséde une valeur propre A. Ceci est
équivalent a

= —i)\
3(vafl) € D(R) t.q. {Zlfo _ ;bfio— )\2f0 =0
ie. fo€ HXR™) et afo— Abfo—A2fo=0,

i.e. A\? est valeur propre de 'opérateur a — A\b. On a

a—\b= Z ; Ooak MZ OO

_z,\EBk 400 +Z \/—1 E ('gl%gﬁ@k (W))

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On utilise maintenant [13, Theorem 1.2]. La propriété de prolongement
unique est vérifiée. Ceci suit par exemple du théoreme de prolongement
unique de [2]. Avec les notations de [13], on a

ki
g
api(z) = — Wa

by(z) =A Z arg™
k

ZF| k ('g' <F||4>>+§90k9’“"’m'

Les conditions de [13, Theorem 1.2] sont alors vérifiées grace a (2.7)-(2.11)
et (2.27). Il s’ensuit A = 0. Mais 'opérateur a n’a pas la valeur propre 0 en
vertu de (2.9). O

3. Estimation de Mourre.

Dans cette section, nous allons établir une estimation de Mourre pour
L. On démontre d’abord une estimation de Mourre pour a, puis pour a?
et finalement pour L.

3.1. Rappels.

Nous rappelons les conditions de Mourre. Soient H, A deux opérateurs
autoadjoints. On dit que le couple (H, A) vérifie les conditions de Mourre si

(M1") D(A) N D(H) est dense dans D(H),
(M2') ei*# préserve D(H), sup|,<; ||[He**Au|| < 0o, Vu € D(H),

(M3') [H,iA] définie comme forme quadratique sur D(H) N D(A) est
bornée inférieurement, fermable et s’étend en un opérateur borné de D(H)
dans H :

|[H,iA](u,v)| < C|[Hull[[v]l, Vu,ve D(H)N D(A).

Il a été remarqué dans [8] que le théoréme du viriel reste valable sous les
conditions

TOME 51 (2001), FASCICULE 3
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(M1) e*s4 préserve D(H),

(M2) [H,:A] définie comme forme quadratique sur D(H) N D(A)
s’étend en un opérateur borné de D(H) dans H :

I[H, iA)(u,0)| < Cl|Hullllvll, Vu,v € D(H)N D(A).
(M1'), (M2') et (M1) sont en effet méme équivalentes.

Nous rappelons également la condition H € C¥(A) (k > 1) (voir [1]).
Un opérateur borné B est de classe C¥(A,H) si et seulement si

(ABG) R 3 5 — e*4Be~%4 est C* pour la topologie forte de B(H).
La condition H € C*(A) dit qu’il existe z € C\ o(H) tel que (z — H)™ ! €
Ck(A,H).

(M1)-(M2) impliquent H € C*(A) et le théoréme du viriel est vrai
sous la seule condition H € C'(A) (voir [1]).

3.2. Estimation de Mourre pour a.

On établit d’abord une estimation de Mourre pour a. Soit

1 1
c = §(<$,D>+ < D,z >) (D— ;V) et
D(c) = {® € L*(R")|c® € L*(R™)}.
L’opérateur c est le générateur infinitésimal du groupe unitaire T; = e't¢
défini par
T,®(z) := e ®(e'z), ® e L2(R™).

Remarquons d’abord

LeMME 3.1. — C§°(R™) est dense dans H*(R™)ND(c), Vm,s e N.

Démonstration. — Soit ¢ € C({|z| < 1}),¢ > 0, [ ¢ = 1. Soit en
plus x € CP(R™), ||102xllo <1, V|a| < set x =1 sur {|z|] < 1}. On
pose

F, :HSOD(C)_'CSO(Rm)a
wex(2)é(3F)w

1) F, — 1 fortement dans H?,
2) F,— 1 fortement dans D(c).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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1) En effet,
F, > 1 fortement dans L? et
[<D>%F,]<D>"*"e0on™?)
par le calcul pseudodifférentiel.
2) On a
[c,Fp] = e +0(n") avec
e(z,8)n = (E) fved(8) -2y X(z)qg ¢
Sin =X ) 0 V0 \ n " \n n/)’
Clairement,

e¥ — 0 fortement dans L*(R™),

ce qui termine la démonstration. O

LeMME 3.2.— i) Le couple (a¥,c) vérifie les conditions de Mourre.

ii) Soit x € C§°(R). Alors il existe un opérateur compact K tel que
x(a*)[ia®, cJx(a®) = 2x(a")a"x(a") + K.

Démonstration. — i) e**¢ préserve H2(R") (voir par exemple [15]), la
condition (M1) est alors vérifiée. Comme opérateur agissant sur S, on a

[ia¥,c] =d® avec d(z,£) = Vea(z,£)¢ — Vaa(z, E)z,

ce qui donne estimation souhaitée par un argument de densité en utilisant
le lemme 3.1.

ii) Par la proposition B.1 et le théoréme B.2 on obtient en utilisant
(2.25)

x(a")[ia”, cx(a®) = (x(a(=,£))(Vea(, )€ — Vza(z, §)€)x(a(z,£)))"
+ kY
= 2x(a")a"x(a") + k¥,

ol k¥ et k¥ sont des opérateurs compacts. Ceci montre ii). O

3.3. Estimation de Mourre pour az

Dans ce paragraphe, nous établissons une estimation de Mourre
pour la racine de a. Pour x € C§°(]0,00[), on consideére toujours la

TOME 51 (2001), FASCICULE 3
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fonction Rt 3 A — y(A2
fagon, Pexpression x(a(z, &)
nécessairement positif.

) comme prolongée par 0 sur R™. De cette
2) est bien définie, méme si a(z,£) n'est pas

Soient x, x € C§°(]0, 0o[) ou x, X € C&° (]-00,0[), xX = x. Le lemme 3.2
entraine en particulier que a® € C'(c ) et x(a¥) : D(c) — D(c) (voir [1]).
Alors les opérateurs ¥((a®) 2 )ex((a®) %) resp. %(—(a®)? )ex(—(a®)? ) sont
bien définis sur D(c). Comme opérateurs symétriques définis de manieére
dense, ils sont fermables. On note c; la fermeture. Comme a* € C'(c) on
a x(a¥) € C'(c ;H) par [1, Theorem 6.2.5] et donc cy; autoadjoint par
(1, Lemma 7.2.15].

LemME 3.3.— i) Le couple ((a®)?,cz) vérifie les conditions de

Mourre.
1

i) x(a®)[i(a™) 2, cg]x(a®) = x(a®)(a®)* x(a®)+k® avec un opérateur
k™ compact.

Démonstration.— On ne traite que le cas x,x € C§°(]0,00[), la
démonstration de Pautre cas étant analogue.

i) Vérifions (M1). Il s’agit de démontrer que ez préserve D((a®)? ).
Soit x1 = 1+ x2 avec x2 € C§°(R) et x2 = —1 sur {|z| < R}. Montrons
d’abord que pour R suffisamment grand on a

(3.1) x1(a?)e*x = x1(a®).
Le lemme 3.2 entraine
x1(a®) : D(c) — D(c).
Soit u € H et v = x1(a®)u. Montrons que e****v = v. Pour ceci, posons

= x1(a®)(1 + iec)'u € D(c).

9se**y, = €"**%icgue =0 (R suffisamment grand)
= %y, = v,

ve —» v dans ‘H entraine e**“*v=nv.

On a alors e**°xx;(a¥) = x1(a®) et donc (3.1) par dualité. Par multipli-
cation avec des fonctions caractéristiques, on obtient pour R suffisamment
grand,

Igasry (@))€ = T\ s ry (a®).
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Pour voir que e**°% préserve D((a™)?), il suffit d’écrire
w 1 w w 1 w 18C
a®) 2 My azpy (@) + (%) 2 Ly <ry (a™)e 5%

(aw)%eisci = (
Vérifions (M2). Soit ¥ € C§°(] [) tel que xx = x. Alors
(@)%, e5] = X((a*) F)[X((@*) ?)(@®) 2 x((a*) %, ]%((a®)?),

3 e U0 donc

X((@®)%)(a”) % x((a®)
[(a®)%,cq] € U0,

[(a™) 2, cg] possede alors une extension & un opérateur borné, en particulier

N

) €
]

(M2) est vérifiée.

ii) On a
(32)  x(@)i(a”)?, cglx(@®) = x(a*)[i%(a*)(a")* X(a"), c]x(a®).
Soit h(A) = X(A\)VAx()). On a
%(a®)(@")* x(a") = (h(a))” + f*

avec f € SV~ ! en vertu du théoréeme B.2. [f*, c] est donc compact par la
. ) w C] = ew
) b

proposition B.1 et le lemme B.3. Par le lemme C.1, on a [i(h(a))

avec
e(z,§) = h'(a(z,£))(Vea(z, §)§ — Vaa(z, §)z)
Ceci entraine grace a (2.25), (3.2), la proposition B.1, le théoreme B.2 et

le lemme B.3
X(@®)[i(a®) %, exlx(a®) = (x(a)ex(a))® + kY’

avec un opérateur ki’ compact. On a
£))

(x(a)e

x(a))(z,€)
x(a(z, é)) a™ (z,8)(Vea(z, £)§ — Vaa(z, §))x(a(x,
puisque x = 1 sur suppx. Maintenant on utilise le lemme précédent pour

a(z,§), ie
( (:L' &))(vﬁa(z7£)§ - Vza(a:, g)z)X(a("l’.vg))
= 2x(a(z,§))a(z, )x(a(z,§)) + ka2(z,§)

compact. Pour obtenir le résultat, on applique de nouveau la
O

et kY
proposition B.1, le théoreme B.2 et le lemme B.3
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3.4. Estimation de Mourre pour L.

Avec cette préparation, nous pouvons maintenant démontrer le
résultat principal de cette section. Soit

3 (aw)% 0 3 1 /—bpv pw
Lo = ( 0 —@)}) LT3
et D(L) = D(Ly) = D(L;) = H' ® H'. Ly, L sont autoadjoints avec

ce domaine, L; est essentiellement autoadjoint. Pour x € C§°(]0, co[) ou
X € C§°(] — 00,0[), nous posons

a=(% 2. Dy =Dle)e D).

THEOREME 3.1
(i) Pour tout x € C§°(]0,00[) UC§°(] — 00,0[), ona : L € C?(Cy).
(i)  Pour tout x, x € C§°(]0, oo]) U C§°(] — 00,0[) avec xx = x, on a :

(3.3) X(L)[iL,Cg]x(L) = x(L)Lx(L) + K avec K compact.

(iii) Pour tout A > 0 et § > 0, on peut trouver un voisinage ouvert A de
A t.q. pour tout x € C§°(]0,00[),x =1 sur A:

(3.4) Ta(L)[iL, C5]Ta(L) > (A — 6)Ta(L).

On a une propriété analogue pour A < 0.

Démonstration. — On ne démontre le théoréme que pour le cas que
X, X sont supportées dans ]0,00[, la démonstration de I'autre cas étant
analogue.

i) On montre d’abord que le couple (L, Cy) vérifie les conditions de
Mourre :

(M1) €%Sx préserve D(L) puisque e**°x préserve H'.
(M2) Comme opérateur agissant sur S x S, on a :

L, Oy = ([i(a’“)%,cx] 0 )+ 1 (—[ib’”,cx] [i6”, ¢ )

0 —li(a®) %, ¢, ] ) T 2\ [ib¥, ¢y —[ib¥, ¢y

On a déja vu que [(a¥) 3 , Cx] possede une extension & un opérateur borné.
Une application du théoréme B.2 et de la proposition B.1 montre que c
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est un opérateur pseudodifférentiel avec un symbole dans S~°!. Il suit de
la proposition B.1 que

b, ¢, ] € B¢

donc [ib", ¢, ] borné et méme compact. Alors pour f € S x S :

2L, C Il < Goll£I-

Grace & la densité de S x S dans D(L), [iL,C,] s’étend & un opérateur
borné de H & H dans H & H.

On a en particulier L € C!(Cy). La dérivée de s — €*Cx(z —
L)~'e=%Cx au point s = 0 est égale & : (z — L)"[iL,C,](z — L)~!. Pour
démontrer L € C%(Cy), il s’agit de montrer que cette dérivée est dans
CY(Cy ; H®H). Par la regle de Leibniz ([1, Proposition 5.1.5]), il suffit de
démontrer [iL,Cy] € C(Cy ; H & H), ce qui par [1, Lemma 6.2.9] revient
a estimer le commutateur ad%X(L). Sur S xSona

2 w) i 2 2
wd I — (adcx(a )2 0 )+1 (—achb’” ad; b* )
* 0 —ad? (a®)% 2\ ad?bv —ad? bv

On a

adcx(aw)% €T et ¢, € U donc

adﬁx (a“’)% € g0,
De fagon similaire

ad? b¥ € Yo,
X

On obtient alors P’estimation souhaitée d’abord sur & x S et par densité
sur D(Cy).

(i) On a grace au lemme précédent et grice au fait que
x(a™)[ib*, cglx(a™) et x(a”)b¥x(a®) sont compacts :

X(Lo)[iL, Cxlx(Lo) = (X(“w)t[v(aw)?i,f%]x(a:) 8)
+ (X(a )[“bovwi]x(a ) 8)

_ (X(aw)(GZ)%x(aw) )
_ % (X(aw)b;"x(a"’) g) K

= X(Lo)Lx(Lo) + K
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avec un opérateur K compact. On termine en remarquant que x(L)—x(Lo)
est compact par le lemme C.5 et que [¢L, C5] est borné.

(iii) En multipliant par des fonctions caractéristiques des deux cotés,
on obtient (3.3) aussi pour les fonctions caractéristiques. Soit 0 # ), alors

s = lim T xa1q(L) = Ly (L) =0

Comme K est compact, ceci montre que K[y_, x;(L) tend vers 0 en
norme lorsque ¢ tend vers 0. a

4. Estimations de propagation.

Dans cette section, on démontre plusieurs estimations de propagation
qui vont étre cruciales pour la construction de la vitesse asymptotique et
pour la démonstration de la complétude asymptotique. Un opérateur A qui
agit sur ‘H agit sur H & H par

A(Ul, ’LL2) = (Aul, A'LLQ)

Si A(t) est une fonction & valeur dans les opérateurs sur H & H, alors sa
dérivée de Heisenberg est définie comme

DA(t) = %A(t)-}-i[L,A(t)],

Pour ® € H @ H, nous posons
q>t = €_itL¢.

Nous posons également p := min{3,€}.

4.1. Estimation de vitesse maximale.

L’estimation de vitesse maximale est donnée par la proposition sui-
vante :

ProposiTION 4.1.— (i) Soit 1 < 60; < 62,x € C§(]0,00[) ou
X € C§°(] — 0,0]) et ® € H® H. Alors

(1) [ e () xS < clioie.
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(i) Soit F € C=(R), F’ € C§°(R) et suppF C]1, 00[. Alors

(4.2) s — lim e**F (M) el = 0.
t—o0 t
Démonstration. — (i) Nous ne traitons que le cas x € C5°(]0,00[),

Pautre cas étant analogue. Soit 1 < 8y < 81 < 62, %, x € C§°(]0,00[) avec
XX =X XX =X, f € C§°([00, ), f =1 sur [61,62]. On définit :

o)  =x(mx((@)HF (2 x((@) )
On a
_ — ¢! % 3) 2 |_37_| m— wY) g
Do) - @) H (D) Bl )
- Xt 3@ () x(@) i)
- xR HE (B x@) i)
(4.3) = R; + R2 + Rs.

On estime R, R2, Rs.

@y = (e h i), F(H)xe ) (54 )
avec §(A) = X(VA)VAX(VA). Par le lemme C.3, on a :

@ [iae),F () e

(45) = @) H ({a@.7 (B }) %@ ) + o).

Utilisant en plus la proposition B.1 et le théoréme B.2 on obtient :

N

x(@) Hiae), ()] x@) ) = M@)hH i) +06)
(4.6) =+ 0™ H)
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avec

x

i@,6) = (a(z.0)Vealo O (2 £
i) = 3/ B) g e Veale 0 (1
puisque X = 1 sur suppy. Ceci entraine :

7ol )] < f?(“”') 2(\/a(@, ) + O(t™).
|z

Notons aussi que 7" est borné uniformément en ¢ et supporté en 5 >
€1 > 0. Grace au lemme C.5, ceci permet de remplacer x(L) par x(Lo)
dans (4.4) (modulo une erreur O(t~'~#)), de méme pour R;. En utilisant
le théoreme B.2 et la proposition B.1, on obtient :

(4.7) Ri+Ry= (q(t;v 8) +O(t™17H)
avec
w8 > 1 (B) Eevame) - 1 () vvame)
+O@t™1H)

1 T —1-
as)  >100-02 (B e e) o,
Avec les notations de [5], on a que g; et f2(3 lel x2(y/a(z,€)) € S(1, <—t>—; +
d¢?). Nous pouvons alors appliquer l’1negahte de Gardmg dans la version

de [5, Proposition D.5.4.] et nous obtenons en utilisant aussi le théoréme
B.2 et la proposition B.1 :

R+ R > p(zo)f* (B1) Lo - 1)+ 071,
Il reste & estimer le dernier terme. On a

i@ HF () x(@) )]

- e hr(Dx@n] (7 1)

Grace au lemme C.3, ceci est O(t~17¢). Soit, en rassemblant :
1
~De(1) > (60 - V(o) (51) x(za) + 0.
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On utilise de nouveau le lemme C.5 pour remplacer x(Lg) par x(L). La
partie (i) suit alors de [5, Lemma B.4.1].

(ii) Soit F' comme dans les conditions de la partie (ii) et x comme dans
les conditions de la partie (i). Nous pouvons supposer F' > 0 et F(s)=1
pour s > Ry. Soit f € C3°(R), f = 1 sur suppF” et suppf C]6;,00[. Alors

@9) e = —xzo)f ( 51) 807 () xzo) + 06
et B(t) borné uniformément en t. En effet,

pe() =+ x(a)f (51) () 57 () xit
@100 xEoliRo Lo(Eo). P (2 )ix(zo) + o)

d’aprés ce qu’on a déja vu dans la partie (i) de la démonstration. De méme
on obtient par le calcul précédent :

[ii(Lo)Loi(Lo),F (@)] - (%g?” g) )

e:(z,8) = §'(alz, £)) Vealz, O F' (7) z

ce qui montre :

avec

X(L0) [i%(Lo) Lo (Lo), F (‘ ’) Jx(zo)
bz (5 ') 52)f (1) xtto) + 07

avec un opérateur uniformément borné Bo(t).

En utilisant (i), on s’apercoit que la limite

(4.11) s — lim e*LO(t)e L

t—o00
existe. Si en plus le support de F' est compact, alors de nouveau par (i) :

dt

(4.12) [ @et2§ <clelr

Donc si F' vérifie la condition (ii) et F' posséde un support compact, la
limite (4.11) est égale & zéro.
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Prenons maintenant des fonctions F; € C®(R),f € C(R) t.q.
suppF1 C|o, oof, F1 = 1 dans un voisinage de oo, et F| = f2. Posons

||

On(t) =x(D(@))F (o) x((@) ()

“Dor=jx(to)s* (5 ) et x@o 0 )x(worso(em
avec
- 2 =zl =
etn(@,€) = §/(a(2, ) Vealz, €)f( e
Soit, en rassemblant
i 0 —1-
—D@R(t)=( 0 0)+O(t o)
avec

Par les arguments déja utilisés dans (i)

Dout)> 1 (0= 7 ) %01 (&) xwy + 0 (e 1-1)

si R > 2. En particulier

—DOg(t) > O((tR)"1 ) si R>0i
0

Alors pour tg > 0, on a
o0
s— tlim e LOp(t)e L = etol@p(ty)eTitoL +/ e L(DOR(s))e *Lds
—00 to

(4.13) < eitoL@R(to)e—-itoL+O(tauR_1_u)'

Pour t fixé, les termes de droite de (4.13) tendent fortement vers zéro
lorsque R — oo. Alors

(4.14) s— lim (s — lim e**Op(t)e"") = 0.

Remarquons que pour R > 1, la fonction F(|z|) — Fl(liR') posséde un
support compact inclus dans |6y, oo[. Alors

(4.15) s — lim e"L(0,(t) — Or(t))e L = 0.
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Si on laisse tendre dans (4.15) R vers l'infini, on obtient en utilisant (4.14),
s — lim e*fO,(t)e "L = 0.
t—oo

Utilisant le fait que L ne posséde pas de valeurs propres, nous pouvons
supprimer la troncature x(L) par un argument de densité. O

4.2. Estimation de vitesse microlocale.

Soient x, x € C§°(]0, o0[) ou x, X € C§°(] —0,0[) t.q. xX = x,§(A) =
XVNVAX(VA) (resp.g(A) = —x(—vVA)VAX(=VX)). L'opérateur v* pour
v(z,€) = §'(a(,§))Vea(z, §)

est appelé la vitesse locale. Comme v(z,£) € S99 & valeurs réelles v* est
un opérateur autoadjoint borné. On obtient :

PROPOSITION 4.2. — Soit 0 < 61 < 05,® € H & H. Alors,
o z w dt
416 [ o0 () (2= 00) x@ped? § < cliolp
1

Démonstration. — Nous ne traitons de nouveau que le cas x,x €
C§°(]0,00[). Soit x € C§°(]0,00]) t.g. xX = X et XX = X. Soient
0<6; <6y <03,03 >1et Re C®R") t.g. R = 0 dans un voisinage
de zéro, V2R > 0 et R(z) = 32? — ¢ pour |z| > 6, (c convenable). Soit
J € C§°(R) t.q. J =1 sur [0,63]. On pose

(4.17) M(2) ::% <v“’—%,VR (%) >+% < VR (%) v — % > 4R (%) :
419) o) s=x(x(@) )7 (1) w7 () 2@ (e

O(t) est borné uniformément en t. On obtient :

1

Do) = - (@) () Elaros (51 xam) Hxie) + he

J
t
XD )%>J(‘$') &07 (5 x@)

(D) [iLo,x(@) ) ( )M(t)J t(%) (@) H)]x(r)
i, (%)

(4.19) = Ry + R2+ R3 + Ry.
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Remarquons tout de suite que R; = x(L)R;x(L) avec Ry € O(t™).
Utilisant les lemmes C.2 et C.5, on a

Ry = (L)J’ ( ‘””') 'wT'M(t)J ( 2] ) X(L) + he + Ot~ 1#)

x@i () B0 () xewy + o)

avec un opérateur uniformément borné B (t) et 71 = 0 dans un voisinage
de {|z| < 1}. Ceci est intégrable grice & la proposition 4.1.

Soit

mia&,0) =7 () (<oiwe - .vr(5) > +r(5)) 1 ().

Grace au lemme C.3 :
Ry = x(D)x((a") #)({g(a), m})*x((a*) %) (3 _1) x(L)
+O@t™17H).
Calculons alors le crochet de Poisson :
{9(a), m}(z.€)
_% < o(z,£),J’ ('xl) o > (<@ - %,VR (%) > +R(§))J (%)

+J (' ') (v(z, €)(Vov(z, €) — %]I)VR (%) + % < vo(z,€), VR (%) >
+% < v(z,€), V2R (%) (v(z,g) - %) >)J (%)

+et (.’E, E)

avec e, € S(< = >; ¥ 4(t)). De nouveau Ry = x(L)Rsx(L) avec
Rs € O(t™1) et I’erreur qu’on fait en remplagant x(L) par x(Lo) est d’ordre
O(t~1~#). En utilisant les lemmes C.2 et C.5, on obtient en rassemblant :

Ra+ R = (0 () Bt (1) i + 24 00007 ()
x<vr = 2R (3) (- ) > 0 (B xieoy + 06

avec j, supportée en dehors de{|z| <1} et By(t) borné uniformément. Le pre-
mier terme est intégrable le long de 1’évolution grace & la proposition 4.1.
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ra=x(0) [ x(@) ) () s (2 xany )] (2, 7w

Ceci est O(t~17#) grace au lemme C.3. Soit, en rassemblant :

Do) —gx(to)) (1) (<or = 5.92R (5) (0 - ) > +he)
(' |) x(Lo) + L*(dt)
:;X(LO)(W_;,Jz('j')vm( ) (v = £) > +he) x(to
+ L'(dt)
>%X(L0) << v — %aﬂ[el,oz] (@) (v - %) >+hc)X(L0) + LM (db).

De nouveau on peut remplacer x(Lo) par x(L) modulo une erreur O(t~*~#)
et I'affirmation suit de [5, Lemma B.4.1]. O

LEMME 4.1. — Soit 0 < 8; < 6. Alors
|z| —itL
s — lim T, 92]< : (?—v )X(L)e th— .

Démonstration. — De nouveau nous ne traitons que le cas x,x €
C§°(]0,00[). Soit x comme dans la démonstration de la proposition 4.2.
Soit J € C$°(R™) t.q. 0 & suppJ, J(z) = 1 pour 60; < |z| < 0. Alors

s— lim J (%) (E - vw) x(L)e "k
(4.20) =s— lim x(Lo)J (%) (% - vw) x(Lo)e L.

Ceci suit des lemmes C.2, C.3 et C.5. Soit
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- X(D)liLo,x((@)}) (v = 3) 7 (T ) @) HIP(DIx((a*)F)
%7 (3) 0" = D@ X(L) + he
= x(D)liL, x(@)h) (v = 3) 7 (T) M@ DI DR((@")F)
xJ(3) (v = 3) ®((@)B)x(L) + he
= Ri+ Ry + Rs + Ry4.
Considérons d’abord Rj :
Ry = (DM@ Hliga), (v - 2) 7 (D@ (5 %)
< PLx((@) )T (T) (v = 3) (@) x(L) + he.
Soit
mis, 6= (v(2.6)- ) (3)
Par le lemme C.3
@), (v = 2) 7 (3) ] = Gat@,mpy” + 0(2).

On a
{g(a),m}(z, &)
_1 (v(x,g) - E) < v(z,£),VJ (f) > to(z, ) (Vzv(:r,ﬁ) - 111)
t t t t

X J(%) + ez, &)

avec e;(z,€) € S(< z >;"7* ~(t)). De nouveau on peut échanger x(L)
(resp. X(L)) et x(Lo) (resp. X(Lo)), 'erreur étant d’ordre O(t~1~#). Alors

Ra=—3x(o) (0" = 3) <097 () > =" 7 (7))

x X*(Lo)J (%) (v’” - %) X(Lo) + he + O(t™17#).

T T 1 -1

Ra=x(0) [, x(@) ) (= £) 7 (£) e (@3)] (4 7 ) weo
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Ceci est d’ordre O(t~17#) par le lemme C.3. Notons que dans I’expression
pour R; et Ry, on peut aussi échanger Ly et L en commettant une erreur
d’ordre O(t~17#). Soit, en rassemblant :

-DO(t) = %

o0~ pr(0) (v §) <o 1.9 (7) > 0 (7)
x ('Uw - %) X(L) + he 4+ O(t™17#).

Ceci est intégrable le long de I’évolution par la proposition 4.2. On a alors
Iexistence de la limite

lim (®;, O(t)®;).
t—oo
De nouveau par la proposition précédente :
et dt
/ (2,0()20) 5 < o0,
1
la limite en question est alors égale & zéro. O

4.3. Estimation de vitesse minimale.

ProposiTION 4.3.— Soit x € C§°(]0,00[) ou x € C§(] — 00,0[),
PcHPHet0< by <1. Alors

(4.21) i) /loo H]I[o,eo] (Im')x(L)étHz% < Clle|?,

t
(422) 11) s — lim ]Iog Iz—l e_itL = 0.
t—o0 [0,60] t
Démonstration. — Nous ne traitons de nouveau que le cas x €

Cs°(]0, o0l). Soit x € C§°(]0,00[) avec xx = X-

i) Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer que pour J € C§°(R)
avec suppJ C {|z| < 1},J =1 sur {|z] < 6}, on a

o z dt
[T (B xweae g < clsie

Nous allons utiliser la proposition A.1 avec
B :=<z>, DB)={(f,9) e HOH|(<z>f,<z>g)cHdH]}
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Cy est bien défini et symétrique sur D(B) puisque <z >x((a®)? ) <z>"1
est borné, donc D(B) C D(Cg). On a B > 1 et £Cy < ¢oB. De plus,
e, <z>] € gl
[cg,<z>] <z >t e w0

donc [Cy, B]B~! borné. En utilisant

o () -5 (222) -0

on obtient Pestimation si §y et les supports de J et x sont assez petits.
Supposons maintenant J supportée dans |0, 1[. Par les lemmes C.2 et C.5,
la proposition 4.2 reste valable si ’on remplace x(L) par x(Lo). Pour avoir
I’estimation souhaitée, il suffit alors de démontrer :

x(@)?) < (F-v").7(3) (F-v") >x(@) )
> ex((a*)$)J (T ) x((@)?) + 0(™)

avec ¢1,0 > 0. On note x; la fonction x o V- Ona:

@ < (20,9 (2) (2 %) >t

= () < (% =) J(%) (% ) > xa(@)” +0().

Au niveau des symboles :

aa(z, )iz, ()| = ’xl(a(m,é))ﬁV@(:g,{)J(%)’

Xl(a(zvﬁ))J(%) +O(t™¢), donc

xi(e(@,0) < (3 —v@9).7(7) (7 -v@9) >xl(ale)

xi(a@0) (£ 1) 7 () xae@8) +07)

> coxa(al@, )7 (T ) xa(al@,€) +0(t™)

avec ¢g > 0 puisque suppJ C ]0, 1[. En utilisant l'inégalité de Garding et de
nouveau le lemme C.5, on obtient (4.21) si le support de x est assez petit.
Supposons maintenant que x est une fonction arbitraire dans C§°(]0, cof).
Nous pouvons écrire

m
X=X
j=1
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ou les x; sont des fonctions C§°(]0, co[) avec un support suffisamment petit
tel que

/lltn[oeol(")xJ(L>¢>tf|2 < ClOIR, j=1,msm.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

/°°( [0,60) <1$|> i(L )q>t|ﬂ[090](lx|>Xj(L)‘I)t)%
</ HHO% <%)Xi(L)q>t Q%Y(/ H]I[OGO](l |>XJ(L q>tH2dt)

< Clle|l*.

Donc

/ HH[OBD](IZ‘I)X(L)‘I’t‘r% < Clle|)?,

ce qui termine la démonstration.

ii) suit de la méme fagon que i) en utilisant le lemme 4.1 et la
proposition A.1. Utilisant le fait que L ne posséde pas de valeurs propres,
on peut supprimer la troncature x(L). O

5. Vitesse asymptotique.

Dans cette section, nous construisons la vitesse asymptotique et nous
décrivons ses propriétés fondamentales. Pour un espace localement compact
Y et un espace de Banach E, on note C (Y, E) 'ensemble des fonctions
f € C(Y,E) qui vérifient lim,_, f(y) = 0. L’espace Co(Y,C) va étre
noté Coo(Y). Par la suite on va toujours identifier (en tant qu’algébres)
Coo(R™,C?) et Coo(R™ x {+,—1}), 1esp. Coo(R™ X {+,—}) ® Coo(R) et
Coo(R™ x {+,—} x R).

5.1. Théoréme principal.
THEOREME 5.1. — (i) Pour tout f = (f1, f2) € Coo(R™,C?) il existe
) z 0 .
s— li ’tL(fl(t) ) “il —. AT (f) e B(HOH).
t_}r_zlooe 0 fg(%) e Y (f) ( )
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¥t : Co(R™,C2?) — B(H @®H) est un *-morphisme de C*-algébres. On a :
[L,v*(f)] = 0 pour tout f € Coo(R™,C?). On pose U+ := Im~y+.
(i) On a
D
+ . itL fl(f) 0 —itL
Y (f)=s— lime ( e .
t—o0 0 f2(=137)
(iii) On a
I'=Ker(y") = {f € C(R™ x {+,=}| flsn-1x4,-} =0},

ce qui donne les isomorphismes suivants :

o(R™ x {+,-}/I

NG

CS™ ' x {+,-})
en particulier c(U™) = S™ 1 x {+,-}.
(iv) On consideére le x-morphisme de C*—algébres

CooR" x{+,-}) ® Co(R) — B(HOH)

rt:
g ® h = yT(g9)h(L).

On pose
wt i =ImI'",
N :=8""1x{+} xRtUS" ! x {-} xR".

J =Ker(T") = {f € Coo(R" x {+,~-} xR) | fln =0},

ce qui donne les isomorphismes suivants :

Coo(R™ x {+,—} x R)/J w+

Coo(N)
en particulier c(W*) = N.
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Remarque.

1) Nous pouvons associer & I’algébre U™ une observable par une des
deux facons suivantes :

a) Pour f € Coo(R™), on a
+ — e _ N itL f(%) 0 —itL
Y f)=s Jm e ( 0 ) e "t
Si de plus f(0) =1, 0n a
s— lim (s— lim et (f(%) Oz )e_”L> =1
R—o00 t—o0 0 f(m)

en vertu de la proposition 4.1. Par [5, Proposition B.2.1], il existe un vecteur
d’opérateurs autoadjoints qui commutent P+ t.q.

'Y+(f7f)=f(P+)a VfECOO(Rn)

Le lemme C.5 entraine que P+ commute avec L.

b) Par (ii), la limite

D
vVt :=s— lim %k ( 1D OD ) e il
t—o0 0 m

existe. On a clairement
f(VY) = f(PT), VfeCx(R™), ie.
vt = P+7

en particulier P+ borné. On appelle V* = P7 la vitesse asymptotique.
Considérons
CoR™) — u+

f =y (f, )

Par (iii), on a
Ker(k) = {f € Cx(R™)|] flsn-1 =0},
i.e. o(P*) = S""1. En utilisant (iv), on peut calculer le spectre joint :

o(PT,L) =8""! xR.

—itL
> e '
) e—th’
I

Si ’on pose

+ itL [ D]
— im et D
Vim :=s—lime < 0

t—oo

o O

Sh

t—oo

Vst i=s— lim e"F (8 _

E
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alors
o(Vit, L) =S" ' xR*, o(V;",L)=S""!xR".

2) On peut voir (iii), (iv) comme une version tres faible de la
complétude asymptotique. Pour (iii), (iv), on a seulement besoin d’une
décroissance O(< z >7¢) & linfini tandis qu’on aura besoin de
O(< z >~17¢) pour la complétude asymptotique (courte portée).

5.2. Existence de la vitesse asymptotique.

Dans ce paragraphe, on démontre ’existence de la vitesse asympto-
tique et on donne une formule équivalente.

PROPOSITION 5.1. — Soit J = (Jy, J2) € Coo (R™,C?).
i) II existe

s — lim e®F (Jl(%)

0
t—o0 0 Jz(

)> et = 4T (J).

8

ii) VJ€Cw(R",C?) [y+H(J),L]=0.

iii) Si suppJ; C {|]z| < 1} ou suppJ; C {|z|] > 1} (i = 1,2), alors
’Y+(J1,J2) =0.

Démonstration. — i) Par densité, on peut supposer J; € C§°(R")
et J; constante dans un voisinage de zéro. Grace a la proposition 4.3,
nous pouvons supposer que cette constante est égale a zéro. De nouveau,
nous supposons x,x € C§°(]0,00[) et nous choisissons ¥ comme dans
la démonstration de la proposition 4.2. Dans un premier temps, on va
démontrer I’existence de

(5.1) s — lim etLo(t)e L
avec
W@ ) (5 (Z) 4 <o® = Z v (2) ) x(@®)?
o) = x(Wx((@)?) (1 (T)+ < - T,v0 (F) ») (@) )x().
Toujours avec les mémes arguments :
- EPIRR vc o A e Nl i 7 z
DO(t) = x(Lo) (- <v* - 7,924 (%) 5 > +[i%(Lo)LoX(Lo), 11 (T )
w_ % z —1-p
+<v =2,V (t) >])X(Lo)+0(t )

) (v“’ - %) > x(Lo) + Ot~ 17#).

T

_l w_f 2
—tX(L0)<’U t,VJl(t
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Ceci est intégrable le long de 1’évolution grace & la proposition 4.2, ce qui
donne Pexistence de la limite (5.1). Grace aux lemmes 4.1, C.2 et C.5, on
a:

. , » . ; Ji(%) 0 i
_ itL 27 itL 1% itL
s — lim €""O(t)e s — lim x(L)e ( 0 Jz(%)) e " x(L).

On obtient le méme résultat pour x supportée dans | — oco,0[ si l'on
remplace J; par Jo dans 'observable. Ensuite on utilise que {x(L)u|x €
C§°(]0,00[) UCE°(] — 00,0[),u € H ® H} est dense dans H & H.

ii) suit du lemme C.5.
iii) suit des propositions 4.1 et 4.3 par un argument de densité. O
PROPOSITION 5.2. — Soit g = (g1, 92) € Coo(R™,C?). Alors
D
itL (gl(T‘D‘T) 0 >e—itL
D .
0 ga-1p7)

Démonstration. — 11 suffit de supposer g; € C§°(R™). Montrons
d’abord

(5.2) S—tlifgo (gl(vw)(;gl(%) gz(vw)ggz(%)> J(%)e_itLX(L) =0

pour tout J € C{P(R™ \ {0}) et x € C§(]0,00]), v* comme dans la
proposition 4.2. Notons que v* dépend de la troncature x. Par le théoréme
B.2 et le lemme C.5, on a

T(g)=s-lime

’Y

s lim (gl(v“’) (; 91(%) - (i gz(%)) 7 (%) e=itLy (L)
— ((gl(v)) o st - gz(%)> 7(E) xtaoen
s (0" 1 (£)) 1 (3) s

On a

g1 (v(z,8)) — g1 (%) = /01 Vai (Tv(g;,g) +(1- T)%) (v(z,g) _ %) dr.,

alors par la proposition B.1,

(@m@)-g(5) = BO) (v - T) +cw),
Jim 07 (3) = 0
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et B(t) borné uniformément en . (5.2) suit alors du lemme 4.1. Nous
affirmons maintenant que

o i (00 (B))7(2) (@) -

Par un argument similaire au précédent, il suffit de démontrer :
3 w z w
63 Jim (v = 137) 7 (F) x (6@m?) =0
Soit x € C§°(]0, 00[) avec xX = x et xX = X. Alors
: w D T w
im (v 3p) 7 (§)x(@?)
. w_ PN w i z wy L
= i, (= 57 2(@94) 1 (F)xte®
par le lemme C.3. Utilisant le lemme C.4, on obtient :
: w_ D\ oy (Z w3
lim ( - 57 ) ®(@)5 (2) x(a))

= lim 7 I(x(an— (@) $)7 (3) x(@) )

+ Jim (0x(@)) = 1P (§) (@) )
- (2

avec d¥ = (d¥,d¥,dy¥) et

di(z,€) = x(a? (z, s)) a” % (z,6)0,a(z, ) — |51 x(l€])
= (R(a(,€)) — X(IE[)), a(z, €) + R(EI*) (3, a(z, €) — 263),

ou x(A\) = %)2(/\%)/\‘%. 11 s’ensuit lim;, oo d"’J(%)X((a“’)%) = 0 par le
lemme C.4, ce qui montre (5.3). De la méme fagon,

i (020%) — 2 (~ 17 ) 7 (5) x(-@)h) =0

si suppx C] — 00, 0[. En rassemblant :

. 1(2)— 1(%) TN it
s-tlggo<9 o) = g2(_|_g|;’ (%)>J(—)e Ix(L)
:s__tl_iglo(gl(’vw);gl(%) ( w)O_g2(%))J(%) _”Lx(L)=0,
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ce qui montre

D z
. wr)—g1(2 0 ;
s— lim e'tF (gl(lDl) a(%) " ) )J(f)e—”Lx(L)_—.o.
t—oo 0 92(‘@)‘92(;) t
La proposition suit maintenant d’un argument de densité. O

5.3. Spectre de la vitesse asymptotique.

La proposition suivante décrit le spectre de la vitesse asymptotique.

ProposiTION 5.3.— (i) On a :

(5.4) I:=Ker(y*) ={f € Cou®" x {+,-}| flsn-1x{+,—} =0},

ce qui donne les isomorphismes suivants :

Coo(R™ x {+, - })/I = u+

O™ x {+,-))
en particulier c(U*) = S"1 x {+,-}.
(ii) On a :
(55) T = Kex(T%) = {f € Coul®" x {+,—} xB) | flx =0},

ce qui donne les isomorphismes suivants :

Coo(R™ x {+, -} x R)/J = wt

en particulier c(W*) = N.

Démonstration. — Remarquons d’abord que pour tout x € C§°(R)

(5.6) x(L) =s— lim eIx(D)e ™, ou
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(5.7) i = ('g’ _|°D|>.

En effet, on a grace a la proposition 5.2

X(L) = s - tliyngo e x(L) (J(o%) J(O?-)> e~k

pour J € CP({l —e< |z| <1+4+¢€}) (0<e<1)et Jlgn-1 = 1. Donc

o) =s_t1l‘§oe“L(X(L)—x(E))(J(O%) J(0%>)e—iw

+s— thm eith(f/) (J(O?) 0 ) e—z’tL

J(%)
S T R
e itL itL , itL t itL
== Jim (e s tim et (106 e

=s— lim ety (L)e HE
—00

en vertu du lemme C.5 et de la proposition 5.2. Montrons d’abord (5.5).
“D”
Par (5.6) on a pour tout g ® h € Coo(R™ x {4+, -}) ® Cx(R™) :

I't(g®h)
(5.8) =5 — lim e*f (g('%"-'_)h(lDD D 0 )e_“l‘.
=00 0 9(= 157, —)h(=IDI)
Par densité, on obtient pour tout f € Coo(R™ x {+,—} x R") :
. itL f(%a+a|D|) 0 —it
(5.9)F+(f):s—tgge ( 1Dl 0 f(—%,—,*lDD) e il
en particulier I't(f) =0, si flx =0.

[13 ”
C

Soit g€ Coo (R™x{+, —} xR) avec g+ (., .)|gn-1xr+ = g(-, +, -)|lgn-1 xR+
# 0. 1l faut alors démontrer I'*(g) # 0. Soit (o, Ao) € S™~! x RT avec
9+(&,20) #0,1 > 1y > 19 > 0, J € C°(R) avec suppJ C|] — o0, 1] t.q.
J=1sur]—oo,ri| et j:=—J > 0. Supposons d’abord que le support de
g+ soit petit : g+ € C°({|z — &| < ro} X R). Nous supposons également
g+ = 0. Alors
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(5.10) J(1€ = &ol)g+ (& A) =g9+(&;A),
(5.11) 3(1€ = &DIE = &ol >r15(I€ — ol),
(5.12) 9+ (&, M€ = &ol <rog+(§, ).
Soit x, X, X € C§°(]0,00]) t.q. xX = x et XX = X. Considérons 1'observable
~ 1 2 '25 Dl) 0
&(t) = x(L)x((a®) ) (% - (9+(|D|| )
® =xoxEHI0F -eb (T L

x (13 - &l )x((@) Hx(D).
On obtient grace a (5.9) et aux lemmes C.2, C.5 :
s— lim e**O(t)e L = x(L)I'(g)x(L).

t—oo

D’autre part toujours par les lemmes C.2, C.5 :
s — lim etLO(t)e =5 - Jim e*LO(t)e "L  avec
— o) 3 z_ 2 z_
o) = x(Wx((@) )7 (1 - al) & (5 11) 7 (1F - &)

< (@) })x(D).
Ona:
Do) ~1x(Mx((e) (1 ~6l) < =iy 7 > (137,171
x 1 (15 = &) 2((@) )x(L) + he + x(D)liLo, X((a®) )
<3 (12~ ol) 2 (755.101) 7 (1 - &) W@ H(D) + he
xli (@) (1 &) o (50.101)

xJ (1% = ol ) X(@) (L) + he
= R1 + Rz + Rs.

On a
Re =x(Dx(@)H) [ia(a), I (17 ~ &ol)a2 (57.100) (1§ - 6ol
<x(@)h) (5 ) x
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Par le lemme C.3, il suffit de calculer le crochet de Poisson :

{i@@.0.1(F - e (£, m) (1% - l) |

=2 <003 (17 - 0l) =gy 794 (501) 7 (1§ - ol) >
(5.13) +eu(z,€)

avec e; € S(< x >; ' 7# ~(t)). Remarquons aussi que par un argument déja
utilisé plusieurs fois, nous pouvons remplacer x(L) par x(Lo) modulo une
erreur O(t~17#). Soit g4 € C°({|z —&o| < ro} X R) avec g4 g4 = g.. Alors

R+ R,
= ixttos (57, 1P1) 0 (15 - 6ol) < ey o - v"
<at (p101) U0 (12 ~&l) g (|D|,|D|>X(Lo)+hc

t
+ pxtalas (5101) 15 = 6l03) (12 &) o= (5. 101) xto
+O(t™17#)

= 3o (5. 1P1) U9 (15 -6ol) < =g 60— 1 >
a2 (1g.101) ) %(§—50|)g+(|DI ID1) x(Eo) + he

+ pxtolon (710112 - &l73) (15 - o) ox (73101 xt2)
+O(t™1#)

+ px(tos (7 101) 0} (15 —6il) < Fgy g -0 >

<% (7.191) U0 (1 = &) 9 (15 1D1)x(Lo)

Par le lemme C.3,

[x(o)on (150, 101) G2)? (12 - &)

Le dernier terme est alors égal &

X(Lo)gs (171D )09t (15 = 6ol) < T xta) (157 = v )x(2o)
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a2 (1 101) U9 (13 - ol) (wrwoxww+mr%

Ceci est O(t~17#) comme on I’a déja vu dans la démonstration de la propo-
sition 5.2. On a R3 € O(t~!17#) en vertu du lemme C.3. En rassemblant :

DO(0)> (11 - ro) (Lo 15, 1D1) )15 = &) 77,121 ) ()
+O(t™' “),

DO(t)> R(t) € L*(dt).

Pour tout tp € R, on a :

X(L)T* (g)x(L) = " O(to)e~ """ + /oo etL(DO(t))e "L dt

to

> eitolg(ty)e ok — / IIR(t)||dt.

to

En choisissant ¢y assez grand, on peut rendre l'intégrale aussi petite qu’on
veut. Nous affirmons que

(5.14) lim ||eoL@(tg)e~ oL ||
t0—>00
est différente de zéro. Soit
1
< (a%,fo) 2 ) ( to 50 _b;léyﬁo )
2w ]
0 ato Eo to €0 bto,éo
to,60 (T, &) = alx +t0€0,£),  big 60 (2,€) = b(x + t0o, §)-
Alors

Ltouﬁo

NI»-

eitoﬁoD@(tO)e—itofoD

~twax(at ) (121) a2 (5n101) 7 (121)
xx (a8 6)) X{Lg0)-

Ceci tend fortement vers x(L)g2 ( |£, |D|)x(L) qui est clairement différent

D]
de zéro si x(Ag) # 0. Mais
e @ to)e 0 | = [|es4e LB (o)~ %0 |

ce qui montre que (5.14) est différente de zéro et alors x(L)I'"(g)x (L) # 0
et donc I'*(g) # 0.
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Soit maintenant g comme avant mais le support de g pas nécessaire-
ment petit, on ne suppose également pas g > 0. Nous choisissons f €
COO(Rn x {+,_} X R) avec f(£0>+»/\0) 76 0, f > O’f('a‘h') € Cgo({!x -
&| <ro} X R) et g # 0 sur le support de f. On a

I+ (g)r+ (5) =T*(f) #0, alors [*(g) #0.

La démonstration de (5.4) est incluse dans la démonstration de (5.5). En
effet, si g € Coo(R™ x {+, —}) avec glgn-1x(4,~} = 0, alors ¥y (g) = 0 par
la proposition 5.2. Pour g € C(R™ x {+,—}) avec g(.,+) # 0, nous
choisissons b € Coo(R) tel que ghlgn-1x{1}xr+ # 0. Donc I't(gh) =
v*t(g)h(L) # 0, en particulier y+(g) # 0. O

6. Complétude asymptotique.

Nous allons comparer les deux dynamiques e~*L et e~*L, ot L est

donné par (5.7). Comme nous ’avons déja annoncé, il faudra renforcer les
conditions sur le comportement asymptotique de la métrique afin d’obtenir
la complétude asymptotique. Au lieu de (2.25), (2.26) du paragraphe 2.3,
nous exigeons maintenant I’existence d’'un € > 0 t.q. :

(6.1) a(z,€) — &% e 2717,
(6.2) b(z, &) € SHTITE
THEOREME 6.1. — On a l’existence de
(6.3) s— lim etLe il

t—+o0
(6.4) s— lim etle %L,
t—+o00

Si (6.3) est égale a Qf, alors (6.4) est égale 4 Q}* et on a QF*Qf =1 =
QLQL*. De plus,

sr-Usr
(6.5) L =QtLatx,
2 0
(6.6) P+=Q:r<'0[ _£>Q$*,
D]

en particulier os.(L) = @ et (P*)? = 1L

Démonstration. — Démontrons d’abord lexistence de (6.3). Soit J €
C°(R\ {0}) avec J =1 dans un voisinage de 1 et x, x, € C§°(]0, o0]) t.q.
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xX = X- On pose
o) = x(Dx(@) )7 (1) x(@) D)
Grace a la proposition 5.2 on a

s— lim ethJ(I |) ( ) —itL X(E)
t—oo
Par un argument de densité, il suffit de démontrer I’existence de

s — tli)r{.lo eitLe—thX2(L

2 0(1) +iL6(t) - ()

— - x@x(@) b () Elxa Hud)
Fx() [ a4 (B) x@h) x
XX %J('—”}')x(a 4G~ D)R(D)x(E)
=h+L+1s

Soit x € C§°(]0, 00]) avec xx = x, XX = X- Utilisant les lemmes C.3 et C.4,
on obtient :

B = XDt x(@)H)7 (B) x(@) HixD + 0
— x@U@HieHe b (21(55)
x % ((a")#) x(D) + 0(t™)

Nl=
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=X(L0)(% <vw,J'(m) P >+hc) (1D)) (; _1>X(L +0(t™?)
=X(Lo)(é<vw,J’(—t—)ﬁ>+h)(1 1)X __>.

7 (B x@ Hoexioh € o)
par le lemme C.2. Il s’ensuit

|z]

I = x(D)x((@) )7 (5 )x((a*) (@) — D))
< (o ) xUDDx(E) + 0
On a

x((@)#)((@*)* — |DPx(ID]) = (x((a®) ¥ )(a wﬁ—x(lem) (1DI)
+ (x(ID]) - x((a®) ))|D|x(|D)).

Donc on a I3 € O(t~17¢) par les lemmes C.2 et C.4. En rassemblant, on
obtient

o) +ize( - 0L =xw)i (5) 505 () x)+ 06

avec B(t) uniformément borné et j = j; + jo avec j; supportée dans
{6 < |z| < 1 -6} et j» supportée dans {|z| > 1+ 6} (3 > 6 > 0).
Ceci est intégrable grace aux propositions 4.1, 4.3.

Afin de démontrer V'existence de (6.4), nous remarquons d’abord que
grace a la proposition 5.2

t—o0

s — lim eLJ ( |5t'3| ) e~y (L) = x(L).

Utilisant un argument de densité, on s’apercoit qu’il suffit de démontrer

Pexistence de
s — tllglo ethe—thX2(L).

Ceci est égal & s — limy_o € 2O*(t)e~L et l'existence de cette limite
suit des mémes arguments que l’existence de la limite (6.3). Montrons
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maintenant (6.5). Comme

+ _ ; itL —itL
QL =s5— lim e""e

t—+o0
—s— lim ei(t+s)tLe—i(t+s)E
t——+oo

— ezsLQ:-re—zsL on a
+ isL _ _isLo+
Qe = e,

Qf -H'eoH'- H'9H'.

On obtient (6.5) par la formule de Stone. (6.6) suit de

2 0
s — lim etk ( D] )e—itL
0

821

D
t—o0 — m
: (20 s
=s— lim e*fe L < D] D ) s— lim e*le "L, a
t—o00 0 — = t—o00
[D]
On pose
E=(" %), DRy =H20H
iA 0)’ ’
COROLLAIRE 6.1. — On a Pexistence de
(6.7) s— lim eitRe iR
t—oo
(6.8) s — lim e "R,
t—o0
Si (6.7) est égale a TS, alors (6.8) est égale a T'1* et on a
I rf =rirf* =1, R=TLRr"
Démonstration. — A partir du théoreme 6.1, on obtient I’existence

des limites
s — lim RU* (a®)U(—A)e R,
s — lim eRU* (—A)U (a®)e R,

1l s’agit alors de démontrer

(6.9) P tlim eitR(II . U*(aw)U(—A))e_ité =0,
(6.10) s — lim (I —U*(-A)U(a"))e " = 0.
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Nous allons démontrer (6.10), la démonstration de (6.9) est analogue. (6.10)
est équivalent a

(6.11) s — lim e*H(U(-A)U*(a®) - De™* =0.
Comme oy,,(L) = @, il suffit de démontrer

s — lim (U(=A)U*(a®) — Me~*Lx(L) =0

pour tout x € C§°(]0,00[) U C§°(] — 00,0[). Comme os(L) = &, ceci va
suivre de
U(-=A)U*(a®) — I)x(L) compact.

Comme (L) — x(Lo) est compact (lemme C.5 (iii)), il suffit de démontrer
que

(6.12) (U(=A)U* (a®) — T)x(Lo) est compact.
Rappelons que
_ 1 (V=B i
ves) _E(\/—_ —z)’
fqv) = L (a¥)"% (a¥)" 2

e = x/i( i ; )

Donc on a
OAw @) - 1) = 3@ -1 (] 1)

Nous allons supposer x € C$°(]0, 00[). (6.12) va suivre de
(V=B - (a*)#)x((a")?) compact.

On pose ¥(A) = Az x(A%). On a

(V=A-(a")?)x((a")?) = %(-A) - x(a*) +V=A(x((a") ?) - x(V=4)).

Ceci est un opérateur compact grace au lemme C.4. O

A. Estimations de propagation.

Les estimations de propagation abstraites sont dues & Sigal et Soffer.
Nous suivons la présentation dans [9] oul on peut trouver la démonstration
de la proposition suivante :
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ProposITION A.1. — Soient H et A deux opérateurs autoadjoints sur
un espace de Hilbert H. On suppose que
i) la fonction s+ e*A(H +14)"le A appartient & C'*¢(R, B(H)),
ii) H, A vérifient une estimation de Mourre sur un intervalle A :
TaA(H)[H,iA|TIA(H) > coTa(H), ¢ >0,
iii) il existe un autre opérateur autoadjoint B tel que
D(B) c D(A),
+A<cB et 1<B,
[A, B]B~! € B(H).

Alors pour tout f € C§°(A) et €9 > 0 assez petit,
Hoo B : 2dt
/ |7 (3 <) e s 2 <clalp, veen
) t t
B )
et s— lim F(T < eo)f(H)e““L = 0.

t—+4o00

B. Opérateurs pseudodifférentiels.

Nous considérons la métrique

dz? dg? 2_ 2 | 42
'y(t)=<w>t2+<£>2 avec <z >r=zx“+t°+1.

Nous noterons

d € S(f(t) < € >*< z>7 4(t)) siet seulement si

Va,B € N* |0280d(z,£)| < Capf(t) < € >Flol< o >

d¥ € U(f(t) < &€ >F< 2 >™ 4(t)) siet seulement si

de S(f(t) <& >F<z>™ ~(1).
Nous allons souvent écrire v au lieu de v(0) et ¢ € S¥™ au lieu de
c€ S(< &€ >F<z>™ ~), de méme pour ¥F™.

Les théoremes et lemmes de cet appendice sont les analogues des
théorémes et lemmes de 'appendice D.6-D.8 de [5]. Les démonstrations
sont analogues en ajoutant la décroissance en £ et en vérifiant "uniformité
des estimations par rapport & t.
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LeMmME B.1. — Pour tout m,k € R,

<z>T<D>F<z>m< D>

est borné uniformément en t.

Démonstration. — On démontre le lemme d’abord pour le cas o m
et k sont des entiers. Apres on procede par interpolation. O

Par ce lemme, les définitions suivantes sont équivalentes :
DeFinITION B.1.
H™F .= {® e D'(R")| < z >"< D >F & € L2(R")},
H™* .= {® e D'(R")| < D >*< z >1" ® € L*(R")}.
Nous allons souvent écrire H™* au lieu de Hy' * On a le critere de Beals
suivant :
TuEorREME B.1. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) A; est un opérateur sur L*(R™) t.q. ad®ad?A; est borné de

H 1R =18 ans H* o, 8 € N™ m,k € R et
||ad%adg/4t||Htm—|°|"°"5|_>Hf*° < Capf(t)-
ii) A; est un opérateur sur L?(R™) t.q. ad%ad? A, est borné de
DY%x
H,Z”‘H'm‘lo"’k‘ﬁk_lﬁ| dans H™"™ o, € N", mg,m,ko,k € R et
|lad%adﬁAtlIHm0+m—|a|,k0+k—|,B|__)Hmo,ko < Copf(2).
t t

(iii) A¢ = a¥(z, D) avec a; € S(f(t) < >I< £ >k 4(t)).

LemMME B.2.— Soit Q(.) une forme quadratique sur (R")" x R™ et
a € S(<x>k< € >m 4(t)). Alors

e QD=De)g ¢ S(< x>k £ 5™ (1))
On pose

Spr(f(t) <z >:n< é >k’7(t))
= S(f(t) <z >P'< &%, 7(1)/S(F(t) <z >P7H< € >4 4(8)).

Pour a; € S(f(t) < z >I'< & >* 4(t)) on note o (as) la projection
canonique sur Sy, (f(t) < z >M< &€ >F (2)).
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Si A; € U(f(t) < z >I'< € >* 4(t)) et Ay = a¥(z, D), alors on
définit le symbole principal de A; par

opr(At) = opr(ay).

On a la proposition suivante :

ProposiTiON B.1.— Soit A;(t) € ¥(fi(t) < = >I"< € >F 4(t))
i=1,2. Alors

Ay (8)Az(t) € W(fr(t) fo(t) <z >PFM2< €SPt (1))
et
[A1(2), A2(t)] € U(f1()f2(t) <z >7Hmelc g Shthel (1)),

De plus

opr(A1(t)A2(?))
= o (A1 () 0pr (A2(8)) € Spr(1(D20) < & >[F™2< € Pt (1))
et
e (A1 (8), A2()
= (o (Ar(0)), o Ax(6))}
€ SpelA(Dfa(t) < & >Prmaic g hke (),

Soit S* la classe des symboles sur R, i.e. des fonctions qui vérifient
I’estimation suivante :

18/ (8)] < O <t >F!

pour k = 0,1,2,.... Le théoréme suivant est un cas particulier de [11,
Theorem 1].
THEOREME B.2. — Soit a® € ¥(< & >™,~) un opérateur autoadjoint

elliptique et f € S*¥(R). Alors f(a¥) € ¥(< & >*m v) et le symbole
principal de f(a") est f(a).

Si le symbole d’un opérateur pseudodifférentiel décroit dans les deux
directions, alors 'opérateur associé est compact :

LEMME B.3. — Soit a € S~%~¢ avec 6,¢ > 0. Alors a® est compact.
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C. Estimations de commutateurs.
Rappelons d’abord les hypothéses sur les opérateurs pseudodifférentiels
intervenant dans Particle. Les symboles a et b vérifient (¢ > 0) :
a(z,€) — €2 € S, b(z,&) € SV
Pour x € C§°(]0, oo[) resp. x € C§°(] — o0, 0[), on avait posé
3N = X(VNVAX(VA) resp. §(A) = —R(—VIVAR(=VN).
On avait également posé
: _ (1Dl 0 _(@9H: o
L= ) = ("0 L),

_pw w
1( b b ), L=Ly+ L,.

e=5 s —p

LEmMME C.1.— Soient ¢,d € S(< z >¥< £ >™ ) et [c¥,d¥] = e¥.
Alors

[V

e(2,6) = [ (Vaclz +De,€ - D)

2

— V§C(13 + TD&, 6 - TDI)D:E)de(xv 6)
(C.1) - % {c,d}(z,£) + Td(x,€), on

1 2
1 [2 /1 o o
I:= 3 /_; (5 - |7'|) dT( Z Oz c(x + D¢, & — 7D;) D
2 |a|=3
-3 Y 820fc(z+71D¢,& — TD;)DEDE
le|=2,|8]=1
+3 Y 828/c(z +1D¢,& — 7D,)DgDE
|a|=l,|ﬁ|=2
(C2) — 3 dfc(z+7Dg,€ ~ sz)Dg).
18|=3
Démonstration. — 11 faut comprendre I'identité comme identité entre
opérateurs agissants sur S. On peut alors développer le membre de gauche :
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[c¥,d¥] = e avec

e(a:, g) = e% (<Day,Dey>=<Dag.Dey >)C(ml , El)d(z% &2)11:11:2:2,5:51:52

— e3(<Dg;,Dgy>—<Dqy,Dgy >)d(:z1, 51)0(

F (e, d)(z, ).

T2, 82)|z=01 =22, £=t1=¢,

On pose G(c,d)(z,€&) := e(z,€). Maintenant on remarque que grice au
théoréme 18.4.10 de [12], (¢,d) — (F(c,d) — G(c,d))(z, &) est faiblement
continue au sens de la définition 18.4.9 de [12]. II est bien connu que
F —G =0sur § xS. Laffirmation suit du fait qu’une forme faiblement
continue est uniquement déterminée par sa restriction sur C§°. O

Le lemme suivant permet de se ramener & un cas ou les deux
opérateurs possedent un symbole dans une classe dépendante d’un para-
metre. Ceci évite d’utiliser la formule explicite du lemme C.1. Nous notons
Cp°(Y') lensemble des fonctions C*° et bornées avec toutes leurs dérivées
sur Y.

LeMmME C.2. — Soit c € S(1,7) et J € Cg°(R™), J = 0 dans un voisi-
nage de zéro. Alors il existe J € Cp°(R™), J = 0 dans un voisinage de zéro
avec JJ = J et

3 (2)=3(2) 3 (2) vt

Démonstration. — Soit J = 0 sur By.(0) et J € C=(R") avec J=0
sur B¢(0) et J =1 sur R™\ Bs(0), en particulier JJ =J. On a:

(1))
= [ [ (120 (5)) e (L e) o (L) utwyiuee

: D i<z <z
Soit Lg = iﬁ;ly—’éz alors *Lge!<®¥:6> = ¢i<==¥:£> donc

(=7 (5)) = ()
= [[esve (1= (%)) re (Z4L6) 5 () e
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lf—|>26=>1—j(£)=0,
(% >4de et %@e):lz—;ybze.

Alors (m suffisamment grand) :
(-7 ()=l
_ /y N //ei<$—y’5> (1 —Jj (;)) Lgnc(’”;y ,5) J (g) u(y)dydﬁlzdz

2
1
<c / / )y do
2l ¢ae |/ Izl 5o 12—l

<c / / ;zmdy de | ||ul|? < Ct2(=™)|jy)|2.
iI<2€ lz—y >2€ |z—y|

[3

m étant arbitraire, ceci donne le résultat. O

Le lemme suivant décrit une situation que I’on rencontre souvent au
cours de Darticle. Il dit essentiellement que, dans la situation décrite, il
suffit de calculer le crochet de Poisson pour calculer le commutateur.

LeEMME C.3.— Soit 0 > k > —1, c € S(< z >*,7), m; € S(1,7)
(1=1,..,1), J; € Cg°(R™) avec J; = 0 dans un voisinage de zéro ou J; = 1.
Supposons qu’il existe i € {1,...,l} avec J; = 0 dans un voisinage de zéro.

Soit
A AP
Mt .=J1(?)m1J2(t) ...... Jl(t)ml,
z T T
mo(@,6) =11 (3) mi(, %2 (T ) i (T ) mulz,©):
Alors
(i) [¢¥, My]) € O(tF~1),
(ii) [ig(a®), Mi] = ({g(a),m:})" + O(t™?).
Démonstration. — (i) En utilisant le lemme C.2, on peut toujours
supposer Ji,...,J; € Cg°(R™) avec J; = 0 dans un voisinage de zéro

(1 < i <l) et m; = 1. De nouveau par le lemme C.2, on a
w _ |7 f w T f )
[c ,Mt]—[J(t)c J(t),Mt]wLO(t )
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avec JJ; = J; (1 < i < 1). Remarquons aussi que par [5, Proposition
D.4.5], le lemme C.2 et la proposition B.1,

M; =m¥ +k¥ avec ki€ S(<z>;%7(t),
F(EYewi(E) = -2 —j(z i(x
J(t>c J(t) =c’ +O(t™*) avec ct(x,ﬁ)—J(t)c(m,f)J(t).

On a clairement c; € S(< 7 >¥,7(t)) et m; € S(1,7(t)) ce qui donne

e, m¥] € (< >~ (1)),
[, kY] € U(< z >F2 (1)) (proposition B.1).

En rassemblant :

[c¥, My] = ¢, m¥] + O(t*=2) = O(tF~1).

(ii) Gréace au théoréeme B.2, on a
§(a®) = (§(a))* +d¥ avec dec SO7L.
Gréace a la partie (i) du lemme, [d¥, M;] € O(t~2). Alors
[ig(a®), My] = [igy’, m'] + O(t™2)

avec gi(z,€) = j(%)g(a(m, £))j(%) et J comme dans la démonstration de
la partie (¢). Nous utilisons le lemme C.1. Considérons d’abord I'y,m;. Soit
|e|+18|=3.0na:
a;;afgt eSSz >t_|a'< E>7 (1)) et
8gdPm, € S(< z >; Pl g >l (1)),

ce qui donne en utilisant le lemme B.2 :

020¢ gi(x + TDg, € — TD,)0g0Em,

_ eir(<Dz,Dn>—<Dy,Dg>)aga?gt(x,§)6§8§mt(y,n)]x=y,§=,,

€ S(<z>3< £>72,4(t)).

Alors (T'g,m:)” € O(t™3). On termine en remarquant que {g;,m;} =
{g(a), m;} puisque J = 1 sur suppJ; (1 <i<l). O

Les lemmes suivants comparent dans un certain sens a*, —A resp.
L,Loet L.
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LemMmE C.4. — Soit x € C§°(R), J € Cg°(R), J = 0 dans un voisinage
de zéro et a € N. Alors

(i) opr(x(a®) = x(-A)) = x(a(z,€)) — x(|]*) € ST,
(i) (—=A)*(x(a™) —x(—A)) est compact,

a w z —€
@) (- (@)~ x(-a) (2) e o),
Démonstration. — 11 suffit de démontrer (i). (ii) suit par la proposi-

tion B.1 et le lemme B.3. (iii) suit de (i) par la proposition B.1. La premiere
égalité dans (i) suit du théoréme B.2. Ensuite on a

x(a(z,€)) — x(€[*)
= /0 X (ra(,€) + (1 - T)|¢[2)dr(alz, €) — [¢2) € S—o<. .

LemMmE C.5.— Soit x € C°(R) et J € C°(R),J = 0 dans un
voisinage de zéro. Alors

B (@) (L) = x(L))I(F) € O~ =nlheh),
() (x(D) ~x(Lo))J(F) € Ot mntE ),
(ll) [X(L), (J(O%) 8)] € O(t—min{%,e}),

(iii) (a) x(L)—x(Lo) compact,

() x(L) —x(Lo) compact.
Démonstration. — Soit ¥ une extension presque analytique de y avec
XIR=% [0%(2)| < Cy|Imz|N, VN eN.

(i)(a) Par la formule de Helffer-Sjéstrand,
z
((L) = x(Lo))J (3)
—pv

_ %/5)2(z)(z—L)‘1<_b:w M )J(%)(z—Lo)-ldz/\dz
tor [or@E-07 (L W) e- L
7

X [Lo, J(=)](z — Lo)"'dz A dz.
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Comme le premier terme est clairement d’ordre O(¢™¢), il suffit alors de
démontrer

(C.3) (z— (a®)%)" [(a Vg (f)] € O(t~ ¥ |Imz|™Y).
On a
(@¥)? = (a® +t72)% + O(t7),
(@ +t %)% = (@ +t X)n! /00 sT3(a" +1% 4 5)"lds,
0

ce qui donne

(2= (@) )@ +t293,5(3)]

=(z— (a¥)%)! [a’”, J(%)]w‘l /Ooo sT3(a¥ +1t72 +5) lds

+ (a¥ +t~2)r /oo sTE(@? +t7 +5) Mz — (a¥)F) 7!

0

X [a“’, J(%)] (a® +172% + 5)71ds.

En utilisant
(z— (a“’)%)_1 [aw, J(%)] € Ot~ Imz| 1)

on obtient O(|Imz|~1¢mir{-1+4-8}) 1 affirmation suit alors en choisissant
§ = 1. La démonstration de ()(b) est analogue.

(ii) Soit
1 0
E-<0 0).
On a

[ (L), J /ax )z — L)L, J(%)E](z—L)_ldzAdZ,

[L,J(?)E] -t D 3?%) (B -4

2

L’affirmation suit de (C.3).
(iii)(a) On a
x(L) = x(Lo)
a_x(z)(z LY <D><D> (—b“’ pw )
x < D>7'< D> (z— L) 'dz N dz.
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On termine en remarquant que < D >"1 ¥ < D >"! compact. La
démonstration de (iii)(b) est analogue. a
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