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COMPLÉTUDE ASYMPTOTIQUE POUR L’ÉQUATION
DES ONDES DANS UNE CLASSE D’ESPACES-TEMPS
STATIONNAIRES ET ASYMPTOTIQUEMENT PLATS

par Dietrich HÄFNER
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1. Introduction.

Dans cet article, nous démontrons la complétude asymptotique pour
l’équation des ondes dans des espaces-temps stationnaires et asymptotique-
ment plats.

Les premiers résultats de complétude asymptotique pour des champs
scalaires en relativité générale ont été établis pour la métrique de

Schwarzschild : par Dimock pour l’équation des ondes en 1985 (voir [6]),
puis par Bachelot pour l’équation de Klein-Gordon en 1994 (voir [3]).
Grâce à la symétrie sphérique de la métrique de Schwarzschild, on peut
se ramener à un problème en une dimension d’espace. La complétude
asymptotique pour une équation de type Schrödinger est alors établie par
une méthode de perturbation à trace, la complétude asymptotique pour
l’équation des ondes suit par le principe d’invariance. L’équation des on-
des dans la métrique de Schwarzschild est à l’infini une perturbation en
r-2 de l’équation des ondes en espace-temps plat (coordonnées de Regge-
Wheeler) ; cette décroissance semble être typique dans des situations où
toute la matière de l’univers se trouve dans une région finie de l’espace.
Des méthodes de perturbation à trace ne sont pas adaptées à des situations
avec moins de symétrie que la métrique de Schwarzschild, puisque 
(X fonction régulière, convenablement choisie) est à trace seulement en di-
mension 1.

Des situations géométriques plus compliquées sont considérées dans

[4]. Les auteurs développent une théorie de la diffusion pour l’équation
des ondes sur des variétés riemanniennes non compactes. Ils utilisent les
résultats de [7] où on trouve la construction d’un opérateur conjugué
pour l’opérateur de Laplace-Beltrami pour différents comportements de
la métrique dans les bouts de la variété. Le passage d’une équation de

Schrödinger à l’équation des ondes est établi par l’observation qu’une
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théorie de Mourre pour un opérateur L2 entraîne une théorie de Mourre
pour l’opérateur L. La complétude asymptotique est alors démontrée par
un principe d’absorption limite.

Le point commun des travaux cités consiste dans le fait qu’ils con-
sidèrent des espaces-temps statiques. Dans ces espaces-temps, l’équation
des ondes peut être décrite par une équation du premier ordre de la forme

où

Dans des espaces-temps stationnaires, on ne peut pas en général diago-
naliser L. En effet, L possède la forme

Nous considérons dans cet article des métriques stationnaires et asymp-
totiquement plates, i.e. a - -0, b - 0 dans un certain sens. Notre
démonstration de la complétude asymptotique est basée sur une estima-
tion de Mourre et des estimations de propagation.

L’article est organisé de la façon suivante : après avoir décrit

les espaces-temps considérés, nous montrons comment on peut décrire
l’évolution par un groupe unitaire. Nous exigeons d’abord seulement une
décroissance très faible vers la métrique plate. Ceci permet d’établir

l’estimation de Mourre, des estimations de propagation et finalement la
construction de la vitesse asymptotique P+. Nous décrivons ensuite le spec-
tre de l’observable P+. Pour une décroissance d’ordre 0« x &#x3E; -1- E ) , nous
démontrons finalement la complétude asymptotique.

2. Une classe d’espaces-temps stationnaires.

Dans cette section, nous décrivons l’espace-temps et l’équation des
ondes associée.

2.1. L’espace-temps.

On se place sur une variété lorentzienne (M, g) de dimension n + 1
orientable et orientable en temps, globalement hyperbolique, stationnaire
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et asymptotiquement plate. Nous choisissons la signature (~-, -, ..., -) pour
la métrique lorentzienne g. Un espace-temps est globalement hyperbolique
s’il existe une hypersurface E de type espace telle que toute courbe de
type temps inextensible rencontre E en un point et un seul. E est appelée
une surface de Cauchy. Un espace-temps stationnaire est un espace-temps
avec un champ de Killing global X de type temps. Par un théorème
de Geroch, un espace-temps globalement hyperbolique est homéomorphe
à R x S, E surface de Cauchy (voir [10]). Dans le cas d’un espace-

temps globalement hyperbolique et stationnaire pour lequel le champ
X est complet, l’homéomorphisme entre et R x E peut être décrit
d’une façon particulièrement agréable. Soit 4&#x3E;t le flot du champ X. Alors

l’homéomorphisme est donné par

Nous considérons la même représentation de cet espace-temps que
dans [14] :

Si l’on introduit des coordonnées locales xi sur S, on obtient des
coordonnées sur M par l’homéomorphisme (2.1). Comme on emploie le
paramètre de Killing, la métrique est dans ces coordonnées indépendante
de t. Remarquons aussi que dans ces coordonnées, le champ X est égal
à -2-. Soit ng la métrique riemannienne induite par g sur S. Soit N(~) le
vecteur normal dirigé vers le futur sur E. Le champ de Killing s’écrit sur
S sous la forme

avec a une fonction scalaire et (3 un champ de vecteurs sur E. Comme X
est de type temps, on a

Dans les coordonnées (t, Xi), la métrique s’écrit sous la forme

Ici et pour toute la suite, les indices latins vont de 1 à n et les indices

grecs de 0 à n. désigne la métrique de Minkowski et les indices en haut
désignent la métrique duale.
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Nous considérons le cas E = R" et nous introduisons les conditions

suivantes qui signifient que l’espace-temps est asymptotiquement plat

Condition générale. - Il existe des coordonnées x sur E = R’ tel
que, si l’on note x=(t, x),

Ces conditions sont également vérifiées pour la métrique duale et les
estimations sont uniformes :

LEMME 2.1. - Dans les coordonnées ci-dessus, on a :

(2.7) est indépendant de t,

Si l’on note 9kl l’inverse de gkl, alors on obtient
, - 1 ,

Démonstration. - Nous posons
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Alors

avec ô = 1 ô est positif, et A-1 + ont

toutes la signature (-, ..., -). Si (g J-Lv) est asymptotiquement plate, alors

(gJ-LV) l’est aussi et les estimations sont uniformes en dehors d’une boule

assez grande et à l’intérieur de la boule à cause de la compacité de la
boule. D

2.2. Équation des ondes associée.

Posons Igl = L’opérateur des ondes associé à 9 est donné par

L’équation des ondes

s’écrit en coordonnées de la façon suivante :

avec

Soit il := 1-l:== Considérons maintenant

la transformation unitaire
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Posons a : = UâU-1, b : := On obtient

IL

On expliquera dans le paragraphe suivant la réalisation autoadjointe de a
et b.

2.3. Le cadre abstrait.

Considérons alors une équation des ondes abstraite sur un espace de
Hilbert H de la forme suivante :

Nous supposons pour la suite :

(2.20) a, b autoadjoints,

On introduit l’échelle d’espaces de Sobolev abstraits suivante :

H2 := D(a), 7~~ := D(a 2 ), H° := ~. Sur 71’ nous introduisons
la = (au, u) (comme 0 e app(a) il s’agit en effet d’une norme).
Soit 7il 0 le complété de H1 pour cette norme. Pour f = (fo, 
nous posons

et nous définissons l’espace d’énergie 9 =: (B H comme le complété
de 1t1 ® 1t pour cette norme. Remarquons que la norme d’énergie est
formellement conservée par l’évolution

Nous réécrivons l’équation des ondes comme un système de premier ordre
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avec

LEMME 2.2. - R est autoadjoint sur 9 avec domaine D(R) = H2 (D
H1

Démonstration. - R est clairement symétrique. Il reste alors à

démontrer que R est fermé et que i ) = S.

R fermé : Soit fm e D(R), f, g. Alors

Comme fI, et a 2 est fermé (car autoadjoint), on
a f 1 E D ( a 2 ) , = go. Comme ( a + 1) ~ domine b, on a

.i i
En utilisant que E D(a «I ), ceci montre (comme a 2 est autoadjoint)
que

_ ~ : Il suffit de démontrer que dense dans S. En effet

si ceci est vrai, alors

et donc f 1 est de Cauchy dans E. Pour montrer que Im(R + i) est dense,
il suffit de démontrer que Hl C Im(R + i). Nous devons résoudre

Comme go E Hl, igi - igo + bgo E 71. La deuxième équation peut être
résolue par Lax-Milgram. On obtient une solution fo E H2. Alors fi E ~C1,
i.e. ( fo, fi) E D(R). ° 0
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Transformation unitaire. - Il est utile d’introduire l’application uni-
taire suivante :

PROPOSITION 2.1. - U(a)D(R) _ Hl e 7il.

Démonstration. - On a

où nous avons utilisé que fo + f 1, fo - fi entraîne fa, f 1 E D

L’évolution est décrite par un groupe unitaire e-itL .

Nous allons maintenant démontrer que l’équation des ondes décrite
dans le paragraphe 2.2 entre dans ce cadre abstrait. Ici et par la suite,
nous allons utiliser le calcul pseudodifférentiel et en particulier la quantifi-
cation de Weyl, voir Appendice B. On vérifie aisément que les symboles
des opérateurs introduits dans le paragraphe 2.2 vérifient les conditions
suivantes que nous allons imposer pour toute la suite :

LEMME 2.3. - Les deux opérateurs vérifient les conditions

(2.20)-(2.22). En particulier a~’ est autoadjoint avec domaine et

bw est essentiellement autoadjoint avec domaine Hl 

Démonstration.. - aw est autoadjoint avec domaine H2(JRn) puisqu’il
est un opérateur elliptique du deuxième ordre. 0, 0 e par la

condition (2.9). Pour démontrer que est essentiellement autoadjoint sur
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= D ( ( a2" -+-1 ) 2 ) , on utilise le théorème de Nelson [16, Theorem
X.37] :

(aW +1)~ est autoadjoint sur Grâce au lemme 2.1, bW est
bien défini sur et on a

Comme opérateur agissant sur S,

avec d E ce qui donne

d’abord pour 0 E S et puis pour 0 E par densité. ri

2.4. Absence de valeurs propres.

À partir de maintenant, nous allons renforcer la condition de décrois-
sance pour la métrique

THÉORÈME 2.1. - Sous la condition supplémentaire (2.27), L ne
possède pas de valeurs propres.

Démonstration. - On démontre l’absence de valeurs propres pour
R. Supposons par l’absurde que R possède une valeur propre A. Ceci est
équivalent à

i.e. A2 est valeur propre de l’opérateur a - Bb. On a
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On utilise maintenant [13, Theorem 1.2]. La propriété de prolongement
unique est vérifiée. Ceci suit par exemple du théorème de prolongement
unique de [2]. Avec les notations de [13], on a

Les conditions de [13, Theorem 1.2] sont alors vérifiées grâce à (2.7)-(2.11)
et (2.27). Il s’ensuit ~ = 0. Mais l’opérateur a n’a pas la valeur propre 0 en
vertu de (2.9). D

3. Estimation de Mourre.

Dans cette section, nous allons établir une estimation de Mourre pour
L. On démontre d’abord une estimation de Mourre pour a, puis pour a 2
et finalement pour L.

3.1. Rappels.

Nous rappelons les conditions de Mourre. Soient H, A deux opérateurs
autoadjoints. On dit que le couple (H, A) vérifie les conditions de Mourre si

) est dense dans D(H),

(M2’) e2SA préserve D(H), lisAUJI  oo, Vu E D(H),

(M3’) [H, définie comme forme quadratique sur D(H) n D(A) est
bornée inférieurement, fermable et s’étend en un opérateur borné de D(H)
dans 

Il a été remarqué dans [8] que le théorème du viriel reste valable sous les
conditions
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(Ml) e"A préserve D(H),

(M2) ~H, iA~ définie comme forme quadratique sur D(H) n D(A)
s’étend en un opérateur borné de D(H) dans 

&#x3E; 
°

(Ml’), (M2’) et (Ml) sont en effet même équivalentes.
Nous rappelons également la condition H E Ck (A) (k &#x3E; 1) (voir [1]).

Un opérateur borné B est de classe si et seulement si

k 
pour la topologie forte de 

La condition H e C~ (A) dit qu’il existe z E C B tel que (z - E

Ck(A, fi). .

(Ml)-(M2) impliquent H E et le théorème du viriel est vrai

sous la seule condition H E (voir [1]).

3.2. Estimation de Mourre pour a.

On établit d’abord une estimation de Mourre pour a. Soit

L’opérateur c est le générateur infinitésimal du groupe unitaire Tt _ eitc
défini par

Remarquons d’abord

LEMME 3.1. - est dense dans nD(c), dm, 

Démonstration. - Soit 0 E 1  1 ~ ) , § &#x3E; 0, J ljJ = 1. Soit en
plu: }. On
pose

On a

1) il fortement dans 7~,

2) Fn - Il fortement dans D(c).
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1) En effet,

par le calcul pseudodifférentiel.

2) On a

Clairement,

e~ -~ 0 fortement dans L 2(R-),
ce qui termine la démonstration. D

LEMME 3.2. i) Le couple (aw, c) vérifie les conditions de Mourre.

ii) Soit x E Alors il existe un opérateur compact K tel que

Démonstration. - i) eisc préserve H2(JRn) (voir par exemple ~15~ ) , la
condition (Ml) est alors vérifiée. Comme opérateur agissant sur S, on a

, , , , , , , ,

ce qui donne l’estimation souhaitée par un argument de densité en utilisant
le lemme 3.1.

ii) Par la proposition B.1 et le théorème B.2 on obtient en utilisant
(2.25)

où et sont des opérateurs compacts. Ceci montre ii). D

3.3. Estimation de Mourre pour a 2 .

Dans ce paragraphe, nous établissons une estimation de Mourre
pour la racine de a. Pour X E Cô (~0, oo~), on considère toujours la
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fonction R+ 3 À 2013~ X 2 ) comme prolongée par 0 sur R. De cette
façon, l’expression x(a(x, ~) 2 ) est bien définie, même si a(x, ~) n’est pas
nécessairement positif.

Soient Cô (] 0, oo[) ou x, x E 0 [), XX = x. Le lemme 3.2
entraîne en particulier que a2" e C (c) et x(a2") : D(c) - D(c) (voir [1]).
Alors les resp. x ( - ( aw ) 2 ) cx ( - ( aw ) 2 ) sont
bien définis sur D(c). Comme opérateurs symétriques définis de manière
dense, ils sont fermables. On note ex la fermeture. Comme a2" E C (c) on
a x(a2") e C(c ; ;1t) par [1, Theorem 6.2.5] et donc ex autoadjoint par
[1, Lemma 7.2.15].

LEMME 3.3. i) Le couple «aw)«’,c£) vérifie les conditions de

Mourre.

v 
avec un opérateur

compact.

Démonstration. - On ne traite que le cas E Cô (~ 0, oo ~) , la

démonstration de l’autre cas étant analogue.

i) Vérifions (Ml). Il s’agit de démontrer que préserve D «a’) 2 ).
Soit xl - 1 + x2 avec X2 E et x2 - -1 sur Montrons

d’abord que pour R suffisamment grand on a

Le lemme 3.2 entraîne

Soit u E 1t et v = Montrons que v. Pour ceci, posons

On a

(R suffisamment grand)

On a alors donc (3.1) par dualité. Par multipli-
cation avec des fonctions caractéristiques, on obtient pour R suffisamment

grand,



793

Pour voir que préserve D((aw) 2 ), il suffit d’écrire

Vérifions (M2). Soit x e Cô (~ 0, oo[) tel que ~x = ~. Alors

~(a2") 2 , c£] possède alors une extension à un opérateur borné, en particulier
(M2) est vérifiée.

ii) On a

avec f E en vertu du théorème B.2. [fW, c] est donc compact par la
proposition B.l et le lemme B.3. Par le lemme C. l, on a c] = e-
avec

Ceci entraîne grâce à (2.25), (3.2), la proposition B.1, le théorème B.2 et
le lemme B.3

avec un opérateur l~i compact. On a

puisque x = 1 sur suppx. Maintenant on utilise le lemme précédent pour
a (x, ~), i.e.

et 1~2 compact. Pour obtenir le résultat, on applique de nouveau la

proposition B.1, le théorème B.2 et le lemme B.3. D
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3.4. Estimation de Mourre pour L.

Avec cette préparation, nous pouvons maintenant démontrer le

résultat principal de cette section. Soit

et D(L) = D(Lo) - D(Li) = Hl 0 Lo, L sont autoadjoints avec
ce domaine, Li est essentiellement autoadjoint. Pour X e ou

x e Cô ( - oo, 0[), nous posons
, r&#x3E;. ’B.

THÉORÈME 3.1

(i) Pour tout X E Cô (~0, oc[) U oc, 0[), on a : L E C2(CX)’
(ii) Pour tou t X, X E Cô (]0, oo[) U Cô (] - 00, 0[) avec XX = x, on a : .-

(3.3) avec K compact.

(iii) Pour tout À &#x3E; 0 et ô &#x3E; 0, on peut trouver un voisinage ouvert A de
À t.q. pour E Co°(]0, - 1 sur A :

On a une propriété analogue pour A  0.

Démonstration. - On ne démontre le théorème que pour le cas que

x, x sont supportées dans ]0,oo[, la démonstration de l’autre cas étant

analogue. 

i) On montre d’abord que le couple (L, Cx) vérifie les conditions de
Mourre :

(Ml) préserve D(L) puisque eÍscx préserve H1.

(M2) Comme opérateur agissant sur S x S, on a :

On a déjà vu que ~(aw) 2 , c~] possède une extension à un opérateur borné.
Une application du théorème B.2 et de la proposition B.1 montre que c~
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est un opérateur pseudodifférentiel avec un symbole dans suit de

la proposition B.1 que

donc ~ib~’ , borné et même compact. Alors pour f E S x S :

Grâce à la densité de S x s dans D(L), [iL, Cx] s’étend à un opérateur
borné de x dans 71 E9 ~.

On a en particulier L E La dérivée de s H eiscx (z -
L)-le-zscx au point s = 0 est égale à : (z - L) - 1. Pour
démontrer L E C2 (CX) @ il s’agit de montrer que cette dérivée est dans

Par la règle de Leibniz ([1, Proposition 5.1.5]), il suffit de

démontrer [iL, E CI (Cx ; 1t E91t), ce qui par [1, Lemma 6.2.9] revient
à estimer le commutateur (L). Sur S x S on a

On a

De façon similaire

On obtient alors l’estimation souhaitée d’abord sur S x s et par densité

sur D(C.).
(ii) On a grâce au lemme précédent et grâce au fait que
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avec un opérateur K compact. On termine en remarquant que x(L) - x(Lo)
est compact par le lemme C.5 et que [iL, CX~ est borné.

(iii) En multipliant par des fonctions caractéristiques des deux côtés,
on obtient (3.3) aussi pour les fonctions caractéristiques. Soit 0 # À, alors

Comme K est compact, ceci montre que tend vers 0 en

norme lorsque E tend vers 0. D

4. Estimations de propagation.

Dans cette section, on démontre plusieurs estimations de propagation
qui vont être cruciales pour la construction de la vitesse asymptotique et
pour la démonstration de la complétude asymptotique. Un opérateur A qui
agit sur 1t agit sur 1t o 1t par

Si A(t) est une fonction à valeur dans les opérateurs sur H o 7~, alors sa
dérivée de Heisenberg est définie comme

Pour + E H, nous posons

Nous posons également J1 : = min{ - 

4.1. Estimation de vitesse maximale.

L’estimation de vitesse maximale est donnée par la proposition sui-
vante :
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(ii) Soit F E E et suppF Alors

Démonstration. - (i) Nous ne traitons que le cas X E Cü(JO,ool),
l’autre cas étant analogue. Soit 1  00  01  B2, X, X E Cü(]O, avec

XX = = X, f E oo[), .Î = 1 sur [BI, 82~ . On définit :

Ona:

On estime Rl, R2, R3 -

- , i - i , . - /i n B

Utilisant en plus la proposition B.1 et le théorème B.2 on obtient :
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avec

puisque x = 1 sur supp~. Ceci entraîne :

Notons aussi que rt est borné uniformément en t et supporté en 
’61 &#x3E; 0. Grâce au lemme C.5, ceci permet de remplacer x(L) par x(Lo)
dans (4.4) (modulo une erreur de même pour Ri. En utilisant
le théorème B.2 et la proposition B.1, on obtient :

avec

Avec les notations de [5], on a que qt et f
d~2 ) . Nous pouvons alors appliquer l’inégalité de Gârding dans la version
de [5, Proposition D.5.4.] et nous obtenons en utilisant aussi le théorème
B.2 et la proposition B.1 :

Il reste à estimer le dernier terme. On a

Grâce au lemme C.3, ceci est Soit, en rassemblant :



799

On utilise de nouveau le lemme C.5 pour remplacer x(Lo) par x(L). La
partie (i) suit alors de [5, Lemma B.4.1].

(ii) Soit F comme dans les conditions de la partie (ii) et X comme dans
les conditions de la partie (i). Nous pouvons supposer F &#x3E; 0 et F(s) - 1
pour s &#x3E; Ro. Soit f E f = 1 sur suppF’ et supp f 00[. Alors

v , v 1

et B(t) borné uniformément en t. En effet,

d’après ce qu’on a déjà vu dans la partie (i) de la démonstration. De même
on obtient par le calcul précédent :

avec

, ,. n 1

ce qui montre :

, - / , - /

avec un opérateur uniformément borné B2 (t) .
En utilisant (i), on s’aperçoit que la limite

existe. Si en plus le support de F est compact, alors de nouveau par (i) :

Donc si F vérifie la condition (ii) et F possède un support compact, la
limite (4.11) est égale à zéro.
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Prenons maintenant des fonctions FI e f E t.q.
suppFI Fi = 1 dans un voisinage de oo, et Fl = /~. Posons

avec

Soit, en rassemblant

avec

Par les arguments déjà utilisés dans (i)

, , ,,/

si R &#x3E; la’ En particulier

Alors pour to &#x3E; 0, on a

Pour to fixé, les termes de droite de (4.13) tendent fortement vers zéro
lorsque R --~ oo. Alors

Remarquons que pour R à 1, la fonction possède un
support compact inclus dans Alors
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Si on laisse tendre dans (4.15) R vers l’infini, on obtient en utilisant (4.14),

Utilisant le fait que L ne possède pas de valeurs propres, nous pouvons
supprimer la troncature x(L) par un argument de densité. D

4.2. Estimation de vitesse microlocale.

Soient E ou e Cü(] t.q. xx = x~ g(~&#x3E; _
(resp.§(A) = -x(-~)V~x(-V~)). L’opérateur VW pour

est appelé la vitesse locale. Comme v(x, ç) E à valeurs réelles v2" est

un opérateur autoadjoint borné. On obtient :

PROPOSITION 4.2. - Soit 0  91  82, ~ E ?-~ 0 7~. Alors,

Démonstration. - Nous ne traitons de nouveau que le cas E

Soit X E t.q. et XX == X. Soient

0  81  B2  93~3 &#x3E; 1 et R E t.q. R = 0 dans un voisinage
de 0 et R(x) - 2 x2 - c pour Ixl &#x3E; BI (c convenable). Soit
J E t.q. J = 1 sur [0,~3]. On pose

8(t) est borné uniformément en t. On obtient :



802

Remarquons tout de suite que Ri = X(L)Ê,X(L) avec R1 E 0(t-’).
Utilisant les lemmes C.2 et C.5, on a

avec un opérateur uniformément borné - 0 dans un voisinage
1}. Ceci est intégrable grâce à la proposition 4.1.

Soit

1 / , ,

Grâce au lemme C.3 :

Calculons alors le crochet de Poisson :

avec et E &#x3E;t 1-~‘, ~y(t)). De nouveau R3 - X(L)Ê3X(L) avec
R3 e et l’erreur qu’on fait en remplaçant x(L) par x(Lo) est d’ordre
O (t-1-~‘ ) . En utilisant les lemmes C.2 et C.5, on obtient en rassemblant :

avec 32 supportée en dehors l} et B2 (t) borné uniformément. Le pre-
mier terme est intégrable le long de l’évolution grâce à la proposition 4.1.
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Ceci est O(t-1-~) grâce au lemme C.3. Soit, en rassemblant :

De nouveau on peut remplacer x(Lo) par x(L) modulo une erreur 0(t-’-il)
et l’affirmation suit de [5, Lemma B.4.1]. D

LEMME 4.1. - Soit 0  el  92. Alors

Démonstration. - De nouveau nous ne traitons que le cas x, X e
Cô (~ 0, oo ~) . Soit x comme dans la démonstration de la proposition 4.2.
Soit J e Cô (R’) t.q. 0 ~ suppJ, J(x) = 1 pour 91 x 02. Alors

Ceci suit des lemmes C.2, C.3 et C.5. Soit
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Considérons d’abord R3 :

Soit

Par le lemme C.3

On a

avec et(x, ~) e ~S’( x &#x3E;t 1-~‘, ~y(t)). De nouveau on peut échanger x(L)
(resp. x(L)) et x(Lo) (resp. l’erreur étant d’ordre Alors
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Ceci est d’ordre par le lemme C.3. Notons que dans l’expression
pour RI et R2, on peut aussi échanger Lo et L en commettant une erreur
d’ordre Soit, en rassemblant :

Ceci est intégrable le long de l’évolution par la proposition 4.2. On a alors
l’existence de la limite

De nouveau par la proposition précédente :

la limite en question est alors égale à zéro. D

4.3. Estimation de vitesse minimale.

PROPOSITION 4.3. - Soit X E ou x e Co’- (1 - 
~  1. Alors

Démonstration. - Nous ne traitons de nouveau que le cas X e

Soit X e oo [) avec xx = x.

i) Remarquons d’abord qu’il suffit de démontrer que pour J C Cô (IIg)
avec suppJ  1}, J = 1 on a

Nous allons utiliser la proposition A.1 avec
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Cx est bien défini et symétrique sur D ( B ) puisque  x &#x3E; x ( ( a2" ) 2 )  x &#x3E; -1
est borné, donc D(B) C D(Cx)’ On a B &#x3E; 1 et +Cg x coB. De plus,

donc borné. En utilisant

on obtient l’estimation si 9o et les supports de J et X sont assez petits.
Supposons maintenant J supportée dans ]0,1[. Par les lemmes C.2 et C.5,
la proposition 4.2 reste valable si l’on remplace x(L) par x(Lo). Pour avoir
l’estimation souhaitée, il suffit alors de démontrer :

avec ci, cr &#x3E; 0. On note xi la fonction x o J. On a :

Au niveau des symboles :

avec co &#x3E; 0 puisque suppJ C ]0, l[. En utilisant l’inégalité de Gàrding et de
nouveau le lemme C.5, on obtient (4.21) si le support de X est assez petit.
Supposons maintenant que X est une fonction arbitraire dans Cf (]0, oc[).
Nous pouvons écrire

m
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où les x~ sont des fonctions Cô (~ 0, oo[) avec un support suffisamment petit
tel que

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

Donc

__ 112dt .....

ce qui termine la démonstration.

ii) suit de la même façon que i) en utilisant le lemme 4.1 et la

proposition A.l. Utilisant le fait que L ne possède pas de valeurs propres,
on peut supprimer la troncature x(L). D

5. Vitesse asymptotique.

Dans cette section, nous construisons la vitesse asymptotique et nous
décrivons ses propriétés fondamentales. Pour un espace localement compact
Y et un espace de Banach E, on note l’ensemble des fonctions

f e C(Y, E) qui vérifient 0. L’espace Coo(Y, C) va être
noté Par la suite on va toujours identifier (en tant qu’algèbres)

C2 ) et Coo(JRn x {+, -}), resp. -}) 0 Coo(JR) et

X R).

5.1. Théorème principal.

THÉORÈME 5. 1. - (i) Pour tout f = existe
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q+ : ~2 ) - est un *-morphisme de C* -algèbres. On a :
L, y+( f ) = 0 pour tout f E Coo(JRn, C2). On pose U+ := lm-y+.

1.. 1 -

ce qui donne les isomorphismes suivants :

en particulier a(U+) == ,S’n-1 x f+@ _1.
(iv) On considère le *-morphisme de C* -algèbres

On pose

On a

ce qui donne les isomorphismes suivants :
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1 ) Nous pouvons associer à l’algèbre U+ une observable par une des
deux façons suivantes :

a) Pour f e on a

Si de plus f (0) = 1, on a

en vertu de la proposition 4.1. Par [5, Proposition B.2.1~, il existe un vecteur
d’opérateurs autoadjoints qui commutent P+ t.q.

Le lemme C.5 entraîne que P+ commute avec L.

b) Par (ii), la limite

1 - 

existe. On a clairement

en particulier P+ borné. On appelle V+ = P+ la vitesse asymptotique.
Considérons

Par (iii), on a

i.e. ~(P+) = sn-l. En utilisant (iv), on peut calculer le spectre joint :
1- 1 _ . _. _ , 1 -

Si l’on pose
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alors

2) On peut voir (iii), (iv) comme une version très faible de la

complétude asymptotique. Pour (iii), (iv), on a seulement besoin d’une
décroissance O (  x &#x3E; -~ ) à l’infini tandis qu’on aura besoin de

O (  x &#x3E; -1-E ) pour la complétude asymptotique (courte portée).

5.2. Existence de la vitesse asymptotique.

Dans ce paragraphe, on démontre l’existence de la vitesse asympto-
tique et on donne une formule équivalente.

PROPOSITION 5.1.2013 Soit J = Coo(Iaen,C2).
i) Il existe

Démonstration. - i) Par densité, on peut supposer Ji E 
et Ji constante dans un voisinage de zéro. Grâce à la proposition 4.3,
nous pouvons supposer que cette constante est égale à zéro. De nouveau,
nous supposons x, x E et nous choisissons X comme dans
la démonstration de la proposition 4.2. Dans un premier temps, on va
démontrer l’existence de

avec

Toujours avec les mêmes arguments :
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Ceci est intégrable le long de l’évolution grâce à la proposition 4.2, ce qui
donne l’existence de la limite (5.1). Grâce aux lemmes 4.1, C.2 et C.5, on
a :

s - lim eitL 0 t e-ZtL - S lim X(L)eitL il(i) t 0 
e- itL X(L)-s - = S - t-00 ( J1( T) 0 x ) too too 0 2( t )

On obtient le même résultat pour X supportée dans ] - oo,0[ si l’on

remplace JI par J2 dans l’observable. Ensuite on utilise que E

Co~(]0,oo[)UC~(] -oo,0[),~e~e7~} est dense dans 

ii) suit du lemme C.5.

iii) suit des propositions 4.1 et 4.3 par un argument de densité. D

PROPOSITION 5.2. - Soit g = (91, 92) e Alors

Démonstration. - Il suffit de supposer gi E Montrons

d’abord

pour tout J e et X E VW comme dans la

proposition 4.2. Notons que vw dépend de la troncature x. Par le théorème
B.2 et le lemme C.5, on a

On a

alors par la proposition B.l,
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et B(t) borné uniformément en t. (5.2) suit alors du lemme 4.1. Nou;

affirmons maintenant que

Par un argument similaire au précédent, il suffit de démontrer :

soit x E oo~) avec xx = ~ et gg = X. Alors

par le lemme C.3. Utilisant le lemme C.4, on obtient :

avec d’W et

Il s’ensuit = 0 par le

lemme C.4, ce qui montre (5.3). De la même façon,

si suppx C] - oo, 0~. En rassemblant :
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ce qui montre

La proposition suit maintenant d’un argument de densité. 0

5.3. Spectre de la vitesse asymptotique.

La proposition suivante décrit le spectre de la vitesse asymptotique.

PROPOSITION 5.3. - (i) On a :

ce qui donne les isomorphismes suivants :

en particulier ~(Ll+) = Sn-1 X f+@ _1.
(ii) On a :

ce qui donne les isomorphismes suivants :

en particulier (7(W~) = N.
Démonstration. - Remarquons d’abord que pour tout X E 
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En effet, on a grâce à la proposition 5.2

en vertu du lemme C.5 et de la proposition 5.2. Montrons d’abord (5.5).
,, ..

Par (5.6) on a pour tout g 0 i~

Par densité, on obtient pour tout ,

~n particulier 1

Soit avec ~= 9(-~ +~ -) ~sn-1 x~+
~ 0. Il faut alors démontrer r+(g) # 0. Soit (~o@ Ào) E Sn-1 x R+ avec

0, 1 &#x3E; ri &#x3E; ro &#x3E; 0, J e C°°(R) avec suppJ c] - 00, l[ t.q.
J = 1 sur ] - oo, ri [ et j - J’ &#x3E; 0. Supposons d’abord que le support de
g+ soit petit : g+ E go ) 1  ro ~ x Nous supposons également
g+ &#x3E;- 0. Alors
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Considérons l’observable

On obtient grâce à (5.9) et aux lemmes C.2, C.5 :

D’autre part toujours par les lemmes C.2, C.5 :

On a:

On a
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Par le lemme C.3, il suffit de calculer le crochet de Poisson :

avec et e S(  x &#x3E;~ ~, ’)’(t)). Remarquons aussi que par un argument déjà
utilisé plusieurs fois, nous pouvons remplacer x(L) par x(Lo) modulo une
erreur Soit 9+ E  ro } x R) avec 9+9+ = g+. Alors

Par le lemme C.3,

- , 1 . , 1 

Le dernier terme est alors égal à
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Ceci est comme on l’a déjà vu dans la démonstration de la propo-
sition 5.2. On a R3 E en vertu du lemme C.3. En rassemblant :

R(t) E 

Pour tout to E R, on a :

En choisissant to assez grand, on peut rendre l’intégrale aussi petite qu’on
veut. Nous afhrmons que

est différente de zéro. Soit
. _, 1

Alors

Ceci tend fortement vers qui est clairement différent
de zéro si 0. Mais

ce qui montre que (5.14) est différente de zéro et alors 0

et donc r+(g) =1 0.
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Soit maintenant g comme avant mais le support de g pas nécessaire-
ment petit, on ne suppose également 0. Nous choisissons f E

x {+, -} x R) avec +, Ao) # 0, f ? 0, f (., +,.) E 
go )  x R) et g # 0 sur le support de f. On a

La démonstration de (5.4) est incluse dans la démonstration de (5.5). En
effet, si g E Coo (R’ x f +, - 1) avec 1 x= 0, alors -y+ (g) = 0 par
la proposition 5.2. Pour g E x f +, -}) avec g(., +) ~ 0, nous
choisissons h e tel que 0. Donc r+(gh) =

0, en particulier l+(g) =1= 0. D

6. Complétude asymptotique.

Nous allons comparer les deux dynamiques e-itL et e-itL, où L est
donné par (5.7). Comme nous l’avons déjà annoncé, il faudra renforcer les
conditions sur le comportement asymptotique de la métrique afin d’obtenir
la complétude asymptotique. Au lieu de (2.25), (2.26) du paragraphe 2.3,
nous exigeons maintenant l’existence d’un E &#x3E; 0 t.q. :

(6.1) a (x, ç) - ç2 E S2,-I-E, &#x3E;
(6.2) 

THÉORÈME 6.1. - On a l’existence de

Si (6. 3) est égale à alors (6. 4) est égale à et on a = JI =

De pl us,

en particulier 0 et (p+)2 = II.

Démonstration. - Démontrons d’abord l’existence de (6.3). Soit J E
Cô (Il~ B ~ 0 ~ ) avec ~I = 1 dans un voisinage de 1 et x, X, e Cf(]0, oo ~) t.q.
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XX = X. On pose

Grâce à la proposition 5.2 on a

Par un argument de densité, il suffit de démontrer l’existence de

où on a utilisé plusieurs fois les lemmes C.2, C.3, C.4 et C.5. On calcule :

soit £ e Cô (~0, oo~) avec xx = x, ~. Utilisant les lemmes C.3 et C.4,
on obtient :
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On a

par le lemme C.2. Il s’ensuit

On a

Donc on a I3 E 0(t-’-’) par les lemmes C.2 et C.4. En rassemblant, on
obtient

avec B(t) uniformément borné + j2 avec j 1 supportée dans
{8 1 - 61 et j2 supportée dans 1 + 61 (~ &#x3E; 8 &#x3E; 0).
Ceci est intégrable grâce aux propositions 4.1, 4.3.

Afin de démontrer l’existence de (6.4), nous remarquons d’abord que
grâce à la proposition 5.2

Utilisant un argument de densité, on s’aperçoit qu’il suffit de démontrer
l’existence de

Ceci est égal à s - et l’existence de cette limite

suit des mêmes arguments que l’existence de la limite (6.3). Montrons
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maintenant (6.5). Comme

On obtient (6.5) par la formule de Stone. (6.6) suit de

On pose

1 /

COROLLAIRE 6.1. - On a l’existence de

Si (6.7) est égale à rt, alors (6.8) est égale à F+* et on a

Démonstration. - À partir du théorème 6.1, on obtient l’existence
des limites

Il s’agit alors de démontrer
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Nous allons démontrer (6.10), la démonstration de (6.9) est analogue. (6.10)
est équivalent à

Comme 0, il suffit de démontrer

pour tout X E U Comme asc(L) = 0, ceci va
suivre de

compact.

Comme x(L) - x(Lo) est compact (lemme C.5 (iii)), il suffit de démontrer

que

) est compact.

Rappelons que

Vll d

Nous allons supposer X E Co~(]0, oo[). (6.12) va suivre de

Ceci est un opérateur compact grâce au lemme C.4. D

A. Estimations de propagation.

Les estimations de propagation abstraites sont dues à Sigal et Soffer.
Nous suivons la présentation dans [9] où on peut trouver la démonstration
de la proposition suivante :
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PROPOSITION A.1. - Soient H et A deux opérateurs autoadjoints sur
un espace de Hilbert x. On suppose que

i) la fonction s H eisA(H + i)-le-isA appartient à 

ii) H, A vérifient une estimation de Mourre sur un intervalle A :

iii) il existe un autre opérateur autoadjoint B tel que

D(B) C D(A),
et 1  B,

Alors pour tout f e Cô (A) et Eo &#x3E; 0 assez petit,

B. Opérateurs pseudodifférentiels.

Nous considérons la métrique

Nous noterons

Nous allons souvent écrire, au lieu de ,(0) et c au lieu de

c E S( g &#x3E;~ x &#x3E;’~’2, -y), de même pour 
Les théorèmes et lemmes de cet appendice sont les analogues des

théorèmes et lemmes de l’appendice D.6-D.8 de [5]. Les démonstrations
sont analogues en ajoutant la décroissance en ~ et en vérifiant l’uniformité
des estimations par rapport à t.
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LEMME B.I. - Pour tout m, k e R,

est borné uniformément en t.

Démonstration. - On démontre le lemme d’abord pour le cas où m

et k sont des entiers. Après on procède par interpolation. D

Par ce lemme, les définitions suivantes sont équivalentes :

DÉFINITION B. 1.

Nous allons souvent écrire au lieu de j~f~’ - On a le critère de Béais
suivant :

THÉORÈME B.l. - Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) At est un opérateur sur L2(JRn) t.q. adD ada At est borné de

Hm-lal,k-I,61 dans E 1I~ et

(ii) At est un opérateur sur t.q. adDad°At est borné de
dans E R et

LEMME B.2. - Soit Q(.) une forme quadratique sur (Rn), x R~ et
a e ,S’( x &#x3E;: ç &#x3E;m, l(t)). Alors

On pose

, , , ,, l ’’’’ / 
- _ . - 

(.. - v - 

Pour at E S(f(t)  x &#x3E; ç &#x3E;k, y(t)) on note apr(at) la projection
canonique sur ,S’pr( f (t)  x &#x3E;m ~ &#x3E;~,~y(~)).
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Si At E  x &#x3E;§/~ g &#x3E;~, ~y(t)) et At - alors on

définit le symbole principal de At par

On a la proposition suivante :

PROPOSITION B.1. Soit

i = 1, 2. Alors

et

De plus

et

Soit ,S’~ la classe des symboles sur R, i.e. des fonctions qui vérifient
l’estimation suivante :

0,1, 2, .... Le théorème suivant est un cas particulier de [11,
Theorem 1].

THÉORÈME B.2. - Soit aw e ~( ~ &#x3E;"2, -y) un opérateur autoadjoint
elliptique et f e Alors E w« ç &#x3E; ~m, ~y) et le symbole
principal de est f (a).

Si le symbole d’un opérateur pseudodifférentiel décroît dans les deux
directions, alors l’opérateur associé est compact :

LEMME B.3. - Soit a E S-6,-E avec 6,,E &#x3E; 0. Alors a~’ est compact.
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C. Estimations de commutateurs.

Rappelons d’abord les hypothèses sur les opérateurs pseudodifférentiels
intervenant dans l’article. Les symboles a et b vérifient (E &#x3E; 0) :

Pour â on avait posé

On avait également posé

LEMME C.l.2013 Soient c

Alors

Démonstration. - Il faut comprendre l’identité comme identité entre
opérateurs agissants sur S. On peut alors développer le membre de gauche :
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On pose 9(c,d)(x,~) := e(x, ~). Maintenant on remarque que grâce au
théorème 18.4.10 de [12], (c, d) -~ (F(c, d) - 9 (c, d))(x, ç) est faiblement
continue au sens de la définition 18.4.9 de [12]. Il est bien connu que

F - 9 = 0 sur S x S. L’affirmation suit du fait qu’une forme faiblement
continue est uniquement déterminée par sa restriction sur Cô . 0

Le lemme suivant permet de se ramener à un cas où les deux

opérateurs possèdent un symbole dans une classe dépendante d’un para-
mètre. Ceci évite d’utiliser la formule explicite du lemme C. l . Nous notons

Cb (Y) l’ensemble des fonctions C°° et bornées avec toutes leurs dérivées
sur Y.

LEMME C.2. - Soit c E ~S’(1, ~y) et J e Cboo (Rn) J = 0 dans un voisi-
nage de zéro. Alors il existe J = 0 dans un voisinage de zéro
avec JJ = J et

Démonstration. - Soit J = 0 sur B4E(0) et j E avec j = 0
sur BE(O) et J = 1 sur B2E(0), en particulier J j = J. On a :

Soit ’ , donc
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On a:

Alors (m suffisamment grand) :

m étant arbitraire, ceci donne le résultat. D

Le lemme suivant décrit une situation que l’on rencontre souvent au

cours de l’article. Il dit essentiellement que, dans la situation décrite, il

suffit de calculer le crochet de Poisson pour calculer le commutateur.

LEMME C.3. Soit -1, c e &#x3E;~, ~y), mi e 
(i = 1,..., l), Ji E Cb(JRn) avec Ji = 0 dans un voisinage de zéro ou Ji = 1.
Supposons qu’il existe i 1) avec Ji = 0 dans un voisinage de zéro.
Soit

Alors

Démonstration. - (i) En utilisant le lemme C.2, on peut toujours
supposer Jl, .... J, E Cb(JRn) avec 0 dans un voisinage de zéro

( 1  i x 1) et ml = 1. De nouveau par le lemme C.2, on a
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avec j Ji = Ji (1  i  l ) . Remarquons aussi que par [5, Proposition
D.4.5], le lemme C.2 et la proposition B .1,

On a clairement ct E &#x3E;~,7(~)) et mt E S (1, -y (t» ce qui donne

En rassemblant :

+ O~tx_2) - 

Grâce à la partie (i) du lemme, ~d~’, Mt] E O(t-2). Alors

avec = comme dans la démonstration de

la partie (i). Nous utilisons le lemme C.l. Considérons d’abord rgtmt. Soit

ce qui donne en utilisant le lemme B.2 :

Alors (Fgt Mt)- E O(t-3). On termine en remarquant que 
puisque J = 1 sur suppJi ( 1  i  l ) . D

Les lemmes suivants comparent dans un certain sens az", -A resp.
L, Lo et L.



830

LEMME C.4. - Soit x e J E Cb(JR), J = 0 dans un voisinage
de zéro et a e N. Alors

Démonstration. - Il suffit de démontrer (i). (ii) suit par la proposi-
tion B. l et le lemme B.3. (iii) suit de (i) par la proposition B. l . La première
égalité dans (i) suit du théorème B.2. Ensuite on a

LEMME C. 5. - Soit X e et J e 0 dans un

voisinage de zéro. Alors

Démonstration. - Soit X une extension presque analytique de X avec

CNIIMZIN@ VN E N.

(i) (a) Par la formule de Helffer-Sjôstrand,
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Comme le premier terme est clairement d’ordre O(t-~), il suffit alors de

démontrer

On a

ce qui donne
- _ / rn B 1

En utilisant

on obtient L’affirmation suit alors en choisissant

à = 2 . La démonstration de (i) (b) est analogue.
(ii)Soit . ,

On a

G ,

L’affirmation suit de (C.3).
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On termine en remarquant que  D &#x3E; - 1 b’  D &#x3E; -’ compact. La
démonstration de (iii) (b) est analogue. D
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