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LES INVARIANTS 6, DES
3-VARIETES PERIODIQUES

par Nafaa CHBILI

1. Introduction.

Le progres réalisé en théorie des nceuds grace a la découverte des
invariants polynomiaux, notamment le polynéme de Jones (1984) a été suivi
quelques années plus tard d’un progres semblable en théorie des variétés
de dimension 3. A partir de la théorie quantique des champs topologiques,
Witten [17] a montré I’existence d’une famille d’invariants topologiques des
variétés compactes connexes orientées de dimension 3. Il revient ensuite a
Reshitikhin et Turaev [15] de donner une construction mathématique de ces
invariants en utilisant P’algebre quantique Uy(slz), d’ott le nom invariants
quantiques. Cette construction a été suivie d’une autre beaucoup plus
élémentaire, due & Lickorish [10]. En effet, ce dernier définit ces invariants
en utilisant seulement la théorie skein associée au crochet de Kauffman,
évalué en les racines 4p-ieme de I'unité. Dans ce méme esprit, I'invariant 6,
est introduit par Blanchet, Habbeager, Masbaum et Vogel, I’avantage de
Papproche suivie par ces derniers [2] est qu’elle a permis de montrer qu’on
peut étendre la définition des invariants de Lickorish en évaluant le crochet
de Kauffman en les racines de I'unité d’ordre 2p.

Soit M une variété compacte connexe orientée sans bord de dimen-
sion 3 (dans la suite le mot wvariété désignera une variété sans bord).
La question qu’on se pose dans ce travail est la suivante. Supposons
que M vérifie une certaine propriété géométrique (symétrie) : comment se

Mots-clés : 3-variété périodique — Entrelacs périodiques — Spheére d’homologie -
Invariants quantiques.
Classification math.: 5TM27.



1136 NAFAA CHBILI

comportent les invariants 6,(M) 7 Autrement dit, jusqu’a quel point ces
invariants sont-ils sensibles a la géométrie de la variété considérée. Une
réponse a cette question permettra non seulement d’avoir une idée sur les
symétries de la variété en question, mais aussi de mesurer la sensibilité et la
fidélité de ces invariants. Dans ce travail nous nous intéressons en particulier
aux variétés sur lesquelles le groupe cyclique Z/rZ agit semi-librement avec
un cercle comme ensemble de points fixes.

DEFINITION. — Soient r > 2 un entier et M une variété compacte
connexe orientée de dimension 3. On dit que M est r-périodique si et
seulement si le groupe G = Z/rZ agit différentiablement sur M et ’ensemble
des points fixes par I’action de G sur M est un cercle. On note M la variété
quotient.

Soit p > 3 un entier et B, le skein module de Kauffman du tore
solide S x B? & coefficients dans anneau Ay, = Z[A*'] /g, (4), ol 2,(A)
est le polynéme cyclotomique d’ordre 2p. On sait que B, est isomorphe a
l'algebre Ap[z], ol z correspond & une bande axiale standard dans le tore
S x I x I (voir le début du § 7). Dans la suite, nous rappelons brievement la
définition de I'invariant 6, tel qu’il est introduit dans [2]. Pour tout réel d,
on note par [d] la partie entiére de d. Dans B,,, on définit I'élément

[(p—3)/2]
Q= (e,
i=0
ou {e;); est définie par ey = 1, e; = z et la relation de récurrence

ei+1 = 2e; — e;—1. Rappelons qu’on a

CA2641) _ 4-2(41)

(61) = (_1 A2 — A2
Soit L un entrelacs en bandes & m composantes. Le multicrochet
(.,...,.)r est une forme multilinéaire de B, X B, X --- x B, — A, définie
sur les éléments de la base de facon que (2%1,2%2,...,2'm) L est égale au

crochet de Kauffman de L;, ;, ., ou L; i, .., représente la classe
d’isotopie dans B, de l'entrelacs obtenu & partir de L en remplacant
la j-ieme composante de L par i; bandes paralleles a celle-ci situées
dans un voisinage suffisamment petit. Dans la suite, nous notons par ¢
I’'automorphisme de B, induit par un twist positif du tore solide; par t~!on
notera ’automorphisme inverse. Enfin, par b4 (L) (respectivement b_(L))
nous désignons le nombre de valeurs propres positives (respectivement
négatives) de la matrice d’enlacement de I'entrelacs en bandes L.
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Soit M une variété compacte connexe orientée de dimension 3. On
sait que M s’obtient & partir de la sphére S® par chirurgie le long d’un
entrelacs en bandes L. L’invariant 6, (M) est défini par la formule suivante :

6,(M) (Qp, .. .iQp)L .
(t(Q2p)) o+ () (=1 ()0~ (1)
Rappelons que l'invariant 6,(M) prend ses valeurs dans A,[p~] ([2], th. B,
p. 686). Cependant, si r est premier avec p, alors p est inversible dans Z/rZ
et par suite, si on considere B, & coefficients dans Z/rZ[A*!] /®,,(A), alors
0,(M) peut étre vu comme un polyndéme en A & coefficients dans Z/rZ.
Dans cet article, nous démontrons le résultat donné par le théoréme suivant :

THEOREME 1. — Soit r un nombre premier impair et M une sphére
d’homologie rationnelle de dimension 3. Si M est r-périodique, alors pour
tout entier p > 3 premier avec r on a

0p(M) = (0,(M))"(—A=57PP=1/2)™ mod r,6" — §,

ol § = —A%2 — A2 et « est un entier.

COROLLAIRE 2. — Soit 7 un nombre premier impair et M une sphére
d’homologie rationnelle de dimension 3. Supposons que M est r-périodique,
alors pour tout p > 3 tel que r = 1 mod p, il existe un entier « tel que

0,(M) = (0,(M))"(—=A~6—PP=1/2)> 1od 7.

Preuve. — Voir a la fin du §5.

COROLLAIRE 3. — Soit r un nombre premier impair et M un
revétement cyclique régulier a r feuillets ramifié au-dessus de S3. Alors
pour tout p > 3 tel que r = =1 mod p, il existe un entier « tel que

0,(M) = (—A~6"PP=1/2)e mod .,

Preuve. — Voir a la fin du §5.

Cet article est organisé de la maniere suivante. Dans le paragraphe 2,
nous illustrons les corollaires 2 et 3 par des exemples. Le paragraphe 3
établit le lien entre entrelacs et variétés périodiques. La démonstration du
théoréme 1 s’étend sur les paragraphes 4 et 5, ou nous rappelons aussi
quelques propriétés des invariants 6, utiles pour la démonstration. Une
généralisation du théoréme principal est donnée dans le paragraphe 6.
Enfin, un appendice est réservé pour la preuve d’un résultat clef utilisé
dans la démonstration du théoréme 1.
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2. Applications.

La plus connue, aprés S°, des sphéres d’homologie entiére est sans
doute la sphere de Poincaré 3. Elle a été construite par H. Poincaré lui-
méme comme un contre exemple a une version antérieure de sa célébre
conjecture. En fait, 3 est une variété de dimension 3 ayant la méme
homologie que S® mais un groupe fondamental isomorphe au groupe
dodécahédral (voir [13]). Cette sphere s’obtient a partir de S par chirurgie
le long du nceud de trefle droit avec framing 1. On note par T ce nceud.
Il est bien connu que ¥ est 5-périodique. En effet, ¥ est un revétement
cyclique régulier & 5 feuillets ramifié au-dessus de S3. L’exemple 1 (ci-
dessous) montre que l'invariant 85(M) obéit & la condition donnée par le
corollaire 3. Cependant, ’exemple 2 montre que 'invariant 05(M) ne vérifie
pas la relation donnée par le corollaire 3 pour r = 11 par exemple. Ce qui
permet de conclure que la sphére de Poincaré n’est pas un revétement
cyclique régulier & 11 feuillets ramifié au-dessus de la sphere S3.

Exemple 1. — Prenons r = 5 et p = 6. Remarquons d’abord que
le polynéme cyclotomique ®12(A) = A* — A% + 1 et que le crochet de
Kauffman de T est

(T) = A76(A77 — A73 — A%)(—A? — A7?).
Comme ®12(A) est nul donc § = —1 et par suite,
Vs =eo+ (e1)er =14+ (A2 —AHz=1-2
Un calcul simple montre que (¢(2%)) = 1 — A3. Ainsi on peut écrire

Q 1—-6A7%(A"7T — A3 - AP

bu(s) = 20T _ (47 - )
(t(Q6)) 1-A

Rappelons que A est une racine primitive de 'unité d’ordre 12; en parti-

culier A% = —1. Par conséquent,

146477 1-A3

A 14

06(¥) =

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Exemple 2. — Le polynoéme cyclotomique d’ordre 10 est ®19(A4) =
A* — A3 + A% — A + 1. L’invariant s, & coefficients considérés modulo 7,
prend alors ses valeurs dans 'anneau Z/rZ[A*!]/(A* — A3 + A2 — A +1).
L’élément €25 est formé seulement de deux termes. En effet,

Q5 =1 + (—A2 — A_Q)Z.

En utilisant les propriétés énoncées dans le §4, on peut établir les égalités
suivantes :

_ Qs)r (Qs)7 (H(2s))

)= ey = <t(95)> {#(9))
14+ (A2 A%)PAS(ATT - A8 A5
a -5

x (A2 — A7%)21 — A3(—A%Z — A~2)2
=1-2A4+24%2 - A3,

Soit r un nombre premier tel que r = +1 mod 5. Supposons que X est le
revétement cyclique régulier & r feuillets ramifié au-dessus de S%. Alors
on aura d’apres le corollaire 3, 5(X) = (—A~16)* mod r, pour un certain
entier a. Rappelons que A est une racine primitive de 'unité d’ordre 10.
Par conséquent les valeurs possibles des puissances de A sont +1, +A, +A2,
+A3 et £A* = £(A3 — A2 + A —1). On peut voir facilement que 65(X)
n’est pas une puissance de A . Ce qui permet de conclure que ¥ n’est pas
le revétement cyclique régulier & r feuillets ramifié au-dessus de S, pour
tout r congru a 1 ou —1 modulo 5; en particulier pour r = 11, 19 et 29.

Remarques.

1) La condition donnée par le théoréme 1 est nécessaire. Cependant,
il est difficile de voir §’il s’agit d’une condition suffisante. La difficulté vient
essentiellement du fait qu’on ne dispose pas, méme dans le cas des spheres
d’homologie les plus simples, de formules calculant les invariants 6, pour
tout p > 3. Il est & noter aussi que le théoréme 1 introduit une infinité de
formules (pour tout p premier avec r). Tout ce qu’on peut affirmer est que
si la condition du corollaire 3 est vérifiée pour une seule valeur de p, alors
elle est insuffisante. Un contre exemple est facile & construire. En effet,
prenons p = 4 et r = 11. Comme 04(X) = 1, alors la congruence donnée par
le corollaire 3 est vérifiée. Cependant, ¥ n’est pas le revétement cyclique
régulier & 11 feuillets ramifié au-dessus de S*, comme on vient de le prouver
dans I’exemple 2.

TOME 51 (2001), FASCICULE 4
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2) Pour certaines valeurs de p, la condition donnée par le théoreme 1
devient triviale. Des considérations élémentaires en théorie des nombres
montrent que les seuls cas intéressants dans la formule donnée par ce
théoréme sont les cas o r = +1 mod p. Puisque si on n’a pas cette relation
entre p et r alors I'idéal engendré par r et 6" — § est égal & A,[p~1].

3. Entrelacs et variétés périodiques.

Le comportement des invariants quantiques des nceuds périodiques
représente la motivation principale de ce travail. En fait, on dispose de
plusieurs criteres permettant d’avoir des informations sur les symétries que
vérifie un entrelacs donné de S3. En particulier, les entrelacs périodiques
ont fait 'objet d’une littérature abondante. Dans ce paragraphe, nous
rappelons quelques propriétés de ces entrelacs ainsi que le lien existant
entre entrelacs et variétés périodiques.

DEFINITION. — Soit 7 un entier > 2, un entrelacs K de S° est dit
r-périodique s’il existe un difféomorphisme direct h de S® dans lui-méme
vérifiant :

1) I'ensemble des points fixes de h est un cercle non noué B;

2) le nombre r est le plus petit entier non nul tel que h™ = 1d;
3) P’entrelacs K est disjoint de B
)

4) Pentrelacs K est globalement invariant par h.

D’aprés la solution positive de la conjecture de Smith [3], un tel
difféomorphisme est conjugué & une rotation d’angle 2m/r. Si on considere
53 comme le compactifié d’ Alexandroff de R3, alors h peut étre vu comme la
rotation d’angle 27 /r autour de I’axe (0z). Soit L un entrelacs r-périodique,
dans la suite nous notons par A le nombre d’enlacement de L avec 'axe de
la rotation et par 7 la surjection canonique définie par I’action de h sur S3.

Exemple. — Un entrelacs r-périodique peut étre vu comme la cloture
d’un tangle de la forme T7. 11 est alors représenté par un diagramme de R?
qui est invariant par une rotation de centre lorigine et d’angle 2w /r. La
figure 1 représente un entrelacs 5-périodique.

Le crochet de Kauffman [8], noté ( ), est un invariant d’isotopie
réguliere des entrelacs de S3 qui peut étre défini uniquement par (@) = 1 et

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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\/7

Figure 1. Un entrelacs 5-périodique.

les deux relations R et R4 ci-dessous :
(R1) (QUL)=4L),
(R2) (L) = A(Lo) + A" HLco),

ou L, Ly et Ly sont trois entrelacs qui sont identiques sauf au voisinage
d’un croisement ou ils sont comme suit :

X =X X

L Lo

Figure 2

L’invariant de Kauffman des entrelacs périodiques vérifie la relation
donnée par la proposition suivante :

PROPOSITION 4. — Soit r un nombre premier impair et L un entrelacs
r-périodique; alors on a

(LY(A) = (L)"(A) modulo r,8" — 6,
o & = —A? — A~2 et L désigne I’entrelacs quotient.

Preuve. — Une version de cette formule est donnée dans [12]; cette
version utilise le polynoéme de Jones qui est équivalent, dans un certain
sens, au crochet de Kauffman. Dans le dernier paragraphe (appendice),
nous donnons une preuve de la proposition en utilisant seulement la théorie
skein associée au crochet de Kauffman du tore solide.

Dans [6], Goldsmith a montré que tout revétement cyclique régulier &
r feuillets ramifié au-dessus de S peut étre obtenu & partir de la sphere S3
par chirurgie le long d’un entrelacs r-périodique. Dans un article récent,
Przytycki et Sokolov [14] ont montré que ce résultat se généralise au cas
des 3-variétés r-périodiques (voir aussi [1]).

TOME 51 (2001), FASCICULE 4
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THEOREME 5 (voir [14]). — Soit r un nombre premier et M une 3-
variété compacte connexe. Si M est r-périodique, alors il existe un entrelacs
r-périodique L de S? tel que M s’obtient par chirurgie le Iong de L. De plus,
le nombre d’enlacement de chaque composante de L avec axe de la rotation
est nul modulo r a priori.

Exemple. — Le groupe Z/rZ agit par rotations sur la sphere S3, ce
qui permet de dire que S® est r-périodique pour tout r > 2. On peut voir
facilement que S s’obtient & partir d’elle-méme par chirurgie le long d’un
entrelacs & r composantes triviales avec framing 1 chacune. Un exemple
moins trivial est donné par la variété de Poincaré X. Il est bien connu
que cette variété est périodique de période 5. En effet, elle s’obtient par
chirurgie sur S° le long de Ientrelacs donné par la figure 1. Ce résultat est
démontré dans [6], o un algorithme est donné pour construire, pour tout
revétement M cyclique régulier & r feuillets ramifié au-dessus de S2, un
entrelacs L vérifiant les conditions données par le théoréeme précédent et tel
que M s’obtient & partir de S3 par chirurgie le long de L.

DEFINITION. — Dans la suite et pour tout entrelacs r-périodique L, on
dit que L vérifie la propriété P, si et seulement si le nombre d’enlacement
de chaque composante £; de L avec I’axe de la rotation est nul modulo 7.

Une lecture attentive de la preuve du théoreme précédent montre que
si M est obtenue & partir de S par chirurgie le long de L, alors la variété
quotient M est le résultat d’une chirurgie sur S° le long de entrelacs
quotient L.

4. Etude du multicrochet.

Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement du multicrochet
(.y-..,-)r, dans le cas ot L est un entrelacs r-périodique vérifiant la
propriété P;. Le multicrochet représente le terme principal dans la définition
de linvariant 6,. Soit L un entrelacs vérifiant la propriété Py ; alors la
régularité du crochet de Kauffman donnée par la proposition 4 se généralise
d’une fagon naturelle au multicrochet et on a :

PropositioN 6. — Soit r un nombre premier, et L un entrelacs
vérifiant la propriété P;. Alors pour tout p > 3, on a

Q. )L (A) = (D, -, )£ (4))" modulo 7,6 — 6.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Preuve. — Soit L un entrelacs & k composantes; dans la suite, nous
notons par L;, . ;. l'entrelacs obtenu a partir de L en remplacant la j-iéme
composante [; de L par i; composantes paralleles & celle-ci situées dans un
voisinage suffisamment petit. Ainsi, ’élément (2°1, 22, ..., 2%} n’est autre
que le crochet de Kauffman de V'entrelacs L;, .. ; noté (L;, . ;). Dans le
reste de cet article, I’entrelacs L;, . ;. sera appelé coloration de L.

Il est clair que I'élément §, s’écrit sous la forme Y., Q;(A)z" ou
Qi(A) € Z[A*!]. Etant donné que le multicrochet est une forme multi-
linéaire, alors nous pouvons écrire

Qo Whr = Y, Qi (A)- Qi (AN Liy, i)

ou &, désigne ’ensemble de toutes les colorations possibles de ’entrelacs L.

Soit M une sphére d’homologie rationnelle de dimension 3. Supposons
que M est r-périodique; d’apres le théoréeme 5, on sait que M s’obtient
3 partir de S3 par chirurgie le long d’un entrelacs r-périodique vérifiant
la. propriété P;. La variété quotient M s’obtient par chirurgie le long de
Pentrelacs L. On peut voir sans difficulté que si L contient n composantes
alors L contient nr composantes. Autrement dit, si

L=01UlU...U¥l,,

alors entrelacs 7~ 1(¢;) s’écrit £} U¢2U. . .UZL. Dans la suite nous notons par
&1 (resp. £5) ensemble de toutes les colorations possibles de L (resp. L).

DEFINITION. — Soit L un entrelacs vérifiant la propriété P;. Une
coloration de L est dite r-périodique si, pour tout ¢ < n, les composantes Ef
sont colorées de la méme fagon. Dans la suite, on notera par £; ’ensemble
de toutes les colorations périodiques de ’entrelacs L.

LEMME 7. — Soient v un nombre premier et L un entrelacs r-pério-
dique vérifiant la propriété P;. Alors

Qs Q= Y. Qi(A) Qi (A)(Li,,..i,,) modulor.

Preuve. — Soit L un entrelacs vérifiant la propriété P;. Supposons
que Dentrelacs quotient L s’écrit ¢ U ¢y U ... U £,. Comme le nombre
d’enlacement de chaque composante ¢; avec I’axe de la rotation est nul

TOME 51 (2001), FASCICULE 4
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modulo r, 7~1(¢;) est formé de r composantes identiques £},¢2, ... ¢T
permutées entre elles par la rotation. Ainsi ’entrelacs L est de la forme
(C1uU...ULT)U(AU. . .ULL)U. . .U(€L U...Ufr). On conclut donc que Paction
de Z/rZ sur les composantes £} ,¢2 ... (7 permet de définir une action de
ce méme groupe sur I’ensemble £;. De plus, orbite d’une coloration de L
contient 1 ou r éléments identiques. Soit F € &L, ; si 'orbite de E contient
r éléments, alors la contribution de ces entrelacs dans ’expression de
(Qp, ..., Q)1 est nulle modulo r puisque ces éléments ont le méme crochet
de Kauffman avec le méme coefficient Q;, Q;, - - @i,,.. Ce qui permet de
conclure que pour le calcul de (Qp,...,8,)r modulo r, on peut se limiter

aux colorations périodiques, c’est-a-dire aux éléments de £7 .

NoTtaTiON. — Si E est un élément de £}, alors E est de la forme

L

11,8150-4581,02504,825 - snseenyin

ol chaque coefficient i; apparait exactement r fois successives. Cet entrelacs
sera par la suite noté par L;, i, .. .-

Comme l’entrelacs L;, 4,.... i, est une coloration périodique de L, il est
lui méme r-périodique. De plus, 'entrelacs quotient £;, ;, .. ;. n’est autre
que L, 4,4, qui représente la coloration de L induite par celle de L. En
considérant toutes les colorations périodiques de L, on obtient toutes les
colorations nécessaires pour calculer le multicrochet de L. Réciproquement,
une coloration de L se releve naturellement en une coloration de L. D’apres

la proposition 4, on a
(Liyig,in)(A) = ((Liy ia,...i2)(A))" modulo 7,6 — 6.

Il est aussi clair que le coefficient correspondant a £;, ;... i, dans I’expres-
sion du multicrochet est Q7 (4)Q7,(A)--- Q7 (A), celui de Li, iy....i, 6tant
Qi,(A)Qi,(A)--- Qi (A), ce qui nous permet d’en déduire que

(-, Q) (A) = (s -, Q) £(A)) modulo 7, 8" — 6.

Ce qui acheve la démonstration de la proposition 6. O
5. Démonstration du théoreme 1.
L’étude du multicrochet représente 1’étape principale dans la preuve

du théoreme 1. Le reste de la démonstration de ce théoréme consiste
& analyser les termes correctifs (t71(€,))0~(F) et (¢(,))*+(). En effet,

ANNALES DE L’'INSTITUT FOURIER
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la formule établie par la proposition 6 entraine la congruence suivante,
modulo r et 6" — 6 :

0, (M) <t(Qp)>b+(L) <t—1(Qp)>b_(L) = gp(M)r<t(Qp)>rb+(i) <t_1(Qp)>rb_(i) .

Dans le reste de ce paragraphe = désigne la congruence modulo r et
6" — 6. En utilisant le fait que (t°(€,)) est inversible dans A,[p~!] pour
€ = %1 (voir [2], prop. 6.8), la formule précédente devient

_ = by (L)—by (L) /,— rb_(L)—b_(L
6,(M) = 0, (M) (£(@,))" 078 (71 (1))~ P75,

Posons

a=rby(L)—by(L) et B=rb_(L)—b_(L).
Soit n’ le nombre de composantes de L et n celui de L. Comme M est une
sphere d’homologie rationnelle, alors M est aussi une sphére d’homologie
rationnelle et on a

by(L)+b_(L)=n" et by (L)+b_(L)=n.
L’entrelacs L vérifie la propriété Py, donc n’ = nr. Il en résulte que

a+B=r(bs(L)+b_(L)) — (bs(L) +b_(L)) = 0.

Ainsi on aura ’égalité suivante :

Pour tout couple d’entiers (p, s), nous notons par g(p, s) la somme de
Gauss définie par

op5) = 5 3 (~1)ka

k=0

vue comme un élément de A,. Dans la suite, nous rappelons quelques
propriétés de ces sommes qui nous serviront par la suite pour le reste de
la démonstration. Ces propriétés sont extraites de [2], essentiellement le
lemme 6.6 et le lemme 6.7.

Propriétés. — On a :
i) g(p,1)-9(p,1) =p,
(i) g(p,1) = APP=D/2g(p, 1),
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A—S
(iti) (¢(2p)) = mg(p, 1),

(vi) <tA1(Qp)> = <t(Qp)>'

Ces propriétés permettent d’établir

%) _ (%) _ 4690 _ 46 pp-1/2,

1) (@) 9(p,1)

Ainsi s’achéve la démonstration du théoréme 1. O

Les preuves des corollaires 2 et 3 sont immédiates. En effet, pour
démontrer le corollaire 2, il suffit de remarquer que si r = +1 mod p alors la
condition A%P = 1 entraine 6" —§ = 0 modulo r. Le corollaire 3 se démontre
en remarquant que si M est un revétement cyclique régulier a r feuillets
ramifié au-dessus de S3, alors M est r-périodique et I’espace quotient n’est
autre que la spheére S3. Rappelons aussi que 6,(S3) = 1 pour tout p > 3.

6. Invariants des entrelacs périodiques dans une
spheéere d’homologie.

L’invariant 6, permet de définir, d’une fagon naturelle, un invariant
des entrelacs en bandes d’une variété de dimension 3. En effet, soit M
une variété compacte connexe et orientée de dimension 3. On sait que M
s’obtient & partir de S par chirurgie le long d’un entrelacs en bandes L.
Soit m le nombre de composantes de L. Dans M, on considére un entrelacs
en bandes K & k composantes. Par abus de notation, on peut considérer K
comme un entrelacs de S% — L. Pour tout entier p > 3, on définit I'invariant
0,(M, K) de la facon suivante :

(Qp,...,Qp,Z,...,Z>LuK
0,(M,K) = )
PV KD = G, @ (10,
ou le multicrochet (Q2,...,Qp, 2,...,2)Luk désigne la forme multilinéaire

de BF*™ — Z[A*!] définie dans le premier paragraphe (voir [10] pour une
définition plus générale de 6,(M, K)). L’invariant 6,(M, K) ainsi obtenu
prend ses valeurs dans A,[p~!].

Soient r un entier > 2 et M une sphere d’homologie rationnelle 7-
périodique. Le groupe G = Z/rZ agit sur M semi-librement et ’ensemble

des points fixes de cette action est un nceud B de M. Soit K un entrelacs
en bandes de M.
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On dit que K est r-périodique si K est invariant par Paction de G et
K N B = (. 1l est bien clair que cette définition n’a un sens que si la variété
M est r-périodique.

Rappelons que si M est une sphere d’homologie r-périodique, alors M
est le résultat d’une chirurgie sur S® le long d’un entrelacs r-périodique L
vérifiant une certaine propriété P;. Comme L et K sont r-périodiques,
I’entrelacs L U K D’est aussi. L’entrelacs quotient est LUK = LU K.

Désormais, on suppose que r est premier.

Remarquons que pour le calcul du multicrochet

<Qp,...,Qp,Z,...,Z)LuK,

on colore les composantes de K par z chacune. Il s’agit donc d’une coloration
périodique de K, qui induit une coloration de ’entrelacs quotient K. Les
techniques utilisées dans le paragraphe 4, restent valables pour établir la
congruence suivante :

<Qp, .. .,Qp,z,.. . 7Z>LUK(A)
= ((Qp,...,QP,z, ... ,z)m(A))T modulo 7, 8" — 6.

Par conséquent et en suivant la démarche du paragraphe 5, on obtient la
relation suivante pour tout p premier avec r :

0,(M, K) = (0,(M,K))" (-A~67P@P=D/2)> mod 1, 6" — 6,

oul § = —A?2 — A% et o est un entier. On peut voir facilement que
cette formule n’est qu’une généralisation du théoreme 1. En fait, la
condition donnée par ce théoréme correspond au cas K = () dans la

formule précédente.

7. Appendice : démonstration de la proposition 4.

Ce paragraphe sera consacré a la preuve de la proposition 4. Cette
proposition joue un role crucial dans la démonstration du résultat principal
de ce papier. Notre approche utilise la théorie skein de Kauffman associée
au tore solide S! x B2, voir [7] pour une étude détaillée. Nous rappelons ici
brievement quelques notions essentielles pour notre démonstration. Pour
toute variété M de dimension 3, on notera par £ ’ensemble de toutes
les classes d’isotopie des entrelacs en bandes de M. Soit I' un anneau
commutatif. Dans la suite on notera par S’(M) le I'-module libre engendré
par les éléments de L.
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DEFINITION. — Soit M une variété de dimension 3. On appelle skein
module de Kauffman et on note S(M) le I'-module S’'(M) quotienté par les
relations :

QUL =6L, L=ALy+ A 'L,

ou () désigne le nceud trivial et L, Ly et Lo, sont comme dans la figure 2.

Nous nous intéressons maintenant au skein module du tore solide
S1x I xTI=S"x B2 Dans le module S(S* x I x I) considérons 1’élément 2
représenté par une bande standard S* x I x J (ou J est un sous-intervalle
de I). Nous notons par z* I'entrelacs en bandes formé par i copies parallles
de z, en particulier 2% = ( (voir figure 3).

. ©

Figure 3

PROPOSITION 8. — Le skein module S(S' x I x I) est isomorphe au
module libre engendré par les éléments z* pour i > 0.

Preuve. — Elle découle immédiatement du fait que S(S! x I x I') admet
une structure d’algebre isomorphe a 1'algébre polynomiale I'[z] (voir [7]). O

L’action par rotations du groupe Z/rZ sur la sphére S induit une
action sur le tore solide S' x B2. L’espace quotient de S' x B? par cette
action est homéomorphe au tore solide S x B? et la surjection canonique
définit naturellement un revétement & r feuillets 7 : S x B2 — S x B2,
Si L est un entrelacs de S! x B2, on note par L lentrelacs 7=!(L). Les
techniques utilisées dans le cas du polynéme de Homfly [16], [5] permettent
d’établir le lemme suivant :

LEMME 9. — Soit L un entrelacs de S' x B2. Alors on a les égalités
suivantes dans le module S(S* x I x I :

m = 6’"5, L=A"Lo+ A_TZOO modulo .

Soit I, = Z/rZ[A*']; on définit S,(S' x I x I) comme étant le
I',-module engendré par les classes d’isotopies des entrelacs de S* x B2
quotienté par les relations

OUL=6L, L=A"Li+ A" L.

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



LES INVARIANTS 6, DES 3-VARIETES PERIODIQUES 1149

Soit i : S,(S! x B?) — I, 'application qui associe & chaque entrelacs
la valeur de son crochet de Kauffman. Considérons maintenant les deux
applications suivantes ¢ et 1 définies sur les éléments de la base L et
étendues linéairement au module S’'(S! x B?) comme suit :

p:8(S' x B) —T,,  $:8(S'x B —T,
L—i(L); L— i(L)".

Le lemme précédent montre que les deux applications ¢ et 1) passent
au quotient pour définir deux applications ¢ et 1 de S,(S* x B?) dans I',..
11 est facile de voir que S,(S! x B?) est le I',-module engendré par les
éléments de type z* pour i > 0. Par conséquent, @ et ¥ coincident modulo
I'idéal de A, engendré par les éléments p(z*) —1(2). A partir des propriétés
élémentaires du crochet de Kauffman, on peut voir que cet idéal est engendré
par 6 — 6. Ce qui permet de conclure que (L)(A) et ({L)(A))" coincident
modulo r et §” — §. Cela achéve la démonstration de la proposition 4. 0O
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