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SUR LES ENSEMBLES DE JULIA ET FATOU
DES FONCTIONS ENTIERES ULTRAMETRIQUES

par Jean-Paul BEZIVIN

Il y a eu récemment des travaux originaux et intéressants sur les
problémes de dynamique des fractions rationnelles en une variable en
analyse ultramétrique, c’est-a-dire quand le corps de base est un corps
ultramétrique K. On définit, et on s’intéresse dans ce cadre aux propriétés
des ensembles de Fatou et de Julia associés & une fraction rationnelle a
coefficients dans K. Parmi les articles de base sur le sujet, on renvoie
les lecteurs aux articles de la bibliographie, en particulier aux articles de
L. Hsia et R. Benedetto, ([HS1], [HS2], [BE1], [BE2|, [BE3], [BE4]).

Pour des exposés sur la théorie complexe de l’itération, le lecteur
pourra consulter les livres de A.F. Beardon et de J. Milnor, [BEA] et [MI].

Dans cet article, nous allons étudier des problemes liés a l'itération
d’une fonction entiére ultramétrique. On sait que dans le cas complexe, un
certain nombre de probleémes sur ce théme sont encore ouverts (par exem-
ple, si f et g sont deux fonctions entiéres transcendantes qui permutent,
leurs ensembles de Julia (de Fatou) sont-ils les mémes ?), et nous donnerons
pour les problémes analogues en analyse ultramétrique des réponses par-
tielles sur ce type de sujets.

Le plan de ’article est le suivant.

La partie 1 est consacrée au rappel des définitions et des propriétés
de base des ensembles de Fatou et de Julia.

Mots-clés : Fonctions entiéres p-adiques — Ensemble de Julia — Ensemble de Fatou —
Dynamique p-adique.
Classification math. : 37TF99 — 11599.



1636 JEAN-PAUL BEZIVIN

Dans la partie 2, nous généralisons un résultat obtenu dans le cadre
des fractions rationnelles au cas des fonctions entieres transcendantes, 3
savoir que si la fonction entiere transcendante f admet un point périodique
répulsif, alors I’ensemble des points périodiques répulsifs est dense dans
Iensemble de Julia de f.

Dans la partie 3, nous abordons le probleme de 1’égalité des ensembles
de Julia de deux fonctions entieres transcendantes qui permutent, avec des
résultats partiels sur le sujet.

Dans la partie 4, nous examinerons la dynamique sur ’ensemble de
Fatou de deux fonctions entiéres qui permutent.

L’auteur remercie le Referee pour sa lecture attentive du texte original
et ses remarques qui ont permis d’améliorer la rédaction.

1. Définitions et propriétés de base.

Nous allons commencer par donner quelques définitions. Soit p un
nombre premier rationnel fixé, et C, le complété d’une cloture algébrique
du corps QQ, des nombres p-adique.

Pour w € C, et R > 0, nous noterons Bt (w,R) le disque cir-
conférencié Bt (w,R) = {z € Cp;|z — w| < R}, et B~ (w, R) le disque
non circonférencié B~ (w, R) = {z € Cp; |z — w| < R}. Remarquer que si R
n’appartient pas au groupe de valeurs |[C;| de Cp, le disque circonférencié
et le disque non circonférencié sont le méme ensemble. On peut donc con-
sidérer un tel disque comme circonférencié ou non.

Dans le cas ou le rayon R est dans le groupe des valeurs, on dira
que le disque est rationnel, et irrationnel dans le cas contraire. Dans le
cas d’un disque rationnel la distinction entre disque circonférencié et non
circonférencié a du sens.

Nous noterons aussi B(w, R) un disque qui pourra étre circonférencié
ou non.

On peut définir une distance sur P!(C,), la distance sphérique, de la
facon suivante : pour deux points A = (z,y) et B = (u,v), on pose

vz — uyl

max{|z|, |y|}max{|ul, [v]}

A(A, B) =
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Dans le cas ou les deux points A et B sont dans C,, on peut prendre
y = v = 1, identifier A et x, ainsi que B et u, et la distance entre A et B
devient

|z — ul
max{|z|, 1 }max{|ul, 1}

A(A,B) = Az,u) =

Soit f une fonction entiere transcendante sur C,. On définit par
récurrence ses itérées par fl0(z) = z, fll(z) = f(z), et pour n > 2,
() = f(f(2)).

On définit, de maniere analogue au cas ou le corps de base est le corps
des nombres complexes, ’ensemble de Fatou F(f) de la fonction f comme
étant I’ensemble des points de C, ou la famille f ("] des itérées de f est
équicontinue, c’est-a-dire des points x € C, tels qu’il existe un voisinage
V de z pour la distance A tel que, pour tout £ > 0, il existe 6 > 0, tel
que pour tout couple (a,b) d’éléments de V' vérifiant A(a,b) < 6, on ait

A(fM(a), f7I(B) <e.

Il est clair, d’aprés la définition, que I’ensemble de Fatou de f est
un ouvert. Le complémentaire de I’ensemble de Fatou est donc une partie
fermée de C, que I'on appelle ’ensemble de Julia J(f) de f.

Nous utiliserons tres souvent les résultats suivants sur les série entieres
a coefficients dans C,, :

PropPOSITION 1.— Soit f(x) = ), oan(T — @) une série entiére a
coefficients dans C,,, convergente dans le disque circonférencié B *(a,T), ot
*
r € |Cl.

Alors les maxima ' = Max{|ag|r*, k > 1}, et d = Max{k, |ax|r* =
v’k > 1} sont finis et atteints, et f est surjective de B*(a,r) dans
B*(f(a),r"), et chaque valeur dans B*(f(a),r’) est atteinte d fois.

Preuve. — Voir [BE4]. O

ProprosITION 2. — Soit f une fonction entiére non constante sur C,.
Alors f est surjective sur Cp.

Preuve. — Posons f(z) = 3 a,z*. Soit b € C,. Comme f est non
constante, il existe un indice h tel que an # 0, f(z) — b = g(x) n’est pas
constante non plus. Soit » > 0; 'image du disque circonférencié B*(0,r)
par g(z) = f(z) — b est le disque de centre ¢ = f(0) — b et de rayon
' = Max{|ag|r*, k > 1}. On a r’ > |ap|r", de sorte que 1'on peut choisir h
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1638 JEAN-PAUL BEZIVIN

assez grand de fagon que 7’ > |c|, ce qui implique que 0 € g(B*(0,7)), ce
qui montre que g a un zéro dans ce disque, et que par suite f prend la
valeur b. O

On a tout d’abord des résultats élémentaires sur les ensembles de
Julia et de Fatou :

ProposiTioN 3. — Soit f une fonction entiere transcendante, alors les
ensembles de Julia et de Fatou sont complétement invariants par f, c’est-
a-dire que les images directe et réciproque d’un élément de ces ensembles
sont encore dans I’ensemble en question.

Démonstration. — Cela vient simplement du fait que les ensembles
de Julia et Fatou sont stables sous I'action de f, et ils sont complémentaires.

Un outil tres utile est le critere de Hsia, analogue d’un résultat de
Montel ([HS2]) :

CRITERE DE HSIA. — Soit F' une famille de séries entiéres convergentes
sur un disque D de C,. On suppose que I'image de D par les éléments f € F
est incluse dans un ensemble Y indépendant de f dont le complémentaire
dans C, est non vide. Alors la famille F' est équicontinue sur D.

Démonstration. — Voir [HS2] ou [B].

Une conséquence immeédiate, et que nous utiliserons trés souvent, du
critere de Hsia est le fait que si z est dans ’ensemble de Julia de f, et D
est un disque contenant x, alors on a : Un;()f[”](D) =C,.

ProrosiTION 4. — Soit f une fonction entiére transcendante, m > 1
un entier et g(x) = fl™(z) I'itérée d’ordre m de f. Alors les ensembles de
Julia et de Fatou de g sont les mémes que ceux de f.

Démonstration. — Soit tout d’abord z € F(f). Alors il existe un
disque B*(z,7), tel que la famille f*! soit équicontinue sur B* (z,r); alors
la sous-famille fI*™ k > 0 I’est également, ce qui montre que = € F(f™!).
On a donc que ’ensemble de Fatou de f est inclus dans I’ensemble de Fatou
de fIml,

On va montrer maintenant que ’ensemble de Fatou de fI™ est stable
par f : f(F(fI™)) c F(sm).

Pour cela on raisonne par ’absurde.
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Soit & € F(fI™), et supposons que f(z) & F(fI™)). Soit 7 > 0 tel que
B*(z,7) ¢ F(fl™), et posons f(B*(z,7)) = BY(f(z),p). Par le critere
de Hsia on a

Cp = Urenf*™ (B (f(2), p)) = Upenf*™ 1 (B (2, 1)) = £(B)

ot on a noté B = UgenfF™(B*(z,7)), qui est inclus dans I’ensemble
de Fatou de fl™. Soit v € C, tel que fIm~U(v) = f(z), qui existe
puisqu’une fonction entiére non constante est surjective. Il existe u € B
tels que f(u) =v. On a donc fM(u) = fm=1U(f(u)) = fm=Uw) = f(z).
Mais comme B est inclus dans ’ensemble de Fatou de fI™ et que celui-ci
est stable par fI™ cela implique f(z) € F(fI™) ce qui est contraire a
Phypothese faite; donc I’ensemble de Fatou de f [m] est bien stable par f.

Soit maintenant = € F(f™), alors fUl(z) € F(f™) pour j =
0,..,m — 1. Il existe alors un disque B*(x,r) inclus dans F(fI™l) tel que
sur les images de ce disque par les applications fUl, j = 0,...,m — 1, la
famille f* k e N soit équicontinue. Alors la famille des fFm+il k €
N,j =0,...,m — 1, est équicontinue sur B*(z,r), c’est-a-dire que la famille
des fI" est équicontinue sur le disque B*(z,7), et donc z € F(f), ce qui
termine la démonstration.

Soit € Cp,. On appelle orbite de = sous I'action de R ’ensemble
{fI"(z),n € N}.
L’ensemble de toutes les pré-images des éléments de 'orbite de z est

appelé la grande orbite de z. 1l s’agit donc de I’ensemble des z € C, tels
qu’il existe k,n € N vérifiant f*(z) = fl"l(z).

La propriété suivante, qui nous servira, est I’analogue d’un résultat
en analyse complexe :

ProprosiTION 5.— Soit f une fonction entiere non constante, et
w € J(f). Alors I'adhérence de la grande orbite de w est égale a J(f).

Démonstration. — Soit A la grande orbite de w. Comme w € J(f),
et que I’ensemble de Julia est completement stable par f, A est une partie
de J(f), donc aussi son adhérence B. Soit maintenant z € B¢, et Bt (z,r)
un disque de centre z contenu dans B€¢. Alors les images de ce disque par
les itérées de f ne contiennent aucun point de A. Par le critéere de Hsia,
le disque est inclus dans l’ensemble de Fatou de f, ce qui montre que
B¢ c F(f), donc J(f) C B, et ceci termine la démonstration.

Des points intéressants pour 1’étude des ensembles de Fatou et de
Julia sont les points fixes et périodiques, et pré-périodiques de f.

TOME 51 (2001), FASCICULE 6
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Un point fixe de f est un point z € C, vérifiant f(x) = z, un point
périodique un point z tel qu'il existe un entier n > 1 tel que f™ () = x;
dans ce cas, le plus petit de ces entiers n est la période de z.

Un point pré-périodique est une pré-image d’un point périodique de R.
Si z est un point périodique de R, on définit son multiplicateur comme
étant A = (fI")(z).
On dira que le point périodique x de f est
a) Un point attractif si son multiplicateur A est de module < 1.
b) Un point neutre si son multiplicateur A est de module 1.

¢) Un point répulsif si son multiplicateur X est de module > 1.

2. Les ensembles de Julia et Fatou d’une fonction entiére.

Dans cette partie, nous allons donner quelques propriétés des ensem-
bles de Julia et Fatou d’une fonction entiere.

ProposiTIiON 6. — Soit f une fonction entiére non constante, et x un
point périodique de f. Alors

a) Six est attractif ou neutre, alors x est dans I’ensemble de Fatou.
b) Si z est répulsif, alors x est dans ’ensemble de Julia.

La démonstration de ce résultat est élémentaire : pour I'affirmation a),
soit s I'ordre de z et g = fls]. On a |¢/(x)| < 1 par hypothese; on trouve
un petit disque de centre x, stable par g, et on peut appliquer le critere de
Hsia, qui montre que z est dans ’ensemble de Fatou de g, qui est égal a
I’ensemble de Fatou de f.

Pour le b) on remarque que 1’on peut supposer, quitte & remplacer f
par fI¥l, que x est un point fixe, la dérivée de l'itérée f(™(x) au point z
est alors égale & (f'(z))", et si z € F(f), il existe un disque de centre x
sur lequel la famille f[™ est équicontinue. Prenons ¢ < W dans la
définition, et soit r > 0 tel que pour tout y € B*(z,r) et tout n € N, on
ait A(f)(y), fI7)(2)) < .

Silon écrit f"(y) = fIl(z)+32 bk.n(y—)*, on a alors max{|by, ,|r*,
k> 1} = max{| /"l (y) — fI"(z)|,y € B (z,7)}.

En particulier, il existe y,, € B*(z,7) tel que |f(y,)| = |bin|r =
|(f!"Y (z)|r = |f'(z)|™r pour tout n, et cette derniére quantité est de
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module strictement supérieur & |z| = |f[™(z)|, et & 1, dés que n est assez
grand. Mais alors on a ¢ > A(f(y,), f(z)) = I—n—am = & pour un
tel yn, et cette contradiction démontre 1’assertion.

Remarque. — Ce résultat est déjd connu pour les polynomes (ou plus
généralement pour les fractions rationnelles) ; voir par exemple [BE2].

ProprosiTION 7.— Soit f une fonction entiére dans C, qui n’est pas
un polynéme de degré inférieur ou égal a 1. Alors si son ensemble de Julia
n’est pas vide, aucun point de J(f) n’est isolé.

Démonstration. — On raisonne par ’absurde, on suppose que pour
z=w € J(f) cest le cas. 1l existe donc un disque pointé D'(w,r) qui est
inclus dans ’ensemble de Fatou.

Comme w € J(f), on a Upe nfM(D(w,r)) = C,. Mais I'image
du disque pointé est dans F(f). Il en résulte que ’ensemble de Julia
est exactement {f™(w),n € N}. Maintenant, f(w) est aussi isolé¢ dans
’ensemble de Julia. Donc Pensemble de Julia est aussi {f™(w),n € N*}.
Par suite, w appartient & ce dernier ensemble, et il existe m > 1 tel que
flm (w) = w. Par suite w est un point périodique dans I’ensemble de Julia,
donc un point périodique répulsif. Il en résulte aussi que I’ensemble de
Julia est fini; or tout z tel que f(z) = w est dans ’ensemble de Julia. Par
suite, il n’y en a qu’un nombre fini, ce qui implique que f est un polynome.
Soit w I'un des éléments. On regarde les racines de f(z) = w, qui sont dans
I’ensemble de Julia. S’il y en a au moins deux, z; et 23, on regarde les racines
de f(2) = 2z, et de f(z) = 2z, etc. On arrive forcément apres un certain
nombre d’opérations & un 6 tel que ’équation f(z) = 6 n’a qu’une seule
racine 7. Cela implique que f’(n) = 0, puisque f n’est pas un polynéme de
degré inférieur ou égal & 1. Mais alors on a fl"l(n) = n et (fI")'(n) =0,
par suite 7 est dans ’ensemble de Fatou, contradiction.

Nous ne savons pas s’il existe des fonctions entieres transcendantes
dont ’ensemble de Julia est vide; par contre, il existe des polynémes dont
I’ensemble de Julia est vide (voir les articles cités de R. Benedetto, en
particulier [BE1]).

Dans le cas d’une fonction entiére d’une variable complexe, un
théoreme dii & IN. Baker ([BA2]) montre que l’ensemble des points
périodiques répulsifs d’une fonction entiére transcendante est toujours non
vide, et donc aussi son ensemble de Julia.

TOME 51 (2001), FASCICULE 6
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Dans le cas de C,, si la fonction entiére f a un ensemble de Julia non
vide, il se pose la question de savoir le lien entre les points périodiques
répulsifs et I’ensemble de Julia; un probleme est de savoir si quand
I’ensemble de Julia est non vide, il existe toujours des points périodiques
répulsifs.

Nous posons ces deux questions sous forme de problemes :

ProBLEME 1. — Existe-t-il des fonctions entiéres transcendantes sur
C, dont I’ensemble de Julia est vide ?

ProBLEME 2. — Existe-t-il des fonctions entiéres transcendantes sur
Cp, qui n’ont aucun point périodique répulsif ?

Dans le cas ou il existe au moins un point périodique répulsif,
alors I’adhérence de ’ensemble des points périodiques répulsifs est égal
a Pensemble de Julia de f, par les résultats de [B] que nous allons rappeler
maintenant.

En fait, dans cet article, on considere des fractions rationnelles a la
place de fonctions entiéres transcendantes; mais les preuves des résultats
s’étendent sans probleme au cas des fonctions entiéres transcendantes sur
Cp, et nous allons simplement donner un schéma de démonstration.

Dans le cas d’une fonction entiere dans C, qui possede un point
périodique répulsif, G. Julia étudie les ensembles de Fatou et de Julia de
f en introduisant une fonction entiere liée a f, et vérifiant une équation
fonctionnelle simple. Ces fonctions ont été & l’origine considérées par
Poincaré. On consultera par exemple G. Julia, Oeuvres, Volume II, pages
64-100 pour I’étude du cas de f fonction entiére d’une variable complexe.

Soit f une fonction entiere sur C,, que ’on suppose non polynomiale.
On montre alors les résultats suivants exactement de la méme maniére (en
fait plus simplement, puisque toutes les fonctions considérées sont entiéres)
que dans 'article [B] :

ProposITION 8. — Soit f une fonction entiére transcendante, possé-
dant un point fixe répulsif en x = 0, de multiplicateur q de module |q| > 1.
Il existe une unique fonction entiére ®, telle que ®(0) =0, ®(2) =2+ ...,
telle que ®(gz) = f(P(z)).

Le schéma de démonstration est de montrer qu’il existe une unique
série entiere, de rayon de convergence non nul, qui vérifie &(z) = z+ ..., et
aussi I’équation fonctionnelle ®(gz) = f o ®(z2).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Pour cela, on utilise la méthode des coefficients indéterminés : si
Pon pose f(z) = 3 ., axz®, avec donc a; = g, et ®(z) = Y bi2z", avec
b1 = 1, la relation ®(gqz) = f(®(z)) donne des relations de récurrence
de la forme (¢" — q)b, = S,(bj,a;), pour n > 2, ot S, est un polyndome
en les variables b;, j < n, et a;,l < n. Ceci montre déja I'unicité d’une
série formelle ® vérifiant les conditions imposées. De plus, ces relations
permettent de montrer que ® a un rayon de convergence non nul. De la
relation ®(gz) = f(®(z)) il résulte alors que le rayon de convergence de ®
est infini.

THEOREME 1.— Soit f une fonction entiére transcendante, et w
un point périodique répulsif de f. Alors il existe une suite w, de points
périodiques répulsifs de f, différents de w, dont la limite est w.

La démonstration suit aussi le schéma introduit dans [B] dans le cas
des fractions rationnelles.

THEOREME 2. — Soit f une fonction entiére transcendante sur C,. Si
I’ensemble P*(f) des points périodiques répulsifs de f est non vide, alors
son adhérence est égale a I'ensemble de Julia de f.

De méme que pour les deux résultats au-dessus, on suit le schéma de
démonstration du résultat analogue prouvé dans [B].

3. Ensembles de Julia et Fatou
de deux fonctions entiéres qui permutent.

Un probléme toujours ouvert dans le cadre complexe est de savoir si,
pour deux fonctions entiéres d’une variable complexe f et g qui vérifient
fog=gof, les ensembles de Julia et de Fatou sont les mémes.

C’est le cas si f,g sont des polynémes de degrés au moins deux (et
plus généralement des fractions rationnelles), mais le cas général demeure
ouvert. On pourra consulter les articles [NG], [PY], pour de plus amples
renseignements sur le sujet.

Nous allons examiner les propriétés de deux fonctions entieres sur C,
qui permutent. Nous supposerons toujours que ni f, ni g n’est un polynéme
de degré au plus 1.

TOME 51 (2001), FASCICULE 6



1644 JEAN-PAUL BEZIVIN

A) Nous allons tout d’abord nous ramener au cas ot les deux
fonctions f et g sont des fonctions entiéres transcendantes.

1) Si 'une des deux fonctions est transcendante, alors 1'autre ne peut
étre un polynéme que dans le cas trivial d’un polynéme de degré 1, par un
raisonnement dii & G. Iyer ([IY]) et I.N. Baker ([BA1]) dans le cas complexe,
qui s’adapte sans difficultés au cas p-adique. En effet, en notant pour R > 0
|f1(R) = max{|f(2)[; |2| < R}, et si f est transcendante, et P un polynéme,
on voit que si R est assez grand, on a |foP|(R) = |f|o|P|(R) = |Pof|(R) =
|Plo|f|(R), et il est facile de montrer que si P est de degré au moins deux,
il en résulte que f est un polynéme, en estimant la fonction |f|(p).

On peut donc supposer que soit les deux fonctions f et g sont
transcendantes, soit elles sont toutes les deux des polynémes de degré au
moins 2.

2) Supposons que les deux fonctions f et g soient des polynémes. Il
existe un sous-corps K de C,, de type fini sur Q, contenant tous les
coefficients de f et de g. Ce sous-corps est isomorphe & un sous-corps L de C,
et les polynomes f* et g* dont les coefficients sont les images des coefficients
de f et de g par cet isomorphisme vérifient aussi f* o g* = g* o f*.

Par les résultats d’un article de J.F. Ritt ([RI], voir Theorem,
page 400), on sait qu’alors il y a deux cas :

a) Soit f* et g* ont une itérée commune, et alors ce sera le cas aussi de
fetdeg.

b) Soit il existe une fonction entiere d’une variable complexe de la forme
d(z) = dexp(z) + p ou ¢(2) = Acos(z) + u, avec A # 0, et des
constantes a,b,c,d € C telles que ac # 0, et ¢(az + b) = f*(¢(2)),
plcz + d) = g*(¢(2)).

Dans le premier cas a), f et g ont aussi une itérée commune. Par le
fait que I’ensemble de Fatou d’une itérée de f est le méme que celui de f,
on en conclut que les ensembles de Fatou de f et g sont les mémes.

Dans le second cas b), on voit que si ¢ est de la forme X exp(z) + u,
on peut, en composant par des applications affines, se ramener au cas ou
f*,g* sont de la forme x° et xt. On peut donc également ramener f et g
a cette forme en composant par des applications affines. Mais alors il en
résulte que les ensembles de Julia de f et de g sont vides, donc égaux.

Dans le cas ol ¢ est de la forme A cos(z) + 1, on peut toujours en com-
posant par des applications affines, se ramener au cas ou les applications f*
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et g* sont de la forme +P,(x) et £P;(x), ou le polynéme P, est défini par
2cos(nz) = P,(2cos(x)). C’est donc également vrai de f et de g, et comme
des tels polynémes ont leur coefficient dominant qui est une unité p-adique,
et sont & coeflicients dans Z, donc de module < 1 dans C,, leurs ensembles
de Julia sont vides tous les deux, donc égaux.

3) Finalement, on peut supposer que les deux fonctions f et g sont
entiéres transcendantes, nous nous plagons dans ce cadre dans la suite de
cette partie.

B) Le cas ou f et g sont entiéres transcendantes dans C,
propriétés élémentaires.

On a un premier résultat, qui concerne les points périodiques des
applications f et g; la méthode de preuve suit d’assez pres celle du cas
complexe, voir [JU] ou [FA].

On note P*(f) 'ensemble des points périodiques répulsifs de f, et
P~(f) 'ensemble des points périodiques attractifs; P°(f) I’ensemble des
points périodiques neutres; enfin, P(f) I’ensemble des points fixes de f.

ProrosiTiON 9. — Soient deux fonctions entiéres transcendantes f, g,
telle que fog=go f. Alors
a) Siw € PH(f), alors pour tout k € N, glFl(w) € PH(f).
b) Siw € P~(f), alors pour tout k € N, g*¥l(w) € P~ (f).
¢) Siw € PO(f), alors pour tout k € N, g*l(w) € PO(f).

(
(

Démonstration. — On suit la démonstration de Fatou ou Julia.

Il est clair qu’il suffit de montrer le résultat pour £ = 1, et que
g(w) € P(f). On montre d’abord que c’est le cas si w est un point fixe de f.
On écrit le développement en série entiere autour de w de ¢g’(2) sous la forme

g'(2) = ap(z —w)" + ..., de sorte que I'égalité ¢'(2) f'(g(2)) = f'(2)d' (f(2))
et le fait que f(w) = w+ qu(z — w) + ...(qw = f'(w)) implique

F1(2)d (f(2)) = anf (W)l (z — W) + ...
et
g (2)f(9(2) = anf'(g(w))(z — w) + ...

on a donc puisque ap # 0 f'(g(w)) = f(w)"t!, ce qui démontre
immédiatement a, b et c.
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Il reste maintenant a passer au cas général; si w est un point
périodique de f, c’est un point fixe de f[™ pour un n € N; comme fI"J
et g commutent comme f et g, il vient que g(w) est un point fixe de f["
de méme nature que w d’apres le résultat précédent, d’ou 'assertion.

C) Etude de I’ensemble des fonctions entiéres transcendantes
qui permutent a une fonction transcendante f donnée.

Nous allons maintenant démontrer un résultat sur le cardinal de
I’ensemble des fonctions entiéres g qui permutent & une fonction entiere
donnée f, quand cette derniére possede au moins un point périodique
répulsif. Nous allons montrer, comme en analyse complexe, ou ce résultat
est d & I.N. Baker (voir [BA1], [BA2]), que cet ensemble est dénombrable.

Soit f une fonction entiere transcendante dans C,. On suppose que f
possede au moins un point fixe répulsif.

Dans ce cas, la fonction f possede une infinité de points périodiques
répulsifs, d’apres les résultats de la partie 2. On note PT cet ensemble de
points périodiques répulsifs.

LEMME 1.— Soit w un point périodique répulsif de f, dont on note
s = s, l'ordre. Soit q = q,, son multiplicateur.

Alors il existe une unique fonction entiére sur C, ®,, telle que
a) b,(2)=w+z+...;

b) @, (quz) = fI¥l o @, (2).

Démonstration. — Soit f*(z) = fI¥l(z + w) — w. Alors 0 est un
point fixe répulsif de f*, dont le multiplicateur est ¢ = q,. D’apres les
résultats de la partie 2, il existe donc une unique fonction entiere ® telle
que ®(2) = z+..., et P(qz) = f*oP(2). Alors la fonction &, (2) = w+P(z)
convient.

Réciproquement, si @, est une solution, il en résulte que ®(z) =
D, (2) — w est telle que (z) = z + ..., et P(gz) = f* o ®(z); comme il n’y
a qu’une seule telle fonction, ceci démontre ’assertion. O
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LeEMME 2. — Soient f,g deux fonctions entiéres qui permutent, on
suppose que w est un point périodique répulsif de f, dont on note s, = s
Pordre, et q = q,, le multiplicateur. Alors

a) Le point g(w) = @ est un point périodique répulsif de f, d’ordre s;
si h > 1 est 'ordre de w comme zéro de g(z) — g(w), son multiplicateur
4 b
est q.,.
b) Si ¢'(w) = m, est non nul, on a

Dy(myz) = go P,(2)

ou ®, et ®y sont les fonctions entiéres associées a f et w et f et 0
respectivement.

Démonstration. — a) Comme f et g permutent, il en est de méme
de f1¥! et g. En remplacant z par w dans I'égalité fI¥ o g(x) = g o fl¥l(z),
il vient f1¥1(#) = 6, ce qui montre que @ est un point périodique de f,
d’ordre s.

On a la relation ¢/(z)(f*!("(g(z)) = (f1*))' ¢’ (f*}(x)). D’autre part, on
a:g(z) = glw)+an(z—w)"+..., avec a), # 0, au voisinage de w, et fI¥(z) =
w + qu(xz — w) + ... au voisinage de w, et f¥(z) = 0 + (fI*1)"(6)(z — ) + ...
au voisinage de 6. On calcule les coefficients de (z —w)?~1 des deux cotés,
d’ou

han(f1*))(0) = hang.(q.)" " = hang]
ce qui fournit (fI*)/(9) = ¢". Comme h > 1, ceci donne le fait que le point

0 est répulsif.
b) Soit ¢(2) = go P,(;=). On a
8(2) = 9() + (@0 (=) )+ =02+

D’autre part,

FPlo(2) = fPogot, (=) = go Vot (=) = got (. 7-) = dla2).

w

Si on remplace z par 0, on trouve que f [s] (0) = 0, et aussi, en dérivant,
que

4w (4.2) = (6(2))' (f) 0 9(2)
d’oll en remplagant z par 0, l’égalité #'(0)q. = ¢'(0)(f1*))(¢(0)). Comme
¢(0) = g(w) = 6, et ¢'(0) = %&Qg'(w) = 1, il vient que (fI*))(¢(0)) =
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(fE1(0) = g, = gg. On retrouve le fait que @ est un point périodique
répulsif d’ordre s et de multiplicateur q. Comme la fonction ¢ vérifie les
conditions imposées a la fonction ®y, et que celle-ci est unique, on a la
propriété annoncée. a

Nous allons maintenant démontrer le résultat annoncé sur le cardinal
de ’ensemble des fonctions entieres qui permutent a une fonction entiere
transcendante donnée.

La démonstration s’inspire de celle faite dans [BA1], mais utilise de
maniere privilégiée la fonction ® introduite dans la partie 2.

THEOREME 3. — Soit f une fonction entiere transcendante, ayant au
moins un point périodique répulsif. Alors ’ensemble des fonctions g entiéres
qui permutent avec f est dénombrable.

Démonstration. — Nous allons commencer par nous donner un point
périodique répulsif de f, soit w, de multiplicateur q. On note FE ’ensemble
des fonctions entieres g qui permutent & f, et telles que ¢’(w) # 0. Nous
allons d’abord démontrer que F est dénombrable.

On ne restreint pas la généralité en supposant que w = 0, et que c’est
un point fixe de f, en remplacant f par f*]. On note ¢ son multiplicateur.
Soit @ la fonction entiere telle que ®(z) = z+..., vérifiant ®(gz) = fod(z2).
Par les résultats de la partie 2, il existe une suite de points périodiques
répulsifs de f, tous non nuls et qui converge vers 0.

On en choisit un, que l'on appelle w*. On sait que g(0) = 6, et
g(w*) = 0* sont des points fixes et périodiques respectivement de f. Soit
enfin 7 € C,, fixé, tel que ®(n) = w*; il est clair que n est non nul.

On considére maintenant ’ensemble E(6,w*,0*) des fonctions g € E
telles que ¢g(0) = 6, g(w*) = 6*.

Puisque my = ¢’(0) est non nul, on a par le lemme qui précede
P9(9'(0)2)) = g o ®(2).

Replagons z par 1, il vient ®y(g’(0)n) = g(w*) = 0*.

Il en résulte que si g € E(f,w*,0%), alors ¢’(0)n est une racine dans
C, de ’équation ®y(z) = 0*. Comme il n’y a qu’un nombre dénombrable
de telles racines, il en résulte que pour les éléments g de E(f,w*,6*),ily a
un nombre dénombrable de possibilités pour les valeurs ¢’(0). Mais alors la
formule ®4(g'(0)z) = g o ®(z) donne que 'ensemble E(0,w*,8*) est aussi
dénombrable.
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L’ensemble des points périodiques de la fonction f est dénombrable,
donc ’ensemble de couples (0, w*, 6*) aussi, et par suite E, qui est la réunion
des E(6,w*, 6*) est aussi dénombrable.

Il reste & s’affranchir de ’hypothése que ¢'(w) # 0.

Pour cela, on se donne une suite wy, de points périodiques répulsifs, de
limite w. Les ensembles Ey des fonctions entieres g, qui permutent a f et
vérifient ¢'(wy) # 0 sont tous dénombrables, donc aussi la réunion des Ej.
Mais comme les zéros de la fonction transcendante g'(z) sont isolés, si g
permute & f alors g est dans I'un des Fy, et ceci termine la démonstration.

D) Etude des ensembles de Julia et de Fatou de deux
fonctions entiéres transcendantes qui permutent.

Nous allons introduire, pour une fonction entiére transcendante f,
une partie de C,, liée a f, sur laquelle nous ne savons que peu de choses.

DEFINITION 1. — On note I(f) ensemble des points z € C,, tels que
|f")(2)] — oo sin — oo.

Dans le cas complexe, un théoréme da & Eremenko (voit [ER]) montre
que l’ensemble I est toujours non vide.

Dans le cas p-adique, a notre connaissance, le probléme est ouvert :

PROBLEME 3.— Soit f une fonction entiére transcendante sur C,.
L’ensemble I(f) est-il non vide?

On a le résultat suivant, qui est ’analogue d’un résultat d’analyse
complexe, et se démontre & peu prés de la méme maniere (voir [ER]) :

ProrosiTion 10. — Soit f une fonction entiere transcendante. Alors

a) L’intersection de I’ensemble I(f) et de I’ensemble de Fatou de f est
Pintérieur de I(f).

b) Si I(f) est non vide, alors ’ensemble de Julia J(f) est la frontiére
O1(f) de ().

Démonstration. — a) Soit w un point intérieur a I(f). Soit r > 0 tel
que le disque de centre w, rayon r soit inclus dans I(f). Soit § un point fixe
de f. Soit n fixé; si Péquation f(™(2) — 6 a une racine dans B*(w, r), alors
un tel point z n’est pas dans I(f), ce qui constitue une contradiction avec
I'hypothese faite. Donc f"(2) — 6 ne s’annule pas sur le disque Bt (w,r),
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de sorte que la famille f[" ne prend pas la valeur 0 sur le disque Bt(w,r);
par le critere de Hsia, le point w est dans ’ensemble de Fatou F(f) de f.

Soit w un point de l'intersection de I(f) et de 'ensemble de Fatou
de f. Pour ¢ = 1, il existe 7 > 0 tel que sur le disque Bt (w,r), on ait
A(f")(2), fIMl(w)) < 1 pour tout n. Soit N tel que si n > N, on ait
|f"(w)| > 1. Si f")(2) a un zéro dans le disque B*(w,r), alors I'inégalité
sur la distance sphérique donne une contradiction. Par suite, f[™ a une
valeur absolue constante sur ce disque, qui est donc inclus dans I(f).

b) Soit w € J(f), et 7 > 0. On a alors Uf™(B*(w,r)) = C,. En
particulier, si u € I(f), il existe n et v € B¥(w,) tel que fI"(v) = u. Mais
alors il est clair que v € I(f), ce qui montre que w est adhérent & I(f). Par
la partie a), il vient alors que J(f) C 9I(f).

Soit maintenant w € AI(f). Siw € I(f), alors par le a), w n’appartient
pas & F(f), donc est dans J(f).

Supposons maintenant que w ¢ I(f). Il existe donc une suite ny
strictement croissante d’entiers, telle que la suite f[™*(w) soit bornée en
module, disons par M > 1.

Si w € F(f), on peut trouver r > 0, tel que sur le disque B*(w,r),
on ait pour tout n et tout z A(f"(z), fMl(w)) < 5.

Puisque w est dans ’adhérence de I(f), le disque B (w, r) contient un
point w* de I(f); comme f["(w*) tend vers I'infini en module, on obtient
pour k assez grand :

1 1
max(L, [ (@)]} ~ 2M

A(fI(w), il (wr)) =

ou encore 2M < max{1,|f(*}(w)|} < M, ce qui est une contradiction, et
montre encore que w € J(f), et termine la démonstration.

Le but principal de cette partie est le théoréme suivant :

THEOREME 4. — Soient f, g deux fonctions entiéres transcendantes

telles que fog = go f. On suppose que P (f) ¢ I(g) ou P*(g) ¢ I(f).
Alors f et g ont méme ensemble de Julia.

On notera en particulier le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2. — Soient f une fonction entiere sur C,. On suppose
que f possede un point périodique répulsif w, d’ordre s, de multiplicateur
q, tel que ensemble Q = {z € C,; fl¥(2) — 2 = 0; (fI¥)Y(2) — ¢ = 0} est
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un ensemble fini (non vide car contenant w). Alors toute fonction entiére
g, qui permute avec f, et qui vérifie g’'(w) # 0 a mémes ensembles de Julia
et de Fatou que f.

Démonstration. — Les hypotheses faites impliquent que les gl™(w)
sont dans la partie finie 2. Par suite w n’appartient pas a I(g), et on a
PH(f) ¢ I(g). Le théoréme s’applique donc.

Exemple. — Soit P un polynéme & coefficients dans C,, de degré
m > 1, n’ayant que des racines simples, et ¢ € C,, |¢| > 1. Pour w racine de
P, soit u,, une racine carrée de 7,‘1,?—“1)), et @ un polynoéme de degré < m—1, tel
que Q(w) = u,, pour toute racine w de P. Soit enfin v une suite quelconque
d’éléments non nuls de C,,, dont le module tend vers l'infini si k£ tend vers
linfini.

On pose :

= PR
= z z 2 —
)=+ P@@AP T (1-52)

On vérifie immédiatement que f est une fonction entiére transcendante.

Les points fixes de f sont les solutions de f(z) — z = 0; ce sont les
racines de P, et du produit (Q(2))2[IF=5(1 — %’Z-))Q. Ces dernieres sont
toutes multiples, donc ces points fixes sont de multiplicateur 1.

Une racine w de P(z) donne comme multiplicateur 1+ P'(w)Q(w)? =
l14+4g—-1=gq.

Par suite, 'ensemble {z € Cp; f(2) —z = 0, f’(2) — ¢ = 0} est un
ensemble fini non vide. Soit g une fonction entiére qui permute a f, et
w une racine de P. Si ¢’(w) = 0, alors g(w) est un point fixe de f, qui
a un multiplicateur f’(w)!*? = ¢'*", ol h est 'ordre de multiplicité de
w comme zéro de ¢g'(z), qui est au moins 1. Ceci est absurde, puisque les
points fixes de f n’ont que deux multiplicateurs possibles, & savoir q et 1.
Donc ¢'(w) # 0, le corollaire s’applique, et les deux fonctions f et g ont
mémes ensembles de Julia et de Fatou.

Nous allons démontrer le théoréme ci-dessus par un ensemble de
propositions intermédiaires.

Tout d’abord :

LEMME 3.— Soient f,g deux fonctions entiéres transcendantes qui
permutent. On suppose que Pt(f) ¢ 1I(g). Alors il existe un point
périodique répulsif pour f qui est périodique pour g.
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Démonstration. — Soit w un point périodique répulsif pour f qui
n’appartient pas & I(g). Il existe un entier n > 1 tel que (W) = w, et
(f")(w) est de module strictement plus grand que 1. On sait qu’alors
tous les gl (w) sont des points fixes de f " qui sont également répulsifs
pour f[". Comme w ¢ I(g), la suite |gl*](w)| ne tend pas vers I'infini, il en
existe donc une sous-suite bornée, disons g/™*(w), avec donc la propriété
qu’il existe R > 0 tel que |g!"*!(w)| < R pour tout k. Comme la fonction
entiere f1"(2) —z n’a qu'un nombre fini de zéros dans le disque {z; |2| < R},
les éléments de la suite g™+ (w) ne peuvent étre tous distincts. On a donc
montré l'existence de deux entiers m et h > 0 tels que g™+ (w) = g™ (w).
Soit w* = gl™(w). Alors w* est un point fixe de g!"l, donc un point
périodique de g. C’est aussi un point fixe de f[™, que I'on sait étre répulsif.
Le point w* est donc un point périodique commun & f et g, qui est répulsif
pour f, ce qui termine la démonstration.

LEMME 4. — Solent f,g entiéres transcendantes qui permutent. On
suppose que f a un point périodique répulsif w, qui est un point périodique
pour g. Alors w est répulsif pour g, de sorte que f et g ont un point
périodique répulsif commun.

Démonstration. — On va suivre les schémas des démonstrations dans
le cas complexe dues a Fatou (voir [FA], page 366).

On peut supposer que w est un point fixe de f et g, quitte a considérer
des itérées de f et de g. On peut aussi, par une transformation affine,
supposer que w = 0. Soit alors ¢; = f’(0), et ® la fonction entiere vérifiant
D(q12) = f(P(2)), P(z) =2+ ....

Supposons que g2 = ¢'(0) # 0. La fonction ¢(z) = go ®(Z) est
entiere, telle que ¢(2) = z + ..., et vérifie aussi ¢(¢q12) = f o ¢(z). Par suite
¢(z) = ®(2), ce qui montre que ®(g22) = g o P(z). Si |g2| < 1, on a pour
R asses grand |g|(|®|(R)) = |9|(|g2|R) < [®|(R), donc |gl(p) < p pour p
assez grand, ce qui est absurde car g est transcendante; par suite |ga| > 1,
donc w est répulsif pour g.

Supposons maintenant que ¢’(0) = 0. On peut écrire : f(2) =
Q12+ a2 + ..., et g(z) = bp2" + ..., avec h > 2 et b, # 0; donc on a

fog(z) = ql(bhzh +.)+..=gof(z) =bplqz + )h + ...

d’ou on déduit que bpq; = bhq{‘. Comme ay, est non nul, on a g; = q{L, ce qui
est en contradiction avec le fait que |g1| > 1, et termine la démonstration.
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Nous passons maintenant & la derniere proposition nécessaire pour
établir le résultat envisagé :

ProprosITION 11.— Soient f,g deux fonctions entiéres transcen-
dantes qui permutent. On suppose que f et g ont un point périodique
répulsif commun, que 'on note w. Alors les ensembles de Julia de f et de g
sont les mémes.

Démonstration. — Par hypothese, il existe w, n, m, tels que f (w) =
w, gl™(w) = w, et w est répulsif pour f et g.

Comme J(f) = J(f") et J(g) = J(gI™)), on peut supposer que w
est un point fixe de f et g, en remplacant f par fI"! et g par g™. Par une
translation, on peut supposer que w = 0.

On sait alors, en notant g; la dérivée en z = 0 de f (on a donc
lg1] > 1), qu’il existe une fonction entiere @ telle que ®(2) = z + ...,
vérifiant ®(q12) = f(P(2)), et que ® est déterminée de maniére unique
par ces conditions. Il en résulte également que ®(g22) = g(®(z)), ol ¢2
est la dérivée de g en z = 0. En effet, posons ¢(z) = go <I>(qi2); on a
P(z)=z+.., et

oot = roaod () =goson(2) = gon (1) - oue
q2 q2

a2
D’apres I'unicité, il vient ¢(z) = ®(z), et donc on a ’égalité demandée.

Notons que |g1| et |g2| sont des puissances rationnelles de D’entier
premier p, donc multiplicativement dépendants. Il existe donc ny et ng
entiers > 1, tels que ¢ et ¢5? soient de méme module; quitte & remplacer
encore f et g par des itérées, on peut supposer que q; et g2 sont de méme

module.

On note maintenant Zo,(f) = {z € Cp;3In € N, fI"(z) = 0}, et de
méme pour g. Il s’agit dans les deux cas de la grande orbite de 0 pour f et
pour g, donc Z(f) est complétement stable par f, et de méme Z..(g) est
compléetement stable par g.

On a déja vu qu’alors on a Zoo(f) = J(f) et Zoo(g) = T(g)-
Nous allons montrer que Z(f) C J(g)-

Soit pour cela w € Zx(f); il existe donc n tel que fI"/(w) = 0. On
a donc pour tout h > 0, fI*tM(w) = 0. 11 existe aussi o € C, tel que
®(a) = w. On a donc fI*M(w) = ®(¢7*"a) = 0 pour tout h > 0. Comme
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q1 et g2 sont dans C, de méme module, il existe une suite hy d’entiers, de
limite +o0, tels que (g—;)"‘”“c ait pour limite 1 si k& — oo.

On définit la suite g € C, par qé’”"ﬂk = q?“”a. On a donc
B(ghBy) = ®(¢7*a) = 0, c'est-a-dire que g"HhI(®(3;)) = 0. Par
suite ®(0k) € Zoo(g). On regarde maintenant la différence |3y — @|. On a

q;l‘l'hkﬁk — q'il“‘hka’ d’ott
(ql ) n+hg <q1 >n+hk
— a—a — -1
q2 q2

de sorte que By — a si k — oo. Il en résulte que ®(Bx) € Z(g) converge
vers ®(a), ce qui montre bien que w = ®(a) € Z(g9) = J(g). On a donc
montré que Zo(f) C J(g), et par suite en prenant les adhérences, que
J(f) € J(g). L’inclusion réciproque est aussi vraie, on a donc 'égalité

annonceée.

1B —a| =

= |e]

Remarque. — On peut aussi raisonner de la maniére suivante pour la
fin de la démonstration.

Soit 8 dans I’ensemble de Julia de f. Soit r > 0. On se donne w € C,,
tel que ®(w) = 0, et p > 0 tel que (BT (w,p)) = BT (,7) (ou contienne
B*(0,r)). 1l existe un entier m > 1 tel que ¢{"B*(w,p) = ¢5'B*(w,p),

comme on 'a vu ci-dessus, car il suffit que |¢i" — ¢5*||w| < |q1]™p = |g2|™p
pour avoir cette égalité. Si k > 1, on a alors

km km _m m (k=1)m (k=2)m m (k—1)m
la™ — g™ llwl = 161" — a3' [l +q G+t q [w]

m m

<lai"* = a5 llwllaal 0™ < Jaal*"p,
de sorte que ¢¥™ Bt (w, p) = ¢5™B™* (w, p) pour tout k > 1.
On a alors, pour tout k > 1,
fER(B(0,r)) = ®(gi™ B (w, ) = (g5 B* (w, p)) = g*"(B* (6,7)).

Maintenant, 6 est dans 'ensemble de Julia de fI", qui est égal & celui de f.
Il en résulte que

U1 fE"(BH(0, 7)) = Cp = Ui g™ ™ (B* (0, 7))

et ceci implique que @ est dans Pensemble de Julia de la fonction ¢!™, donc
dans I’ensemble de Julia de la fonction g. On a donc montré que I’ensemble
de Julia de la fonction f est inclus dans ’ensemble de Julia de la fonction g,
et comme la réciproque est vraie, ceci termine la démonstration.
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4. Dynamique de deux fonctions entieres transcendantes
qui permutent.

Dans cette partie, nous commencons par rappeler la notion de D-
composantes de ’ensemble de Fatou d’une fonction entiere, en suivant la
présentation de R. Benedetto (voir [BE4]).

Soit donc f une fonction entiére transcendante, et U = F(f) son
ensemble de Fatou. Nous supposerons toujours dans cette partie que
I’ensemble de Julia de f est non vide. Il en résulte immédiatement que
cet ensemble est non borné; en effet, si R > 0, 'image de Cr = {2z €
Cp;|2| = R} par une fonction entiere transcendante est toujours C,;
donc si ’ensemble de Julia est borné, il existe R tel que Cg soit inclus
dans I’ensemble de Fatou, donc f(Cr) = C, est I’ensemble de Fatou, et
I’ensemble de Julia est vide.

Pour z € U, nous appellerons D-composante de x la réunion des
disques de centre z inclus dans U. Il est clair que c’est un disque, (cir-
conférencié ou non), c’est le disque de rayon maximal inclus dans U et de
centre .

Cette définition, différente de celle du cas complexe, vient du fait que
C, est totalement discontinu, ce qui empéche d’utiliser les composantes
connexes usuelles.

Il existe une autre définition de composante, qui utilise des affinoides,
voir [BE4]; nous ne I'utiliserons pas ici.

Si D = B(a,r) est une D-composante de ’ensemble de Fatou d’une
fonction entiere transcendante f,'image de D par f est un disque D* inclus
dans I’ensemble de Fatou de f. Il est donc contenu dans la D-composante
T de f(a). Nous allons montrer que T' = D*.

Si D* et T ont des rayons distincts, alors on peut trouver r’ > r, assez
proche de r, tel que I'image du disque de centre a, rayon 7’ soit incluse
dans T'. Mais alors, puisque l’ensemble de Fatou de f est compléetement
stable par f, le disque de centre a, rayon r’ est inclus dans ’ensemble
de Fatou de f, contrairement au fait que D est une D-composante. Donc
T et D* ont méme rayon. Si ces disques sont distincts, c’est que D* est
non circonférencié, de rayon p appartenant au groupe des valeurs de C,,
et T est le disque circonférencié de centre f(a), rayon p. En considérant
le développement en série entiere f(z) = ) _,cn(z — @), on voit que
p = maxn>1{|cn|r™}, quantité atteinte, de sorte que r est aussi dans le
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groupe des valeurs. Mais alors D est égale au disque non circonférencié de
centre a et rayon r, 'image du disque circonférencié de centre a rayon r qui
est égale a T est incluse dans I’ensemble de Fatou, et donc aussi le disque
circonférencié de centre a, rayon r, on a encore une contradiction.

Par suite, I'image d’une D-composante de I’ensemble de Fatou par f
est encore une D-composante.

Noter que ceci ne se produit pas dans le cadre des fractions ra-
tionnelles en prenant comme espace P!(C,), voir [BE2] pour un exemple.

On peut donc considérer I'action de f sur ’ensemble des D-compo-
santes de ’ensemble de Fatou de f. Nous dirons que la D-composante D est
périodique, s’il existe m > 1, tel que f [m](D) = D, prépériodique s’il existe
m > h tels que f™(D) = flP}(D), ou errante si on a fI™ (D) # f"(D) si
m #n.

Nous allons étudier la dynamique de deux fonctions entieres trans-
cendantes qui permutent : se comportent-elles de la méme manieére sur les
D-composantes de I’ensemble de Fatou?

On sait qu’en analyse complexe, ce n’est pas le cas, cf [PY].

On a tout d’abord le résultat suivant, qui se déduit immédiatement
des résultats de R. Benedetto, voir [BE4]; les démonstrations ne sont
données que pour la commodité du lecteur.

ProposiTioN 12.— Soit f une fonction entiére transcendante. On
suppose que son ensemble de Julia n’est pas vide. Alors

a) Une D-composante périodique D de F(f) est un disque cir-
conférencié rationnel, et son image par l'itérée de f correspondante est D.

b) Dans toute D-composante périodique, f a un point périodique.

Démonstration. — On montre d’abord que la D-composante D est un
disque circonférencié rationnel (noter que disque circonférencié irrationnel
et disque non circonférencié irrationnel de méme rayon sont le méme
ensemble).

Supposons tout d’abord que D = B~(f,r) est un disque non cir-
conférencié, donc forcément de rayon rationnel. Notons h = fI5l. Soit
h(z) = ag+a1(z —0) + ... + ax(z — 0)* + ... le développement en série de h
au voisinage de §. Comme h(D) C D, il vient que |ag — 6| < r , et aussi que
pour tout p < r, on a |ag|p* < r. Il en résulte que |ag — 0| < 7, et |ag|rF <
pour tout k, ce qui montre que 'image du disque circonférencié B (6, )
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par h est incluse dans lui-méme. Mais alors ce disque circonférencié, qui est
strictement plus grand que la D-composante D, est inclus dans I’ensemble
de Fatou de h par le critére de Hsia, qui est le méme que ’ensemble de
Fatou de f; il y a contradiction.

Supposons maintenant que le disque soit irrationnel. Alors le rayon de
I'image de D par h est égale & la quantité |h —ag|(r) = Max{|ax|r*; k > 1},
qui vaut donc r. Mais cette quantité est atteinte, il existe donc N > 1
telle que |ay|rY = 7. Si N # 1, il vient r € |C;|, contradiction avec
I’hypothese que le disque est irrationnel. Donc N = 1; alors il existe p > r,
assez proche de 7 tel que 'on ait encore |h — ag|(p) = p. Ceci montre que
le disque de centre 6, rayon p, est stable par h, donc dans ’ensemble de
Fatou de f, contrairement au fait que le disque de centre 6, rayon r est une
D-composante.

Finalement, on a bien montré qu'une D-composante périodique est
un disque circonférencié rationnel.

Il reste & montrer que b) est vrai.

Notons D = B*(w,r). Soit h = fI¥l, et h(2) = ag + a1(z —w) + ... +
ar(z —w)® + .... On a par hypothése que ag = h(w) vérifie |ag — w| < 7, et
la,|r? < 7, avec le fait que soit |ag — w| = 7 et |a;|r? < r pour tout j > 1,
ou il existe un entier ¢t > 1 tel que |a¢|r’ =r et |a;|r! <rsij>t+1.

Le premier cas implique que pour tout z € D on a |h(z) —w| = 1,
contrairement au fait que h(D) = D. On adonct > 1. Sit =1, on a tout
d’abord |a;|r = r, de sorte que |a;| = 1. On choisit ensuite p > r, on trouve
N tel que si j > N on a |aj|p? < r, et on trouve ensuite p. €]r, p[ tel que
pour tout j,2 < 7 < N, on ait |aj|p1 < p«. On aura alors |ag — w| < 7 < p.,
lai|px = ps, et |a]|p1 < px 81 j = 2, ce qui montre que le disque de centre w,
rayon p, est stable par h, donc dans ’ensemble de Fatou de f, et strictement
plus grand que la D-composante D, ce qui est absurde. Donc t > 2, et il
vient que h(z)—2z = h(2)—w—(2—w) = by+b1 (z—w)+...+bs (2 —w)* +... est
tel que |h(z) — z|(r) = |be|r® = |a¢|rt = 7, avec |bj|r? = |a,|r? <rsij>t;
par suite h(z) — 2z a au moins t > 2 zéros compte tenu des multiplicités
dans D, donc au moins 1, qui sera un point périodique de f.

ProBLEME 4. — On suppose que f et g entiéres permutent et qu’elles
ont le méme ensemble de Fatou.

Les fonctions f et g ont-elles la méme dynamique sur les D-
composantes de F(f) = F(g)?
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Autrement dit, si D est une D-composante de F(f) = F(g), l’action
de f et de g sur D est-elle la méme : si D est périodique pour f, a-t-on que
D est périodique pour g, etc.

Nous allons donner une réponse partielle & cette question :

PropositioN 13.— Soient f,g deux fonctions entiéres transcen-
dantes qui permutent, on suppose que f et g ont un point périodique répulsif
commun.

On sait qu’alors les ensembles de Julia et de Fatou des deux fonctions
sont égaux. On a alors de plus que la dynamique sur chaque D-composante
de F(f) = F(g) est de méme nature, c’est-a-dire que si une D-composante
D est périodique pour une des fonctions, elle I'est aussi pour 'autre.

Démonstration. — On fait les réductions habituelles pour se ramener
au cas ol 0 est un point fixe répulsif commun, avec comme multiplicateurs
q1 et g2 pour f et g respectivement, on peut supposer que ¢ et g
sont de méme module, et on introduit une fonction entiere ® telle que
®(q12) = f(P(2)) pour tout z € C,, et aussi ®(g22) = g(P(2)) pour tout
z € C,.

On se donne une D-composante de F(f) = F(g) , périodique pour f,
et on va montrer qu’il en est de méme pour g.

Soit donc s un entier tel que fI*1(D) = D.

Soit maintenant n # 0 et p tels que ®(B*(n, p)) = D. On a alors que
pour tout n et m, f"1(D) = ®(qtB*(n,p)) = ®(B*(¢n,|q1|"p)), et de
méme gI™(D) = ®(q5*B* (n, p)) = ®(B* (45", |92 p))-

Par hypothese, fl/(D) = D, donc f**/(D) = D pour tout k € N. 1l
en résulte que ®(B*(¢F*n, |q1¥*p)) = D pour tout k.

On choisit une suite k,, d’entiers de limite 400, telle que (Z—j)""“" —
1 si n — oo. Montrons que pour n assez grand, les deux disques
Bt (g%, |q1 |7 p) et B (¢5"*n, |q2|*"*p) coincident. Puisque q; et go sont
de méme module, ces deux disques sont de méme rayon, il suffit de montrer
que la différence de leurs centres est en module inférieure a leur rayon qui
est plqi|¥*. Or cette différence en module est |7]||q1|"“"s||(g—f)’“"S — 1], et
|(g%)’“"s — 1| tend vers 0 si n — 00. Les deux disques coincident donc pour
tout n assez grand, donc aussi leur image par @, et par suite g[k"S](D) =D

pour tout n assez grand, ce qui démontre I’assertion.
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ProrosiTion 14. — Soient f, g entiéres qui permutent ayant un point
périodique répulsif commun. Soit D une D-composante périodique pour f
et g. Alors f et g ont dans D un point périodique commun.

Démonstration. — On suppose que fl(D) = D et ¢g!*}(D) = D. Soit
w un point de D tel que fll(w) = w, on a vu qu’il en existait un. La suite
g™*l(w) = vy, est & valeurs dans D, et comme fl!l(w) = w, on a fH(v,) = v,
pour tout n. Par suite, la suite v, ne peut étre injective, puisque fl a un
nombre fini de zéros dans D. La suite v,, est donc prépériodique, et il existe
un entier m et un entier h > 1, tels que n = gl*™(w) vérifie g"*!(n) = n. On
a aussi que fll(n) =7, de sorte que 7 € D est le point périodique commun
cherché.

En fait, on a un résultat plus général :

ProposITION 15.— Sous les conditions précédentes, les fonctions f
et g ont exactement les mémes points périodiques non répulsifs.

Démonstration. — On peut supposer que 0 est un point fixe répulsif
commun aux deux fonctions f et g. Soit ® la fonction entiere telle que 1’on
ait ®(z) = z + ..., (q1z) = f(®(2)), et ®(g2z) = g(®(z)) pour tout z.
Comme on peut remplacer f et g par une de leur itérées, on peut supposer
que ¢; et g2 sont de méme module.

Soit # un point périodique non répulsif de f. Il existe un entier non
nul s tel que l'on ait fl*(9) = 6.

Soit r > 0 un réel tel que, dans le disque BT (8,r), 1’équation
f [s](a:) — x = 0 n’ait comme racine que 0. Si on prend r suffisamment
petit, Pimage par fl*! de ce disque sera inclus dans lui-méme.

Soit w tel que ®{w) =60, et p > 0 tel que 'image par ® du disque de
centre w, rayon p soit le disque de centre 6, rayon 7. Soit m un entier tel
que |q1[™*|(L)™ = Lw| < |ga[™p.

Alors pour tout [ > 1, I'image par "] du disque de centre 6, rayon
r est égale & l'image par ® du disque de centre ¢'™Sw, rayon |q;|'™r, et
ce disque est égal au disque de centre ¢)™*w, rayon |go|'™°r, dont I'image
par ® est égale a I'image par gl'ms! du disque de centre 6, rayon r. Comme
flimsl(B*+(9,7)) ¢ B*(8,r), on a aussi g'™(B*+(0,7)) ¢ B*(6,r)). Il en
résulte que g{™*1() est une racine de I’équation fl*!(x) — x dans B*(8,r).
Comme ['unique racine de cette équation dans ce disque est 6, on a
g!™*(8) = 6, ce qui démontre que tout point périodique non répulsif de f
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est également un point périodique de g, non répulsif car appartenant a
I’ensemble de Fatou de g. Comme l’inverse est vrai également, ceci termine
la démonstration.
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