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QUOTIENTS JACOBIENS
D’APPLICATIONS POLYNOMIALES

par E. ARTAL BARTOLO®),
P. CASSOU-NOGUES & H. MAUGENDRE

1. Introduction.

Soient f,g € Clz,y] deux polynémes. Nous considérons 'application
¢ = (f,g) : C?> — C2. Nous fixons les coordonnées (z,y) & la source et les
coordonnées (a, b) & Parrivée. Dans le cas local, ¢’est-a-dire lorsque

f,9€C{z,y} et ¢:(C*0)— (C*0)

est un morphisme fini, H. Maugendre a mis en évidence dans [12] le rapport
entre le polygone de Newton (local) du lieu discriminant de ¢ et ’ensemble
des quotients jacobiens de (f, g) qui est un invariant de la topologie des
entrelacs locaux de f et g.

Notre propos dans ce travail est de généraliser ce résultat au cas affine.
Nous supposons que pour tous a,b € C, les polynémes f —a et g — b n’ont
pas de facteurs communs et que ¢ est dominante. Nous notons J le lieu
jacobien de ¢. Soit

¢(J) = A

le lieu discriminant de ¢ ; c’est une courbe algébrique de C2. Soit S le lieu de
non-propreté de ¢, i.e., S est le plus petit sous-ensemble algébrique de C?

() Le premier auteur est partiellement financé par DGES PB97-0284-C02-01 et
BFM2001-1488-C02-02.
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400 E. ARTAL BARTOLO, P. CASSOU-NOGUES & H. MAUGENDRE

tel que la restriction ¢| : C*\ ¢~1(S) — C?\ S est propre; S est aussi une
courbe algébrique de C? (voir [8]). Soient

C:=AUS et J:=¢1(0).
Notons que I'application
9:C2\J — C?\C

est un revétement non ramifié et que C est minimale pour cette propriété.
La courbe C' va jouer le role de la courbe discriminante dans le cas local.

Nous avons besoin de préciser quelques notations pour introduire la
notion qui va remplacer les quotients jacobiens et les pentes du polygone
de Newton du cas local. Dans

A:=QxQ\ {(0,0)},
nous définissons la relation d’équivalence
(1.1) (n1,ng) ~ (m1,m2) < 3Ju € Qs tel que (M1, m2) = u(ny,ng).
Nous notons D le quotient de A par cette action et

S:={+,—,0}*\ {(0,0)}.

On a la décomposition

D= U Dyt

(s,t)ES
ou Dst = {[(myn)] ’ me Qsa n e Qt} avec QO = {O}

Remarque 1.1. — Si 0 € {s,t}, alors #Dg = 1. Si 0 ¢ {s,t}, I'appli-
cation @y : Dgt — Qs donnée par @ [(p, q)] := |p/q| est une bijection.

Nous rappelons la notion de polygone de Newton total d’un polynéme.
Soit p(a,b) = 0 une équation réduite de C et soit I" le polygone de Newton
total de p : si

p(a,b) = anao‘lbo‘z,
(o2
alors I est le bord de I’enveloppe convexe dans R? de

Supp(p) := {a = (o1, a2) € N* | cq # 0}

Nous orientons I' dans le sens inverse des aiguilles d’une montre.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



QUOTIENTS JACOBIENS D’APPLICATIONS POLYNOMIALES 401

Soit v; une face de I'; notons A; P'origine et B; 'extrémité de ;. Nous
associons a v; la paire

q(vi) == (yB, — YA, ,Ta, —B,) €L X L.

Nous définissons

Qc = {[a(:)] € D | ; aréte de T'}.

L’ensemble Q¢ joue le role de ’ensemble des pentes du polygone de Newton
local. La décomposition précédente induit une décomposition

Qo= |J Qst, ot Qs :=Qc N Dy
(s,t)eS
Nous définissons une décomposition de I" en sous-graphes
= J e
(s,t)eS
telle que pour (s,t) € S, le sous-graphe I'y; est la réunion des arétes y; de T’

telles que [g(7;)] € Ds:.

Les entrelacs locaux sont remplacés par les entrelacs & l'infini des
courbes affines f~'(0) et g='(0). Nous les notons Ly, et Lg%. Nous
considérons le diagramme minimal de Eisenbud-Neumann G de ’entrelacs
L U Lg%, voir [5]. Pour chaque sommet v de G, soit p, la composante
virtuelle qui lui est associée. Nous attribuons & v la paire

c(v) = (‘C( ??Ovpv)vﬁ( Z?Ovpv))v
ou L est le nombre d’enlacement dans une grande spheére contenant les
entrelacs ; cette spheére est orientée comme le bord de la couronne extérieure.

Nous notons
Qo := {[c(v)] € D | v sommet de G, c(v) # (0,0)}.
Remarque 1.2. — Nous reviendrons plus tard sur cette définition, voir
exemple 2.4. Les sommets de rupture du graphe G sont en bijection avec
les morceaux seifertiques de la décomposition de Waldhausen minimale

du couple (S3, Fo U Lg%), ce qui leur procure un caractére topologique
intrinseque.

Nous avons aussi une décomposition

Q= |J @F, ot QF :=QunDy.

(s,t)ES

Le résultat principal de ce travail est :

TOME 53 (2003), FASCICULE 2



402 E. ARTAL BARTOLO, P. CASSOU-NOGUES & H. MAUGENDRE

THEOREME 1.3. — Avec les hypothéses précédentes :
(i) Q% = Qst, si s out sont égaux a +;
(ii) Q% C Qst, sinon.
Si l'on fait un changement de variables a — a — ag, b — b — by,
a0, by € C, le polygone de Newton total et les entrelacs changent. Les parties

Q4+ et Q, restent les mémes. Les parties Q, et Q5, avec — € {s,t},
sont génériquement vides.

Nous connaissons des propriétés asymptotiques pour la courbe S
et notre théoreme donne des résultats supplémentaires sur la courbe
discriminante. En particulier, un candidat potentiel comme contre-exemple
a la conjecture du jacobien ne doit pas faire apparaitre d’autres paires
que celles fournies par la courbe S. De la démonstration du théoréme
nous déduisons qu’un mauvais générateur de corps ne peut contribuer
a la construction d’un contre-exemple & la conjecture du jacobien, voir
corollaire 4.10.

Exemple 1.4. — Illustrons notre théoreme sur un exemple. Soient :
s=zy+1, p=zxzs+1, u=s2+y,
f=p2U+ps+3s, g=uz+1.

On a
S={a-b"=0}, A={a®-8ab+40>+120° =0}, C=SUA.

Le polygone de Newton total de C est dans la figure 1.

Figure 1. Polygone de Newton total de C

On a donc

Qit = {[(2’ D], [(372)]}7 Qo= {[(—1’0)]}’
Q—— = {[(-2,-1][(-1,-1]}.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



QUOTIENTS JACOBIENS D’APPLICATIONS POLYNOMIALES 403

Les autres Qs sont vides. Le diagramme d’Eisenbud et Neumann de la
courbe {f = 0}U{g = 0} est dans la figure 2. On a représenté les fleches de
f en blanc et celles de g en noir. On a écrit entre parentheses les paires ¢(v)
pour chaque sommet v de valence supérieure ou égale & trois.

(-2,-1) (2,1) (3,2)
-5 -1 -7

Figure 2. Diagramme d’Eisenbud et Neumann a I'infini

On voit sur cet exemple que QS = Qs pour (s,t) = (+,+)
et (s,t) = (—,—). Si maintenant nous considérons la transformation
a+— a—ag, b— b— by avec (ag,by) générique, le polygone de Newton
de C devient celui de la figure 3.

Figure 3. Polygone de Newton générique

Nous avons
Qi+ ={l2,1), (3,21},  Q-0={[(-10)},
QO_ = {[(0, _1)]}’ Q—_ = .
Le diagramme d’Eisenbud et Neumann de {f = ao} U {g = bo} est dans
la figure 4. On a QP = Q4+, Q. =Q__ =0, Q% =0 S Q¢ et
ng_ = 0 ; Q()_..
(0,0) (2,1) (3,2)
-3 -1 -7 . _
2 2 3

Figure 4. Diagramme d’Eisenbud et Neumann générique

TOME 53 (2003), FASCICULE 2



404 E. ARTAL BARTOLO, P. CASSOU-NOGUES & H. MAUGENDRE

Figure 5. Polygone de Newton pour (4, —2)

Enfin si nous considérons la transformation a — a — 4,b — b+ 2, le
polygone de Newton de C est dans la figure 5 et nous avons

Q++=1{(21),3,2)}, Q-0={(-1,0)},
Qo- = {(0,-1)}, Q--={(-1,-1)}.

Le diagramme d’Eisenbud et Neumann de {f = 4} U {g = —2} est
dans la figure 6.

Figure 6. Diagramme d’Eisenbud et Neumann pour (4, —2)

Ona@QY, =Q44+ et Q¥ =Q__.
Si maintenant (ag, bg) € A\ S et (ao, bo) # (4, —2), alors

Qes = {[@D)], (.21}, Q@-0={[-1,0)]}, Qo ={I(0,-D)]},
Q- ={l-1L-Dl}, QT =Qs,
Q> =0SQ__, % =0%Qo0, QX =0% Q.

Dans le paragraphe 2 nous rappelons des notions topologiques et nous
généralisons un résultat de Lé, Maugendre et Weber [9], que nous utilisons
ensuite. La partie 3 est consacrée & la démonstration du théoreme. Enfin
dans la section 4 nous traitons quelques exemples.

Cet article a été terminé alors que le premier auteur était ’invité pour
un mois du Laboratoire de Mathématiques pures de I'Université Bordeaux I.
Il remercie le Laboratoire et 'Université pour cette invitation.
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2. Rappels.

2.1. Variétés et entrelacs graphés.

Dans cette section M est une 3-variété compacte connexe sans bord et
orientée. Tout entrelacs considéré dans M sera aussi orienté. Nous rappelons
qu’une variété est dite seifertique si elle admet un feuilletage dont les feuilles
sont des cercles.

DErFINITION 2.1. — La variété M est une variété graphée s’il existe
une famille finie de tores {T;}ic; dans M avec des voisinages V(T;) de
ces tores tels que M \ |J;c; V(Ti) soit une réunion disjointe |J,c ; M; de
variétés seifertiques connexes a bord.

La donnée de la définition s’appelle une décomposition de Waldhausen
de la variété. Les tores T; s’appellent les tores de la décomposition et les M
s’appellent les morceaux seifertiques de la décomposition. Ces variétés ont
été classifiées par Waldhausen, voir [18] et [19]. Il a démontré qu’a quelques
exceptions pres, une variété graphée ne posseéde qu’une seule décomposition
minimale & isotopie pres. Ces exceptions ne nous concernent pas.

DEFINITION 2.2. — Le couple (M, L) est un entrelacs graphé si M est
une variété graphée, L est un entrelacs de M et il existe une décomposition
de Waldhausen de M telle que L soit une réunion de feuilles seifertiques
des morceaux de la décomposition. Une telle décomposition est dite une
décomposition de Waldhausen de ’entrelacs (M, L).

Lorsque L est non vide, la théorie de Waldhausen implique que si
(M, L) est un entrelacs graphé, alors, il y a, & isotopie pres, une seule
décompositon de Waldhausen minimale que nous notons DMW, telle que
L soit une réunion de feuilles seifertiques.

Un morceau seifertique est dit non intrinséque s’il est un tore plein
dont seule ’ame peut étre une composante de ’entrelacs, ou un tore épaissi,
ou un espace lenticulaire ot seules les ames des tores pleins peuvent étre
des composantes de l’entrelacs. Dans les autres cas le morceau est dit
intrinséque, et la fibration de Seifert est unique & isotopie preés [7]. Dans la
suite, sauf mention explicite, un morceau seifertique sera intrinseque.

Supposons maintenant que M soit une variété graphée et une
sphere d’homologie rationnelle de sorte que le nombre d’enlacement L
soit défini dans M [11]. Soient K,L C M des multientrelacs de M tels
que (M, K U L) soit un entrelacs graphé. Soit v une feuille seifertique de

TOME 53 (2003), FASCICULE 2



406 E. ARTAL BARTOLO, P. CASSOU-NOGUES & H. MAUGENDRE

la. DMW associée & (M, K U L) telle que le couple de nombres rationnels
c(v) := (L(v, K), L(v, L)) soit différent de (0,0). Remarquons que la classe
d’équivalence de ce couple modulo la relation d’équivalence (1.1) ne dépend
que du morceau seifertique qui contient v. Nous choisissons une feuille
générique v; pour chaque morceau seifertique. Alors, nous définissons

Qr.r = {[e(vy)] | j € J,c(v;) # (0,0)},
qui est un invariant topologique de (M, (K, L)).

DerINITION 2.3. — Soient M, K, L comme ci-dessus. Nous dirons que
(M, (K, L)) est positif si Qk,;, C D++. Dans ce cas il y a une identification
naturelle de Qg 1, avec

A - ‘C(vij)
W ={Z6n

par @44, voir remarque 1.1.

|3 €, c(v) # (0,0}

Exemple 2.4. — Le couple (S3, (L5%0, Lgh)) est tel que (83, LFULGS)
est un entrelacs graphé. Dans ce cas Qo = @ L%, Ly En effet, les sommets
de rupture du diagramme minimal d’Eisenbud-Neumann (voir 1’exemple
2.5 ci-dessous) sont en bijection avec les morceaux seifertiques de la DMW
associée & (L;?O, Lg?o). Les composantes virtuelles des sommets de rupture

du diagramme s’identifient & des feuilles seifertiques génériques.

Exemple 2.5. — Soit Y une surface lisse. Soit D un diviseur connexe
de Y & croisements normaux. Nous supposons que les composantes
irréductibles de D sont compactes et lisses. Notons G le graphe dual
de D; nous supposons aussi qu’il n’y a pas de sommet de G de valence au
plus deux dont la composante irréductible associée soit rationnelle et de
self-intersection —1.

Soit M le bord d’un voisinage régulier T'(D) suffisamment petit de D.
M est une variété graphée orientée comme bord de T(D). Il y a une
bijection naturelle des sommets de rupture de G (sommets de valence au
moins 3 ou sommets associés & des composantes non rationnelles) et les
morceaux seifertiques de la DMW de M.

Si L est une réunion de bords de curvettes de D, alors (M, L) est
un entrelacs graphé. Cet entrelacs est codé par un graphe G obtenu
a partir de G comme suit : une curvette est symbolisée par une fleche
s’accrochant au sommet qui représente la composante irréductible de D
qui Pintersecte. Les sommets de rupture de G sont en bijection avec les

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



QUOTIENTS JACOBIENS D’APPLICATIONS POLYNOMIALES 407

morceaux seifertiques de la décomposition de Waldhausen de (M, L) induite
par le diviseur.

LEMME 2.6 (cf. [14]). — Avec les notations de I'exemple 2.5, M est
une sphére d’homologie rationnelle si et seulement si les trois conditions
suivantes sont satisfaites :

» Toutes les composantes de D sont rationnelles.
e G est un arbre.

o La matrice d’intersection de D est non dégénérée.

Supposons que M soit une sphére d’homologie rationnelle; soit U
un voisinage suffisamment petit de D et soit f : U — C une fonction
holomorphe telle que fijp = 0. Notons K le multilink associé a f, i..,
Iintersection de f~1(0) avec M tenant compte des multiplicités. L’entrelacs
(M, K) est graphé mais il n’est pas, en général, une réunion de bords de
curvettes de D.

Soit 7 : U — U une résolution de f, ie., si f := mo f, alors F*(0)

~

est un diviseur & croisements normaux. Soit D := m~1(D); alors
T(ﬁ) := - Y(T(D)) est un voisinage régulier de D. Le bord de T(D)
est identifié & M par m et K est identifié au llnk de f L’entrelacs K
est devenu une réunion de bords de curvettes de D soit G le graphe qui
représente K. Dans ce cas, les sommets de G de valence au moins trois
sont en bijection avec les morceaux seifertiques d’une décomposition de
Waldhausen de (M, K), les feuilles seifertiques étant les bords des curvettes
des composantes associées. Notons que s’il n’existe pas de sommet de valence
au plus deux représentant une courbe rationnelle d’auto-intersection —1,

alors la décomposition est la DMW.

LEMME 2.7. — Fixons une composante irréductible D; de 13; soit v
le bord d’une curvette V de D; et soit m la multiplicité de D; dans f* (0).
Alors,
m = Ly (v, K).

Démonstration. — Cette égalité découle de la définition du nombre
d’enlacement. En effet, si nous notons K; := f~1(t) N M, par transversalité
il y a une homotopie de Ky a K, pour t assez petit, qui n’intersecte pas v;
par conséquent, (v, K) = Lpr(v, Ky). Par définition de la multiplicité,

~1(¢) intersecte V en m points. Il est possible de pousser f~1(¢) vers une
surface de Seifert F' de K; dans M de sorte que v - F' = m et nous avons
I’égalité. O

TOME 53 (2003), FASCICULE 2



408 E. ARTAL BARTOLO, P. CASSOU-NOGUES & H. MAUGENDRE

DEFINITION 2.8. — Soit M une variété graphée et soient K, L, H des
entrelacs de M tels que (M, K U L U H) soit un entrelacs graphé. Nous
définissons Qﬁ’ 1, comme Q 1, en considérant maintenant la DMW associée
a K ULU H. Nous dirons que (M, (K, L), H) est positif si Q%L CDyy et
dans ce cas nous l'identifions a Qﬁ L parpq.

Il est évident que Qx.r C Q%’ ;, Mais en général il n’y a pas d’égalité.

2.2. Cas local généralisé.

Soit (X,p) un germe de surface normale; soit M le link de
cette singularité. Nous supposerons que M est une sphére d’homologie
rationnelle. En particulier, le nombre d’enlacement est bien défini dans
M. Soit ¢ = (f,g) : (X,p) — (CZ,0) le germe d’un morphisme analytique
complexe fini. Notons que p est un point d’intersection isolé de F' := f*(0)
et G := g*(0). Soient Ky, K; C M les (multi)links de F' et G dans
X. Nous rappelons que (M,K; U K;) est un entrelacs graphé et que
F-Gi=dimOx,/(f,9) = LK}, K,).

Considérons la résolution minimale plongée 7 : ¥ — X de f - g.
Le diviseur ((f-g)om)" (0) est & croisements normaux. Nous notons D le
diviseur exceptionnel de 7. La variété M s’identifie au bord d’un voisinage
tubulaire de D [14]. Comme dans I’exemple 2.5, ce diviseur donne lieu & la
DMW de (M, Ky UK). Puisque M est une spheére d’homologie rationnelle,
d’apres le lemme 2.6, les morceaux seifertiques de la DMW de (M, Ky UK)
sont en bijection avec les composantes de D ayant valence supérieure ou
égale a 3 dans le graphe dual fleché. Une feuille seifertique générique v
d’un morceau de cette décomposition de M est le bord d’une curvette de
la composante irréductible de D associée au morceau seifertique. Soit m la
multiplicité de cette composante dans le diviseur (for)*(0); alors d’apres
le lemme 2.7,

m = L(v,Ky).

Soit h : (X,p) — (C,0) un germe de fonction holomorphe. Notons
K}, le link de h. D’autre part, soit A := {§ = 0} le lieu discriminant de ¢
et soit & : (C2,0) — (C,0) tel que A=1(0) = ¢(h~1(0)). Soit Q I’ensemble
des pentes du polygone de Newton local de 6h. Nous remarquons que
(M, (K, Kg), Ky) est positif.

Avec les arguments de [9], nous avons :
~ =K.
LEMME 2.9. — Q@ = Qx| k-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



QUOTIENTS JACOBIENS D’APPLICATIONS POLYNOMIALES 409

Démonstration. — Nous notons Qs et 6_2;1 les ensembles des
pentes des polygones de Newton de é et h, respectivement. D’apres [9],
Qs = Qk, K, C Qﬁ'f‘,xg-

Soit ¢ € Qj; il est égal & un quotient des nombres d’enlacement du
link de h; = ¢(hs), ol h; est une branche de h, avec les links des axes. Par
la théorie des revétements, le link de h; est une feuille d’'une décomposition
de Waldhausen de (M, Ky U K, U Kj) et g est le quotient des nombres
d’enlacement de cette feuille avec Ky et K.

Par définition de la DMW de (M,K; U KyU K4), q € Qﬁ;,,{g. Par
conséquent, Q C Qﬁ; K,"

L’autre inclusion est immédiate par la théorie des revétements. |

Ce lemme est une généralisation du résultat de H. Maugendre [12]
ol X était C? et h était une unité.

Remarque 2.10. — Remarquons que si M est un espace lenticulaire,
Ky et K, sont les &mes de deux tores pleins et K}, est vide, alors Qllg’f’ K,
est vide car 'unique morceau seifertique n’est pas intrinseque. D’autre part
ces hypothéses impliquent que h est une unité et A est contenu dans la
réunion des axes. Ceci implique que @ est également vide.

3. Démonstration du théoréme.

3.1. Résolutions de ¢.

DEFINITION 3.1. — Une résolution de h € C[z,y] est une suite d’éclate-
ments et contractions ™ : X ---» P? au-dessus de la droite & Iinfini Lo
de sorte que h s’étende en une application bien définie H : X — P!
et H~1(0) Un~ (L) soit & croisements normaux dans un voisinage de
TN (Loo)-

Puisque les éclatements se produisent au-dessus de la droite & l'infini,
nous pouvons supposer C2 C X et h = H ic2- La différence E := X\ C? est
une courbe & croisements normaux dont les composantes irréductibles sont
rationnelles et lisses et le graphe dual est un arbre.

TOME 53 (2003), FASCICULE 2



410 E. ARTAL BARTOLO, P. CASSOU-NOGUES & H. MAUGENDRE

NOTATION 3.2. — Si 7 : X ---» P? est une résolution d’un polynéme h
et F := X \ C2, nous dirons qu'une composante irréductible D de E est

o h-infinie si H(D) = oo € P! = CU {oo};
o (h,t)-constantesi H(D) =t € C;

o h-dicritique si H|p est surjective.

DEFINITION 3.3. — Une résolution de ¢ := (f,g), f,g € Clz,y], est
une suite d’éclatements et contractions m : X ---» P? au-dessus de la droite
a linfini Ly, de telle sorte que f et g s’étendent en des applications
bien définies F,G : X — P! et que F~1(0) UG }(0) U n ! (Ly) soit
a croisements normaux dans un voisinage de m~1!(Ls,). Nous notons
®:=(F,G): X - P! xP.L

Comme précédemment, ¢ = @2, si I'on considere a larrivée
C? =CxC c P'xPlL On a toujours E := X \ C?, une courbe a
croisements normaux dont les composantes irréductibles sont rationnelles
et lisses et le graphe dual est un arbre.

NotaTiON 3.4. — Nous dénotons une décomposition du diviseur E
associé & une résolution de ¢ = (f, g) comme suit :

e Dy o est la réunion des composantes irréductibles de E dont
Pimage par ® est (co, ), i.e., elles sont & la fois f-infinies et g-infinies.

e D, « est laréunion des composantes irréductibles qui sont f-infinies
et soit g-dicritiques, soit (g, t)-constantes, pour t € C*.

e D, o est définie comme ci-dessus en échangeant les roles de f et g.

e D o est la réunion des composantes irréductibles qui sont f-infinies
et (g, 0)-constantes. De la méme fagon nous définissons Dy .

e D, est la réunion des composantes irréductibles qui sont (g,0)-
constantes et soit f-dicritiques, soit (f,t)-constantes, pour ¢t € C*. De la
méme fagon nous définissons Dy .

e Dy est la réunion des composantes irréductibles qui sont (g,0)-
constantes et (f,0)-constantes.

e Dg est la réunion des autres composantes irréductibles.

Remarque 3.5. — Nous remarquons que S = ®(DsUD, ¢UD, .)NC2.
Le diviseur D, (resp. Do ) peut étre vide, et s’il ne l'est pas son image
est I’axe b = 0 (resp a = 0).
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Exemple 3.6. — Reprenons 'exemple 1.4. Le graphe dual de la
résolution de I’application ¢ est dans la figure 7.

Dy D, Dy D, Dy Dy Dy,
L L
-1 -1 -2 -2 -2 -1
Dy Ds Dq
-3 -2 2
Dy
-2

Figure 7. Graphe dual de la résolution
On a

Doo,c0 = DsU DgU D7 U DgU Do, Doox = D5 U Dg, Dy oo = Dy,

Do = Do, = Dsjo = Do x =0, Doo=D,UD3, Ds=D.

L’application ® est propre mais elle n’est pas finie. Les éléments

p € P! x P! pour lesquels ®~!(p) n’est pas fini ne sont pas dans C x C

a cause de lhypothese restrictive sur (f,g). Nous considérons aussi la
surface normale X qui est obtenue par une contraction 7 : X — X des
composantes connexes des fibres par ® de fagon a ce que ® soit factorisée par
un morphisme fini ® : X — P! x P! et 7 soit factorisée par 7 : X --» P2.
Les singularités de X sont au-dessus de la droite & linfini et 7 est une
résolution de X. Nous avons le diagramme commutatif :

X ——-X R
P
\7?1 \
P2 .2y P! x P
U U
(C2 ¢ (C2

ou les fleches 7 et 7 sont rationnelles. Nous avons ® = ®or.

La surface normale X , application rationnelle 7 et le morphisme ® ne
dépendent pas de la résolution ® choisie. L’application 7 est une résolution
de X. On fixe pour la suite la résolution ¢ qui rend 7 minimale.
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3.2. Stratégie.

Le point clé de la démonstration du théoréme 1.3 est le suivant :
il s’agit de considérer les quatre azes de coordonnées de P! x P!, i.e.,
a = 0,00, b = 0,00. Chaque élément de la décomposition de I' est associé
soit & un axe soit & une origine de ce systéme de coordonnées.

On consideére le diviseur E = X \ C2. Le bord d'un voisinage tubulaire
de E est une sphére S* contenue dans C2. C’est la grande sphere qui contient
les entrelacs LT, et Lg%. La décomposition de Waldhausen de S° construite
comme dans I’exemple 2.5, est la DMW associée a I'entrelacs L7, U L.

Remarque 3.7. — Si E n’est pas minimal pour la résolution de
F~1(0) UG~Y(0), il détermine aussi la DMW car aucun sommet de rupture
ne disparait quand on rend E minimal.

On considere les sous-diviseurs définis dans la notation 3.4. Le bord
d’un voisinage tubulaire d’un sous-diviseur est une variété graphée. On
obtient S3 par plombage de ces variétés graphées. Chaque variété graphée
est munie d’un entrelacs graphé qui correspond aux composantes de LT,
et Lg% qui sont contenues dans cette variété et aux intersections des
composantes voisines avec cette variété. Ces derniéres composantes sont
utilisées dans le plombage. Les variétés et les entrelacs sont :

¢ My oo qui est le bord d’un voisinage tubulaire N (D o) de
Dy 0. Chaque composante irréductible D de E\ Doy oo donne lieu &
une composante connexe de l'entrelacs Ko o (bord de I'intersection de D
avec N(Doo,00)). La variété Moo oo €st connexe.

e De la méme facon on construit Mp . Cette variété n’est pas
nécessairement connexe. L’entrelacs Ko o, peut contenir des composantes
de L??o- Il en va de méme pour My 0, Mo 0, My 0o Moo, Mo« €t My o avec
les composantes convenables pour les entrelacs.

o La variété Mg est le bord du voisinage tubulaire de Dg.
Remarque 3.8. — La décomposition de Waldhausen de S° associée &
entrelacs L, U Lg%, induit sur chacune de ces variétés une décomposition

de Waldhausen. Le point clé est que cette décomposition est minimale par
rapport & ’entrelacs correspondant.

D’apres cette remarque, chaque morceau seifertique de la DMW de
(S8, LEFULS%) est un morceau seifertique de la DMW d’un de ces entrelacs.
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LeEMME 3.9. — Fixons un morceau seifertique et choisissons une feuille
seifertique générique v. Considérons le couple c(v). Alors,

(i) [e(v)] € D44 si et seulement si v est dans Moo oo-

(i) [c(v)] € D_4 si et seulement si v est dans My -
(iii) [e(v)] € D4 si et seulement si v est dans M 0.
(iv) [e(v)] € D—_ si et seulement si v est dans Mg o.
(v) [e(v)] € Dyo si et seulement si v est dans Mg «.
(vi) [e(v)] € Doy si et seulement si v est dans M, .
(vii) [e(v)] € Do si et seulement si v est dans M, .
(viil) [e(v)] € D—g si et seulement si v est dans My ..
(ix) ¢(v) = (0,0) si et seulement si v est dans M.

Démonstration. — 11 suffit de regarder le signe de Lga (v, L$5); celui
de Lg3(v, Lg) s’étudie de la méme fagon. On note D la composante
irréductible de E dont v est le bord d’une curvette.

Cas 1. — D est f-infinie.

Soit t € C* une valeur générique de f telle que |¢| soit suffisamment
petit et f~1(¢) h S3. Par I'invariance homotopique (loin de v),

[:33 (’U, L(;c?t) = L:Ss (’U, L(;?O)'

L’entrelacs L, est le bord d’une réunion finie de curvettes des
dicritiques de f. On choisit s générique avec |s| suffisamment grand pour
que f~1(s) soit contenu dans I'intérieur de N(E). On isotope dans N (E) les

curvettes contenues dans f~1(t) vers des curvettes contenues dans f~1(s).

On définit une surface I proprement plongée dans N(E) telle que
or=L%,:

o on prend des petites couronnes dans les curvettes contenues dans
@)

o on relie les bords intérieurs de ces couronnes avec des cercles dans
f~1(s) au moyen de I'isotopie;

« on recolle avec la surface f~1(s) privée des disques ouverts bordés par
ces cercles.
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Figure 8. Surface T’

L’espace N(E)/E obtenu par la contraction de E en un point est
homéomorphe & D*. Soit V une curvette de bord v. D’apres la définition
du nombre d’enlacement, et puisque les intersections de V' et f~!(s) sont
loin de E, alors,

Lss(v,LFy) =V - I'=V. () > 0.

Cas 2. — D est f-dicritique ou (f,t)-constante pour t € C*.

Avec les mémes arguments, nous pouvons construire une surface I
disjointe de V. Par conséquent, Lgs (v, LF,) = 0.

Figure 9. Surface r
Cas 3. — D est (f,0)-constante.

Soit t une valeur générique pour laquelle f=1(t) N 53 est LE,, ie., il
s’agit de I'entrelacs de f~!(t) a l'infini. D’apres le cas 2, nous avons

ﬁss(v, L(j)"?t) = 0.
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L’entrelacs L, est le bord d’une réunion finie de curvettes des dicritiques
de f. On choisit s générique avec |s| suffisamment petit; remarquons
que f1(s) h S3 mais en général, L := f~!(s) N S® n’est pas l'entrelacs
de f~1(s) a linfini. Néanmoins, il y a une homotopie loin de v de LT
vers L et

Lss(v, LFy) = Lss(v, L).

On isotope dans N (E) les curvettes contenues dans f~1(t) vers des curvettes
contenues dans f~1(s).

_ On définit une surface I’ proprement plongée dans N (E) telle que
OI' = LY, — L comme dans le cas 1.

Soit V' une curvette de bord v. On obtient ici :
Lsa(v,LF,) — Lsa(v,L) =V -T =V - f7(s).
D’ou Lg3(v, LT) < 0. ]

Gréace au lemme 3.9, le bi-signe de c(v) détermine la variété qui
contient le morceau seifertique de v. Ceci nous permet de nous ramener a
une étude cas par cas. Pour démontrer le théoréeme, nous distinguons trois
cas. Le premier, cas (i)—(iv), ol le lemme 2.9 joue un role essentiel, est
étudié dans les paragraphes 3.3, 3.4 et 3.5. Le deuxiéme, cas (v)—(viii), fait
I’objet d’une étude directe dans les paragraphes 3.6 et 3.7. Le troisieme
cas (ix) ne donne pas d’éléments de Q.

3.3. Au-dessus de (00, 0).

Il est bien connu [10] que ®~1(00,00) = Dy oo €St connexe et, par
conséquent, 6‘1(00, 00) n’a qu’un point que nous noterons p. Considérons
le germe de fonction @,, . (X,p) — (P! x P!, (00,00)); en prenant des
coordonnées analytiques a := a~! et 3 := b~!, centrées en (co,00), nous
avons une application ‘i’p : ()? ,p) — (C2,0) dont les fonctions coordonnées
sont F~!et G™1.

Le link de ()/(: ,D) est la variété Moo oo. On considére D, o, comme
un diviseur bipondéré : a chaque composante irréductible D nous associons
un couple (m,n) tel que pour un point générique ¢ de D on choisisse des
coordonnées analytiques u, v centrées en q, u = 0 étant une équation de D,
et telles que F' ~ u~™™ et G ~ u™", ol ~ veut dire égalité & unité pres.

Nous notons K7, ., (resp.KY, ) le multientrelacs associé au germe
de F~! (resp. G™!) en (00, 00). Par construction, K, , UK,  C Koo oo

Nous notons K2 _ le complémentaire Koo 0o \ (KL, oo UKY, ).
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Chaque composante connexe de l'entrelacs K o, est contenue
dans une composante irréductible du diviseur réduit F — Dy oo qui
intersecte Doo oo; soient Aj,..., A, ces composantes. Notons K; la
composante connexe de K o associée a A; ; il s’agit de 'intersection de A;
avec Moo oo- L'entrelacs Koo 0o st décomposé en les trois entrelacs K, .,
K%, o et KX ., comme suit :

o A; est g-dicritique et f-infinie. Alors, K; C K ({oyoo et son poids est
la multiplicité de F~1 en A;.

o A; est f-dicritique et g-infinie. Alors, K; C KY, ., et son poids est
la multiplicité de G~ en A;.

o A; est f-dicritique et g-dicritique, notée dorénavant ( f, g)-dicritique.
Alors, K; C K .

En particulier, K {;om est le link d’un germe de courbe dans X.

Exemple 3.10. — Si nous reprenons l’exemple 1.4, nous avons la
situation & ’infini dans la figure 10.
D4 Dﬁ DS DQ
O ) O )
A1 A4
Ay D
As

Figure 10. Graphe dual de Dy

Alors Ky C K% ., Ko UK3 C KL o, K4 C KY, .

LEMME 3.11. — Soit s une branche de S en (oo, 0); alors, il existe
A;, telle que A; soit (f, g)-dicritique, vérifiant k = ®(A;). Réciproquement,
si A; est (f, g)-dicritique, alors ®(A;) est une branche de S en (00, 00).

Dans la notation du lemme 2.9 le germe de S en (00, 00) est le lieu des
zéros de h. Le germe de A en (0o, 00) est le lieu des zéros de 8. Il s’ensuit
que ¢4++(Q++) est égal 3 'ensemble des pentes de hé, voir remarque 1.1
pour la définition de 4. Par le lemme 2.9, cet ensemble est égal &

h
A
Remarquons que pour obtenir cet ensemble, nous calculons des nombres
d’enlacement dans My, -
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ProposiTiON 3.12. — Soit A une composante de rupture du graphe
dual de Doy oo U A1 U ... UA,. Soit v C My o le bord d’une curvette de A
(i.e., une feuille seifertique générique du morceau défini par A). Alors,

['Moo,oo (U’ Kofo,oo) = Lgs3 (U’ L)o‘?O)'
Il en est de méme pour g.

Démonstration. — On utilise les notations et la démonstration du
cas 1 du lemme 3.9. L’égalité

Lgs(v,LFp) =V -I'=V- F71(s)

donne le résultat car Ly v, Kf =V . f~1(s) d’apres le lemme 2.7.
00,00 00,00
]

Comme conséquence de cette proposition et du lemme 3.9, nous avons
—Kh

'égalité ¢4 (QF,) = QK7’°° ko - Puisque @ est bijective nous en

déduisons Q44 = Q.

3.4. Au-dessus de (0, 00) et (o0, 0).

Il n’est plus vrai en général que ®~1(0,00) est connexe. Ses compo-
santes connexes sont soit des composantes connexes de Dy o, soit des
points isolés dans E. Ces derniers correspondent & des points dans des
composantes D f-dicritiques et g-infinies, points en lesquels F~1(0) est
transverse & D. Les points isolés ne contribuent pas a Q%°,, et en utilisant
des coordonnées locales on vérifie qu’ils ne contribuent pas non plus a Q.

Nous fixons une composante connexe D, de Dy .. Notons g son image
dans X. Considérons le germe de fonction Eﬁq : ()? ,q) — (P1xP!, (0,00)); en
prenant des coordonnées analytiques a et 3 := b~ !, centrées en (0, 00), nous
avons une application :I;q : (X,q) — (C2,0) dont les fonctions coordonnées
sont F' et G~!. Le diviseur D, est bipondéré par les multiplicités de F
et G7L.

Soit Mj le bord d’un voisinage tubulaire N(Dy) de D,. La variété M,

est une composante connexe de My o, qui s’identifie au link de (X, gq).

Soit K, le sous-entrelacs de Ko, contenu dans M,. Nous notons
K] (resp. KJ) le multientrelacs associé au germe de F' (resp. G ') enq.
Par construction, K({ U KJ C K,. Nous notons K;‘ le complémentaire
Ko\ (K UKY).
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Chaque composante connexe de I’entrelacs K, est contenue dans une
composante irréductible du diviseur réduit E + F~1(0) — D, qui intersecte
Dy ; soient By,..., Bs ces composantes. Notons K; la composante connexe
de K, associée & B;; il s’agit de I'intersection de B; avec M. Les possibilités
pour les B; sont les suivantes :

o B; est g-dicritique et (f,0)-constante. Alors, K; C K, ({ et son poids
est la multiplicité de F' en B;.

e B est une branche & 'infini de f~1(0). Alors, K; C K,{ et son poids
est la multiplicité de f en B;.

o B; est f-dicritique et g-infinie. Alors, K; C K et son poids est la
multiplicité de G~! en B,.

On remarque qu’en fait K g est vide.

ProposiTION 3.13. — Soit B C D, une composante de rupture du
graphe dual de Dy U By U ... U By. Soit v C My le bord d’une curvette de
B (i.e., une feuille seifertique générique du morceau défini par B). Alors,

Ly, (v, K]) = —Lga(v,LTy) et L, (v, KI) = Lss(v, L)
Démonstration. — 1’égalité pour g se démontre de la méme fagon que
dans la preuve de la proposition 3.12.
On utilise les notations et la démonstration du cas 3 du lemme 3.9.
L’égalité
Lgs(v, LFy) = =V - f7(s)
donne le résultat car d’apres le lemme 2.7, Las (v, KL o) =V - f71(s).

O

On conclut comme dans le paragraphe 3.3. On décompose
p-+ (@) = UQ;O
q

d’apres les pentes du polygéne de Newton du discriminant de chaque :I;q.
D’apres le lemme 2.9, on obtient 6_220 = _;’("f Ko L’ensemble Q_ s’écrit
q°"*q
aussi comme réunion (non nécessairement disjointe) de sous-ensembles @
associés a chaque ¢q; d’apres la derniere proposition et le lemme 3.9, nous

avons ¢_4(Qq) = Q‘;(OJ’KS,. Par conséquent, Q_; = Q% .
En interchangeant les roles de f et g, nous avons Q4_ = Q°_ pour
(00,0).
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3.5. Au-dessus de (0,0).

Nous raisonnons comme dans les paragraphes 3.3 et 3.4, et nous
obtenons Q*°_ C Q__.

Il n’y a pas d’égalité en général car (0,0) peut avoir des préimages
affines qui pourraient fournir de nouvelles paires pour Q__, lesquelles
proviendraient de la courbe discriminante. Si le point (0,0) ¢ C, nous
avons 1’égalité car les deux ensembles sont vides. Si (0,0) € S\ A, il y aura
aussi égalité et les ensembles ne sont pas vides. Rappelons que la courbe S
provient de ¢(F).

3.6. Au-dessus de C* x {oo} et {oco} x C*.

Rappelons que Dy, a exactement un point [(0, 1)]. Il suffit d’étudier
les différentes possibilités pour Qo4 et Q. afin de voir si [(0,1)] leur
appartient ou non.

Fixons une composante connexe V de ®~!(C* x {oo}), qui s’identifie

naturellement 3 ®~1(C* x {oo}). L’adhérence V est un sous-diviseur
connexe maximal de Dy o . Le bord My d’un voisinage tubulaire N (V) de
V est une composante connexe de M, o ; nous notons Ky = K, o N My.
Chaque composante connexe de Ky est 'intersection de My avec un voisin

de V dans E.

Le diviseur V contient exactement un f-dicritique Dy . Si My possede
des morceaux seifertiques intrinseéques, alors Dy en fournit un. Il suffit de
I’étudier.

Ce dicritique intersecte exactement une fois Do, o ce qui donne une
composante connexe de Ky qui s’accroche & Dy. Considérons la fonction
méromorphe Fip, ; soit 7 > 1 le nombre des zéros distincts de cette
fonction. La valence de Dy dans le graphe associé a l’entrelacs (Dy, Ky)
est au moins r + 1. Cette valence peut augmenter dans deux cas :

eIl y a une composante connexe de V — Dy dont toutes les
composantes sont (f,t)-constantes et g-infinies, ¢t € C*, et telle qu’elle soit
aussi une composante connexe de E — V. D’apres [10], cette composante
connexe est une chaine linéaire que I’on appelle (f,t)-branche morte.

« Il y a une composante connexe de Ky contenue dans un g-dicritique.

Nous en déduisons que (My, Ky) possede des morceaux seifertiques
intrinséques si et seulement si la valence de Dy est supérieure strictement
4 2. On distingue quatre cas et 'on étudie aussi la contribution de V' & Qo .
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Remarquons que Qo + est non vide si et seulement si C a des branches qui
rencontrent C* x {oo}. On écrit

p(a? b) = ij (a)bja
j=n

avec n < m et pp(a)pm(a) # 0. Les intersections avec C x {00} sont
données par p,,(a) = 0. Le polygone de Newton de p a une face horizontale
supérieure si et seulement si p,, (a) n’est pas un mondme, c’est-a-dire, py,(a)
a des racines non nulles.

Cas1l. —r>1.

Dans ce cas Qg est non vide. La fonction Fip, a une valeur critique
dans C* et notons p € Dy un point critique pour cette valeur. Une branche
a linfini du jacobien passe par p et A C C a une branche qui rencontre
C* x {oo}.

Cas 2. — Il y a une (f,t)-branche morte, t € C*.

Comme précédemment, la valence est au moins trois et Qg% est
non vide. On contracte la branche morte en un point p et on note Y la
surface normale obtenue; le point p est singulier. L’application ® induit une
application finie ¥ : (Y,p) — (P! x P!, (¢,00)). Si le lieu jacobien de ¥ est
contenu dans Dy, alors son lieu discriminant est lisse et Y est non singulier.
Comme ce n’est pas le cas, il y a du lieu jacobien pour ¥ en dehors de Dy,
c’est-a-dire, il y a du lieu jacobien pour ¢ dans la partie affine pres de la
branche morte. Alors, A C C a une branche qui rencontre C* x {oo}.

Cas 3. — Il y a une composante connexe de Ky contenue dans un
g-dicritique.

La valence est au moins trois et Q§°,. est non vide. Le g-dicritique est
(f,t)-constant pour une valeur ¢t # 0. Par conséquent, la droite a =t est
contenue dans S et Qo 4 est non vide.

Cas 4. — Tous les autres cas.

Nous avons r =1 et la valence est 2. Alors, QF°, est vide. Si le lieu
jacobien a une branche a I'infini sur Dy, ce sera en un point critique de Fip,,
et il ne donne pas de branches pour A qui rencontrent C* x {oc}. Il est facile
de voir que ce cas ne donne pas de branche de S qui rencontre C* x {oo}.

Nous avons démontré que Q§°% = Qo,+. Ces arguments marchent
aussi pour {oo} x C*
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3.7. Au-dessus de C* x {0} et {0} x C*.

Ces cas s’étudient comme dans le paragraphe 3.6. Il faut aussi tenir
compte des intersections du jacobien avec f~1(0) et g~1(0) comme dans le
paragraphe 3.5.

Si QG°_ est non vide, il y a égalité. Sinon, il y a égalité si et seulement
si la courbe discriminante ne rencontre pas C* x {0}.

On finit cette section avec une conséquence de la démonstration
donnée au paragraphe 3.6. Nous disons qu’un f-dicritique D est mauvais
si fip est de degré plus grand que 1 ou D est voisin de composantes (f,)-
constantes dans la résolution minimale de f. Sinon, D est bon. On rappelle
que f est équisingulier & I’infini si et seulement si tous les f-dicritiques sont
bons.

ProprosiTioN 3.14. — S’il y a un f-dicritique mauvais qui est g-infini,
alors le lieu jacobien de ¢ = (f, g) est non vide.

Démonstration. — La preuve est faite dans les cas 1 et 2 du
paragraphe 3.6. O

4. Exemples.

Nous allons tout d’abord donner quelques exemples qui illustrent
le théoreéme, puis nous étudierons des exemples liés a la conjecture du
jacobien.

Rappelons un résultat utile. Etant donné deux polynémes f,g €
C|z, y] nous notons (f, g)cz le nombre d’intersection de {f = 0} et {g = 0}
dans C2. Pour a € C nous notons :

d(fa,9) == (f —a,9 — v)c2, v générique,
Ag(fa) = Z(d(fmg) - (f —-a,9— U)Cz)'

veC
Notons x(f,) la caractéristique d’Euler de la fibre {f = a}.

ProprosITION 4.1. — Le jacobien de f et g vérifie pour tout a € C :
(J(f,g), f- a)(C2 = d(faag) - Ag(fa) - X(fa)'

Cette formule est analogue & la formule obtenue dans [3] pour la
polaire. Elle a été obtenue indépendamment par Assi [1], Gwozdziewicz et
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Ploski [6] et les auteurs (présentée dans un exposé du 26 octobre 1998 &
Grenoble). La preuve en est aisée et reprend des idées de Teissier [17] dans
le cas local.

4.1. Quelques exemples.

Exemple 4.2. — Nous reprenons les notations de 'exemple 1.4. Nous
considérons maintenant I’application ¢ = (f, g) ol f = p?u+ps+3s comme
précédemment et g = uy + 1. Dans ce cas, nous avons S = {b = 1}.

Le diagramme d’Eisenbud et Neumann de {(f —a)(g — b) = 0} est
dans la figure 11.

(10,0) (2,3) (3,11)
-1 -7

2 3

Figure 11. Diagramme d’Eisenbud et Neumann a I’infini

Nous avons (J(f,g), f—a)cz = 6,(J(f,9),g—b)cz = 13, et le polygone
de Newton a l'infini de la courbe discriminante est dans la figure 12.

+ s
Figure 12. Polygone de Newton

Exemple 4.3. — Nous considérons maintenant 1’application ¢ = (f, g)

olt f = p?u + ps + 3s comme précédemment et g = p*u® — (ps + 1)2. On

trouve S = {1 — 4a — 10a? — 4a® + a* 4 2b — 2ba® + b? = 0}. Nous n’avons
pas pu calculer la courbe discriminante.

Le diagramme d’Eisenbud et Neumann de la courbe

{(f -0)(g-0)=0}

est dans la figure 13. Les paires (1,1) et (1,—2) donnent des pentes de la
courbe discriminante.
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3 6)
5
(_270) (2 2)
(1, —2)

Figure 13. Diagramme d’Eisenbud et Neumann & l'infini

(0,0)

Le diagramme d’Eisenbud et Neumann de la courbe
{(f —a)(g—b) =0}
pour (a, b) générique, est dans la figure 14.

(0,0)
-3

(3 6)
2
(2 2
(1 0)

Figure 14. Diagramme d’Eisenbud et Neumann générique

Nous obtenons (J(f,g), f —a)cz =7, (J(f,9),9 — b)cz = 8 pour (a,b)
génériques. Dans la figure 15 nous avons les polygones de Newton & 'infini
de la courbe discriminante, dans un systéme de coordonnées génériques et
dans le systeme de coordonnées correspondant & f =0, g = 0.

T - \

Figure 15. Polygones de Newton générique et spécial
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4.2. Exemples de Moh [13].

Pour qu’une application soit un contre-exemple potentiel & la
conjecture du jacobien, il est nécessaire que les paires qui apparaissent aux
sommets de valence supérieure ou égale a trois du diagramme d’Eisenbud et
Neumann & l'infini de {(f —t)(g—t') = 0}, pour ¢, ¢’ génériques, proviennent
des courbes de non-propreté de I'application. Or on sait que les paires qui
correspondent aux courbes de non-propreté de ’application, qui ne sont
pas des droites paralleles aux axes, sont les paires de multiplicités des
dicritiques communs. C’est ce qui se passe pour les cas exceptionnels de
Moh [13].

Exemple 4.4 (48,64). — Ici, f et g sont de degrés respectifs 64 et 48.
Il y a un dicritique commun sans bambou, dont la multiplicité est 16
sur f et 12 sur g. Donc on a une seule courbe de non-propreté qui a pour
paire (4, 3). Toutes les paires qui apparaissent sont bien congruentes a (4, 3).

(16,12) (4,3
21

-1 -

4 4

Figure 16. Diagramme d’Eisenbud et Neumann (48, 64)

Exemple 4.5 (66,99). — Ici, f et g sont de degrés respectifs 99 et 66. 11
y a un dicritique commun avec bambou, dont la multiplicité est 9 sur f et 6
sur g. Donc on a une seule courbe de non-propreté qui a pour paire (3, 2).
Toutes les paires qui apparaissent sont bien congruentes & (3,2) (figure 17).

(9,6) (3,2)
-10

_lf\

3

Figure 17. Diagramme d’Eisenbud et Neumann (66, 99)

Exemple (50,75). — Ici, f et g sont de degrés respectifs 75 et 50. Il y a
un dicritique commun sans bambou, dont la multiplicité est 15 sur f et 10
sur g. Donc on a une seule courbe de non-propreté qui a pour paire (3,2).
Toutes les paires qui apparaissent sont bien congruentes a (3, 2) (figure 18).
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15{5
w0{:

(0,0) (15,10)  (24,16)
-4 -1 —23

5 4

Figure 18. Diagramme d’Eisenbud et Neumann (50, 75)

Exemple (56,84). — Ici, f et g sont de degrés respectifs 84 et 56. Il
y a deux dicritiques communs sans bambou, dont la multiplicité est 21 sur
f et 14 sur g pour 'un et 3 sur f et 2 sur g pour I'autre. Donc on a deux
courbes de non-propreté qui ont toutes les deux pour paires (3,2). Toutes
les paires qui apparaissent sont bien congruentes a (3,2).

(0,0) 21 14) (32
—16
00 l<

Figure 19. Diagramme d’Eisenbud et Neumann (56, 84)

21

e

14

Remarque 4.8. — On peut déduire du lemme principal de [4], que si le
jacobien d’une application polynomiale est une constante non nulle, alors
la seule classe de QF°, est [(deg f,degg)] et que QF°, QT sont vides. On
observe cette propriété sur les exemples précédents.

4.3. Jacobien et dicritiques.

Remarque 4.9. — Il est bien connu, que I’on peut trouver les valeurs de
bifurcation d’un polynéme & deux indéterminées, en étudiant 1’intersection
d’une polaire générique avec les fibres. Ce n’est plus vrai sans I’hypothese
de généricité. Nous donnons ici un exemple d’application non propre, telle
que le nombre d’intersection de la courbe jacobienne avec les fibres de f ou
les fibres de g est constant.
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Soient

f =328 + 325y + 62'y® + 3zty + 1223y + 2y%2°
+ 23 + 622 + 31/4x%y + 23/4x + Tay — 35/4 + y
et
g =z'y? + 223y + 22 + 22y + = + 4/3zy — 14/3.

L’application (f,g) est une application de degré 4, avec une courbe de
non-propreté

S = —b3 +399/16b + 9/2b> — 9ba — 95/4a + a®.

On a pour tout a, (J,f —a)cz = 5 et pour tout b, (J,g — b)cz = 4.
Nous avons dessiné dans la figure 20 les branches de la courbe jacobienne
sur le diagramme de {(f — a)(g — b) = 0}. Il faut souligner que dans cet
exemple les branches de la courbe jacobienne passent par Do oo -

Figure 20. Branches jacobiennes

Un polynoéme f est dit générateur de corps si sa fibre générique est
une courbe rationnelle. Cette dénomination est justifiée car il s’agit des
polynoémes f pour lesquels il existe une fonction rationnelle h telle que
C(z,y) = C(f,h). Un tel f est dit bon générateur de corps si h peut étre
choisie dans Clz, y] et mauvais générateur de corps sinon.

COROLLAIRE 4.10. — Si f est un mauvais générateur de corps, alors,
Vg € Clz,y], 'application ¢ = (f,g) a un lieu jacobien non vide.

Démonstration. — Il est démontré dans [16] (ou [15]) qu’un mauvais
générateur de corps n’a que des dicritiques mauvais.

Supposons qu’il existe g € Clz,y] tel que lapplication ¢ = (f,g) a
un lieu jacobien vide. D’apres la proposition 3.14 tous les f-dicritiques
sont soit g-dicritiques soit (g, s’)-constants, pour certains s’ dépendant du
dicritique.
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On en déduit d’apres une formule de [2] que (f —t,g — s)c2 = 0

et donc les f-dicritiques sont g-dicritiques. Puisque f et g sont primitifs,
g=uf +uv,u,v € C, et le lieu jacobien est non vide. O

Remarque 4.11. — La démonstration précédente n’utilise pas le fait

que la fibre générique est de genre 0. Elle est valable pour tout polyndéme
qui n’a que des dicritiques mauvais.

Remarque 4.12. — Le résultat précédent peut aussi se déduire du

lemme principal de [4].

(1]

2l
(3]

(4]

(5]

(8]
(9]
(10]
[11]
(12]
(13]

(14]
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