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L’0CTOGONE REGULIER
ET LA SIGNATURE DES FORMES
QUADRATIQUES ENTIERES NON SINGULIERES

par C. BAILLY et M. de J. CABRAL

Avec un Appendice de G. GAHIDE

Les longueurs lg et Lr des cotés des octogones réguliers inscrits et
exinscrits dans un cercle de rayon R vérifient la relation

(0) L% < R-lg.

Cette inégalité de 'octogone conduira & une preuve élémentaire de la
formule

(S) Z exp (271 Q (m)) = exp (27‘(’?:@)

1
VB 5

exprimant, comme ’argument (compté en nombre de tours) d’une somme
de racines de I'unité, le huitieme de la signature o (Q) d’une forme quadra-
tique entiere non singuliere @, c’est-a-dire de la différence des nombres de
valeurs propres positives et négatives d’une matrice symétrique n x n a
coefficients entiers B, de déterminant non nul et paire sur la diagonale.

Mots-clés : Somme de Gauss — Groupes de Witt — Formes quadratiques — Signature.
Classification math. : 15A63 — 11E81 — 11A15 — 11L07.



750 C. BAILLY ET M. DE J. CABRAL

L’application @ : Q" — Q donnée par Q(z) = %a:th est alors a
valeurs entiéres sur R = Z" et, dans la formule de la signature (S) ci-
dessus, D désigne le réseau B~! (R) qui contient R comme sous groupe
d’indice |dét (B)].

Le formalisme de Witt quadratique (cf. [5], [1] ou I'appendice) re-
connait dans le membre de gauche de (S) une racine huititme de 1'unité
v (Q) déterminée par la classe d’isomorphisme rationnel de la forme quadra-
tique. Cet invariant est multiplicatif pour la somme orthogonale des formes
quadratiques et vérifie v (—Q) = v (Q).

Comme toute forme quadratique entiére est rationnellement isomor-
phe & une somme orthogonale de formes @, de rang 1 données par
Qm (r) = mz? o m est un entier et, puisque Qxz,, est, pour tout en-
tier non nul k, isomorphe & @, et v(Q1) = 1\}—5, la formule (S) découlera
de l’estimation pour m assez grand :

(8) (@) =1 @ne)l <lexp (22) ~11= 0

Posons alors N = 2m + 1 et M = N? — 1. L’identité remarquable

N+1
T+I2+(N2_1)y2

® Yol@i2y24@— (V-1 =

donne un isomorphisme rationnel entre @, ® Q1 et Qi1 D Qur-

Ainsi par multiplicativité de ’invariant v pour la somme orthogonale
le membre de gauche de (E) est le module de la différence :

(D) Y(Qm) =7 (Q@m+1) =7 (Qm) — 7 (Q1)-

Pour tout réel z notons e(z) = exp(2miz) et dans la somme de
Gauss
M

) tw = VB @0 = Y e(f)
k=1-M

écrivons, par division euclidienne par 2 N lentier K = p+ 2 N g, avec reste
—N < p < N (et quotient ¢). Ainsi dans chaque terme de I'y :

()~ () ) (59) (2 () (5
o (35) - (20) () () O ()

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER




OCTOGONE ET SIGNATURE DES FORMES ENTIERES 751

on peut faire apparaitre une racine de I'unité qui est multiplicative en le
quotient. On obtient ainsi, en isolant cette partie multiplicative en g, le
partage de la somme de Gauss I'y en deux morceaux :

'vn=Tn1+Tng2.

Avec N? i la place de M le premier morceau I v ; serait, & exception
des deux termes extrémes, la somme de Gauss calculant 7 (gn2) qui, en
sommant & p fixé les sommes géométriques Y e (%%—q), vaut V2 N2~ (Q1).
Au 83, en sommant de méme & reste p fixé les sommes géométriques
e (29), 1a proximité de M = N2 — 1 & N? conduira & I’approximation
du terme principal :

1
vV2M

7

[Cn1— V2N2y(Q1)]| < NoEnh

(A) l

En faisant intervenir les sommes, & quotient ¢ fixé, der=1—-Nap
de e (I—Vﬁg) on obtiendra au §4 pour le second morceau I'y 2 la majoration

7.‘.2

1 24
M ——Twna| < —— + —.
M) | apivel < =t g

Comme le membre de droite de (D) est

1 . 1
’Y(QM)—’Y(Ql):‘\/‘ZZM[FN_\/QN 7(Q1)1+——W(N+m)7(621

on tire alors de ces estimations (A) et (M) l'estimation explicite :

)1

2 24 7 1
(EE) |’7(Qm)_7(Qm+1)|<1_6+m+\/1V—+1+2M

2 20
() 2
4 m+1

Ainsi, puisque la longueur d’un segment extérieur au cercle unité est
inférieure & son angle visuel 7 < L, I'inégalité de 'octogone donnera
Pestimation (E) pour m assez grand. O

TOME 53 (2003), FASCICULE 3
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En 1995, classifiant les formes quadratiques rationnelles d’une
maniére alternative (cf. [5] ou 'appendice) & la présentation classique
(cf. [6]), un conférencier, peu scrupuleux mais naif, déduisait la
formule de la signature (S) de 'estimation (E). Sa preuve, esquissée
ala fin de la derniére conférence devant une salle désertée, s’appuyait
malheureusement sur

1 k? 1 k2
'me(m)‘ 2(m+1)e(4(m+1))|
1
= Vm(m+1) (12 (m+1) +vV2m)

Cette supercherie (pour k = m, le membre de gauche dépasse
57—71”—5 ') n’a pas échappé & I'un des derniers auditeurs de ces trois
conférences Institut Fourrier-I.R.E.M., Monsieur Lachouque. Il ne
manquait pas de citer cette escroquerie pour nous signaler le danger
qu’il y a & « oublier les arguments » et son espoir que quelqu’un, un
jour, puisse donner de l'estimation (E) une preuve élémentaire mais
correcte.

Cet article n’existerait donc pas sans Monsieur Lachouque
qui a suscité le probleme et permis sa résolution en nous en-
seignant les rudiments de géométrie du §1 et la douzaine de relations
trigonométriques que 1’on trouvera au §2.

Remercions aussi Caroline Chauffin et Chantal Fayolle qui ont
su, a différents moments de ’élaboration de ce travail, nous préter
une oreille attentive et amicale et excuser nos escapades lors de la
rédaction finale.
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1. L’inégalité de 'octogone.

ProposiTiON. — Le rayon r du cercle inscrit dans un octogone
régulier est supérieur & la moyenne arithmétique de la longueur | de ses
cotés et du rayon R de son cercle exinscrit

I+ R
> —.

"y

Démonstration. — Désignons par O le centre de 'octogone et par I
le milieu d’un de ses c6té AB. Introduisons le point J de OI qui voit ce
coté AB sous un angle droit. Ainsi le triangle JAB est isocele de hauteur
la moitié de son hypothénuse :

1 1
:—A = — .
JI 5 B 21

La droite OI étant la bissectrice de I’angle AOB on a
A0J = A0T = - AOB =T,
2 8
d’autre part I’angle en A du triangle OJ A vaut
— Tow T T
0ar=(5-5)- 315
Ce triangle OJ A est donc isocele et OJ = JA > LOA. Ainsi

1
r:OI:OJ+JI:OJ+§l>%(OA-H): (R+1).

N =

O

Un octogone régulier exinscrit & un cercle de rayon R est homo-
thétique dans une homothétie de centre le centre du cercle et de rapport
? d’un octogone inscrit dans ce cercle. D’ol1, puisque la proposition
r > 2 (R+1) implique, par l'inégalité de la moyenne géométrique, r? > R,
I'inégalité de 'octogone :

R\’ Rl RI
2 _ _ —
L_<rl) _RT2Z<RRll—Rl.

TOME 53 (2003), FASCICULE 3



754 C. BAILLY ET M. DE J. CABRAL

2. Quelques relations et inégalités trigonométriques.

Le point d’argument 2 7 ¢ x sur le cercle trigonométrique U est

(i) e(z)=exp(2miz) =c(z)+is(z) oun

1 1
c(z) = 5(e(z) +e(=x)), et s(z)=g-(e(z)—e(-2))
sont ses coordonnées réelles. Comme e (2z) — 1 =e(z)2is(z) on a

(i) le(22) — 1] = 2|s ()]

La longueur 2 |z| de Parc de U joignant 1 & e(z) étant au moins
la distance de e (z) & l’axe réel, on a pour tout réel z les majorations en
module :

(i) 5@ < 27z]
(iii") le(z) — 1] < 27|z|.

Ainsi, puisque 1—c (2z) = 25 (z)?, on a pour tout réel y ’encadrement

(iv) 0<1l—c(y) <27y

Soit a(x), pour 0 < z < %, l’arc réalisant la distance de 7 a 'axe
réel sur un cercle orthogonal & ’axe réel et faisant en ¢ un angle de 27 x

avec ’axe imaginaire. Sa longueur est %% L’arc concave a (y) étant, si

% >y >z > 0, extérieur & « (z), la fonction #”z—)- est croissante sur |0, %],

ainsi sur cet intervalle, on a la minoration
(v) 4z <s(x).

La fonction c est positive et décroit sur [0, 1]. Comme c(§) =s(3) = \/g ,
il vient

(vi) 4V2¢c(z)z <s(z).
Si N et p sont des entiers et x est non entier les sommes géométriques
P
e((p+N)z)—1_e(pz)—e(-Nz)
T = = _ _
N,z (p) k_l_Ne(kx) e((l N)SL‘) e(x)_l 1—6‘(—I)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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sont nulle pour p = —N et les doubles de leurs parties réelles
P
N VN (P) VNz( )
ii C 2 = : =
(V ) Nz kZIZ C |1-—e(a:)[2 (%)2

ou les réels vy ;(p), somme de huit racines de 'unité, vérifient

(vii) ona(p)] < 8

de plus,

. 4 x Z
) Owole) = Ol = DD 2sp) OB

Si N est impair et z non entier, la somme symmétrique T'ni1 (%‘—1)
2
vaut

3 N-1, N41
Sn(z) = Z;Nem):e( e i
9=z
) (@) =142 3 e(ga) = 202
a=1 5(5)

Notons enfin que ’on obtient par récurrence sur I’entier positif p les
formules :
p—1

y _p(p—-1)
(xi) Z k= 5
k=1
. 2p— 1)
" k2 ) (
(i) 5 :
En particulier
N;l B
. N(N*-1)
2 _
(Xl) Z k* = T .
k=1
D’otl, si 8 est non demi-entier, d’aprés (x) pour z = 26 et (iv) pour
y = 2q6, 'encadrement
22 s(N )
ii - ~—(N?-1 <
(xii) N [1 3 ( )6 } S0

TOME 53 (2003), FASCICULE 3



756 C. BAILLY ET M. DE J. CABRAL

3. Estimation du premier morceau I'y ;.

Notons I'y; la somme des premiers termes de (T}) étendue & tous les
entiers k = p+2 N g ot p et ¢ vérifient —N <p < Net 158 <g< Mxloet

N-—1
2 2
p Npq
1 F = — —_— .
(1) Na1(p) ;Ne(4M)e(M)
=
Le premier morceau I'y ; s’écrit alors
3 N
(2) I'vni=In1—RBny1= Z I'ni(p) — Rna
p=1-N

ou l’excédent Ry 1, somme de deux racines de I'unité, est de module au
plus 2 :

(3) Ryl <2

La somme géométrique 'y 1(p) vaut N si p = 0 et, sinon, elle est
donnée par la formule (x) pour z = NT/F et, comme N2 = M + 1, elle vaut

1) Twa(p) —e <%) S <]]pr> o (417;4) (—1)rzig;

IM
et est paire en p. Ainsi en isolant dans Z;V:l_ ~In1(p) les termes p = 0
et p = N il reste le double d’'une somme pour p variant de 1 a N — 1 que
P’on coupe en son milieu et donc I'y; = Axy + By + Cny — Ryn,1 ol

() 538 -

(5) Ay =N—e (ﬁ) z(le) =N (14i)+i |e

AM ) s ($5)
N2—1 9 L
6 By =2 2 (ayp tlaw)
(6) N ;e<4M)< P
N-1 2 P
7 Cn = PNy slam)
) . zp_N;le(4M)< r

soit, en posant b = N — p et utilisant s(5%;) = s(53%) et que N est
impair :

; N-b
(7") Cn=-2%"¢ <—(N_ b)2> (—1yp iz (sz 1) .
b=1

4M

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Les relations (xii) et (iii'’) donnent la majoration

(8) AN — V2N2~(Q))]
272
s 3

1 N
+27T—N m (7 +3)

N?—-1)N S SN
( ) 4 M2 AM 6 M

Avec (iii) pour les numérateurs des fractions dans les termes de By et

(v) pour leurs dénominateurs (car, dans (6), on a év—]\’/} < %) on obtient la

majoration

P *nN-—-1 =«
Bn| <2 27 = -
) Bl < Z 2M4Np 2N 3
On opére de méme sur Pexpression (7') de Cy, puisqu’alors on a % < % :
JV2 1
- 2M N 1
|ICn| <2 Z or Y -
2M 4(Nb- 1) N —b-5
k N-=-1
N -1 1 2 1
=7 Z Tt 1
N b:1b_W b:k+1b_ﬁ
N-—-1 N N -1 N 1
(10) <7 k
N |[N-1 2 N—-1k+1+ 35
d’ol, en prenant pour k = | %J la partie entiere de %, la
majoration
(11) ICy| <7 V2VN - 1.
De (3), (8), (9) et (11) on tire par inégalité triangulaire :
1
12 ——['ny1 — V2N?
( ) |\/W[ N,1 V(Ql)”
1 r(r+3)N =«
< — 4 — 2vVN —1+2
TM{ 5 M+2+7r\/_\/ +}
T T+ 3 N
= =+ V2 +
2(N + 1) { 6 M+N \/ N—1]

soit, puisque N = 2m + 1 > 3 et ®# < 4 l'approximation (A) de
I’introduction.

TOME 53 (2003), FASCICULE 3



758 C. BAILLY ET M. DE J. CABRAL

4. Estimation du second morceau I'y 2.

Notons I'y 2 la somme des seconds termes de (T}) étendue & tous les
entiers k = p+2 N q ou p et q vérifient —N <p < N et % <q< % et

(13) I'n2(q) zpiNe <%) 2c (%) [e (%) - 1}.

Le second morceau 'y o s’écrit alors

N—l

(14) FN2—FN2_RN2—ZFN2 — Rn2
q=1

ou l’excédent Ry 2 est maintenant de module au plus 4 :

(15) |Rn2| < 4

Posons C}; (p) = Cy, Ng (p). Comme I—VMq est non entier, cette somme

se calcule par la formule (vii) et celle qui la précede en particulier nulle pour
p = —N. En reportant dans (13) la valeur 2¢ (%2%) = C% (p) — C% (p—1)
nous avons :

(16) Twal)= 3 e (L) et -cao-1 [e () -1

p=1—N

donc en réordonnant suivant les C7(p) et posant :
N2 q2
ot =e (i57) 80 [+ (5) -]
(1 N2q\ c(z) [ (&
=ie | —— ) 2s e|l—]—-1
aM M) sz L AM

car N2 = M + 1, et d’apres la relation (ix), puisque C%(—N) = 0 donc
N

(17) DY =ie (ﬁi) 25 (—qu) :Eg; [e (%) - 1}

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



OCTOGONE ET SIGNATURE DES FORMES ENTIERES 759

nous obtenons, puisque C% (—N) = 0, la relation

o= 3 [ (85) -« (555 v | ()1
(18) TI'n2(q) = Dy

N-1 2
¢ 3 e () [re G e (e s o (57) -]
Ainsi Tyy = I'yo — Ry2 = Dy + En + Fy + Gy — Ry2 ol pour

No1
X = D,E,F,G on anoté Xy =) 2 X}, avec, si vi(p) = z/N,gMg(p),
les X7, donnés par (17) ci-dessus et (19), (20), (21) ci-dessous :

= 35« () [ (o) v ()

i) < (&
[1-6 (—52)] () S [ () )

TOME 53 (2003), FASCICULE 3
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Pour majorer les modules des X il nous suffit de sommer en ¢ les
majorations des X obtenues en utilisant les inégalités du §1 :

Pour Dy on enfile sur (17) les inégalités (iii), (vi) et (iii’) puis (xi) :

1 2M ‘12 2 2\/_
22) |Dn|<2 2 —27 = =

M

Pour Ey on enfile sur (19) les inégalités (iii’), (viii), (v) et (iii') :

1 8-4M? ¢

(23) |EN|< Z Z 2m 4M4-16N2q227rM
q=1 p=1—-N

2 N-1 72
2N — < —.
~onN? 2 < 2
Pour Fy on enfile sur (20) les inégalités (iv), (viii), (v) et (iil’) puis

(xi") :

M N1 2 2 2

P 8-4M q

Fyl<2 272 _ 2T

[Fl < TIME T 6N 2T M
N 3 3
N(N-1)E@N-1)N-1 =
24) |F L
@) Fvl< ZZ:: 6N2 M 2 =%

Pour Gy enfin, on enfile sur (21) les inégalités (iii'), (vi) et (iii’) :

2M )
G| < 222 2o AMNqW ZZ va L

g=1 p=1 g=1 p=1

donc, d’apres la formule (xi'), ce « gros » terme admet la majoration :

™V2N(IN-1)1N+1N-1
NM 2 2 2 2

72 V2(N - 1) m
=T T <VeM—.
16 16

(25) |GNl<

Ainsi de (22), (23), (24), (25) et (15) on tire par I'inégalité triangu-
laire :

2 2
(26) %(\/5+6+27r)+\/2M%+4

1 1
\aarTvel < G

d’ot, puisque 7 < 4 et /2 > 1, la majoration (M) de I'introduction.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



OCTOGONE ET SIGNATURE DES FORMES ENTIERES 761
Appendice.
Le formalisme des groupes de Witt

1. Soit A un anneau commutatif.

N

Une forme quadratique sur un A-module M de type fini & valeurs
dans un A-module K est une application ¢ : M — K qui est

(i) homogene de degré 2 (pour tout m de M et a de A on a
q(am) = a®q(m));
et telle que, en notant b(m, n) =m-n=qg(m+n) —q(m)—q(n) :

(ii) Vapplication b: M x M — K est bilinéaire.

On dit que s est la forme bilinéaire sous-jacente a la forme quadra-
tique.

Le diése b* : M — Homy (M, K) de b est 'application qui & n de M
associe I’application linéaire b*(n) envoyant tout m de M sur b (m,n). Une
forme quadratique est non dégénérée si b' est un isomorphisme de M sur
Homy (M, K).

On suppose désormais les formes quadratiques non dégénérées et soit
que A = K est un corps soit que M est un groupe abélien fini, A = Z
et K = Q/Z. Un tel couple (M,q) sera appelé espace quadratique, ou
g-espace, sur le corps K dans le premier cas et module d’enlacement
quadratique, ou ge-module dans le second.

Deux éléments n,m € M sont dit orthogonaux pour la forme
bilinéaire b si b(n, m) = 0. L’orthogonal d’un sous-module S C M est le
sous-module S+ = {m € M |Vs € Son a b(s, m) = 0} formé des éléments
orthogonaux & tous les éléments de S, c’est le noyau de la composée L’§Obti
du diese et de 'application de restriction & S.

Tout ge-module est somme orthogonale de ses composantes p-
primaires.

Un sous-module I C M sur lequel la forme quadratique ¢ s’annule est

dit g-isotrope. Une forme quadratique est dite anisotrope si le sous-module
nul 0 est le seul sous-module g-isotrope.

2. On dit qu'un sous-module L C M est un Lagrangien quadratique de
la forme quadratique ¢ 8’il est isotrope (¢ (L) = 0) et égal & son orthogonal
(L=1L"4).

Une forme quadratique est neutre si elle possede un Lagrangien
quadratique. Un g¢-espace neutre est de dimension paire d = 2k et est

TOME 53 (2003), FASCICULE 3



762 C. BAILLY ET M. DE J. CABRAL

isomorphe au g-espace hyperbolique (V* @ V,hy) sur un espace vectoriel
V de dimension k qui & (f,v) € V* @ V associe hy (f,v) = f(v). Un ge-
module neutre a pour nombre d’éléments un carré mais, cette fois sa classe
d’isomorphisme n’est pas déterminée par son nombre d’éléments.

Deux formes q; : M; — K et g2 : My — K sont liées par la relation
de Witt si leur «différence orthogonale» ¢ = q1 ® —q2 : M1 & My — K, qui
am = (my,mz) € My @ M, associe g(m) = ¢; (m1) — g2 (m2), est neutre.

Cette relation de Witt est une relation d’équivalence compatible
avec la somme orthogonale. La somme orthogonale induit sur ’ensemble
quotient une structure de groupe abélien. On note ce groupe WQ (K) dans
le premier cas et WQ (Q, Z) dans le second, ce sont le groupe de Witt
quadratique du corps K et le groupe de Witt-Pontryaguine quadratique.

Par la décomposition d’un ge-module en somme othogonale de ses
composantes p-primaires, ce dernier est isomorphe a la somme directe des
groupes de Witt-Pontryaguine quadratiques des p-goupes :

WQ(Q, Z) = eWQ,(Q, Z)
La relation de Witt est impliquée par I'isomorphisme et réciproque-
ment :
Toute forme quadratique est Witt-équivalente a une forme quadra-
tique anisotrope et la classe d’isomorphisme d’une forme quadratique
anisotrope est déterminée par sa classe de Witt.

Tout g-espace est somme orthogonale d’un de ses représentants
anisotropes et d’une forme neutre, d’ou le Théoréme de Witt :

Deux formes quadratiques sur un corps K sont isomorphes si et
seulement si elles ont méme dimension et méme classe de Witt.

3. Un réseau dans ’espace vectoriel M d’un g-espace rationnel est un
sous-groupe de type fini R de M engendrant M comme espace vectoriel.

Il est dit entier si les valeurs de la forme ¢ sur R sont entieres. Un
réseau entier R est inclus dans son réseau diése

RY={me MVr e R ona b(r,m)cZ}

et on a un enlacement quadratique (R*/R,qr) ot gr : RY/R — Q/Z est
la forme gr(r + L) = q(r) + Z induite par gq.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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La classe de Witt de gr dans le groupe de Witt-Pontryaguine quadra-
tique ne dépend que de celle de (M, q) dans le groupe de Witt quadratique
rationnel, cette association définissant un morphisme dit bord quadratique :

9, : WQ(Q) - WQ(Q, Z)
dont le noyau, formé des classes d’espaces quadratiques (M, q) possédant
un réseau entier R unimodulaire, c’est-a-dire égal & son diese R, est le
groupe de Witt quadratique unimodulaire WQ (Z).

4. On opere de méme, avec les formes bilinéaires symétriques non
dégénérées.

D’ou les notions de modules bilinéaires ou b-modules sur un corps K
et de module d’enlacement ou e-modules qui s’organisent en le groupe de
Witt W (K) du corps K, le groupe de Witt-Pontryaguine W (Q, Z) et le
groupe de Witt unimodulaire W (Z).

Pour les groupes finis d’ordre impair ou si la caractéristique du corps
est différente de 2, puisque b(m, m) = 2¢(m) et comme 2 € A® est
inversible, une forme quadratique est déterminée par sa forme bilinéaire
sous-jacente et les notions quadratiques et bilinéaires sont équivalentes. Ce
n’est plus le cas pour les groupes d’ordre pair ou en caractéristique 2.

Les seules différence avec 2 et 3 sont que : les Lagrangiens bilinéaires
L sont les sous-modules égaux & leur orthogonal L+ = L, ’on demande &
un sous-module I C M d’un module bilinéaire pour étre bilinéairement
isotrope que soit nulle la restriction de b & I x I, et non seulement &
la diagonale (car si la nullité d’une forme quadratique implique celle de
sa forme bilinéaire sous-jacente, il y a des formes bilinéaires nulles sur
la diagonale mais non nulles, par exemple celles associées & un espace
quadratique hyperbolique si la caractéristique du corps est 2). Et enfin
si le corps est de caractéristique 2 alors les g-espaces neutres ne sont plus
déterminés par leur dimension, le théoréme de Witt n’est plus vrai dans le
cas bilinéaire en caractéristique 2.

Comme tout Z/pZ-espace vectoriel est un p-groupe on a un mor-
phisme d’oubli W (Z/pZ) — W, (Q, Z). C’est un isomorphisme car les
seuls p-e-modules anisotropes sont les Z/pZ-espaces vectoriels.

Désignant par K* le groupe multiplicatif d’un corps K et K** le
sous-groupe des carrés, le produit Z/27Z x K*/K** muni de la loi

@ ) - @ V) = @+, [(-D)*“AN)

est un groupe abélien, le groupe discriminant D (K) du corps K.
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Si B est la matrice dans une base de la forme bilinéaire symétrique
b d'un b-espace de dimension d alors la classe de (d, [(—l)d(dz_1 dét (B)])
dans D (K) ne dépend que de la classe de Witt de b et définit un morphisme
6§ : W(K) — D(K) dit discriminant total qui est déja surjectif sur les b-
espaces de rang au plus 2.

Ainsi d’apres le théoréme de Chevalley, tout b-espace de rang
supérieur & deux sur un corps fini est isotrope (cf. [6] p. 12-14), le discri-
minant total est un isomorphisme dans le cas d’'un corps fini. En particulier
en ce cas W (K) a 2 éléments si la caractéristique de K est 2 et 4 éléments
sinon. Ainsi le groupe de Witt-Pontryaguine, isomorphe a la somme directe
®W (Z/pZ), est de 4-torsion.

En général tout espace bilinéaire anisotrope se diagonalise, c’est-a-
dire est somme orthogonale d’espaces de rang un isomorphes & < a >=
(KxK,(z,y) — axy) ol a € K* est un élément inversible de K. La classe
de a modulo les carrés ne dépendant que de la classe d’isomorphisme de
< a >, le groupe de Witt de K est engendré par les classes [< a >] oli a
parcourt un systéme de représentants de K* modulo les carrés K**.

Comme R*/(R*)? = {—1,+1} tout espace quadratique réel (M, gq) est
isomorphe & une somme orthogonale de u copies de < 1 > et de v copies
de < —1 >, la différence s = u — v ne dépend que de la classe de Witt de
(M, q) et réalise I'isomorphisme de signature

s:WR)—2Z
du groupe de Witt des réels sur les entiers.

Un morphisme entre deux corps induit un morphisme de leurs groupes
de Witt, d’ou le morphisme dit de signature

o:W@Q - WR) > 7Z

on montre simultanément que sa restriction & W (Z) est un isomorphisme
et que le bord 9, : W (Q) — W (Q, Z) ~ &W (Z/pZ) est surjectif. D’ou la
forme faible du théoréme de Hasse-Minkowski :

Le morphisme (o, 0,) est un isomorphisme du groupe de Witt des
rationnels sur le produit des entiers par le groupe de Witt-Pontryaguine.

5. On note
V(Q,Z) = Ker(o: WQ(Q,Z) — W(Q,Z)),

le noyau du morphisme d’oubli.
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Si L est un lagrangien bilinéaire d'un représentant (M, ¢} d'un
élément de V (Q, Z) alors la restriction de ¢ & L est linéaire donc donnée
par le produit par un élément w € M bien défini modulo L et dont la valeur
g (w) est d’ordre 8 et ne dépend pas de son choix. Ce procédé réalise un
isomorphisme de V (Q, Z) sur le groupe cyclique des éléments d’ordre 8 de

Q/Z.

Comme <1 >® <1 >et <2>¢ < 2> sont rationnellement
isomorphes la classe de la forme quadratique rationnelle associée a < 1 >
@ < —2 > est d'ordre 2 dans le groupe de Witt quadratique WQ (Q) et
son bord scinde le facteur ox : WQ2 (Q, Z) — W2 (Q, Z) ~ W (Z/2Z) ~
7/2Z de o correspondant aux groupes 2-primaires, ainsi l'oubli o est
scindé, puisqu’il est un isomorphisme sur 'autre facteur, correspondant
aux groupes d’ordre impair.

En particulier, le groupe de Witt-Pontryaguine W (Q, Z) étant tué
par 4, le groupe de Witt-Pontryaguine quadratique WQ (Q, Z) est tué
par 8.

Soit (M, ¢) un ge-module alors la somme de Gauss normalisée

Z exp (27i g(m))

meM

v(q) =

g-

est une racine de 'unité qui ne dépend que de la classe de Witt de (M, q).
Son ordre est un diviseur de 8 et l'application v : WQ(Q, Z) — us
ainsi définie est un morphisme de groupe induisant un isomorphisme sur

V(Q, Z).
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