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SUR LA TOPOLOGIE DES COURBES POLAIRES

DE CERTAINS FEUILLETAGES SINGULIERS

par Nuria CORRAL (*)

1. Introduction.

La notion de courbe polaire et même de feuilletage polaire trouve
sa place naturelle dans la théorie de feuilletages sur (C~,0). C’est le

contact entre un feuilletage et les différents feuilletages linéaires. Cet article
est consacré à l’étude des propriétés topologiques (ou d’équisingularité)
minimales de la courbe polaire générique en termes de la réduction des
singularités (type de réduction) du feuilletage. Nous donnons enfin une
extension (annoncée en [9]) du théorème de décomposition de la polaire
générique aux cas des feuilletages. C’est un résultat dû à Merle [18] lorsqu’il
s’agit de la polaire d’une branche plane et à Kuo-Lu [14] et Garcia Barroso
[12] pour une courbe à plusieurs branches. Il y a aussi des résultats partiels
pour le cas des feuilletages [19].

Nous caractérisons la classe de feuilletages pour laquelle le théorème
de décomposition est vrai : ce sont les feuilletages courbes généralisées
à modèle logarithmique non résonnant. Le modèle logarithmique est une
manière de représenter globalement la partie linéaire de l’holonomie du
feuilletage. Nous montrons dans le théorème 4.3 l’existence de modèle

logarithmique pour toute courbe généralisée non dicritique.
,

L’énoncé du théorème de décomposition en termes du diagramme
d’Eggers est classique et donne des propriétés partielles du type topologique

(*) Travail partiellement soutenu par le réseau TMR Singularités d’équations
différentielles et feuilletages et pour la DGES, FPU.
Mots-clés : Feuilletage singulier - Polaire - Modèle logarithmique - Séparatrice -
Polygone de Newton.
Classification math. : 32S65.



788

de la polaire générique qui sont o maximales » dans le type d’équisingularité
de la courbe de départ pour le cas des courbes [6], [7].

Nous commençons la preuve lorsque toutes les séparatrices sont non
singulières. Les calculs en termes du polygone de Newton montrent que
la non résonance du modèle logarithmique implique le bon comportement
de l’ordre de la polaire selon les points infiniment voisins des séparatrices
(théorème 6.1 ) . Le théorème dans le cas général s’en déduit par ramification
de toute la situation.

On termine l’article en montrant que les courbes généralisées à

modèle logarithmique non résonnant ont la propriété d’éloignement des
séparatrices, ce qui complète des résultats de Rouillé [19]. On obtient ainsi
un lien entre le type de singularité des séparatrices et les composantes
dicritiques du feuilletage polaire, complémentaire de la description donnée
par le théorème de décomposition.

Remerciements. - Je remercie F. Cano et P. Fortuny pour leurs

suggestions.

2. La courbe polaire générique.

Soit 0 un germe du feuilletage singulier sur (CC2, 0) défini par w - 0.
Étant donnée une 1-forme non singulière wl, la courbe polaire de:F par

rapport à oi est la courbe définie par

Ainsi, les courbes polaires d’un feuilletage .~’ sont des éléments du système
linéaire défini par l’idéal IF engendré par les coefficients de la 1-forme o.
Plus précisément, si est l’idéal maximal de C~~x, y~ et v = 
multiplicité de alors toutes les courbes définies par des éléments de

sont des courbes polaires de .~’ et il existe un ouvert de Zariski
de tel que toutes les courbes définies par des éléments de cet

ouvert sont équisingulières.

Si cv = A(x, y) dx -f- B(x, y) dy, considérons les courbes défi-

nies par

où [a : b] e Pl - Ces courbes sont des éléments du pinceau d(A/B) = 0,
qu’on appellera le « feuilletage polaire » Px de 0 dans les coordonnées x, y.
Un élément générique de ce pinceau est équisingulier à un élément générique
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du système linéaire défini par l’idéal I~ (voir [5]). Donc, pour étudier les
propriétés topologiques des courbes polaires génériques du feuilletage .~,
il suffit d’étudier les courbes avec [a : b] e Pt. Plus précisément,
il existe un ouvert dense de Zariski U de Pt tel que si [a : b] les courbes

sont réduites et équisingulières. Une courbe avec [a : b] E Ll est
appelée courbe polaire générique du feuilletage. Notons que la multiplicité
à l’origine d’une courbe polaire générique coïncide avec la

multiplicité v du feuilletage .~’.

La définition de courbe polaire d’un feuilletage .~’ ne dépend pas
du générateur choisi. De plus, le type d’équisingularité de la polaire
générique ne dépend pas du système de coordonnées choisi. En effet,
si F : (C2, 0) - (C~,0) est un changement de coordonnées, la courbe

polaire de selon [a : b] est un élément du système linéaire défini par
l’idéal (A o F, B o F) et la courbe est donnée par

aA o F + bB o F = 0 qui est une courbe du pinceau défini par A o F et B o F.

3. Feuilletages courbes généralisées.

Les feuilletages « courbes généralisées » ont un comportement proche
de celui de leurs séparatrices. Notamment en ce qui concerne le polygone
de Newton. Ils ont été introduits en [3] où l’on démontre notamment que
la multiplicité et le nombre de Milnor p(0) d’une courbe généralisée
sont déterminés par ceux de la courbe des séparatrices. Nous recueillons ici
des propriétés générales de ce type de feuilletages utiles pour la suite.

DÉFINITION 3.1 (cf. [3]). - Un feuilletage F est dit courbe généralisée
non dicritique si après réduction des singularités il n’y a ni composante
dicritique ni 

Soient f e Clx, ?/} un germe de fonction analytique à l’origine et
son développement en série de puissances. On note
le sous-ensemble de Z x Z donné par

Le polygone de Newton est l’enveloppe convexe de
, Étant donnée 1 dy, on note
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et le polygone de Newton est l’enveloppe convexe de
Plus précisément, en écrivant

on a _ ~ (i, j ) ; Wij ~ 0}. On dit que (i, j ) e est une contribution

de B si (i, j) 

Remarque. - Si x = 0 n’est pas une séparatrice, il existe un sommet

du type (0, k) sur le polygone de Newton qui est nécessairement une
contribution de B.

PROPOSITION 3.2 (cf. [3], [19]). - Soient .~ un feuilletage courbe
généralisée et ( f = 0) une équation réduite de ses séparatrices. Alors, ,~ et
( f = 0) ont la même réduction de singularités et .JU(.~) _ 

DÉFINITION 3.3 (voir [2]). Soit ,S~ _ (y - 0) une séparatrice non
singulière de .~’. L’indice de Carrzacho-,S’ad 7(F, ,S’, 0) à l’origine de F relatif
à 5’ est défini par

où on a écrit un générateur de 0 sous la forme

Le résultat suivant nous donne un lien clé entre le polygone de Newton
et l’indice de Camacho-Sad.

PROPOSITION 3.4. - Soient Î une courbe généralisée non dicritique
donnée par w = A(x, y) dx + B(x, y) dy et L un côté de pente - 1 Ip
avec p e N et p &#x3E; 2. Si l’extrémité supérieure de L n’est pas contribution
de B, alors la valeur -1 apparaît comme indice de Camacho-Sad dans un
coin de la réduction de singularités de ,~’.

Preuve. - Soit L un côté de dont la droite d’appui est

i + pj = k avec p (E N, p &#x3E; 2 et notons h1 ) et (.~2, h2) les sommets

supérieur et inférieur de L n N (úJ). On peut écrire w comme w - úJ L + CJ R
1-

avec Considérons la suite

d’éclatements de points
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où 7r, est l’éclatement de l’origine de C2, chaque 7ri+l est l’éclatement
de l’origine de la première carte de N2 et 7r-1 (0). Soit F’ le

transformé strict de .~’ par 7r = 7rI o ... 07rp’ On va calculer I (,~’’, Ep, Q),
où Q = Ep n Si l’on choisit des coordonnées (x’, y’) centrées en Q et
telles que Ep = (y’ - 0), un générateur w’ de .~’’ s’écrit == w~ + 
avec

Le calcul de l’indice nous donne

et comme par hypothèse 0, alors

PROPOSITION 3.5. Soient un feuilletage donné par A dx+B dy = 0
et L un côté de x, 1/) de pente

l’équation de la droite d’appui de L, alors
Plus précisément, si cx &#x3E; 1 on a

appartient à 0 (c.~ ) . Ainsi,

La forme initiale x, y) de contact p d’une fonction f E
Clx, ~~ relativement aux coordonnées x, y est donnée par

où L est la première droite de pente -1 /p qui coupe le polygone jV(/; x, y)
et f = Lorsque p = 1, on retrouve la forme initiale de f, qui
donne le cône tangent de f = 0. Si p &#x3E; 1, quitte à diviser par une puissance
de x, on retrouve le cône tangent des composantes de f = 0 qui passent
par le (p - 1)-ième point infiniment voisin de = 0 et n’ont pas de

tangente verticale. On détermine donc la « position » de ces branches au
bout de p éclatements dans la direction de l’axe y = 0.
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Remarque. - Avec les notations de la proposition précédente, on a

(lorsque B donne contribution à L). En particulier, si p &#x3E; 1, la position des
branches de à distance finie sur le p-ième diviseur exceptionnel selon

= 0 ne dépend pas de la direction de polarisation la : bl e Pl
Nous donnons maintenant deux généralisations au cas des courbes

généralisées de résultats connus pour les courbes à plusieurs branches.

LEMME 3.6 (cf. [19]). - Soient wi et W2 deux 1-formes courbe

généralisée non dicritiques avec les mêmes séparatrices. Pour toute

courbe q(t) qui n’est pas une séparatrice on a

Notons que [a : b] est dans le cône tangent de .~’ si et seulement si
il est dans le cône tangent de Donc, lorsque .~’ est non dicritique, la
direction [a : b] n’est pas dans le cône tangent de pour des [a : b] dans
un ouvert de Zariski non vide de Pb.

PROPOSITION 3.7. - Soient 0 un feuilletage courbe généralisée non
dicritique, une courbe polaire générique telle que [a : b] ne soit pas
dans le cône tangent de .~ et C = ( f = 0) la courbe formée par les

séparatrices de .~’. Alors,

Preuve. - Supposons a # 0, sinon b =1 0 et on raisonne

symétriquement. Soient la décomposition de en

composantes irréductibles et 1 une paramétrisation
de Tq. On a
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(Notons que par le lemme 3.6, on a

Remarque. 2013 Comme F est courbe généralisée, le résultat précédent
nous donne

qui est la même formule que celle pour les courbes planes (voir [23]).

PROPOSITION 3.8. - soient 0 une courbe généralisée non dicritique
définie par w - 0 et f - 0 une équation réduite de ses séparatrices.
Considérons le feuilletages défini par 7j = ~ + f - a avec cx = 0~1 dx + cx2 dy.
Alors, les courbes polaires génériques de 0 et g sont équisingulières.

Preuve. - Notons que g est aussi courbe généralisée avec les mêmes

séparatrices que .~. La courbe polaire générique de 0 est un élément du
pinceau de courbes défini par 7jr = (A, B), où o = A dx + B dy, et la

courbe polaire générique de g est un élément du pinceau de courbes défini

par 19 = (A + Jal, B + f a2). Donc, il suffit de montrer que la clôture

intégrale I, et 19 des idéaux IF et 19 coïncide (voir [5]). Considérons
l’idéal I = (A, B, f ). On a I~ C I, alors IF C I. Pour montrer l’égalité,
il suffit de voir que f E En utilisant le critère valuatif de dépendance
intégrale (voir ~23~), on doit vérifier que

pour tout Si q(t) n’est pas une séparatrice de c.~, on a

Si q(t) est paramétrisation d’une séparatrice, 1
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On a 7jp = I. De la même manière, on montre que = J avec
J = (A -f- f a2 , f ) et comme I = J, on obtient l’égalité IF = 0

Remarque. - Cette proposition généralise le résultat bien connu [5]
qui affirme que le type d’équisingularité de la polaire générique d’une
courbe à plusieurs branches ne dépend pas de l’équation réduite choisie de
la courbe. En effet, il suffit de signaler que d(u f ) = u . d f + f - du.

4. Modèles logarithmiques.

Étant donnée une courbe généralisée, nous allons lui associer son

modèle logarithmique qui représente globalement la « partie linéaire » de
l’holonomie.

DÉFINITION 4.1. - Un feuilletage est logarithmique s’il est donné par

avec f = fr la décomposition en composantes irréductibles de

f E et Ai E C. On le notera /~(/). On dit qu’il est résonnant
s’il existe une relation niai = 0 avec ni entiers non négatifs non tous
nuls.

Un feuilletage logarithmique non résonnant est non dicritique, mais
il peut être résonnant et non dicritique comme le montre l’exemple donné
par la fonction multivaluée y (y - ~2 ) -1 /6+i (~ - x3 ) -1 /6-i . Un feuilletage
logarithmique (non dicritique) est toujours de type courbe généralisée.

DÉFINITION 4.2. - Soit F un germe de feuilletage non dicritique sur

(C~,0). On dit que ,C est un modèle logarithmique du feuilletage 0 si ,C
est logarithmique, non dicritique, avec les mêmes séparatrices, la même
réduction des singularités et les mêmes indices de Camacho-Sad que .~’.

THÉORÈME 4.3. - Tout feuilletage courbe généralisée non dicritique
F a un modèle logarithmique.

Preuve. - On le fait par induction sur le nombre minimal d’éclate-

ments nécessaires pour désingulariser ,~. Si n(.~’) = 0, le feuilletage ,~’
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est donné par

donne un modèle logarithmique.

Supposons ~(.F) &#x3E; 1 et soit f = fi - 0 une équation des
séparatrices. Soient 7r : M - (C~,0) l’éclatement de l’origine, E c M le
diviseur exceptionnel, Q 1, ... , les points singuliers du transformé Jr*0
de 0 et notons par 0? le germe en Qi de Jr*J’. Les séparatrices de 0?
sont données par xv fi = 0, où f~ est le transformé strict de le

nombre v est la multiplicité à l’origine de 0 et x = 0 est une équation
de E. Par l’hypothèse de récurrence, il existe et un modèle

logarithmique £? pour chaque 0? donné par fi Soit £ donné
suffit de vérifier que les £i sont les transformés

stricts de ,C par 7r au point Qi. Ceci est donné par l’égalité

où est la multiplicité à l’origine de fj. Montrons-la. Notons S)
l’indice au point Q relatif à une séparatrice S, pas nécessairement lisse,
introduit par A. Lins Neto [16], et qui coïncide avec S, Q) pour ,S’ lisse.
D’après [16], on a

où est la multiplicité d’intersection de fj et x au point Qi. Donc,

et comme on en déduit l’égalité voulue.

PROPOSITION 4.4. - Soit £ logarithmique non résonnant avec toutes
ses séparatrices non singulières. Alors, la valeur -1 n’apparaît comme indice
de Camacho-Sad en aucun coin de la réduction de singularités de L.

Preuve. - Soient 7r : M 2013~ (C~,0) la réduction de singularités de
le diviseur exceptionnel D = 7r-l (0) et .C’ le transformé strict
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de L. Notons C = les séparatrices avec ( fi - 0) et soient
Pi = D n Ci où Ci est le transformé strict de C2.

Notons G le graphe dual de D. Comme toutes les séparatrices sont
non singulières, le graphe G s’identifie avec l’arbre de points infiniment
voisins de 7r. Les sommets de G sont les composantes irréductibles de D,
les arêtes sont les coins de la réduction de singularités et les flèches sont les
branches Ci (ou les points Pi ) . Le premier diviseur El permet d’orienter G.
On dira qu’un diviseur E est un « bouton » s’il est maximal pour cet ordre
et on notera la distance maximale entre E et un bouton au-dessus

de E. Étant donnés une branche Cj de C (flèche du graphe dual) et un
diviseur E, on note e£ = 1 lorsque la géodésique entre Cj et El contient le
sommet E et e£ = 0 sinon. Notons que si Pi e E, le feuilletage £’ est défini
en Pi par la fonction multivaluée où x = 0 est une équation locale

Soit R un coin (arête de G) et notons El, E2,..., Ek- 1, Ek la suite
maximale de diviseurs El  E2  ...  Ek telle que R est l’arête entre

et Ek. Notons pour simplifier E’jl Ei. E, *

Soit E = Ek. Nous allons démontrer la formule suivante :

par induction sur et comme £ est non résonnant, on déduit que
-1 ~7(~,~_i,R) et = 1/1(£’, Ek-l, R).

Supposons = 0. Il existe au moins deux points Pi E E et le
, - ,..  x ,

feuilletage £’ est défini en Pi par avec

Ainsi, le calcul de l’indice de Camacho-Sad nous donne
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Alors,

donc,

et on termine car

Supposons .~(E) &#x3E; 1 et soit ~i,..., Rt l’ensemble de coins de E avec
= ~1 E. Alors, E - E = -t et

Par l’hypothèse de récurrence la formule (1) est vraie pour R2,..., Rt,
alors

et on en déduit la formule ( 1 ) pour le cas général. 0

Remarque. - Soit ,~’ une courbe généralisée dont toutes les

séparatrices sont non singulières et non tangentes à x = 0 donnée par
o = A dx + B dy. Supposons que le modèle logarithmique C de .~ soit non
résonnant. Alors l’extrémité supérieure de tout côté L de est une

contribution de B. En effet, comme coïncide avec le polygone de
Newton des séparatrices, chaque côté a une pente -1/p, Si p = 1,
c’est le premier côté et on a la contribution de B car x = 0 n’est pas une

séparatrice. Si p &#x3E; 2 on applique la proposition 3.4, car -1 n’apparaît
comme indice de Camacho-Sad en aucun coin de la désingularisation de .~’
puisqu’il en est de même pour ,C. Par conséquent, le polygone de Newton

de la polaire générique de .~’ a le rapport suivant avec i

si a s côtés L~ de pentes -1/pJ’ j = 1,..., s avec pi  p2  ...  Ps,

alors les s - 1 premiers côtés de sont les déplacés verticaux d’une
unité de L 1, ... , Lg-1.
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Lorsque s = 1, le premier sommet est (0, k - 1) où (0, k)
est le premier sommet de N(7) (en fait ici k = + 1 ) .

5. Énoncé du théorème de décomposition.

Nous donnons ici un résultat qui étend aussi bien le théorème de Merle

[18] pour une branche plane que le «théorème de décomposition » [14], [12]
pour une courbe plane à plusieurs branches, ainsi que certains résultats
sur les feuilletages [19]. Plus précisément, nous considérons des feuilletages
courbes généralisées .~ dont le modèle logarithmique est non résonnant.
L’énoncé du théorème de décomposition nous décrit un comportement

du type d’équisingularité de la polaire générique en termes du
type topologique (équisingularité) de la courbe C des séparatrices de ,~.

Nous donnerons l’énoncé en termes du diagramme d’Eggers T(C)
de C (voir [11], [12]). C’est l’une des manières possibles de représenter toute
l’information topologique (équisingularité) d’une courbe plane. Rappelons
sa construction.

Soient les composantes irréductibles de C. On va construire
le diagramme d’Eggers T(C) en recollant des chaînes élémentaires Ki
chacune associée à une branche Ci. Pour chaque branche Ci, on note
(3b, ... , (3~~ ses exposants caractéristiques, ni la multiplicité de Ci à l’origine

ses paires de Puiseux. Étant données deux branches, Ci
et on définit la coïncidence C (Ci, Cj) de Ci et Cj comme

où et ~~s (x) ~s ~ 1 sont les paramétrisations de Puiseux de Ci
et Cj, respectivement. On associe à chaque branche Ci l’ensemble
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Les sommets d’une chaîne élémentaire Ki sont un point blanc et des points
noirs en correspondance bijective avec Si par la valuation v qui les ordonne,
le point blanc étant le dernier. Les arêtes sont discontinues ou continues,
selon que le point de départ est ou pas dans ,S’2 B SI. Les points noirs de Ki
et Kj de valuation inférieure ou égale à aij donnent naissance à un sous-
graphe commun On obtient T(C) par recollement des Ki en identifiant
les Kij. Le point base de T(C) est le point de plus petite valuation.

Exemple. - Soit C la courbe donnée par avec

n

Les chaînes élémentaires et le diagramme d’Eggers sont :

À chaque sommet noir Q de T(C), on associe le nombre dl (Q) d’arêtes
discontinues qui sortent de Q et le nombre d2 (Q) d’arêtes continues qui
sortent de Q. Le nombre sera la multiplicité d’une branche générique qui
a les k(Q) premières paires de Puiseux en commun avec les Ci, pour Q E Ki,
où k(Q) est le nombre d’arêtes continues entre Q et le point base. C’est-
à-dire,!J:Q == Si (irréductible) on sait que
lorsque d2 (Q) # 0, on a la paire de Puiseux n~) _ (m1(Q)+1’ 
pour chaque Ci telle qu’il sorte une arête continue de Q E I~2.

THÉORÈME 5.1 (décomposition de la polaire). - Soit F un feuilletage
courbe généralisée non dicritique dont le modèle logarithmique ,C est non
résonnant. Soient C le germe de courbe donné par les séparatrices de F et

T(C) le diagramme d’Eggers de C. Notons N l’ensemble des sommets noirs
de T(C). Il existe un ouvert dense de Zariski U C pb tel que pour tout
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[a : b] le germe se décompose comme union de courbes planes
r[a:b] = UQCN:FQI chaque FQ étant une union finie de courbes irréductibles,
telle que pour tout Q E N on ait :

2) si -y est une branche de F~ et

3) si Q e et q est une branche de rQ, on i

Le théorème de décomposition n’est pas vrai pour un feuilletage
courbe généralisée quelconque. Le feuilletage 0 défini par

est une courbe généralisée non dicritique. Le diagramme d’Eggers de ses
séparatrices est

Mais, la courbe polaire générique a une seule branche de multiplicité
deux. Donc, elle ne vérifie pas les conclusions du théorème.

6. Le cas des séparatrices non singulières.

Nous démontrons le théorème de décomposition par une réduction
au cas où toutes les séparatrices de .~’ sont non singulières, grâce à une
ramification bien choisie. Détaillons d’abord le cas des séparatrices non

singulières.

THÉORÈME 6.1. - Soit F un germe de feuilletage sur (C~,0) de
type courbe généralisée, dont le modèle logarithmique est non résonnant.
Supposons que toutes les branches de la courbe C des séparatrices soient non
singulières. Il existe un ouvert dense de Zariski U C Pl c tel que pour tout
[a : b] e U on ait la propriété suivante : pour toute suite finie d’éclatements
locaux 7r : (N, P) - (CC2, 0) telle que P soit dans le transformé strict C’ de
C, on a

L .

où est le transformé strict de la polaire par 7r et de plus P’
est transverse au diviseur exceptionnel E = 7r-l (0) en P.
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Preuve. - Considérons la suite d’éclatements de points

où 7r, est l’éclatement de l’origine de CC2, est l’éclatement de Pi et
7r = xi o ~ ~ ~ 01fp. Choisissons d’abord des coordonnées x, y telles que C

ne soit pas tangente à x - 0. Il existe un changement de coordonnées

(.r, ~/) = avec = alx + a2X 2+ - - - + tel que si (Xi, yz )
sont des coordonnées centrées en Pi, l’éclatement 7r, est donné par xi = x,
yl = et 7rj est donné par
Le générateur c,~ de 0 s’écrit

Noton;

(0; x, ~) . Pour un choix générique de [a : b] on a que

car A, B et A, B engendrent le même idéal.

x, ~) = N(C; x, Tous les côtés de V ont une pente
du type -1 /q pour q car les composantes de C sont non singulières et
non tangentes à x = 0. On en déduit que si (io, jo ) est l’extrémité supérieure
du premier côté de V de pente &#x3E; -1 / (p -~- 1), alors 

Comme le modèle logarithmique de 0 est non résonnant, on sait que
B7* n ~ j &#x3E; jo - 1} est le déplacé d’une unité verticale de V &#x3E; De

plus, en vertu de la proposition 3.5, le polygone V* n ~j  jo -1~ a tous ses
côtés de pente &#x3E; - 1 / (p + 1). On en déduit que (io, jo - 1) est un sommet

dont le côté précédent a une pente  -1 /p et le côté suivant a une
pente &#x3E; -1 / (p ~ 1 ) . Ceci implique que = jo -1. En effet, le premier
sommet de N(r’; xp, yp) est (o, jo - 1) et la première pente est &#x3E; - 1, ce qui
donne aussi la transversalité voulue. 0

Remarque. 2013 L’énoncé précédent n’est plus valable si les séparatrices
sont singulières. Par exemple si w = d(~2 - x3) et 7r : (N, P) -~ (C2, 0) est
l’éclatement de l’origine de (C2, on a mp(C’) = 1 et 1.

Lorsque toutes les branches d’une courbe C sont non singulières, le

diagramme d’Eggers T(C) s’obtient à partir du graphe dual G(C) de la
résolution de C en éliminant tous les points de G(C) qui ne sont pas de
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bifurcation. Ainsi, chaque sommet noir Q de T(C) est associé à un diviseur
qu’on note EQ. La valuation v(Q) est le nombre d’éclatements nécessaires
pour obtenir EQ. Exemple :

Q 0

COROLLAIRE 6.2. - Sous les hypothèses du théorème, il existe un

ouvert dense de Zariski U C tel que pour tout la : b] E U, le germe f[a:b]
se décompose comme une union de courbes planes = UQENFQ telle
que

2) si -y est une branche de

est une branche due 1

Notation. - Soient r une courbe sur ((~2, 0) et

une suite d’éclatements locaux de centres Pi-,, i = 1,..., ~. On dit que
Pk est un point infiniment voisin de r et on note Pk E F si Pk est dans le
transformé strict de F. On notera aussi Pj &#x3E; Ps si s  j. Lorsqu’il n’y aura

pas de confusion, on notera mp2 (F) la multiplicité du transformé strict de F
en Pi.

Preuve d u corollaire. - Soit Q un sommet noir de T(C) avec v (Q) = p.
Considérons la suite d’éclatements de points

telle que Signalons que ~ 7
Q e Kil. Définissons rQ comme la réunion des branches de 

telles que e q et de plus pour tout P E EQ tel que P E C.
Les propriétés 2) et 3) de l’énoncé sont visibles. Nous allons calculer la
multiplicité 
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Supposons que Q soit un sommet maximal de T(C) (c’est-à-dire, EQ
sera un bouton de G(C)). Notons que dl (Q) _ et FQ est précisément
l’ensemble des branches -y de telles que Pp-l E ~, car aucune branche
de ne passe par un point P E EQ avec P E C, puisque m p (C) = 1.
Le théorème donne

Si Q n’est pas maximal, soient Q1, ... , Qm les sommets noirs de T(C)
tels que Qg &#x3E; Q. On a

Si le résultat est vrai pour QI, .... Qm, la multiplicité de est

et d’après le théorème, on a

(C) - 1. On en déduit le résultat. 0

Remarque. - En inversant les arguments de cette preuve on peut
montrer qu’en fait l’énoncé du corollaire et celui du théorème sont

équivalents. Le théorème 6.1 est donc la version pour le cas de séparatrices
non singulières du théorème de décomposition.

7. L’effet d’une ramification.

Considérons une ramification p : (C2, 0) -~ (C~,0) donnée en

coordonnées par p(u, v) - (un, v) . Nous utiliserons la ramification pour
nous ramener au cas des séparatrices non singulières. Regardons maintenant
comment la ramification agit sur quelques-uns des outils qu’on va utiliser.

Le diagramme d’Eggers. - Soit C un germe de courbe défini par

f (x, y) = 0 et notons C le germe de courbe donné par 0.

Supposons que toutes les composantes irréductibles de C soient non

singulières (c’est le cas pour n = 0 mod ni, ..., 1 n’). Nous allons construire
T(C) à partir de T(C). Rappelons que toutes les arêtes de T(C) sont
discontinues. Notons v la valuation de T(C). Reprenons les notations

précédentes. Si Ki est la chaîne élémentaire associée à Ci, notons Ki
le sous-graphe de T(C) qu’on obtient à partir de Ki par ramification.
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Détaillons la construction de Soit Q le point base de T(C) et Q’ le
point suivant dans Ki. Si v(Q) _ ,~i /n2 e le sommet Q donne un
sommet Q dans Ki de valuation v(Q) = nv(Q), d’où partent ni arêtes
discontinues, qui relient le sommet Q avec les sommets Q i , ... , QnZ de

_ - 1 n,
valuation v (Ql ) = nv(Q’). On dit que les sommets Q’ sont associés au
sommet Q’. Si v(Q) e ,S’2 ~ alors il a associé le sommet Q de Ki avec

v(Q) = nv(Q) d’où part une seule arête discontinue qui relie Q avec le
sommet Q’ associé à Q’ de valuation v(Q’) = nv(Q’). Prenons maintenant
un sommet Q de Ki quelconque, et supposons qu’on ait déjà construit la

partie de Ki qui correspond aux sommets de Ki avec valuation  v(Q). Si
k = k(Q) est le nombre d’arêtes continues entre Q et le point base, alors Q
a associé n~ = ni ... nk points {Q~}~i ~~ de KZ de valuation nv(Q) (voir
aussi la définition de n~ au §5). Soit Q’ le sommet suivant à Q dans Kz.
La construction de Ki continue de la façon suivante :

. Si v(Q) = alors n~+1 arêtes discontinues partent de
chaque sommet QÊ, 1 E ~ 1, ... , n1 ~ ~ ~ n~ ~. Ces arêtes relient Qg avec un
sommet de valuation nv(Q’).

. Si v(Q) Si2 B S’i , alors une seule arête discontinue part de chaque
sommet Qg, é E {1, ... , ~ - - - Cette arête relie Qg avec un sommet de
valuation nv( Q’).

Quand Q’ est un sommet blanc, les sommets associés à Q’ dans
7~ sont aussi blancs et n’ont pas de valuation. Enfin T(C) s’obtient par
recollement des Ki de manière évidente.

LEMME 7.1. - Soient Q un sommet noir de T(C) et Q un sommet
noir de T (C) associé à Q. Alors (

Preuve. Il y a dl (Q) arêtes discontinues qui ne bifurquent pas.
De plus, chacune des d2 (Q) arêtes continues est remplacée par nQ = n1+l
arêtes discontinues. 0

Exemple. - Considérons l’exemple donné au paragraphe 5 et la

ramification p(u, v) = (u4, v) . Le diagramme d’Eggers de C est



805

Remarque. 2013 La propriété suivante se déduit de la construction de

T(C) à partir de T(C). Étant données une branche y de C et une branche
6 de =y = (en fait 6 donne une paramétrisation de Puiseux de y),
tout sommet noir de la chaîne élémentaire de a est associé à un sommet

noir de la chaîne de q dans T(C) et inversement, les sommets associés à
un sommet noir Q de T(C) sont des sommets qui se correspondent aux
paramétrisations des branches qui (passent  par Q.

Modèles logarithmiques. - Les résultats suivants montrent le bon

comportement des modèles logarithmiques non résonnants après rami-
fication.

LEMME 7.2. - Soient h : (C2, 0) - (C~,0) un morphisme de rang
générique maximal est £ un feuilletage logarithmique non résonnant.

Alors est un feuilletage logarithmique non résonnant.

Preuve (voir aussi [19] pour le cas d’une ramification). - Supposons
,C donné par et f = /i - - - f r . Comme h est de rang générique maximal
on sait que fi o h n’est pas identiquement nul. Écrivons

Alors h*,C est donné par la fonction multivaluée h~ ~ où chaque est
un des et pg est une combinaison à coefficients entiers des La non

résonance des MÊ se déduit de celle des 0

LEMME 7.3. - Soient h : (C~,0) 2013~ (CC2, 0) un morphisme de rang
générique maximal et F une courbe généralisée sur ((C2, 0). Supposons
que l’origine soit ou bien un point non singulier ou bien une singularité
simple de F et considérons un modèle logarithnùique £ de F. Alors h*,C
est un modèle logarithmique de (En particulier, est une courbe

généralisée et h* ,C est non résonnant.)

Preuve. Supposons h = ( f , g), écrit en coordonnées x, y telles que
.~’ soit donné par la 1-forme méromorphe

où À, JL e C* sont non résonnants au sens que si pA + q  = 0 pour
p, q e Z&#x3E;o alors p = q = 0, et W(0) = 4l(0) = 0. De plus, on peut choisir les
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coordonnées pour que ,C soit donné par xàytl. Alors est donné par

et il s’agit de montrer que À d f / f + p dg/g en donne un modèle loga-
rithmique.

Soit F = 0 une équation réduite de f g = 0 et notons 7r : M -~ (C~2, 0)
la réduction des singularités de F = 0. Il suffit de montrer que les

transformés stricts de h*£ et ont sur M les séparatrices données
par F o 7r - 0 et que toutes ses singularités sont simples avec mêmes
indices. Soit P e 7r-l (0) un point non infiniment voisin des branches
de F = 0. Alors, F o 7r = xP, localement en P, ce qui implique que
f 0 7r Ul, 9 o 7r = xP2 . U2, pour des unités Ul, u2, avec pi + p2 &#x3E; p.
Le feuilletage 7r*(h*F) est donné en P par

où q est holomorphe. Comme Api + JLP2 i- 0, c’est un point non singulier.
Même calcul pour 7r* (h*f-). Soit P e 7r-l (0) tel que F o 7r = xPgq en
coordonnées locales. Alors, f o 7r - XPI yql Ul, 9 o 7r = avec

Pi + p2 &#x3E; p et ~1+~2 ~ q. Comme avant on montre que xy - 0 sont
des séparatrices de 7r*(h*F) et 7r*(h*£), et leurs parties linéaires sont
données par

ce qui termine la preuve, car Api + pp2 et Aqi + JLq2 sont non résonnants.

Le cas où l’origine n’est pas un point singulier est évident. D

LEMME 7.4. - Soient 7r : M ~ (C~,0) une suite finie d’éclatements
de points, un feuilletage ,~’ et un feuilletage logarithmique non résonnant
L sur ((~2, 0). Supposons que 7r* L soit un modèle logarithmique de Jr*7 en
tous les points de 7r’~(0). Alors L est un modèle logarithmique de F.

Preuve. - Quitte à éclater des points de M, on peut supposer que 7r
donne une réduction de singularités (non minimale) de 0 et de £. On en
déduit immédiatement l’égalité des séparatrices et le fait que .~’ est une

courbe généralisée non dicritique. De plus, l’égalité des indices (sous les
hypothèses précédentes) pour la réduction commune des singularités est
équivalente à l’égalité des indices à quelques éclatements supplémentaires
près. D
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PROPOSITION 7.5. - Soit h : (C~,0) - (C~,0) un morphisme
algébrique de rang générique maximal. Supposons que .C soit un modèle
logaritllmique non résonnant d’un feuilletage F sur ((C2, 0) . Alors h* f- est
un modèle logarithmique non résonnant de 

Preuve. - Soit 7r : M - (C2, 0) la réduction des singularités de F
(et de £). Par élimination des indéterminations (voir [1], théorème II.7,
par exemple) de l’application rationnelle 7r-l o h : (C~,0) -~ M, il existe

une suite finie d’éclatements de points Tr : M 2013~ (C~,0) et un morphisme
rationnel h : M 2013~ M qui font commuter le diagramme suivant :

On sait que h*(7r*f-) est un modèle logarithmique de h*(7r*F) en vue du
lemme 7.3. On a h*(7r*.c) = 1i*(h*.c) et = 1f*(h* F) et comme h*£
est logarithmique non résonnant par le lemme 7.2, on conclut en appliquant
le lemme 7.4. D

Remarque. 2013 Les résultats précédents sont valables lorsque h est une
ramification p(u, v) _ (un, v). C’est le cas qui nous intéresse.

La polaire. - Supposons que soit une courbe généralisée non dicri-
tique avec modèle logarithmique non résonnant ,C. Soit C la courbe

des séparatrices et supposons que x - 0 n’est pas tangent à C et que
p(u, v) - (Un v) est telle que p-’C a toutes ses branches non singulières.
Soit r = une polaire générique de .~’. En général p-lr et
F[,,:b](p*F) ne sont pas équisingulières, comme le montre l’exemple donné
par d(y3 - xll) = 0 et p(u, v) = (u3, v), où chacune des courbes p-lr
et (p*F) a deux branches non singulières, avec coïncidences 15 dans
l’un des cas et 16 dans l’autre. Néanmoins p-lr va satisfaire l’énoncé du
théorème 6.1 et donc le corollaire 6.2, comme on le montre ensuite.

PROPOSITION 7.6. - Si 7r : (N, P) - (C~,0) est une suite de p
éclatements locaux telle que P E p-’C (c’est-à-dire, le point P est dans le
transformé strict de p-1 C par 7r), alors on a = 1.

De plus, p-1 r est transverse à 7r-l(O) en P.

Preuve. - Soit .~’ donné par w = A(x, y) dx + B (x, y) dy = 0. Notons
Comme la
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première pente de est &#x3E; -1 ~n (rappelons que C n’est pas
tangente à l’axe x = 0), il existe des coordonnées u- = u, v = v - E(u), avec

telles que des coordonnées u’, v’ en P sont données par il = î/,f = UIPVI.
et choisissons (io, Jo) l’extrémité

supérieure du premier côté due 17 de pente &#x3E; - 1 / (p + 1). On sait que le côté
précédent a une pente et que 1. En particulier

. Avec le même argument que. , . - , , , . - , .. - - ,

dans le théorème 6.1, il suffit de montrer que si alors

(to, 30 - 1) est un sommet de
Notons

On a

De plus, comme p*0 est à
modèle logarithmique non résonnant o*,C, en appliquant les arguments
du théorème 6.1 on a que ) est un sommet commun à V* et à

,V/,JV -~ _._ _

, il suffit de montrer

Soit (i, j ) un point de
, on a deux possibilités

Dans le premier cas, on a
comme Dans le second
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8. Fin de la preuve.

Choisissons des coordonnées x, y pour que x = 0 ne soit pas tangent
à la courbe C des séparatrices de 0. Soit r = (0; x, y) une courbe
polaire générique. On sait que r n’est pas tangent non plus à l’axe x = 0.
Considérons une ramification p : (C~, 0) -7 (CC2, 0) donnée par x = Un, y = v
telle que ait toutes ses branches non singulières. La proposition 7.6
fournit une décomposition

en utilisant les mêmes arguments que dans le corollaire du théorème 6.1.
Les paquets rQ sont non vides et correspondent chacun à un sommet noir

Q E N du diagramme T (C), où C = p-1 C, et on a les propriétés suivantes :

2) Si Q est dans la chaîne élémentaire d’une branche a de C et

a est une branche de rQ , alors C(a,a) = v(Q).
3) Si Q e I~(~) ~ pour deux branches et ~’ de C et c~ est une

branche de rQ, alors C (a, a’) = ~’).
Étant donné un sommet noir Q e N du diagramme T(C), nous

définissons le paquet rQ comme la réunion des branches -y de T telles que
toute branche a de est dans un rQ où Q est associé à Q. Notons que

(voir la remarque qui suit le lemme 7.1 ) . Nous allons voir que les paquets
FQ satisfont les conclusions du théorème de décomposition. Calculons

d’abord la multiplicité Comme x = 0 n’est pas tangent à r,
alors Ainsi,

Le lemme 7.1 nous dit que 1 , pour tout Q associé
à Q et de plus il y a exactement TlQ sommets associés Q. Donc,
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Soient Ci une branche de C telle que Q E Ki et q une branche de rQ . Nous
allons calculer la coïncidence C (~y, Ci ) . Après ramification, on a

où a varie sur les branches et a le fait sur les branches de p-1 Ci .
Considérons une branche fixe cx de p-1 ~y. Il existe un sommet Q E N associé
à Q tel que a C rQ et une branche o~ de telle que Q e K(u) (car
Q E Ki et Q est associé à Q) . On a = v(Q) = nv(Q). D’autre part,
si a’ est une branche de p-’Ci telle que Q e K(u’) on a

On en déduit que Ci ) = v(Q). Supposons maintenant que Q E Ki B Kj
et -y est une branche de FQ . Comme avant, on a que

où a, Q, ~ varient respectivement sur les branches de i
Considérons a une branche de et (3 une branche de Il existe

un sommet Q E N associé à Q tel que Prenons une

branche de p-lCi telle que Q e alors

d’après la propriété 3 des paquets FQ. Considérons maintenant une branche
cr de p-’Ci et (3 une branche de Alors, il existe Q associé à Q tel

Prenons a une branche de FQ , alors

On en déduit que

1

9. Eloignement des séparatrices.

La propriété d’éloignement des séparatrices, décrite par P. Rouillé, est
connue pour les courbes généralisées avec une seule séparatrice et les feuille-
tages logarithmiques non résonnants [19]. Elle donne un lien entre le type
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de singularité des séparatrices et les composantes dicritiques du feuilletage
polaire ~~ de 0. Précisons-le. Il existe une suite minimale d’éclatements

telle que les singularités du transformé strict de 0 soient simples et le

transformé strict de P~ n’ait pas de point dicritique. En particulier,
les composantes dicritiques de T~p sont représentées dans le graphe dual

G(H) de Il. On sait que II désingularise les polaires génériques et que
le transformé strict de chaque polaire générique passe par toutes les

composantes dicritiques et seulement par elles (peut-être de manière
multiple). Étant donné un sommet Q de G(II) la géodésique de Q est
le chemin le plus court joignant Q et le sommet base B de G(H) qui
représente le premier diviseur exceptionnel. La propriété d’éloignement des
séparatrices s’énonce alors comme suit :

« Aucune géodésique d’un sommet Q de G(II) correspondante à une
séparatrice de 0 ne contient une composante dicritique de sauf éven-

tuellement le sommet base B. »

Exemple. - Le feuilletage défini par (

dont est donné par i7j = (2y2 -F- 3xy) dx + (-xy - 2x2) dy, n’a pas
la propriété d’éloignement des séparatrices. Par contre 02, défini par

d(~2 - x3), l’a.

Nous allons démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 9.1. - Tout feuilletage courbe généralisée dont le mo-
dèle logarithmique est non résonnant a la propriété d’éloignement des
séparatrices.

Soient 0 un feuilletage courbe généralisée à modèle logarithmique non
résonnant et C la courbe des séparatrices de 0. Choisissons des coordon-
nées x, y telles que x - 0 ne soit pas tangent à C et considérons une
ramification p(u, v) - telle que p-l C ait toutes ses composantes
irréductibles non singulières. On a le résultat suivant :
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LEMME 9.2. - Soit 7r : (N, P) --7 (C2, 0) une suite de p &#x3E; n
éclatements locaux telle que P e p-1C. Alors, N - (N, P)
de P est non dicritique pour le feuilletage 7r* (p-IpF).

Preuve. - Prenons les notations et arguments de la preuve de la

proposition 7.6. On sait que 1 est la

première droite de pente -1 / (p + 1) qui coupe V** . On en déduit que

(rappelons que an = 0 si q &#x3E; n), et cela implique le résultat car la position
des branches de sur le diviseur 7rll (P) est determinée par ce

polynôme ln(j,p+,) (aA + bB; il, v) qui ne dépend pas de [a : b] - 0

Remarque. 2013 Soient G le graphe dual d’une suite d’éclatements de
points et a une branche non singulière transverse à un diviseur E6 en
un point qui ne soit pas un coin est une curvette [15]).
Considérons q, -y’ deux curvettes transverses à un diviseur E,y = en

deux points différents. Si E,y est dans la géodésique de Ea, avant éclatement
on a

_/ ,"- --/ , .-/ . ,

Preuve du théorème. - Supposons qu’il existe une branche Ci de
C telle que la géodésique de Ci dans contienne une composante
dicritique de Px qui ne soit pas la première composante du diviseur

exceptionnel. Alors il existe un ouvert non vide V C Pé et une branche
tels que pour tout

1 différents on a

sont équisingulières (et désingularisées par II),
’ sont équisingulières,
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En effet, dans l’espace total M de II, les branches ~, q’ jouent le
même rôle que dans la remarque précédente, car elles sont attachées à la
composante dicritique dans la géodésique de Cz .

Considérons une ramification p : (C~,0) - (CC2, 0) telle que 
ait toutes ses branches non singulières. Soit a une branche fixe de p-1 Ci .
Étant donné que le calcul de la coïncidence peut se faire en faisant varier
les paramétrisations d’une seule des courbes (voir [12]) on a

pour deux branches a, c~’ de p-1 ~y, respectivement. On en déduit

que &#x3E; p et comme C (~y, ~y’ ) = p/n, nécessairement C( a, a’) = p.
D’autre part, notons que p &#x3E; n, car si C (~y, ~y’ ) = 1 ceci implique que la
composante dicritique est la première composante du diviseur exceptionnel.
Soit Jr : (N, P) - (C2, 0) une suite de (p - 1)-éclatements locaux telle
que P E ~. Alors, a et cx’ ont des tangentes différentes en P. Vu que ce

et cl varient sur un ensemble infini et qu’elles sont des courbes intégrales
de ceci implique que l’éclatement de centre P de 7r*(p-lpF) est
dicritique. On trouve ainsi une contradiction au lemme précédent. ri
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