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COURBURES INTRINSÈQUES DANS LES
CATÉGORIES ANALYTICO-GÉOMÉTRIQUES

par A. BERNIG &#x26; L. BRÖCKER

1. Introduction.

Les courbures de Lipschitz-Killing apparaissent dans des contextes
très différents comme la géométrie convexe, la géométrie riemannienne ou
la géométrie combinatoire. En règle générale, une formule qui est vraie
dans un de ces domaines (comme la formule cinématique) reste valable
dans les autres contextes. Dans cet article, nous proposons un formalisme
qui fonctionne à la fois pour les ensembles convexes, sous-analytiques et
les sous-variétés d’une variété analytique réelle fixée. L’outil employé est le
cycle normal, qui a été introduit pour les ensembles sous-analytiques par
J. Fu. Une description plus explicite est fournie par la théorie de Morse
stratifiée.

Nous définissons des formes différentielles universelles, appelées for-
mes de Lipschitz-Killing. Quand on les intègre sur le cycle normal, on
récupère deux types de mesure. Les courbures relatives Âi reflètent la

géométrie du plongement, tandis que les courbures intrinsèques 11i sont
indépendantes du plongement. Dans le cas classique où on a soit un

ensemble convexe soit une sous-variété d’un espace euclidien, les courbures
intrinsèques correspondent aux Quermassintegrale de Minkowski et aux
volumes invariants de H. Weyl. Notre définition généralise ces notions
à des ensembles ayant de fortes singularités et plongés dans une variété

Mots-clés : Courbures - Espaces sous-analytiques - Formule cinématique - Densités.
Classification math. : 53C65 - 14P10.
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riemannienne qui n’est pas forcement plate. Ceci est très utile par exemple
pour étudier comment ces invariants dépendent de la métrique de l’espace
ambiant.

Nous aurons besoin de certaines stratifications satisfaisant des con-

ditions naturelles comme les conditions de Whitney ou de Verdier. Les
ensembles considérés ici font partie d’une catégorie analytico-géométrique.
Pour de tels ensembles, on peut toujours trouver des stratifications de ce
type.

Le cas des variétés à courbure sectionnelle constante r, est d’un intérêt

particulier. Dans ce cas, les deux types d’invariants sont liés par le théorème
suivant :

THÉORÈME 1.1. - Soient X c M n N un ensemble définissable et
compact. Alors les mesures de courbure relatives -) et les mesures
de courbure intrinsèques Ai (X, -) satisfaisont l’équation suivante (avec
/? B ,;1 ,

Dans le cas des variétés à courbure constante ~, nous démontrons une

formule cinématique (dont Santalo ([25]) ne connaissait que les premiers
termes) et nous montrons comment les courbures relatives sont liées à la
croissance du volume. Ces formules sont particulièrement simples grâce
à l’utilisation des courbures relatives. On pourrait les réécrire avec les

courbures intrinsèques, mais cela donnerait des formules beaucoup plus
compliquées.

Un corollaire de ces calculs est la généralisation suivante du théorème
de Gauss-Bonnet :

THÉORÈME 1.2 (Formule de Gauss-Bonnet généralisée). - Soit

XCMN un ensemble définissable et compact. Alors
nr T _

Une autre application concerne les densités locales des ensembles

définissables. Ceci répond à une question de M. Coste. Finalement, nous
donnons des relations entre les volumes des simplexes réguliers dans les
espaces hyperboliques et sphériques.
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2. Notations.

La fonction gamma sera notée par F. Pour simplifier, nous écrirons
n ! := r(n --~ 1) même si n n’est pas un nombre entier.

Le volume de la boule-unité de dimension n dans l’espace euclidien
_n

est donné et le volume d’une sphère de dimension n se calcule- 

( 2n )!

Soit M,’ la variété riemannienne simplement connexe de dimension
n et de courbure sectionnelle constante /~. Alors Mn est unique et donnée
par

Les fonctions modifiées du sinus et du cosinus seront appelées sn,~ et csx :

3. Mesures de courbure dans des catégories
analytico-géométriques.

3.1. Catégories analytico-géométriques.

La définition suivante est due à van den Dries et Miller ([24]).

DÉFINITION 3.1. - Une catégorie analytico-géométrique C est la
donnée des couples (M, X) avec les propriétés suivantes : .’
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a) M est une variété analytique réelle et X un sous-ensemble de M.

b) Pour chaque M fixée, l’ensemble des ensembles X C M tels que
(M, X ) e C forme une algèbre de Boole qui comprend M et que nous notons
par C(M).

d) Pour chaque application propre analytique f : M --&#x3E; N et

e) Si X est un sous-ensemble de M, (Ui) un recouvrement ouvert de
M, alors X e C(M) si et seulement si X n Ui E C(Ui) pour chaque i.

f) Les ensembles bornés de sont exactement les unions finies

d’intervalles bornées.

Par exemple, les ensembles sous-analytiques des variétés analytiques
réelles forment une catégorie analytico-géométrique qui, de plus, est con-
tenue dans toute autre catégorie.

Les catégories analytico-géométriques généralisent la notion de struc-
ture o-minimale. Une telle structure est donnée par une suite cvl, cv2, W3, ...

telle que

a) Wn est une algèbre de Boole de sous-ensembles de R~.

c) Si A e c.vn+1, alors 7r(A) E Wn où 7r : est la projection
sur les n premières coordonnées.

d) Wn comprend les ensembles algébriques réels de 

e) W1 est constitué de toutes les unions finies de points et d’intervalles
de R.

La structure o-minimale la plus petite est l’ensemble des ensembles

semi-algébriques. La structure o-minimale qui est composée de tous les
ensembles sous-analytiques de R~B n = 1, 2 ... restant sous-analytiques dans
la clôture projective pn (IR) est appelée 

Conformément à [24], il y a une correspondance biunivoque entre les
catégories analytico-géométriques et les structures o-minimales contenant

que nous décrivons explicitement.

À une catégorie analytico-géométrique C nous associons une structure
par
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Ici, R" est considéré comme sous-ensemble ouvert de P’ (R) à l’aide
du plongement (YI, ..., yn ) E ( 1 : yi : ... : Yn) E JIDn (R).

En particulier, les ensembles bornés de sont contenus dans un .

Par ailleurs, nous associons une catégorie analytico-géométrique C =
à chaque structure o-minimale a contenant par : X e C (Mn ) si

et seulement si pour chaque point x E M il exist un voisinage ouvert U de
x dans M, un ouvert V C R n et un isomorphisme analytique h : ~7 2013~ V,
tels que h ( U rl X) E an.

THÉORÈME 3.2 (van den Dries, Miller). - Les deux opérations
a - et C H a(C) sont biens définies et mutuellement inverses.

La preuve et les propriétés de base des catégories analytico-géomé-
triques peuvent être consultées dans [24]. Par la suite, en tenant compte
du théorème de van den Dries et Miller, on parlera d’ensemble définissable
quand on aura donné une catégorie analytico-géométrique C, une variété
analytique réelle M et un ensemble X e C(M).

Des précisions sur les stratifications et leurs relations peuvent être
consultées dans [28].

Un point clé de la théorie des courbures est l’existence des stratifi-
cations modérées pour des ensembles définissables. En effet, c’est à partir
de ces stratifications qu’on peut utiliser la théorie de Morse stratifiée et
donner une description explicite du cycle normal (voir sous-section 3.2).

Introduisons d’abord quelques notations.

Pour une stratification de Whitney X = UX’ C M d’un com-

pact définissable X, nous dénotons par Nor X c SM l’ensemble des
vecteurs unitaires normaux à une strate quelconque. Nous dénotons par

Z le sous-ensemble de toutes les limites de vecteurs

unitaires normaux à Xi dont les origines tendent vers un point de Xi.

DÉFINITION 3.3. - Une stratification de Whitney X = UX i C M
d’un ensemble définissable compact X est appelée modérée s’il existe une
strate cation UN" de l’espace des vecteurs unitaires normaux Nor, X C
SM satisfaisant les propriétés suivantes :

a) est compati ble avec les ensembles i 
C Xi

ce qui veut dire que chacun de ces ensembles est une union de strates.

b) La projection 7r : X, (x, ve) H x est une submersion
sur chaque strate.
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Il a été démontré dans [21] et [7] que chaque ensemble compact et
définissable admet des stratifications modérées.

Afin de définir des courbures des ensembles d’une catégorie analytico-
géométrique C, nous aurons besoin d’une métrique. La définition est la

suivante :

DÉFINITION 3.4. - Soit X e C(M) avec X compact et connexe.
Une métrique sur X est une métrique analytique réelle sur un voisinage de
X dans M.

Remarque 3.5. - Une métrique sur X induit une métrique in-

trinsèque sur X dans le sens de [6]. Pour voir cela, nous prenons une
stratification de Whitney de X ([24]) et utilisons un résultat de Bekka

et Trotman ([1]). Pour des informations complémentaires concernant les
propriétés métriques des espaces stratifiés, nous nous référons à l’article

[14]. Il

Une fois que nous avons une métrique sur M, nous pouvons identifier
son fibré en sphères SM avec v), x E M, v E Tx M, v 11 = 1}.

Par la suite, on considèrera toujours un compact X E C(M) avec une
métrique fixée.

Nous utiliserons deux fois le fait que X appartient à une catégorie
analytico-géométrique: premièrement cela nous permettra d’associer à X
son cycle normal et de définir ainsi ses courbures de Lipschitz-Killing. Cette
définition pourrait être faite pour chaque ensemble admettant un cycle
normal, par exemple un ensemble convexe ou à portée positive ("positive
reach"). Deuxièmement, nous aurons besoin des stratifications modérées
de X pour pouvoir donner des formules explicites. Ces formules seront
cependant indépendantes de la stratification choisie.

3.2. Cycle normal d’ensembles définissables.

Soit M une variété riemannienne avec une métrique analytique réelle
g. Pour le moment, nous supposons que M est connexe et orientée.

Nous notons D*(S.M) l’algèbre des formes différentielles sur SM et
D* (,S’M) l’espace des courants de masse finie.
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Soit N = dim m. La semi-norme plate sur DN-1(SM) est donnée
par

où C E DN-1(SM) et est la co-masse. Nous munissons DN-1(SM)
de la topologie induite 

Le cycle normal associé à un ensemble définissable compact X a
été introduit par J. Fu. Nous décrivons une construction utilisant la

théorie de Morse stratifiée ainsi que la construction originale de J. Fu. La
première description est très explicite. Elle peut être utilisée pour donner
des caractérisations plus géométriques des courbures de Lipschitz-Killing,
voir [2] et [3]. Il est cependant difficile de démontrer à partir de cette
définition que le courant obtenu est vraiment un cycle. Parallèlement, la
deuxième construction utilise un argument d’approximation et le théorème
de compacticité de Federer-Fleming. Elle présente l’avantage de fournir
directement un cycle.

Heureusement, par un théorème d’unicité de J. Fu, les deux construc-
tions donnent le même courant. On peut donc parler sans ambiguïté du
cycle normal de X.

Nous choisissons une stratification modérée de X et définissons

comme dans ([7], § 3) l’indice a(x, v) pour (x, v) E S’M comme l’indice
de Morse normal en x e X d’une fonction de Morse f : M ~ R telle que 

‘

grad fx = v.

A cause du théorème de Hardt ([12], Théorème 5.22), a est une
fonction définissable à valeurs intégrales sur SM. Le cycle normal de X
est représenté par intégration sur le support de a, en utilisant a comme

multiplicité.

Soit ,5’ une strate de X. Pour x E S, on note la sphère-unité dans
le supplémentaire orthogonal de dans TxM. Nous aurons aussi besoin
de la projection canonique 7T : ,S’M -~ M. Alors pour tout 0 E D°(SM),
nous avons

. r r

Ici, dv représente à la fois la forme de Gauss et la forme-volume sur 

Les détails de cette construction sont disponibles dans [15] et [4] ; voir
aussi [26], [20] et [18].

Nous allons décrire maintenant la deuxième construction du cycle
normal. Soit X un ensemble définissable et compact. Comme il est démontré
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dans f71, ~6, il existe une fonction définissable continue ,f : Af 2013~ R telle

que 1 est une variété lisse à bord pour
tous r &#x3E; 0. Soit Nr le fibré normal extérieur de Xr. Alors Nr définit un
courant rectifiable Nr e DN-1(SM), qui est représenté par l’intégration
sur Nr. Par le théorème de compacticité de Federer-Fleming ([13], 4.2.17),
il existe un courant rectifiable No E DN-1(SM) et une suite (rn) - 0 tels
que (N~.n ) --~ No. Par construction, No est un cycle : 8Ño = 0. De plus,
NoiK = 0 où K est la 1-forme canonique sur SM. Le cycle No satisfait aussi
la formule (*).

Maintenant, un théorème d’unicité de Fu ([17], Th. 4.1) affirme qu’il
y a au plus un courant No e DN - 1 (SM) avec ces propriétés. Donc les deux
courants construits coïncident. En particulier, ce courant est un cycle. Nous
l’appelons le cycle normal de X et le dénotons par nc(X).

Le cycle normal dépend de l’orientation de M. Si on change d’orien-
tation, le cycle normal est multiplié par -1. Mais on appliquera le cy-
cle normal seulement à des formes différentielles qui se comportent de la
même façon lorsqu’on change d’orientation. Le résultat de l’intégration (les
mesures de courbures) est par conséquent indépendant de l’orientation de
M. Si M est non orientable ou non connexe, on peut toujours l’orienter
localement. Une autre possibilité pour contourner ce petit problème tech-
nique serait d’utiliser un revêtement double de M. Dans le reste de cet

article, nous supposons pour simplifier que M est orientée et connexe, mais
les objets que nous construisons, les courbures relatives et intrinsèques,
peuvent être définis dans le cas général en tenant compte de la remarque
précédente.

3.3. Déterminants mixtes.

DÉFINITION 3.6. - Soient Al, ... , des matrices réelles de type
(n, n). L’équation

définit pour chaque multi-indice (al, ~ ~ ~ , tel que al + ... + arn = n,
un nombre réel detal,...,arn(A1,... ,Am), appelé déterminant mixte d’ordre
(al, ... , 1 an) -

Par exemple, on a detn (A) = det A et deti,n-i (A, Id) = ai (A).
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Remarquons qu’il y a une autre façon de définir des déterminants
mixtes.

Notons el , ... , en la base canonique de Ilgn avec base duale ..., 1 Wn-

Soit 2 . Alors on a l’équation

La somme porte sur toutes les permutations 7r de 

Par abus de notation, nous écrirons aussi ..., An) si
A1 n’est pas une matrice, mais si on a des 2-formes A ~ , i, j = 1, 2,..., n et
si al est pair. Dans ce cas, A~(1) /B.../B A;(ad devra être interprété comme
A~(1)~(2~ ... Ceci sera utile pour les 2-formes de courbure.

Pour des vecteurs de 1-formes = = 1,..., n, k = 1,..., m et
des nombres naturels al , ~ ~ ~ , tels que al -~ ~ ~ ~ + ar,-L = n, nous définissons

une n-forme, appelée produit mixte, par

Encore une fois, la somme s’étend sur toutes les permutations de ~1, 2,...,?~}.
Déterminant mixte et produit mixte sont reliés par l’équation

où dans le terme de droite, nous considérons w1 , ... , 1 w- comme des (n, n)-
matrices définies par Wij := Wi ej .

3.4. Formes de Lipschitz-Killing relatives.

Nous rappelons que N = dim M.

Soit (x, v) E SM. Choisissons une base positive orthonormée v -
b1,b2,...,bN de Tx M de base duale a1 , ... , AN . Alors b2 , ... , bN peuvent
être considérés comme une base orthonormée de TvSN -1, la base duale
étant notée W2, ... , wN. Pour 1~ = 0, l, ... , N - 1 nous posons
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En faisant attention au fait que les indices varient ici de 2 à N, nous pouvons
écrire explicitement

Dans cette formule, on somme sur toutes les permutations 7r de {2, 3, ..., N~.
Il est important de noter que cette forme est bien définie. Elle

ne dépend donc pas de la base choisie. Un changement d’orientation

correspond à la multiplication par -1 de cette forme. Elle sera appelée
forme de Lipschitz-Killing relative.

Soit maintenant X le cycle normal d’un compact X e C(M).

DÉFINITION 3.7.

Ces quantités sont appelées courbures de Lipschitz-Killing relatives.
De plus, il existe des mesures de Radon signées Âk (X, -) définies par

pour tout borélien B C X .

Contrairement aux formes de Lipschitz-Killing relatives, les mesures
de Lipschitz-Killing relatives ne dépendent pas de l’orientation. Dans le
cas où M = IRN, ces mesures correspondent aux mesures de Lipschitz-
Killing habituelles. Si la courbure sectionnelle de M est constante, alors on
va voir que les mesures de Lipschitz-Killing relatives apparaissent comme
coefficients dans le volume des tubes autour de X et dans une formule

cinématique.

Notre prochain but et de trouver une formule plus explicite pour les
mesure de courbure relatives.

Considérons une strate ,S’ de X de dimension n. Alors ,5’ hérite de M

une métrique riemannienne et un élément de volume. La sphère-unité dans
sera notée ,S’x; elle est de dimension N - n - 1.

Nous définissons une fonction A~; sur ,S’ par

Dans cette équation, est la deuxième forme fondamentale de ,S’

dans la direction v et an-k sa fonction symétrique d’ordre n - k. L’indice a
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est l’indice de Morse normal en x C X d’une fonction de Morse f : M - R
telle que grad f x = v.

PROPOSITION 3.8. - Pour chaque borélien U c S, on a

Démonstration. - Comme la définition de Çk exige une base posi-
tive orthonormée, mais, cependant, est indépendante de cette base, nous
pouvons choisir v = bi, b2,..., bN de telle façon que bN_n+1, ... , bN for-
ment une base orthonormée de (S’ est la strate dans laquelle se trouve
x et n est sa dimension).

Il faut être prudent et ne pas confrondre les vecteurs tangents de M
et ceux de SM. Pour cela, nous écrivons c. := bi, où on considère bi pour
i ~ N - n comme un vecteur tangent de Tv,S’x c et bi pour
i &#x3E; N - n comme vecteur tangent de C 

Nous remarquons que

Soient A la matrice de type (N-1, N-1 ) dont les entrées sont données
par ~Z (c~ ) et B la matrice telle que bij = i, j = 2,..., N.

Alors Çk (b2 , ... , bN) est le déterminant mixte d’ordre (k, N - k - 1)
de A et B, qui est donné par (Jn-k(IIx)’ Il ne reste plus qu’à l’intégrer sur
Sx · 0

Remarque 3.9. - La description des courbures relatives donnée par
la proposition 3.8 est très explicite et peut facilement être utilisée pour
calculer ces quantités (voir par exemple les calculs dans [2], [3]). Elle

montre aussi que les courbures relatives ne dépendent pas seulement des
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contributions des strates, mais aussi de la façon dont laquelle les strates
sont recollées entre elles. Plus précisément, c’est ici que la théorie de Morse
stratifiée prend toute sa mesure. Le théorème principal de cette théorie
(voir [18], [19]) affirme que chaque indice de Morse peut s’écrire comme
produit de l’indice de Morse tangentielle et de l’indice de Morse normal.
Ceci s’applique à l’indice a et rend son calcul facile, au moins pour des
strates de petites co-dimensions. D

3.5. Formes de Lipschitz-Killing intrinsèques.

Nous considérons un ensemble compact X e C ( M ) muni d’une
métrique. À X, on peut associer ses courbures de Lipschitz-Killing de la
façon suivante: on recouvre un voisinage de X dans M par des ouverts qui
peuvent être plongés isométriquement dans un espace euclidien et on prend
les courbures de Lipschitz-Killing dans cet espace (pour des sous-ensembles
définissables dans l’espace euclidien, les courbures de Lipschitz-Killing sont
définies dans les articles [4] et [7]). D’après l’invariance des courbures de
Lipschitz-Killing par isométrie définissable ([7]), cela donne des mesures de
Radon signées bien définies Aj (X, -) sur X.

Pourtant, il serait souhaitable d’avoir une description semblable à la

description des courbures relatives dans le dernier paragraphe, qui n’utilise
aucun plongement dans un espace euclidien. Pour cela, soit 7r : SM -7 M

la projection canonique et l’image inverse du tenseur de courbure
de M. Dans une base, est representé par la matrice de 2-formes

Nous posons

Comme auparavant, les Çk permettent de définir des mesures de
Radon signées en posant, pour chaque borélien B C X,

Comme c’était le cas pour les courbures relatives, les courbures

intrinsèques sont indépendantes de l’orientation de M. Elles existent donc
même dans le cas où M n’est pas orientable.
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PROPOSITION 3.10. - La mesure de Radon signée l1~ (X, -) est

égale à la mesure de Lipschitz-Killing euclidienne Ak(X, -).

Démonstration. - Nous choisissons une stratification modérée de X,
une strate ,S’ de X de dimension n et un point x de S. Un voisinage U de x
dans M admet un plongement isométrique dans un espace euclidien R N’
où N’ peut être grand. Pour simplifier l’argument, nous pouvons supposer
que,S’C U.

Soit S:’ -n-1 la sphère-unité dans le supplémentaire orthogonal de
TxS dans et v ES:’ -n-1. La projection de v sur Tx M donne un
vecteur v de norme r D’autre part, v -L : -- v - v- est dans la sphère de
dimension N’-N-1 et de rayon dans le supplémentaire orthogonal

. La deuxième forme fondamentale de la strate ,S’ en

~ dans la direction de v peut être écrite comme Le deuxième

terme est simplement la restriction de la forme fondamentale de M C Ru
à S.

Avec ces notations, Ak(X, est donné par intégration sur ,S’ de la

fonction suivante :

Pour calculer le terme entre parenthèses, nous allons utiliser le lemme
de Weyl :

LEMME 3.11 (Lemme de Weyl). - Soient 7l,LB...,L~ des ma-
trices réelles d’ordre d et soit la base orthonormée de IRd
de base duale (c,~l , ... , c,~d ) . Posons Qi := 
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Afin de simplifier les calculs, nous utilisons la notation abrégée

Nous appliquons le lemme de Weyl (avec A = Ilx,v, p = N’ - N, d =
n, Li = coordonnées de en tenant compte de la formule de Gauss

Le terme entre parenthèses est donné par

En remplaçant cette équation dans la formule de Ak et en utilisant
des coordonnées polaires, il vient

Ensuite, on note que w, 17),-k,N-,-l,k(C2, - - - , CN) est égal au
déterminant mixte d’ordre (i - k, N - i - 1, k) des matrices

Celui-ci est égal à IIw, Id). Il s’ensuit que A’ k (X, -)
est donné par l’intégration de la fonction

Comme .~(x) _ ~(~), nous voyons que = A~(X,2013). Ceci
termine la démonstration. D



1911

La remarque 3.4 s’applique aussi au cas des courbures intrinsèques.
Ces mesures dépendent de la géométrie des strates, mais, à cause de l’indice
a, la position relative des strates joue un rôle essentiel. Notons que la
formule (**) est très explicite pour le calcul des Ak.

4. Le cas de variétés à courbure constante.

Nous allons voir que les courbures relatives des sous-ensembles

définissables d’une variété à courbure sectionnelle constante apparaissent
dans d’autres contextes. Premièrement, nous montrons que dans ce cas,
elles peuvent être calculées à partir des courbures intrinsèques.

4.1. Comparaison des courbures relatives et intrinsèques.

Par le formalisme des formes différentielles, il devient très facile de lier
les deux types de courbures. Ceci vient du fait qu’on connaît les 2-formes de
courbures. Nous rappelons que le théorèmel.l affirmait l’équation suivante :

Démonstration du théorème 1.1. - Une grande partie de la démons-
tration a déjà été faite dans les paragraphes 3.4 et 3.5 ; il suffit de remplacer
la 2-forme de courbure. Comme la courbure de M est constante et égale à
~, on a et par conséquent
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L’intégration sur X montre que

Ceci termine la démonstration. D

Remarque 4.1.

- Pour r, = 0, la formule est triviale.

- Nous voyons qu’on peut également exprimer les courbures relatives
comme combinaisons linéaires des courbures intrinsèques.

- En particulier, à chaque ensemble définissable on peut associer des
~-courbures A’(X, -), même si l’ensemble n’est pas inclus dans M~.
Et si par hasard X c M~, alors Par exemple,
on a 47rA~-2(X,-) = - 2 (X, Km(m - 1) vol(X, -) avec
m = dim X. En utilisant cela, le théorème principal de [2] peut être
formulé de la façon suivante : Si X est compact, définissable, connexe
et est un espace d’Alexandrov de courbure plus grande ou égale à K,
alors Am _ 2 (X, - ) est une mesure positive. 0

Démonstration de la généralisation du Théorème de Gauss-Bonnet

(Théorème 1.2). - C’est une conséquence directe du théorème 1.1 en

tenant compte du fait que 110 = x. 0

4.2. Le volume des tubes.

Sur le fibré normal de X, Nor X, on a une mesure canonique donnée

par VolNorx = (exp ot)* Volm où t est l’inclusion t : Nor X - TM et
exp : TM - M est l’application exponentielle de M.

On définit le volume d’un tube autour de X par

DÉFINITION 4.2. - Soient
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Nous appelons une combinaison ’ de telles fonctions un

r,-polynôme de degré d.

THÉORÈME 4.3. - Soit X E C(M~) un ensemble compact. Alors
le volume d’un tube autour de X de rayon R est donné par le K-polynôme

Démonstration. - Soit M une variété riemannienne quelconque de
dimension N, 7r : TM - M son fibré tangent. L’espace total TM est une
variété riemannienne dont la métrique est donnée par la définition suivante :
Soient = (xi (t), vi (t) ), i = 1, 2 deux courbes dans TM. Alors

Avec cette métrique, 7r est une submersion riemannienne.

Nous retournons au cas de courbure constante 

L’application exponentielle est donnée par

Soit p :== (x, v ) E TM un vecteur tangent. Posons y := exp(p) et
r v 11. Comme 7r est une submersion riemannienne, TpT M est la somme
orthogonale de et de Choisissons une base orthonormée

YI, ... , Y N de Tx M aver YN = V/R.
Nous remarquons que ~r-1 (x) = TxM est un espace euclidien. On

peut identifier et Par conséquent, Y,, .... YN est aussi une
base orthonormée de qu’on appellera Zl, ... , ZN pour ne pas
confondre.

Par transport parallèle de Yi , ... , YN le long de la géodésique c donnée
par t H e [0, r], nous construisons des bases orthonormées

pour chaque t. Nous allons exprimer d exp par
rapport aux base
de TyM.

Une base des champs de Jacobi orthogonaux à c’ est donnée par les
2N - 2 champs de vecteur ( (csx 1,..., N - 1}.
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Pour chaque considère la variation de géodésiques
cs (t) := où x(s) est une courbe avec x(o) = xo et x’(0) = Yi
et v est parallèle le long de cette courbe. Alors J(t) := a I ~-~ cs (t) est un
champ de Jacobi le long de c. Comme on 1

nous pouvons déduire que J(t) = 

Il s’ensuit

De l’autre côté, il est facile de voir que

Ensuite, pour 2 = 1,..., N - 1, nous considérons la variation de

géodésiques cs (t) - où v(s) est une courbe telle que v (0) = vo
et v’(0) - Z~.. Alors est un champ de Jacobi sur c tel

que J(0) = 0 1 c’(0) et J’(0) = r2 . Donc ~J(t) = Sn T(t) Yi (t) et

Il est clair que

Dans notre base, d exp est représenté par la matrice de type (N, 2N) :

Soit ,S’ une strate de dimension n = dim S. Nor ,S’ est un sous-ensemble

de TM.

Pour tout v e Tx M, soit Tv la projection orthogonale de v sur l’espace
normal à x.

Soient ci (t) = (xi (t), vi (t) ), i = 1, 2 deux courbes dans Nor S. Alors

définit une métrique riemannienne sur Nor S telle que 7r : Nor ,S’ --~ ,S’ soit

une submersion riemannienne.

Soit p = (x, v) e Nor. Alors Tp Nor S = Tv Norx ,S’. Nous
choisissons une base orthonormée de et une base or-

thonormée Xn+1, ... , XN de Tv Norx S. Tous ces vecteurs forment une base
orthonormée de Tp Nor S.
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Nous allons calculer la différentielle du plongement t : Nor ,5’ ~ TM

par rapport aux bases ~X1, ... , XN~ de Tp Nor S et ..., YN,Zl, ..., 1 Zvl
de TpT M où, avec les identifications faites, Xi = Yi = Zi pour tout
z= 1,...,N.

Soit c : [0, E) - Nor ,S’ une courbe donnée par c(t) = (x (t), v (t) ) . Nous
supposons cl(0) = Xi, ce qui veut dire que x’(0) = Xi et 0.

Alors tc : [0,,E) - T M est une courbe telle que
Par conséquent,

Le deuxième terme est la deuxième forme fondamentale de S’ dans la

direction de v. Avec r :== = r , on a v = rve . Ce terme est donc
égal à 

De même, nous choisissons une courbe c : [0, E) ~ Nor ,S’ donnée par
c(t) _ (x, v (t) ) telle que c’(0) = Xk, ce qui veut dire que x’(O) = 0 et

= Xk. Alors ¿c : [0,e) -~ TM est une courbe telle que (tcl’(0) =
(0, -¥fv). On en déduit

Le vecteur entre parenthèses est tangent à ,5’ et est donc une combinaison

linéaire de Vi,... Yn .

La matrice de dt a, dans les bases ~Xl , ... , XN ~ de Tp Nor S’ et

tyl, .... YN, Zl , ... , de TPT M la forme suivante :

1

d(exp ot) - d exp ad¿

Posons
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Le déterminant det M(x, v) est facile à calculer :

Maintenant, nous avons deux mesures de volume sur Nor S. Il s’agit
premièrement de VolNor s = (exp o t) * VolM et deuxièmement de la

mesure de volume canonique associée à la métrique riemannienne sur Nor S.
Grâce aux calculs faits auparavant, nous avons

Nous sommes maintenant en mesure de calculer le volume d’un tube

autour de S :

Dans les deux dernières lignes, nous avons utilisé la description
explicite des Âi donnée dans la proposition 3.8.

La même équation reste valable si n = N, car dans ce cas

Vola TubR (S, U) = vol U = vol 

En sommant sur toutes les strates, il vient
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4.3. La formule cinématique.

Notons G = Gx le groupe des isométries de M;~. Sur G, il y a une

mesure positive canonique, la mesure de Haar. Celle-ci est unique à une
constante positive près. Nous choisissons la normalisation de telle façon
que le volume de toutes les isométries qui transforment un point fixé po
dans un borélien U soit donné par vol U. Alors on a

THÉORÈME 4.4 (Formule cinématique). - Soient X et Y des en-

sembles compacts dans C (M) où M = M~ est de courbure constante. Alors
pour des boréliens U C X, V C Y, on a la formule cinématique :

Les constantes sont données par

Démonstration. - Cette formule a été démontrée dans le cas des en-

sembles à portée positive ("positive reach") par J. Fu ([16]). En particulier,
elle est valable pour des variétés à bord. Chaque ensemble définissable peut
être approximé dans la topologie plate par des variétés à bord (voir [7]).
En plus, les courbures relatives sont continues pour cette topologie, ce qui
est évident à partir de la définition. Il s’ensuit que la formule cinématique
est valable pour les ensembles définissables. 0

COROLLAIRE 4.5 (Formule cinématique de boules). - Soit X e

C(M:). Alors

Démonstration. - Nous savons que x(X n B(a, r» - Ao (X n
B(a, r)). On remplace ensuite la formule du théorème 1.1 et la for-

mule cinématique, pour voir que l’intégrale à gauche est donnée par une
somme prenant suffisamment d’exemples (comme
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des sphères) ou par un calcul explicite, on peut calculer que 
N-2 N

Une manière plus directe de dériver cette formule utilise le fait que
l’intégrale à gauche n’est rien d’autre que le volume d’un tube de rayon r
autour de X. Ici, la théorie de Morse stratifiée est encore une fois utile.
Nous fixons r &#x3E; 0. Pour presque tous a e M, r n’est pas un valeur critique
de la fonction dist~ . Pour E &#x3E; 0 assez petit, la fonction diSt2 n’a pas de
valeur critique dans l’intervalle (0, e] . Par conséquent, B(a, E) n X est soit
vide (dans le cas où a tf- X) soit a une structure conique (dans le cas où
a E X). Dans les deux cas, x(B(a, E) nX) = laEx. Par la théorie de Morse
stratifiée, on a alors

On en déduit

En remplaçant la formule pour le volume des tubes du théorème 4.3,
on obtient le corollaire 4.5. D

5. Densités locales.

Les courbures de Lipschitz-Killing permettent de définir des quantités
locales formant une suite qui commence par la caractéristique d’Euler du
link et qui se termine par la densité classique, aussi appelée nombre de
Lelong. Le théorème suivant répond à une question de Michel Coste.

THÉORÈME 5.1. - Soient X E C(IRN) et P E X. Posons Xr :=
X r) C MN-1. Alors pour chaque i = 0,1,..., N - 1, la limite

R2

existe. Elle sera appelée densité d’ordre Í. La limite

existe aussi et est appelée densité sphérique d’ordre i.
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Exem pl e 5.2.

- La densité d’ordre dim X -1 est la densité habituelle, dont l’existence
est démontrée dans [22] : = 0 (x, P).

- La densité d’ordre 0 est égale à la moitié de la caractéristique d’Euler
du link : 1

Démonstration du théorème. - Pour a  7r fixé, nous considérons
la fonction

Par le théorème de Hardt, ha est définissable pour chaque cx  7r.

D’autre part, cette fonction est à valeurs entièrs et est donc localement
constante. La densité 0 d’une telle fonction est définie de façon évidente

(par additivité). On a donc par la formule cinématique de boules :

Par changement de variables, nous arrivons à

Par conséquent,
T -

La limite existe pour chaque valeur de c~. Mais les fonctions 0’(a)
sont linéairement indépendantes. La limite limr-ro Âl(x’) doit donc exister
pour chaque 3. Par le théorème 1.1 la limite de

existe quand r tend vers 0. n

COROLLAIRE 5.3. - Les densités locales peuvent être exprimées
comme combinaisons linéaires des densités sphériques :
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Démonstration. - C’est une conséquence directe du théorème

1.1. 0

Remarque 5.4. - G. Comte ([10]) a défini des densités locales en
posant, pour X c IRN, ensemble sous-analytique,

Il a démontré que la limite existe. En utilisant le lemme de Thom et

la proposition 3.8, on peut exprimer ces quantités comme combinaisons
linéaires de nos invariants. Plus précisément, on obtient une formule qui
ressemble un peu à l’équation du corollaire précédent (bien que maintenant
la somme s’étende sur tous les i = j, j + 1,...) :

G. Comte a aussi défini d’autres invariants locaux en moyennant sur les
densités des projections sur des plans linéaires. Il semble probable que ces
invariants peuvent s’exprimer comme combinaisons linéaires des densités

sphèriques. Mais cette question reste ouverte. Pour plus d’information
concernant la géométrie locale des ensembles sous-analytiques, le lecteur

pourra consulter le livre [11]. 0

6. volume d’un simplexe régulier idéal
dans l’espace hyperbolique.

LEMME 6.1. - Soit P un m-simplexe régulier idéal dans l’espace
hyperbolique Hm . Alors le long d’une k-face, le link de la section normale
est un m - k - 1 simplexe régulier sphérique de longueur arccos 1

Démonstration. - Soient Po,..., Pm les sommets d’un simplexe
régulier avec longueur d. Nous utilisons le modèle hyperboloïde de Hm .
Nous considérons ces points comme vecteurs dans Alors (Pi, Pi) _ -1
et - - arccos(d) pour i # j. La section normale le long d’une k-
face est donnée par le simplexe de sommets Po := 
L’angle hyperbolique en Po de deux points parmi P~+1, ... , Pm peut être
calculé facilement. Il tend vers arccos ~+1 lorsque d tend vers oo. 0
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LEMME 6.2. - Considérons le cône convexe dans R~ engendré par
des vecteurs unitaires vl , ... , vn dont l’angle de chaque paire est a. Alors le
cône dual, qui consiste en tous les vecteurs qui forment un angle d’au moins

2 avec chacun des vecteurs du cône donné, est engendré par des vecteurs
v1, ... , vn de façon à ce que l’angle de chaque paire soit /3, étant relié à
a par la relation

cos cx + cos ~3 + (n - 2) cos a cos fl = 0.

Démonstration. - On peut vérifier immédiatement que v; pointe
dans la direction - . De cette observation on déduit

l’aftirmation ci-dessus. 1--l

Soit vi (d) le volume d’un simplexe régulier de longueur d dans l’espace
hyperbolique de dimension i et vz - 

De même, soit le volume d’un simplexe régulier de longueur d
dans Nous posons V-1 (d) 1 et Vo (d) = 2 .

PROPOSITION 6.3. - Avec ces notations, on a la formule suivante :
m -1 / -11 ,B’; W 1 1 -. v v

Démonstration. - Soit P le simplexe régulier idéal dans l’espace
hyperbolique de dimension 2m. Conformément au théorème 1.1, on peut
écrire les courbures de Lipschitz-Killing intrinsèques comme somme de
courbures relatives :

Le nombre de 2i-faces et, par les lemmes 6.1 et 6.2, l’angle

normé extérieur B un tel 2i-face est Son volume estnorme extérieur a un tel 2z-face est 2M -1 Son volume est
Ceci achève la démonstration de la proposition 6.3. 0

Par exemple, nous avons par définition vo = 1 et, par la formule

Gauss-Bonnet, ~2=7!’- Pour calculer le terme suivant, nous notons que
et = 2. La formule

devient alors
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Par conséquent,

PROPOSITION 6.4.

Démonstration. - Choisissons un simplexe P régulier idéal dans

l’espace hyperbolique de dimension 2m + 1. On a :

Le nombre de (2i-faces) est (2m ~2) , @ l’angle extérieur normé est
... - ’-’ 1 -- ,

, le volume v2i . Ceci termine la démonstration de la

proposition 6.4. 0
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