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SUR LA CONVERGENCE FAIBLE DES SYSTEMES
DYNAMIQUES ECHANTILLONNES

par Nadine GUILLOTIN-PLANTARD

1. Introduction.

Soit (E, A, p, T') un systéme dynamique ol (E, A, p1) est un espace de
probabilité, T' une transformation de E, mesurable, préservant la mesure
. Nous noterons S, f = f+ foT +...+ foT™ 1. Burton et Denker [1]
ont prouvé que pour tout systéme dynamique apériodique (E, A, i, T), il
existe une fonction f € L?(u) telle que

(1) a7 5. 5 N(0,1)

ol o, est la norme L? de la somme ergodique S, f, c’est-a-dire que pour
tout réel u,

- L o1 L[ e
n_lgny),u({a:éE, o7 Snf(z) <u}) = NeT [_ooe dt.

En 1999, Volny [8] a amélioré leur résultat en montrant qu’on pouvait
obtenir une normalisation en /n. Dans le cas particulier de la rotation

Mots-clés : Systéme dynamique — Marche aléatoire — Mouvement Brownien Fractionnaire
— Convergence faible.
Classification math. : 60G50 — 60F05.



212 NADINE GUILLOTIN-PLANTARD

T, sur le cercle T = R/Z muni de la mesure de Lebesgue pu, d’angle irra-
tionnel «, Lacey [5] a obtenu le résultat suivant : soit (Bg(t)): un mou-
vement Brownien fractionnaire d’indice H € ]0, 1], c’est-a-dire un proces-
sus Gaussien, centré, & accroissements stationnaires satisfaisant By (0) =
0,E(B%(1)) = 1 et la condition d’auto-similarité :

(c"¥Bu(ct))eso L (Bu(t))t=0, ¢ > 0.

Lacey [5] a établi le lien existant entre la régularité des fonctions f
satisfaisant

[nt]—1
@) 2 Y foTh < (Bu()
k

=0

(on N désigne la convergence des lois de dimension finie) et le type
diophantien -y de ’angle de la rotation ; le type diophantien d’un irrationnel
a étant défini comme le plus petit réel o pour lequel il existe une constante
positive ¢ = ¢(o, a) telle que V'inégalité

h?|lhall > ¢

soit vérifiée pour tout h € Z*, ou ||z|| désigne la distance de x au plus
proche entier. Pour une fonction f définie sur T, nous écrirons f € Lip(a)
avec 0 < a < 1 si il existe une constante C positive telle que pour tout
z,y€ T,

|f(2) = fy)| < Clz —y|*

ou |.| dans le membre de droite désigne la distance a 0 dans T.

THEOREME 1.1 [Lacey]. — i) Sia < 1—1}’-, alors il existe une fonction
f € Lip(a) satisfaisant

1 [nt]—1 4
® LS fort L By
k=0

ii) Sia > l—;—H , alors il n’existe pas de fonction f € Lip(a) satisfaisant (3).

Nous généralisons le résultat de Lacey & des rotations irrationnelles
échantillonnées le long d’une marche aléatoire transiente. Considérons une
marche aléatoire {Sk,k > 0} telle que Sop = 0 et pour tout k > 1, Sy =

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR LA CONVERGENCE FAIBLE DES SYSTEMES DYNAMIQUES 213

X1+ + Xi ol {Xg, k > 1} est une suite de variables aléatoires & valeurs
dans Z définies sur un espace de probabilité (Q,F,P), indépendantes,
identiquement distribuées, de carré intégrables et d’espérance m non nulle.
Nous supposons en plus que la marche aléatoire est fortement apériodique
au sens donné par Spitzer ([7], p. 42), ce qui est équivalent & dire que le
module de la fonction caractéristique de la variable aléatoire X; vaut 1
uniquement en 0 ([7], p. 75).

TukorEME 1.2.— i) Soit H € ]3,1[. Sia < L—;ﬂ, alors il existe
une fonction f € Lip(a) et un sous-ensemble Qo de Q de probabilité 1
satisfaisant pour tout w € Qg,

[nt}-1
1 ) d
(4) H Y. [T = (Bu(t))
k=0

ii) Soit H € ]%,1[‘ Sia> %, alors il existe un sous-ensemble g
de Q) de probabilité 1 tel que pour tout w € §g, il n’existe pas de fonction
f € Lip(a) satisfaisant (4).

Soit f € L?(p), nous définissons I'opérateur

Rf =" p(k)f o T

kEZ

ott (p(k))kez sont les coefficients de Fourier d’une fonction ¢ de classe C!
sur T telle que |¢| < 1 sur T\ {0}, ¢(0) =1 et ¢'(0) # 0.

THEOREME 1.3. — Soit H € |0, 1].
i) Sia< %, il existe f € Lip(a) telle que

1 [nt]—1
k d
(5) & > B'f = (Ba(®)
k=0
ii) Supposons que pour tout k € Z, p(k) > 0, alors si a > 1;,711, il

n’existe pas de fonction f € Lip(a) satisfaisant (5).

La suite de P'article est organisée de la fagon suivante. Dans la section
2, nous prouvons la partie positive du théoréme 1.3; la preuve faisant appel
au théoreme central limite de Salem-Zygmund [9] pour les séries de Fourier

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



214 NADINE GUILLOTIN-PLANTARD

aléatoires. Dans la section 3, nous établissons la partie négative de ce méme
théoréme. Puis dans la derniére partie, nous montrons comment le théoréme
1.2 se déduit du théoréeme 1.3.

2. Preuve de la partie positive du théoréme 1.3.

Nous allons construire la fonction f comme une série de Fourier
aléatoire définie sur T en posant

flx)y=2 Z a;rjcos(2mjz)

J=1

_ oy p2TEIT
“Zaa’"lﬂe )

JEZ
oli (1) jeN est une suite de Rademacher définie sur un espace de probabilité
(', F',IP') et les réels (a;);cz sont tels que ap =0 et a; = a_;.

2.1. Le choix des coefficients et les estimations fondamentales.

La transformation T, opeére sur la fonction f par multiplication de ses
coefficients de Fourier par e2"%® R opére par multiplication des coefficients
par ¢(jo) et donc ZZ;& R* par N,(ja) ou Ny(a) = Yz ¢k(a On
obtient donc que

n—1
= Z R*f(x) = Zajrmehiijn(ja).
k=0 JEZL

Soit 0 < t; < t2 < ... < t; et des réels #,...,0;,. Nous allons choisir les
réels a;j,j > 1 afin que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

i) il existe une constante C > 0 telle que lorsque n — oo,

1 2
= / (Z 012{nt,]f(z)) dx ~ C.nzH
T \i=1

c’est-a-dire que
2

o
lim 5 =C.
n—oo N

ANNALES DE L’'INSTITUT FOURIER



SUR LA CONVERGENCE FAIBLE DES SYSTEMES DYNAMIQUES 215

ii) il existe § > 0 tel que

4
— O(n4H——5)

m

l
> 0iNpg,1(ja)

=1

4
Z%’

jz1

ol Ny, = [0™] pour un réel § > 1 et m > 1.

A. Condition i)

Nous notons {z) la distance signée d’un réel z au plus proche entier
c’est-a-dire

() = € inf |z —n]
nez

ol €, prend les valeurs +1 ou —1 suivant que z se trouve a gauche ou a
droite de I’entier réalisant le minimum. Nous avons clairement

l 2
o? /T (;aiz[ml] f(a:)) dr =Y a}

JEZ
1/2
L

2

!
ZoiN[nt,](ja)

=1

I 2

D 0:Npe ()

=1

vo(dA)

ol

Vg = Z a?é(ija).

Jj>1
La suite de différences (Bu(k+1)— Bu (k))r=0 étant une suite stationnaire,

centrée, d’apres la théorie de la représentation spectrale des processus
stationnaires, nous avons pour tout k > 0,
1/2 A
By(k+1)— By(k) = / 2k 7 (dX)
—1/2

ou Zy est un bruit blanc gaussien de mesure de contrble vy satisfaisant

pour tout intervalle I C] — 1, 1],

va(I) = cy / AMN72H gy,
I

cy étant une constante strictement positive dépendant de H.

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



216 NADINE GUILLOTIN-PLANTARD

Nous choisissons

{uH(Ij)l/2 sil=1;,j>1
a; = )
0 sinon

avec l; = inf{k; (ko) € I;} ol (I;);>1 est une partition de ]0,1/2] définie
par

il

TG+ 2m

pour p assez grand. On.a alors l’estifn.ation directe vy (I;) = ]—zmg—ﬂm ou
C est une constante strictement positive.

Ce choix particulier de la suite (a;);>1 est dicté par le fait que nous
pouvons construire une suite de variables aléatoires stationnaires, centrées,
gaussiennes

1/2 )
/ 62Mk)‘Z0(d/\)
—-1/2

ou Zy est définie de la maniére suivante :
Viz1l,  Zo(Xj) =2Zu(l;) et Zo(—X;) = Zu(-1;)

ou Aj = (l;a) et —I; est l'intervalle symétrique de I, par rapport 4 0. La
mesure de controle de Zy est alors la mesure discréte

vo =Y va(l;)(x1,0)

i1
et par cette construction astucieuse, afl est aussi la variance de
1/2 l
/ > " 0:Nine g (A) | Zo(a).

Avant d’établir i), nous donnons deux majorations concernant le noyau N,,.

LeMME 2.1. — Il existe des constantes Cy, Cy > 0 telles que pour tout
A€l -1/2,1/2] :

i) INa(V)] < inf(n, §1)
i) [N (V)] < Con?.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR LA CONVERGENCE FAIBLE DES SYSTEMES DYNAMIQUES 217

Preuve. — D’apres la définition de la fonction ¢,

n—1
>‘) =1+ Z Z p(l1) .- .p(lk)€27ri(l1+"‘+lk)>‘

k=1(ly,...,.lx )EZk

n—1
=Y (W
k=0

C1-e)
=T si X # 0.
Dong, si A # 0,
2 A
N0 < 5 = |

La fonction A — 1—_2—0\7 est continue sur [—1,0[U]0, 3 [ et se prolonge par
continuité en 0 puisque ¢'(0) # 0. Elle est donc bornée sur [, 1] et
I'inégalité i) est prouvée.

En utilisant le fait que ), .7 |k|p(k) < oo et que |¢()\)| < 1 pour tout
A€ — %—, %], nous obtenons I'inégalité

¢/ (A (Zk) 16/lloc < Can®.

Le lemme technique suivant nous sera bien utile par la suite.

n

Z k 1

[N (A

LEMME 2.2. — Sil<f<a+1,

y O

nA —B+1
S L 0.
- J

Jj=1

La preuve du lemme est élémentaire en coupant la série au point
1
Jn = [n=].

ProrositioN 2.3. — Il existe C > 0 telle que lorsque n — 00,
1/2 2
o2 = </ (Ze Nipe (X)) Zo(dA) ~ C.n?H,
1/2

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



218 NADINE GUILLOTIN-PLANTARD

Preuve. — La proposition se déduit de maniere classique des deux
résultats suivants :

1/2 2
o e[(£ ) so)] -
1/2 2
(7) {( / s (Za Ninz ) ZH(dA)) } ~ C.n?H,

Etablissons tout d’abord (6) :

[( | //22 (Zo Nl ) (Zn - zo>(dA>> }

2
! 1/2
F (Z L (N () = 22 Nnea ()1, (A)) ZH(d»)

2
—Z / (Z‘) (Nt (A N[ﬂh]@‘j))) vi(dX)
2
<> va(I)) (Z 10:] sup [Nt (A) — N[ml]()\jﬂ) :

D’apreés les deux estimations du lemme 2.1 et le fait que |I;| < C/47*! pour
une certaine constante C' > 0, on a 'inégalité

2
sup [N, (A A iPA —
s [Na(3) = Mol < € (74 5757 ).

d’ou,

1/2 )
& {(/1/2 (Za Nint;) A)) (Zm — Zo)(d)\)) }

2 [nt]* 1
<C <3 A j2p+2 | j2p+1-2pH -
1

Jjz

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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En utilisant le lemme 2.2 avec & = 4p+ 2, § = 4p+ 3 — 2pH, on en déduit
que

(/1/2 (Za N, ( > (Zy — ZO)(dA)> = O(n 1) = o(n?H).

1/2

Prouvons ’équivalence (7).

1/2 2
E ( / Ul (Zlo Nine, ](A)> ZH(d)\)>

2

1/2
=Cx / Ze Nipeg) V)| A2Hax
1/2 |2 1
2
= 0:Nin 1-2Hg
Cun® /—n/Z n2 Z [ t] u u

en faisant le changement de variable : A = = . On peut appliquer le théoréme
de convergence dominée de Lebesgue car pour tout u, la suite de fonctions

l
1 U
) Z 0iNint,)( n )
i=1

admet une limite et d’apres le lemme 2.1, l'intégrande est dominée par
C.(1A Z)ul2H,

2

B. Condition ii)

D’apres la définition de la suite (a;);>1, nous avons
!
ZG?IZ@NM(J@ ZVH 29 Nt ) (A
21 =1 5>1

Le fait que vy (I;) = J'sz??w—l et I'inégalité i) du lemme 2.1 entrainent
que

1
1 -
Za?]ZO,-N[mZ](ja CZ nAj¥) 4p(1 m+2 =0 7)
g1 =1 i1

en utilisant le lemme 2.2 avec o = 4p, 8 = 4p(1 — H) + 2 et p > 7 afin
que B <a+1.

TOME 54 (2004), FASCICULE 1
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2.2. La convergence en distribution.

Nous rappelons le théoreme central limite de Salem-Zygmund pour
les séries de Fourier aléatoires ([9], p. 263). Considérons un tableau de réels
{ank,n > 1, k > 1}. Notons

Sp(z) = Z an k7K cOS(2mkx),

k>1

ol (rg)k>1 est une suite de Rademacher définie sur un espace de probabilité
(Y, F',P'). Supposons que pour tout n, on ait :

/1/2 SZ( ) p 1Z )
T)dr == a; . =1
12 n 2k>1 n,k

alors, sous les conditions précédentes, nous avons :

THEOREME 2.4 [Salem-Zygmund]. — Si Y5 >, a; . est finie, alors
pour tout réel u,

1 u 2
xel—1/2,1/2]; Sp(z) <u —>——/ e~ Tdt P —p.s.
p({ze]-1/2,1/2] ; Sa(z) <u}) Ton ) P
c’est-a-dire : S, LN (0,1) P'—presque sirement, quand n tend vers
Vinfini.

Soit 0 < ¢ < tg < ... < t; et des réels 01,...,0;. Soit 6 > 1 et
Ny = [0™] pour m > 1. Alors, d’apres le théoréme de Salem-Zygmund, les
conditions i} et ii) entrainent que

l l
=1 =1

la fonction f pouvant étre choisie a une constante multiplicative pres. Nous
obtenons la convergence sur la suite intégrale des entiers en remarquant que
grice & la condition i), si nm < 1 < Npyr,

1/2 l 2
/ (Z 0i[ e /() —z[nn]f(x)o dz = O((0 - 1) o))

—1/2 =1

et en choisissant 6 arbitrairement proche de 1.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2.3. Le caractére lipschitzien de f.

Il reste a prouver que la fonction particuliere f que nous avons
construite est presque-siirement Lipschitzienne d’ordre a < % (voir [3],
Chap. 7). Soit (ai)r une suite de nombres complexes. Nous notons S la
série de Fourier aléatoire

Zakrk exp (2nikz), = € ] ——;—, -;—]
k>1

ol (1) k>1 désigne toujours une suite de Rademacher définie sur un espace
de probabilité (', 7/, P’). En introduisant la quantité :

si=1{ > el

27k <29+1

nous savons que S représente presque-siirement une fonction continue
lorsque la suite (s;); est décroissante et sommable. De plus, si on ne suppose
pas la décroissance de la suite (s;);, alors la conclusion est encore vraie si
nous avons la condition :

22% Z s?<oo.

k>1 2k <j <2k

Par ailleurs, si nous avons s; = O(27%) avec a € 0, 1], alors P’ —presque-
siirement S représente une fonction Lip(b) pour tout b < a. Rappelons
aussi un résultat de la théorie de 'uniforme distribution (voir [4]).

LEMME 2.5. — Si o est un irrationnel de type v > 1 alors pour tout
€>0,
1 n
Sup - 1[((’53&)) —_ |I’ = (’)(n—l/(’Y+5))
ICT|™ 5

Il existe une constante C¢ > 0 telle que pour tout intervalle I,

min{j; (ja) € I} < CelI|™".

TOME 54 (2004), FASCICULE 1
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Le lemme précédent ainsi que le choix particulier de I; et de la

partition (I;);>1 entrainent qu'’il existe une constante C. > 0 telle que
lj < Cel ;| 7¢
< C, pj Y HaE+D)

ou C¢p est une constante strictement positive dépendant de € et p. D’ou,

g= 2, lmf

27<k <2041

<D laif?

20<k

<vn(]0, 2—3’P/(7+E)(P+1)])
< C2—2ip(0—H)/(v+e)(p+1)

. . 1-H —
Donc, f € Lip(a) sia < % < 1—%

3. Preuve de la partie négative du théoreme 1.3.

L’irrationnel a s’écrit sous forme de fraction continue

1
a= ———— = [a,a9,...].
a1+ az+...

Le n-iéme convergent principal de « est défini par

Pn
—= =la1,...,an]
an

ol pour tout n > 2,

Pn = GnPn—1+ Pn—2

Qn = GnQn-1 + qn—2
et po = q1 = 1, p1 = go = 0. La suite (fli:—)n converge vers « et si a est de
type diophantien « > 1 alors pour tout € > 0, pour n grand,

-
.
dn

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR LA CONVERGENCE FAIBLE DES SYSTEMES DYNAMIQUES 223

et pour une sous-suite n;,

1

Cyti—e”
qn,

_ Pny

In,

(e <

Supposons qu'’il existe une fonction f € Lip(a),a > (1 — H)/v telle que
lorsque n — o0,

nHy,f £ N(0,1).

Soit n; la sous-suite définie ci-dessus et notons dn, = [{gn; )| = |gn; ¥—pn, |-
Soit z € | — 1/2,1/2], alors

qn,—1
B2, £(2) = 254, f(@)| = | 3 (B f(a) - R*{(a)
k=0
gn;—1
< Y0 |RH (@) - RF ()|
k=0

Or, pour tout k£ > 1,

Rif(z)=f@)+ Y.  pl)...p)f@+ (i +...+ k)

(ll,...,lk)EZk
— E(f(z + $1a)

ou Sy = 0 et Sk, k > 1 est une variable aléatoire & valeurs dans Z de loi
de probabilité p*(®) = p ... x p (k fois). En utilisant cette réécriture des
compositions de 'opérateur R, nous avons

an; -1
S200, £(2) = 250, F@)| < 3 B (@ + Skign, @) — E(f (@ + Sxa))
k=0
an; -1

= Y [E(f(@ + (Skrqn, — Sk)er+ Ske)) — E(f(z + Sxar))|

k=0
qn;—1

<Cp Y Bll((Skrar, ~ S
k=0

= CranE(|(S,, 0)I*)

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



224 NADINE GUILLOTIN-PLANTARD

en utilisant la stationarité des accroissements du processus (Sk)kso. Or,
d’aprés la définition de (.),

E((Sq.,)I*) = E(inf |S,,,—ml*)

an;

m 1
< E(inf |X;a— —|%)=
; (inf [ Xia— =%

m
= ¢ E(inf |Xj0— —|°
%n, E(inf | Xi q,,,.')
= E(|{X1¢n,a)|*)
= |gn; @ — pr; |"E(|X1]*) <m?dy, .

D’ou,
Sogn, /(%) — 224, f(@)| < Cign,m?dy,, < Cymiqy, —¢

en choisissant ¢ assez petit afin que 0 < ae < H — 1+ a7y. On en déduit que

1
?{_ (Ezqnj f - 22an f)

ny
tend uniformément vers 0 et que donc si
n HY, f £, N(0,1) quand n — oo,
alors il en est de méme pour 5711,’:’_1, qunj f et (Zq—nlj)'” qunj f, ce qui est une

contradiction.

4. Preuve du théoréme 1.2.

Définissons pour tout 8 € | — 1/2,1/2], pour tout w € £,

an(g) — En: (e2ﬂi93k(w) _ ]E(e27ri93k)) )

k=0

ProposiTION 4.1.— II existe un sous-ensemble y de Q de proba-
bilité 1 tel que pour tout w € Qy, il existe une constante C,, > 0 telle que
pour tout n > 2,

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER



SUR LA CONVERGENCE FAIBLE DES SYSTEMES DYNAMIQUES 225
a) si |0] <n=%/3,

lan(9)] < Culfin? /loglog n

b) si |0] > n~2/3,
|an(0)| < Cw“ n—llcé%—’,z‘

Il en découle directement le résultat suivant.

CoROLLAIRE 4.2. — Il existe un ensemble 0y de probabilité 1 tel que
pour tout w € §)g, il existe une constante C,, > 0 telle que pour tout n > 2,

sup  |an(0)| < C,n®/84/log n.

9€]-1/2,1/2]
Remarque. — Cette inégalité apparait dans la preuve du caractére
universel d’une somme de v.a.i.i.d. & valeurs dans Z, de carré intégrable,

non centrées (théoreme 5 de [6]), la puissance 2 étant remplacée par .

Preuve de la proposition 4.1. — Premieérement, plagons-nous sur
I’ensemble des 6 € | — 1/2,1/2] tels que 8| < n~2/3. Nous pouvons écrire

NgE

Ian(9)| < }e2ﬂi05k(w) _ ¢(9)k‘

ko
Il
-

N

M- I

2708k (w) _ e2m‘km9\

+ |e2m’km9 _ ¢(0)k| .

x~
I
MA

D’apres la loi du logarithme itéré, il existe un ensemble 2; de probabilité
1 tel que si w € 3, alors il existe une constante C,, telle que

|Sk(w) — km| < C.,(k loglog k)!/2.
Donc, si |0] < n=%/3, alors
e27ri05'k(w) _ e21rilcm0l < 27r|Sk(w) _ km|19|

< 2nC, 0|/ n loglog n.

TOME 54 (2004), FASCICULE 1



226 NADINE GUILLOTIN-PLANTARD

La fonction ¢ est deux fois contintiment différentiable car X; a un moment
d’ordre 2, donc pour 6 petit,

(8) #(0) = 1 + 2mimé + O(6?)
et
(9) e?™m8 — 1 4 2mimb + O(6?)

donc pour tout k£ € {1,...,n},

leZwiemk _ ¢(0)k| |e21ri9m _ ¢(0)|

<k
< Cnlf>.

En conclusion, il existe un ensemble 2; de probabilité 1 tel que pour tout
w € €, il existe une constante C,, > 0 telle que pour tout n > 2,

(10) la.(8)| < Culn?6]v/loglog n + n?|6|%].

Nous en déduisons a) car sous I’hypothese |§] < n=%/3,

n2|0|2 < n*/3|6] < n?|6|\/loglog n.

Nous allons maintenant montrer que pour P—presque tout w € €, il
existe une constante C,, > 0 telle que pour tout n > 2, si n=%/3 < 0] < 1/2,
alors

nlogn 1
an(0)] < C, —— +inf(n, —
ce qui entraine que
0n(6)] < Cn| "

car inf(n, ﬁ) = ﬁ < e

Nous avons

n
Z 2705k (@) |
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D’apres le lemme 2.1, il existe une constante C; > 0 telle que

Z¢(0)k < inf (n, ﬂ) .
= 101

Montrons maintenant que pour P—presque tout w € €2, il existe une
constante C,, > 0 telle que pour tout n > 2, si n=2/3 < 0] < 1/2,

n log n
<Cuy| ———.
\ 16l

Définissons pour tout n > 1 et pour tout w € Q,

(11)

(12)

n
Z e27ri03k (w)
k=1

Rp(w) =cnye i cos(2m0Sk (w))
k=1

oll cpp = ¢ 12@lles®) o = 6(Xy,...,Xpn),n > 1 la filtra-
tion naturelle associée & la suite (X;);>; et pour tout n > 1, notons
(Rn,m> Fm)m=1,...,n la martingale finie définie par

Rym =E(R,|Frm), m=1,...,n.
Nous allons tout d’abord commencer par montrer le lemme suivant :
LEMMA 4.3. — Soit (Mp)m=1,..n une martingale finie telle qu’il

existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout m = 2,...,n, pour tout
w € Q, |Mp(w) — Mpy—_1(w)| < c. Notons pour tout m =2,...,n,

(M) = B((M; — M;_1)*|F;1).

j=2

Alors, sid = &%—_—)‘—C, pour tout n > 1, la suite (€, = exp(AMp, —d <

C
M >., ), Fm)m=1,...n €St une sur-martingale finie.

Preuve. — Pour tout z tel que |z| < ¢,

Az > ()\m)m 2
—1-)lz= E < z4d.
[& X m x

m=2
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Pour tout m > 2, nous avons la décomposition suivante :

dm = gm —Cm-—1
[(eA(Mm—Mm_l) _ l)e—d(<M>m—<M>m_1)

= Ctm-—1

+(e—d(<M>m—<M>m~1) _ 1)]

donc

E(dp| Fn-1) = Em1 []E(ex\(Mm—Mm_l) U Fpy e UM = <M> )

+ (e—d(<M>m—<M>m_1) -1)

=Em—1 [E(eA(Mm—Mm-1) —1 =AM, - Mm_l)I}-m_l)e—d(<M>m—<M>m—1)

+ (e—d(<M>m—<M>m-1) _ 1)

< gm-—l [d ]E((Mm _ Mm_1)2Ifm—l)e—d(<M>m—<M>m_1)

+ (e—d(<M>m—<M>m-1) _ 1).

= gm—l [d(< M >m— < M >m_1)6_d(<M>m—<M>m_1)

4 (e USM>m=<M>nos) _ 1)- ‘

Or pour tout z > 0,
ze " +e T —-1<0

donc pour tout m > 2, E(Ep|Fm—1) < Em—1.

Supposons qu’on ait montré qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que

pour tout m = 1,...,n, pour tout w € Q,
(13) |Rp,m(w) = Ram—1(w)| <c (ici Ro =0)
et une constante C’ > 0 telle que pour tout m =2,...,n,
m
(14) <BR>n=3 E((Rn; — Rn,;-1)*|Fj-1) <C'log n
=2

alors nous pouvons en déduire (12) en utilisant le lemme 4.3 de la maniere
suivante. Premitrement, notons Fy, = cn.0 Y ., €xp(21i0Sy), alors pour
tout C > 0,

P ({|Fa| > C log n}) < E(e/™)e~C e ™,
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Comme pour tous réels a, b, nous avons I'inégalité : ab < % (a? +b?), il suffit
d’obtenir les inégalités suivantes :

E(62R") < eC” log n ]E(e'm") < eC’ log n
et
E(e2I,.) < eC' log n, E(e—zl,,) < eC' log n

ol I,, désigne la partie imaginaire de F,,. La premiére inégalité (idem pour
les trois autres) s’obtient en appliquant le lemme précédent 4 la martingale

i 2c__1_
finie (Rn m,Fm)m=1,....n car en notant d = &—3=2¢ cl 2

E(CZR") _ ( 2R"—d<R>ned<R>n)
2R, —d<R>,\,dC’ log n
E(e Je
E(e

2R, 1— d<R>1) dC’ log n

N

62c+d C' log n (car |Rn,1l < C).
En choisissant C > d C’ + 4, nous obtenons I'inégalité
P({|Fn| > C log n}) < Cste.n™

Si nous définissons ’ensemble H,, = {6 € | — 1/2 1/2];10) > n~2/ et 0 =
=% pour un certain k}, alors comme Card H,, < n?,

]P({ sup |Fn| > C log n}) < Cste.n™2

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, il existe un ensemble 2, de probabilité
1 tel que pour tout w € g, il existe une constante C,, telle que pour tout
n>1,

sup |Fr(w)] < C, logn
0cH,

soit encore en utilisant le fait que |1 — ¢(6)| > C|0|, nous avons pour tout
n > 2, pour tout 6 € H,,,

n
. n log n
l E :emosk(w)l <C, IGT .
k=1

Nous obtenons 'inégalité (12) en remarquant que pour P-presque tout w,

pour tout n,
Zi% <Z exp(27ri0Sk(w))
k=1

< Cyn?.
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Il nous reste donc & prouver les inégalités (13) et (14). Nous avons besoin
de formules explicites pour la martingale (Ry m, Fm)m=1,...,n- Définissons
la martingale finie (Fp, m, Fm)m=1,....n OU Fpm = E(F,|Fpr),m = 1,.

En utilisant I'indépendance des variables aléatoires X;,¢ > 1, nous obtenons
directement une formule explicite pour Fj, o, :

m—1 (0)71 m+1
Fom = <k§:1 exp(2mifSk) + ———W exp(27i0Sy,) | -

Donc, pour m = 2,...,n,

|Rn,m - R'n,,m——ll < IFn,m - Fn,m—ll

B 1— ¢(0)n—m+1 )

=cCno o) .| exp(27i8X,,) — 9(6)]
< 4 cnp

S 190

Or, si |0] > n~%/3, en utilisant que |1—$()| > C|8|, nous pouvons supposer
n assez grand pour que

Cn,0 _ log n

@)\ nl-s@)] <"

Pour m =1,

1-— ¢(0)n . 2Cn 9
Rpil < |Fpi|l =cnp | ——7 | .| exp(2mi0X1)| € 757 < 2.
Il reste & prouver (14). Pour tout m =2,...,n,

E(an,m_ Rn,m—1|2|fm—1) < ]E(IFn,m - Fn,m—llzlfm-—l)

1— ¢(0)n—m+1 2 )
-6 E(|exp(2mifXm) — ¢(0)*| Fin—1)

log n (1—|p(8)? log n
n <|1—¢(9>|)<C n

.2
- cn,9

<4

(car "f;f(o))ll est uniformément borné en 6).
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Nous allons maintenant nous appliquer & prouver le théoréme 1.2.
Soit 0 < 1 <... <t etb,...,0 desréels. D’apres I'inégalité triangulaire,

1 l [nt.]-1
S8 Y @@ - R (@)
=1 k=0 2
1 l [nt,]—1
< F Zgi Z (Tgk(w)f(m) - ka(z)) ]
i=1 k=0

2
il suffit donc d’estimer (On pose t; = 1 pour simplifier)
n

S (T5) f(2) - B ()

k=0

2

Les opérateurs T, et R opérent sur la fonction f construite au paragraphe
2 en multipliant ses coefficients de Fourier respectivement par e2"%< et
¢(ja). Par conséquent, ’opérateur

> (T f(z) — RF f(x))

k=0

opére sur f en multipliant ses coefficients de Fourier par
n
Z(e2m'jask (w) _ E(eZwijaSk ))7
k=0

par conséquent,

2
Z(e2wna5k(w) ]E( 27n'jaSk))

n

Z TS;.,(w)f ka

k=0

Zla i

2 jE€Z

—2ZVH Yan({l; 04))[2

izl

D’apres la proposition 4.1, il existe un ensemble €y de probabilité 1 tel que
pour tout w € o, il existe une constante C,, > 0 telle que pour tout n > 2,
si (lja) < n~%/3,

lan({l;0))] < Cul(la)In®2/loglog n
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et si (lja) > n2/3, alors

nlogn
lan({lje))| < Cy Ga)l

En découpant la somme

> va(Ilan((l0))?

j=1

selon les entiers j tels que (l;a) < n~%/3 et (l;a) > n=2/3, la définition de
vu(I;) et les inégalités ci-dessus, on obtient que

> va(I)lan(@0)) < Cin* 3 log n = o(n?")

izl
si H> 1 (C, étant un multiple de C,,). Donc, si H € 3,1, le i) du
théoréme 1.3 combiné au théoréme de Slutsky nous donne I’assertion i) du
théoréme 1.2.

Y

Il nous reste a prouver la partie négative du théoreme 1.2. Soit
f € L%(p). D’apres le corollaire 4.2, il existe un ensemble €y de probabilité
1 tel que pour tout w € €, il existe une constante C,, > 0 telle que pour
tout n > 2,

l [nti]—l

;lﬁ S0 3 (T8 f(z) - REf(@)|| < Con®/*H\/log n.

=1 k=0 2

Alors, si le parameétre H est compris entre —g et 1, Passertion ii) du

théoréme 1.3 combiné au théoréme de Slutsky nous donne le résultat ii)
du théoréme 1.2.

5. Probléme ouvert.

Les méthodes utilisées ici ne permettent pas de résoudre le cas critique
a= % La preuve de l'existence ou non d’une fonction Lip(lfy—H) pour
laquelle la convergence (4) dans le théoréme 1.2 serait réalisée nécessite
des hypotheéses plus fortes sur lirrationnel a. En particulier, la vitesse de
convergence dans le lemme 2.5 peut étre améliorée si on suppose que les
quotients partiels de Virrationnel o ne croissent pas trop vite, par exemple
avec une vitesse égale 3 n't€ e > 0.
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