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FEUILLETAGES CONFORMES

par Cédric TARQUINI

Introduction.

Les feuilletages conformes ont été introduits par Vaisman (voir [21])
comme une généralisation des feuilletages riemanniens. C’est encore le point
de vue que nous allons adopter ici en comparant les structures rieman-
niennes aux structures conformes. Dans le cas des variétés la question est
de comparer le groupe des difféomorphismes conformes pour une certaine
métrique g, aux groupes d’isométries pour les métriques dans la classe
conforme de g. Le résultat est connu sous la forme du :

THÉORÈME (Ferrand-Obata). - Soit (M, g) une variété de dimension
n _&#x3E; 2, connexe et non conformément équivalente à la sphère ronde Sn ou à

l’espace euclidien IRn. Le groupe des difféomorphismes conformes de (M, g)
est réduit au groupe des isométries d’une métrique dans la classe conforme
de g.

Ce théorème, motivé par une conjecture de A. Lichnerowicz, a été
démontré par M. Obata [14] pour la composante neutre du groupe conforme
d’une variété compacte et par Jacqueline Ferrand [5], [6] dans le cas général.
Notre but est de montrer un théorème équivalent transversalement à un

feuilletage en répondant à la :

Mots-clés : Feuilletages - Pseudogroupes - Géométrie différentielle conforme.
Classification math. : 53C12 - 58H05 - 53A20.
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Question. - Tout feuilletage conforme sur une variété compacte est-
il nécessairement riemannien ou transversalement Mobius ?

Cependant les méthodes utilisées dans les articles de M. Obata et de J.
Ferrand sont globales et s’adaptent mal au cas des feuilletages. Le problème
est de redémontrer ce résultat non plus pour les groupes conformes mais
pour les pseudogroupes de difféomorphismes conformes. Nous apportons la
réponse suivante :

THÉORÈME 0.0.1. Tout feuilletage F conforme, transversalement
analytique, de codimension supérieure ou égale à trois, sur une variété

compacte connexe est transversalement Môbius ou riemannien.

La seule hypothèse restrictive et peut-être inutile est l’analyticité.
Elle n’est utilisée au cours de la preuve que pour se ramener au cas

où le lieu d’annulation du tenseur de courbure conforme est d’intérieur

vide. Lorsque la codimension égale 2, les feuilletages conformes sont les
feuilletages transversalement holomorphes ou antiholomorphes. La réponse
à la question précédente est négative. Un contre-exemple peut être donné
par le feuilletage induit sur S3 au voisinage d’une singularité d’un champ
de vecteur holomorphe sur (C2 dont les valeurs propres de sa partie linéaire
sont dans le domaine de Poincaré (voir [1]). En général un tel feuilletage
n’est pas riemannien et il n’est pas non plus transversalement Mobius. En
effet un feuilletage transversalement Mbbius sur S3 donne une application
développante d : S3 --+ S2 qui est une submersion, donc une fibration par
un théorème dû à C. Ehresmann. Il est en particulier riemannien.

Cependant, de par les articles de M. Brunella [4] et de É. Ghys [10],
c’est le seul exemple, à quotient fini près, de feuilletage transversalement
holomorphe orientable, sur une 3-variété connexe compacte, qui ne soit ni
riemannien, ni transversalement Mobius.

Plan de la preuve.

Soit r un pseudogroupe d’holonomie d’un feuilletage sur une variété
compacte associé à une transversale totale T. Il est bien connu que l’on

peut supposer r engendré par un nombre fini d’éléments et qu’il suffit
d’étudier la restriction de 1, à un ouvert rencontrant toutes les feuilles

et relativement compact dans T. On dit dans ce cas que (h, T) est un
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pseudogroupe à génération compacte (voir la définition 1.1.2). Ainsi si

le pseudogroupe est formé d’un ensemble d’applications uniforméments
équicontinues (on dit alors que le pseudogroupe est équicontinu voir 1.2),
nous pouvons en un certain sens étendre les applications d’holonomie et
montrer que le pseudogroupe est complet (notion rappelée en 1.3). Sous
ces conditions et si r est supposé quasi-analytique, sa fermeture devient un
pseudogroupe d’homéomorphismes de T engendré par les limites uniformes
des éléments de r et le stabilisateur d’un point s’identifie à un groupe
compact d’homéomorphismes d’un voisinage de ce point (voir le paragraphe
1.4).

À l’aide d’une adaptation d’un résultat de R. Schoen [18], nous
montrons au début de la deuxième partie, que la fermeture C° d’un

pseudogroupe conforme complet est constitué de difféomorphismes. Cela
nous permet d’utiliser le théorème d’É. Salem [17], généralisé par R.
Wolak [22] pour montrer que la fermeture d’un pseudogroupe complet
de difféomorphismes conformes est de Lie (voir la proposition 2.2.1).
Qualitativement cela signifie que les éléments proches de l’identité dérivent
d’une algèbre de Lie de dimension finie de champs de vecteurs. Dès lors
nous pouvons entreprendre la construction d’une métrique invariante par
le pseudogroupe pour montrer le :

THÉORÈME 2.0.1. Tout feuilletage équicontinu, conforme, de codi-
mension supérieure ou égale à trois, sur une variété compacte, est rieman-
nien.

Cette construction s’inspire des travaux de R.S. Palais [15] et utilise
l’étude préliminaire des fermetures de pseudogroupes équicontinus (para-
graphe 1.4) pour construire un voisinage tubulaire de l’adhérence d’une
orbite.

La troisième partie est dédiée à la démonstration du :

THÉORÈME 3.0.1. - Un feuilletage conforme F sur une variété com-
pacte de codimension supérieure ou égale à 3 et dont le lieu d’annulation
du tenseur de courbure conforme transverse est d’intérieur vide, est équi-
continu.

Ce dernier théorème ajouté au théorème 2.0.1 implique le résultat

principal, le théorème 0.0.1. Sa preuve nécessite la démonstration d’un

lemme 3.1.1 préparatoire dit de distorsion bornée. Tout feuilletage conforme
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sur une variété compacte, de codimension au moins 3, possède un pseu-
dogroupe d’holonomie ne déformant pas trop les boules. On utilise un

théorème de stabilité de Liouville pour les applications (1 + E)-quasi-
conforme (voir [19]).

Nous savons déjà qu’un feuilletage conforme (sur une variété com-
pacte, de codimension supérieure ou égale à 3) est riemannien sur l’intérieur
du support du tenseur de courbure conforme transverse (voir [7]) et que
sur le complémentaire de ce support, il devient transversalement M6bius.

Si le feuilletage est transversalement analytique (i.e. la structure conforme
transverse est donnée par une métrique analytique réelle) il ne reste plus
qu’à étudier le cas où le tenseur de courbure conforme s’annule en certains
points et a un support total. Le lemme de distorsion bornée permet alors
de montrer que le feuilletage est équicontinu ce qui démontre les théorèmes
3.0.1 et 0.0.1 et plus généralement la :

PROPOSITION 3.2.3. - Un feuilletage conforme F sur une variété

compacte de codimension supérieure ou égale à 3 et dont le lieu d’an-
nulation du tenseur de courbure conforme transverse est d’intérieur vide,
est riemannien.

La dernière partie traite d’une généralisation d’un théorème de T.
Asuke [2] donnée par le lemme de distorsion bornée.

THÉORÈME 4.0.1. Tout feuilletage conforme sur une variété com-
pacte de codimension au moins 3 et possédant une « bonne mesure» trans-
verse invariante est riemannien.

Nous pouvons remarquer que tous ces résultats peuvent être énoncés
dans le cadre des pseudogroupes à générations compactes.

1. Définitions et outils.

1.1. Rappels généraux.

Soit (M, F) une variété feuilletée, (Ui) un recouvrement de M par
des ouverts feuilletés trivialement, i.e. difféomorphes à v x Ti, où les YZ
sont des boules euclidiennes ouvertes de RP (p dimension des feuilles) et
les Ti des boules euclidiennes ouvertes deux à deux disjointes de Rq (q la
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codimension). Nous noterons fi : Ui - Ti C 1~q les projections, T = UiTi
la transversale totale et (-yi,j) le cocycle associé à ce recouvrement (bz, j,

sur Ui n Uj). Le pseudogroupe d’holonomie (r, T) est le

pseudogroupe engendré par les -yij.

DÉFINITION 1.1.1. - Nous dirons que le feuilletage F est conforme
si la transversale T possède une métrique riemannienne g pour laquelle
les sont des difféomorphismes conformes locaux, i.e. pour laquelle

e(j2,J g, où est une fonction à valeurs réelles définie sur le

domaine de définition de qi, j .

Exemple 1.1.1. En codimension 2 les feuilletages conformes sont
les feuilletages transversalement holomorphes ou antiholomorphes.

Exemple 1.1.2. - Tout feuilletage riemannien est conforme.

Exemple 1.1.3. - Si la métrique g est la métrique euclidienne et si la
codimension est supérieure ou égale à 3, en vertu du théorème de rigidité de
Liouville, les éléments du pseudogroupe d’holonomie sont des restrictions
d’applications de Mbbius. Nous dirons dans ce cas que le feuilletage est
transversalement M5bius.

A. Heafliger (voir [11]) a montré que tout pseudogroupe d’holonomie
d’un feuilletage sur une variété compacte vérifiait la condition suivante :

DÉFINITION 1.1.2. - Le pseudogroupe (r, T) est à génération com-
pacte s’il existe n ouverts de T : O1, ~ ~ ~ , On et n éléments de r : ~y1, ~ ~ ~ , -yn
vérifiant :

1. l’ouvert Oi est relativement compact dans le domaine de et

T’ - UjOi rencontre toutes les orbites de r,

2. le pseudogroupe r’ engendré par les = et agissant sur T’ est

égal à la restriction de r à T’.

Nous dirons que (r’, T’) est un pseudogroupe réduit de (r, T) s’il

vérifie les conditions 1. et 2.

Remarque 1.1.1. - La première condition signifie que r et riT’ sont
équivalents au sens des pseudogroupes (voir [11]). De manière générale si
U est un ouvert de T rencontrant toutes les orbites de r alors r et rlu sont
équivalents (la notation Plu désigne la restriction de r à l’ensemble U, i.e.
l’ensemble des éléments de r de domaine et d’image inclus dans U).
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Dans la définition 1.1.2 nous pouvons toujours supposer (et nous le
ferons par la suite) que l’ensemble des ~~y1, ~ ~ ~ , est équilibré i.e. stable
par passage à l’inverse.

Une stratégie de la démonstration du théorème 0.0.1 est de trouver des
« réductions » adéquates du pseudogroupe d’holonomie de ,~. Nous allons
donc raisonner en changeant fréquemment de pseudogroupe d’holonomie.
Dans la suite (r, T) désignera toujours un pseudogroupe agissant sur
l’ouvert T de 

1.2. Feuilletages équicontinus.

Notons d la distance euclidienne de Rq et B (t, E) la boule de centre
t et de rayon E. Dans cet article, le terme «boule» désignera toujours une
boule euclidienne. En s’inspirant de l’article d’É. Ghys [9] nous donnons
la :

DÉFINITION 1.2.1. - Le pseudogroupe (r, T) est équicontinu si pour
tout E &#x3E; 0 il existe un q &#x3E; 0 tel que pour tout élément -y de r et toute

boule B de rayon inférieur àq contenue dans le domaine de 1, le diamètre
de l’image de B par 1 est inférieur à E.

En fait il s’agit plus d’uniforme équicontinuité. Tout feuilletage rie-
mannien sur une variété compacte a un pseudogroupe d’holonomie équi-
continu. Nous dirons qu’un feuilletage est équicontinu s’il possède un pseu-
dogroupe d’holonomie équicontinu.

Nous allons donner une propriété de prolongement de l’holonomie
pour un feuilletage équicontinu ,~. Pour ce faire, fixons un pseudogroupe
(r,T) équicontinu et à génération compacte. Soit (r’, T’ ) un pseudogroupe
réduit de (r, T) (voir la définition 1.1.2). Les arguments du lemme suivant
sont présents dans les articles de Sacksteder (voir [16]), d’É. Ghys (voir [9])
et de T. Asuke (voir [2]).

LEMME 1.2.1. - Il existe un qo tel que pour tout point t de T’, tout
germe d’un élément -y’ de r’ de source t est le germe en t d’un élément 1
de r défini sur la boule de centre t et de rayon qo .

Preuve. - Ce lemme se démontre par récurrence sur la longueur des
éléments de r’ comme mots en les Rappelons que r’ est engendré
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par n applications qui se prolongent (respectivement) en n

applications 1’1,..., 1’n. Nous supposons que l’ensemble 1-yl, .. , est

stable par passage à l’inverse. Notons = 0 ... o -yi’, 1 l’ensemble
des éléments de r’ composés de k générateurs.

Pour tout i (1  i ~ n), l’ouvert Oi - est par définition

relativement compact dans Dom-y2. Il existe donc un £1 &#x3E; 0 tel que tout

point de Oi est au moins à distance si des points de T B Posons

E = Ei et prenons pour 7îo le 7î associé à cet E par l’équicontinuité
de 1, sur T. Nous pouvons le supposer inférieur à c. Pour tout t dans

Dom-y2 = Qi, 1’i est bien défini sur B(t, qo) .
a Pour = 1 c’est à dire si -y’ E {1’~, ... , 1’~} le lemme est vérifié car

qo 

. Si le lemme a été démontré au rang k, alors soit -y’ E 1 par

exemple 1" == 1’~ o 6’ où ô’ E r~ . Par hypothèse de récurrence, ô’ se

prolonge en ô sur B (t, qo) et l’équicontinuité donne l’inclusion rlo» C
B (~’ (t), ~) . Par définition de c l’application 1’1 est définie sur B (b’ (t), ~),
donc -y = 1’1 o ô est définie sur B(t, qo) et prolonge 1". D

1.3. Complétude d’un pseudogroupe.

La complétude d’un pseudogroupe est une notion qui apparaît dans
l’article de Sacksteder (voir [16]) mais elle a été approfondie par É. Salem
(voir [17]).

DÉFINITION 1.3.1. - Un pseudogroupe r d’homéomorphismes locaux
d’un espace topologique T est complet si pour tout couple de point (s, t)
de T il existe des voisinages Vs de s, Yt de t dans T tels que tout germe
d’un élément de r de source dans Vs et de but dans Vt est le germe d’un
élément de r défini sur Vs tout entier.

Remarque 1.3.1. - Une remarque classique pour un pseudogroupe h

complet est que pour tout point t de T, il existe un voisinage U de t, tel que
tout germe d’élément de r de source et de but dans U est le germe d’un

élément défini sur U tout entier. En effet il suffit de prendre l’intersection
des voisinages donnés par la définition précédente pour s = t. Un tel ouvert
sera dit ouvert de complétude pour 1.
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Remarque 1.3.2. - Nous pouvons toujours supposer, et nous le ferons
par la suite, que les voisinages de complétude Vt et Vs donnés par la
définition précédente sont connexes.

PROPOSITION 1.3.1. Tout pseudogroupe équicontinu et à généra-
tion compacte est complet.

Nous pouvons remarquer que l’équicontinuité seule ne suffit pas, par
exemple les pseudogroupes riemanniens ne sont pas toujours complets.

Exemple 1.3.1. - Considérons l’ensemble des translations rt :10, Il-
]t, t + 1 [ - Il suffit de prendre le pseudogroupe F engendré par une translation
rt sur ]0, 2[ (t 1] fixé) pour avoir un pseudogroupe non complet puisque
rt ne se prolonge pas au voisinage de 1 en un élément de F.

Preuve de la proposition 1.3.1. - Soit (F, T) un pseudogroupe équi-
continu à génération compacte et soit (F’, T’) un de ses pseudogroupes
réduits.

Soient x, y deux points de T, il existe -y, 6, deux éléments de F tels
que s = et t = appartiennent à T’. D’après le lemme 1.2.1, il

existe un Tlo (ne dépendant que de h’) tel que tout germe d’un élément de
F’ en s est le germe d’un élément de F défini sur 

Soit c &#x3E; 0 assez petit pour que soit contenue dans 1mb.

L’équicontinuité donne un q &#x3E; 0 associé à c, quitte à le diminuer nous

pouvons supposer que B(s, TJ) C Imq et 2q  qo. Posons alors Vz =
et vy = Ce sont deux voisinages de complétude

pour x et y.

Tout germe de source x’ e Vx et de but y’ e Yy défini, en composant
par -y-1 à droite et par ô à gauche, le germe d’un élément de F’ de source
s’ = ~(~) E B(s, TJ) et de but t’ = b(y’) E B(t, c). D’après le lemme 1.2.1,
il est donc le germe en s’ d’un élément À e F défini sur B(s’, qo) . Or par
choix deq, la boule contient la boule B ( s, TJ) et par équicontinuité
À(~(~, 7/)) est contenue dans une boule de diamètre inférieur à c intersectant
B (t, E) (par exemple en t’ = a(s’)). Donc À(B(s, 71» C B (t, 2E) C 1mb.
L’application 6-1 0 À 0 , est définie sur Yx, est un élément de F et son
germe en ~’ égale le germe initial. D



461

1.4. Fermeture de pseudogroupes.

DÉFINITION 1.4.1. - (voir page 533 de [3]) La fermeture d’un pseudo-
groupe (F, T) pour la topologie C~, noté F (sauf dans le cas C° où nous le
noterons simplement h) est l’ensemble des homéomorphismes d’un ouvert
de T à valeurs dans un ouvert de T qui sont localement limites C~ d’une
suite d’éléments de r. Ainsi un homéomorphisme sur son image, ~y, est dans
F si et Im -y sont inclus dans T et si pour tout point t de Dom q il
existe un voisinage V de t inclu dans Dom q et une suite d’éléments de

F définis sur V qui converge vers -ylv pour la topologie 

Nous allons supposer que le pseudogroupe F est quasi-analytique
c’est-à-dire que chacun de ses éléments défini sur un connexe est unique-
ment déterminé par son germe en un point de son domaine de définition.
Cela est automatiquement vérifié dans le cas conforme puisque deux appli-
cations conformes définies sur un ouvert U connexe ayant même 2-jet en
un point de U sont égales (voir le paragraphe 2.2).

L’ensemble f est un pseudogroupe mais en général il n’est pas égal à
l’ensemble des limites uniformes des suites d’éléments de F. En reprenant
un travail de M. Kellum (voir [12]), nous allons montrer la :

PROPOSITION 1.4.1. - Soit (I, T) un pseudogroupe quasi-analytique,
équicontinu et à génération compacte, il vérifie les propriétés suivantes :

1) (F, T) est un pseudogroupe complet d’homéomorphismes engendré par
les limites uniformes des suites d’éléments de r ;

2) tout point to a un voisinage Vo connexe tel que les germes des éléments
de Ft. en to se prolongent à un groupe d’homéomorphismes (noté

compact pour la topologie C°.

L’ensemble hto désigne le stabilisateur du point to dans r qui est
défini par fto = e r tel que to e Dom y et 

Les propriétés à démontrer sont invariantes par équivalence entre

pseudogroupes équicontinus. Nous allons les montrer pour une réduction

(r’, T’) de (r, T) à l’aide de la suite de lemmes suivante. Pour toute boule
ouverte B de T’ formons l’ensemble P’ = E r’ tel que B = 

L’ensemble F’ désignera l’ensemble des limites Co des suites de F’, en
particulier tous ses éléments ont pour domaine B mais sont à valeurs dans
T’ .
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LEMME 1.4.1. - Pour toute boule ouverte B de T’, l’ensemble hB est
compact.

C’est juste une application du théorème d’Ascoli puisque T’ est
compact et puisque B étant une boule, l’équicontinuité de la définition
1.2.1 pour r~ est égale à l’équicontinuité usuelle.

LEMME 1.4.2. - Soit B une boule ouverte de T’et soit -y un élément
de rB, alors -y appartient à FI ainsi que ~y-1. En particulier F’ est inclu
dans h’ .

Preuve. - Soit s un point de B. L’application y est une limite

uniforme sur les compacts de B d’une suite (qn) d’éléments de FI . La
suite de points (-y, (s» tend vers t = E T’ c T.

La complétude de 1, (proposition 1.3.1) donne deux voisinages
connexes Vt de t et VS de s qui peuvent être supposer des boules ouvertes de
T (quitte à les diminuer). Pour tout entier n assez grand, appartient
à Vt et le germe de -yn 1 en est le germe d’un élément 6n de r défini
sur Vt . Par quasi-analyticité, si nous notons la composante connexe
de dans Imqn n Vt , 6n est un prolongement de la restriction de 
à 

Nous affirmons qu’il existe un a &#x3E; 0 tel que pour n assez grand, la
boule est contenue dans Pour cela nous utilisons le lemme

topologique suivant : si À est une application de la boule euclidienne

B(s, 2r) dans Rq vérinant : À est un homéomorphisme sur son image, il

existe un réel a &#x3E; 0 et un point t dans Rq tel que d(À(s), t)  a et Vu E

B(s, 2r) tel que d(u,s) == r on a d(À(u),t) &#x3E; a, alors Im A D B(t, a). Donc
si l’affirmation était fausse, il existerait une suite extraire et une suite

de points un de telles que d(s,un) == r, t)  1/n, et
 1/n (où r est choisi indépendamment de kn tel que B(s, 2r)

soit incluse dans B). Cela contredit l’uniforme équicontinuité de (Ôkn)’
Par conséquent t appartient à T’, i.e. Im~ C T’ et nous pouvons

supposer que Vs et Vt sont des boules ouvertes de T’, donc que les bn sont
dans h’ .

Montrons que l’application y est injective. Si s’ est un point de B tel
que ~y ( s ) - ~y ( s’ ) - t, alors, pour n assez grand et d’après ce qui précède,
t appartient à et à Donc - et ~n = yn 1 sur

L’uniforme équicontinuité de (6n) et le fait que ait
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pour limite 0 implique que la limite de d(6n o 1n (s), 8n o 1n (s’)) = d(s, s’)
soit nulle, donc que s = s’.

D’après le lemme précédent hvt est relativement compact. La suite
(8n) a une valeur d’adhérence : ô qui vérifie 1°8 = id sur B (t, a) et 60q = id
sur un voisinage de s . Cela montre que 1 est un homéomorphisme local
injectif donc un homéomorphisme sur son image. De même ô est dans r’
donc 1 et 1-1 le sont aussi. D

LEMME 1.4.3. - L’ensemble FI est un pseudogroupe.

Preuve. - Le lemme précédent montre que FI est stable par passage
à l’inverse. Il ne reste plus qu’à montrer qu’il est stable par composition.
Soient 1 et ô deux éléments de FI tels que soit définit. Fixons s dans le

domaine de q, alors t = 1 ( s) est dans le domaine de 6. Il existe un voisinage
de s, Us, et une suite d’éléments de 1,’, (-y,,), définis sur US et convergente
vers 1lus. De même il existe un voisinage de t, Ut, et une suite d’éléments
de h’, (6n) , définis sur Ut et convergente vers 81 Ut. L’existence d’un no tel
que l’intersection Ws = soit un voisinage de s, est assurée

par la convergence uniforme des 1n. D’où pour n assez grand 6n o 1n est
défini sur Ws et converge unformément vers 8 o 1lws. D

LEMME 1.4.4. - Le pseudogroupe FI est complet.

Preuve. - Fixons deux points s et t de T’. Soient Vs et respective-
ment Vt des voisinages connexes de s et t donnés par la complétude de h’,
quitte à les diminuer on peut supposer que ce sont des boules ouvertes.
Soient s’ un point de Vs, t’un point de Vt et -y un élément de r’ défini en
s’et vérifiant 1 ( s’) = t’.

Il existe une suite d’éléments 1n de 1" qui converge uniformément

vers -y sur V, un voisinage connexe de s’ inclu dans Vs. Pour n assez grand
l’ensemble Im( 1n) intersecte V. Donc par complétude et quasi-analyticité
les 1n se prolongent à VS. Il ne reste plus qu’à utiliser la compacité de hys
pour extraire une sous-suite convergente vers une application ô définie sur
Vs appartenant à FI (d’après le lemme 1.4.2) et égale à 1 sur V. D

Désormais nous allons fixer un point to de T’ et une boule ouverte
B = B(to, r) avec r suffisamment petit pour que B soit de complétude pour
FI. La démonstration du lemme 1.4.4 montre le
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LEMME 1.4.5. - Le germe d’un élément de r’ de source et de but

dans B est le germe d’un élément de En particulier le germe en to d’un
élément de r’ ta s’étend en un élément de hB .

Formons Ho = Flt. n F’ l’ensemble de ces extensions.

LEMME 1.4.6. - Il existe un voisinage Vo de to connexe, Ho-invariant
et tel que Go, l’ensemble des restrictions à Vo des éléments de Ho, est un
groupe compact d’homéomorphismes de Vo.

Preuve. - Fixons c (0  E  r avec r tel que B = B(to, r)), et notons
~~y E U’ tel que ’r(to) E B(to, E) 1, c’est un ouvert de hB contenant

Ho. Posons Vo égal à la composante connexe de to dans n8EHe; b 1 (B) . Si
Vo n’était pas un voisinage de to, il existerait une suite (6n) d’éléments de
Hé telle que ne soit pas un voisinage de to. Par compacité de

cette suite aurait une valeur d’adhérence b telle que 8-l(B) ne soit pas
un voisinage de to et telle que 6(to) e B(to, E) C B d’où une contradiction.

Les ensembles Ho et Go sont compacts d’après le lemme 1.4.1, reste
à montrer l’invariance de Vo par Ho. Soient 1 un élément de Ho et 6 un
élément de Hé. Il existe deux suites (1n) et (6n) de rB qui convergent
respectivement vers -y et 6. Pour n assez grand 1n est dans H, donc

1n (Vo ) C B et ~n 0 ’rn est défini sur Vo. Par complétude et quasi-analyticité,
il existe une application Tn de TB égale à 6n o 1n en restriction à Vo.
Par compacité de hB, on peut supposer que la suite Tn converge vers T
dont la restriction à Vo est égale à 6 o q. L’application T est dans H, (car
T(to) - 6(to) e B(to, e)) ce qui montre l’inclusion 6 o -y(Vo) = T(Vo) C B
et donc 1(Vo) C 6 - 1 (B). D

2. Feuilletages conformes équicontinus.

Cette partie a pour but de démontrer le :

THÉORÈME 2.0.1. Tout feuilletage équicontinu, conforme, de codi-
mension supérieure ou égale à trois, sur une variété compacte, est rieman-
nien.

Dans ce paragraphe les difféomorphismes et la classe conforme sont
de classe C"0. Mais le théorème précedent reste vrai pour une classe de



465

difrérentiabilité C3. En effet dans ce cas la preuve de la proposition 2.1.1
suivante montre encore l’égalité r = T2 (énoncée pour un pseudogroupe
complet de difféomorphismes conformes). On conclut de même.

2.1. Égalité des topologies.

PROPOSITION 2.1.1. Tout pseudogroupe de difféomorphisrnes
conformes, complet et fermé pour la topologie compacte ouverte, est fermé
pour la topologie C°° .

Montrer cette proposition revient à montrer une adaption la proposi-
tion 1.1 de Schoen dans [18].

PROPOSITION 2.1.2. - Soit qn : : U - T une suite de difFéomor-

phismes conformes locaux tous définis sur l’ouvert U et qui converge,
uniformément sur tout compact, vers un homéomorphisme y : : U ~ T,
alors ’"’1 est C°° et la suite converge en topologie C°° .

La preuve nécessite l’utilisation du laplacien conforme qui, sur une
variété riemannienne (.J~l, g) de dimension q &#x3E; 3, est l’opérateur défini par

où u est une fonction de et Scalg la courbure scalaire associée à la
métrique g. Le changement conforme de métrique gl - donne

En particulier si v est solution de 0 sur un ouvert, alors
4

la métrique gi = est à courbure scalaire nulle. En effet, L91 ( 1 ) -
et

Preuve de la proposition 2.1.2. - Il suffit de recopier la démonstra-
tion de R. Schoen en remarquant que pour un point t de U fixé, la suite

converge vers s = q(t) et pour tout a &#x3E; 0 assez petit, il existe un

/3 &#x3E; 0 tel que pour n assez grand :

et
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La première inclusion provient de la convergence uniforme sur un
voisinage compact de t, la seconde peut se démontrer ainsi : si l’inclusion
n’a pas lieu, alors il existe une constante a, une suite extraite et une

suite de points tn tels que d(tn, t) = a et 1 /n ; quitte à
réextraire nous pouvons supposer que tn tend vers u avec d(t, u) = a donc

tend simultanément (par convergence uniforme) vers -y(u) et vers
s = d’où une contradiction.

Maintenant pour cx assez petit, la plus petite valeur propre du

laplacien conforme -Lg sur B(s, a) est positive, il y a donc une unique
solution positive au problème de Dirichlet :

dans sur

Posons gl = v q 4 2 g sur B (s, a), c’est une métrique de courbure
4

scalaire nulle. Et pour n assez grand nous avons un-2 g où
un - (v o ~)~~~~ (norme pour g). La fonction un est une solution

4

de Lgun = 0 dans B(t, a) (0 = = et comme le

volume de est borné :

L’ellipticité du laplacien donne une borne uniforme des fonctions un
et donc des normes 11’~1 sur B(t, ,~3/2) . En raisonnant de manière identique
pour la suite (-yn 1) nous pouvons majorer et minorer uniformément la suite
(11’~1) sur tout compact de B. Cela nous permet à nouveau de majorer
et minorer uniformément les fonctions un sur B(t,,~). Les fonctions un
ainsi que toutes leurs dérivées partielles à l’ordre k sont uniformément

4

bornées sur B(t, ,~/2). En reprenant l’égalité g nous voyons

que les dérivées partielles de la métrique sont bornées. Comme -yn est
une isométrie de (B(t, ,Q/2), - (B(s, a), gl ), les applications l’n sont
uniformément bornées en norme C~ au voisinage de t.

Cela montre que la suite -yn converge vers -y en topologie Ck-1 ceci
pour quelconque. D
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2.2. Faisceau des transformations infinitésimales.

Soit (r, T) un pseudogroupe complet de difféomorphismes conformes,
où T est un ouvert de 1R.q (q &#x3E; 3). La proposition 2.1.1 montre l’égalité
r = r2. Rappelons qu’à ce dernier pseudogroupe nous pouvons associer
son faisceau des transformations infinitésimales (voir [17 ) :

Pour tout ouvert U de T, 9 (U) est l’algèbre de Lie des champs de
vecteurs ~ définis sur U vérifiant : pour tout point t de U, il existe un

voisinage Vt et un réel E &#x3E; 0 tels que pour tout temps a, 0 x la 1  E, le

flot au temps a de ~ est défini sur Vt et appartient à r.

Comme la dimension de T est supérieure à 3, sa structure conforme
donne un parallélisme sur le fibré principal des 2-jets des germes de

difféomorphismes de (R~,0) dans T. Ce parallélisme est invariant par les
difféomorphismes conformes locaux (ils agissent à gauche par leur 2-jet),
donc en particulier par les éléments de r (voir par exemple [13] chapitre 4
paragraphe 6 pour plus de précisions). Le pseudogroupe r est ainsi quasi-
analytique (voir paragraphe 1.4). Le théorème d’É. Salem [17] généralisé
par R. Wolak [22] donne directement la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2.1. - Soit (r, T) un pseudogroupe complet de difféo-
morphismes conformes, où T est de dimension au moins 3, alors le faisceau
des transformations infinitésimales du pseudogroupe (r, T) est localement
constant. De plus les éléments de r proches de l’identité pour la topologie
C° sont les temps 1 des flots de sections locales de celui-ci.

C’est-à-dire en chaque point t de T, il existe un voisinage ouvert U,
une algèbre de Lie Ç (U) de dimension finie de champs de vecteurs de T et U
un voisinage de 0 tels que les éléments de r définis au voisinage
de t et proches de l’identité sont les temps 1 des flots des éléments de U.

2.3. Construction de la métrique.

La démonstration du théorème 2.0.1 consiste à construire une métri-

que invariante par un pseudogroupe d’holonomie particulier du feuilletage.
Elle est basée sur une étude d’un voisinage tubulaire de l’adhérence d’une
orbite. C’est une méthode qui a été introduite dans l’article de R. S. Palais
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(voir [15]) pour obtenir une métrique invariante par un groupe qui agit
proprement.

Soit J’ un feuilletage vérifiant les hypothèses du théorème 2.0.1. Il

possède un pseudogroupe d’holonomie, (h, T), à génération compacte et
équicontinu.

Posons (r’, T’) un pseudogroupe réduit de (h, T) (définition 1.1.2).
Rappelons que r’ est complet et que T’ est relativement compact dans T.
Soit to un point de T’, nous noterons l’orbite de to pour h (de même
pour r’ et r) et rto l’ensemble des éléments de F fixant to.

Reprenons Vo le voisinage connexe de to et Go le groupe d’homéomor-
phismes de Vo donnés par la proposition 1.4.1. Deux remarques importantes
sont à faire ici :

~ Go est un groupe de difféomorphismes car d’après la proposition 2.1.1,
(F, T) est un pseudogroupe formé de difféomorphismes.

~ Par quasi-analyticité de r (voir le paragraphe précédent), les éléments
de hto définis sur un connexe se prolongent à Vo en des éléments de Go (et
plus seulement leurs germes).

1re étape. - Etude locale de l’orbite r-’(to), nous allons montrer que c’est
une sous-variété de T localement homogène.

D’après la proposition 1.4.1, r est complet, donc d’après la proposi-
tion 2.2.1, quitte à diminuer Vo, il existe une algèbre de Lie Ç de dimension
finie de champs de vecteurs sur Vo et un voisinage U de 0 dans 9 tels que
les éléments de r, définis au voisinage de to, de domaine inclus dans Vo
et proches de l’identité, sont les temps 1 des flots des champs de vecteurs
appartenant à U.

La distribution de plans définie par 9, i.e. ~(t) _ ~~(t), ~ E 91 pour
t appartenant à Vo, est invariante par r et intégrable (éventuellement de
dimension variable). Le flot de ~ fixe to si et seulement si ~ (to ) = 0, ainsi
les éléments de Go proches de l’identité sont de la forme §1 avec ~(to) = 0
(où Oe désigne le flot de ~ au temps 1). Appelons go la sous-algèbre de Lie
de g des champs de vecteurs s’annulant en to.

Soit ~C un supplémentaire de go dans ~, si deux éléments ~ et £’ de
~L vérifient l’égalité ~ (to ) _ ~’ (to ) alors £ - £’ est dans go et donc £ = ç’.
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Quitte à diminuer U, l’application exponentielle

est un difféomorphisme de Ll n H sur 0 = f1 H).

LEMME 2.3.1. - Il existe un voisinage connexe V de to dans T

vérifiant avec -y e r tel que V et n V ~ c O.

Preuve. - On peut supposer que Vo est de complétude pour to (c’est
ainsi qu’il a été construit), soit B une boule ouverte de centre to contenue
dans Vo. Si le lemme est faux, il existe une suite d’éléments qn de r

définis sur B (to,1 /n) et une suite de points tn de T tels que 0,
d(to, tn)  1/n et d(to,-Yn(tn»  1/n. D’après le lemme 1.4.5 et la quasi-
analyticité de F, les applications qn s’étendent en des applications de rB .
Par compacité de cet ensemble (lemme 1.4.1) on peut supposer que la suite
converge vers -y E r. Cette application est définie sur B et vérifie par
passage à la limite ~y (to ) = to. Pour n assez grand qn o ~y-1 égale le temps
1 d’un flot cPç (pour un ~ E U) et = §1 o == est dans O.

D’où la contradiction. D

LEMME 2.3.2. - L’ensemble 0 est un voisinage de to dans r (to ) .

En effet s’il existe un suite d’éléments qn de r telle que converge

vers to, d’après le lemme 2.3.1 appartient à 0 pour n assez grand.

2e étape . Construction du voisinage tubulaire invariant par le pseu-
dogroupe.

PROPOSITION 2.3.1. - Il existe une tranche (3, X) (« slice» ) en to,
c’est-à-dire une variété S invariante par Go, transverse à f(to) et un

difféomorphisme X de 0 x S dans un voisinage ouvert V de to dans T
qui vérifie les propriétés suivantes :

1. Tout germe d’un élément ~y de r de source et de but dans V s’étend
à V.

2. Tout germe d’un élément ~’ de r’ de source dans V se prolonge en
un élément -y de r défini sur V tout entier.

3. Tout élément y de r défini sur S et tel que n S i- 0 est, en
restriction à un voisinage connexe de S, égale à un élément de Go.
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Preuve. - Choisissons une métrique invariante par Go sur Vo. L’en-
semble des géodésiques de cette métrique, orthogonales à en to, défi-
nissent une transversale locale ,5’ invariante par Go.

L’application X est définie par x(o, s) = Quitte à diminuer
O et S, nous pouvons supposer les choses suivantes :

- X est un difféomorphisme de 0 x S sur son image V.

- L’ouvert V est de complétude (c’est la 1re assertion).

- Tout germe d’un élément q’ de r’ défini en un point de V se prolonge
en un élément -y de r défini sur V tout entier (voir lemme 1.2.1).

Il nous reste à montrer la 3e assertion. Prenons y un élément de r
défini sur un connexe contenant ,S’ et vérifiant n S ~ ~ . Il existe

s et s’ dans S tels que y(s) - s’. L’application y se prolonge à V (par
complétude et quasi-analyticité), nous noterons encore y se prolongement.
D’après le lemme 2.3.1, 1 satisfait 1(to) E O. Donc il existe ~ E 1t n U tel
que p(£) = o~(to) - Le germe de 4J¡I en to est le germe d’un
élément À de Go. Par définition de V, 4Jç est définie sur S C S

donc y == 4Jç 0 À sur un voisinage de S. Cela implique s’ - 4Jç (À( s)) avec
A(s) E S ce qui s’écrit aussi = Comme X est un
difféomorphisme il vient que to donc = 0 et y = A au voisinage
de S. D

PROPOSITION 2.3.2. - L’orbite r(to) possède un voisinage tubulaire
invariant par F’ sur un voisinage de T’.

Preuve. - Reprenons l’application y et son image, V, données par la
proposition précédente. Posons comme voisinage tubulaire, l’ensemble des
images de V par les éléments de F définis sur V.

Il est invariant par r’, en effet soit t un point de T’ dans ce voisinage
tubulaire, et soit ô un élément de 1" défini en t. Par construction, Il existe

un ry dans r et un point s dans V tels que t = Mais s et t sont dans

T’ et F’ est la restriction de r à T’, donc le germe de ry en s est dans F’.
D’après la proposition précédente, le germe de ô 0 ry en s se prolonge en
un élément T de h défini sur V. Ainsi 6(t) = T(s) est dans le voisinage
tubulaire. D
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3e étape. - Conclusion.

PROPOSITION 2.3.3. - Le pseudogroupe r’ est un pseudogroupe rie-
mannien.

Preuve. - Nous allons construire une métrique riemannienne sur T’
invariante par F’ en utilisant les voisinages tubulaires des r (to ) (to e T’)
donnés par la proposition précédente.

L’ensemble de ces voisinages tubulaires forme un recouvrement du
compact T’ ; nous pouvons donc en extraire un sous-recouvrement fini.

Rappelons que la tranche S définissant le voisinage tubulaire de r(to )
est invariante par Go qui est compact. Nous pouvons choisir une métrique
Go-invariante sur T’ le long de S et la pousser en avant par les éléments de
h pour obtenir une métrique invariante par r’ sur ce voisinage tubulaire.
Quitte à multiplier cette métrique au départ par une fonction positive,
Go-invariante, nulle sur le bord de S et non nulle ailleurs, la métrique obte-
nue se prolonge à T’ en une métrique singulière nulle sur le complémentaire
du voisinage tubulaire.

Il ne reste plus qu’à sommer ces métriques (somme finie par choix du
recouvrement) pour obtenir une métrique F’-invariante sur T’. D

Remarque 2.3.1. - La technique utilisée donne une structure rieman-
nienne au plus C°° . Cette métrique peut être construite de manière à rester
dans la classe conforme initiale.

3. Un théorème de Ferrand-Obata feuilleté.

Nous donnons dans le paragraphe 3.2 la preuve du théorème 0.0.1 et
du :

THÉORÈME 3.0.1. - Un feuilletage conforme F sur une variété com-

pacte de codimension supérieure ou égale à 3 et dont le lieu d’annulation
du tenseur de courbure conforme transverse est d’intérieur vide, est équi-
continu.
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3.1. Un lemme de distorsion bornée.

La démonstration du théorème ci-dessus nécessite le lemme suivant.
L’idée essentielle est que les applications conformes pour une métrique
fixée deviennent quasi-conformes pour la métrique euclidienne. Rappelons
que toutes les boules sont euclidiennes. Pour un ensemble E de R, @
nous appellerons diamètre extérieur de E (noté diamext (E) ) l’infimum
des diamètres des boules contenant E et diamètre intérieur de E (noté
diamintE) le supremum des diamètres des boules contenues dans E.

LEMME 3.1.1 (dit de distorsion bornée). - Soit (M, F) un feuil-

letage conforme sur une variété compacte. Il existe une constante C et un
pseudogroupe d’holonomie (r, T) tels que pour toute application ’Y dans r
et toute boule euclidienne B incluse dans dom1 on ait

Une application différentiable f d’un ouvert de R" dans Rn est K-
quasi-conforme si en tout point de son domaine de définition, elle vérifie
(voir [20]) :

où ~ ~ . ~ ~ est la norme euclidienne.

DÉFINITION 3.1.1. Nous dirons qu’un feuilletage est K-quasi-
conforme si on peut lui trouver un pseudogroupe d’holonomie constitué
d’applications toutes K-quasi-conformes.

Soit .~’ un feuilletage conforme sur une variété compacte. Tout pseu-
dogroupe d’holonomie (r, T) de ce feuilletage est formé d’applications
conformes (pour une certaine métrique g définie sur la transversale totale
T C et est à génération compacte. Ainsi nous pouvons restreindre les
éléments de r à un ouvert relativement compacte de T. Sur cet ouvert la

métrique g est bornée par rapport à la métrique euclidienne.

Tout feuilletage conforme sur une variété compacte est K-quasi-
conforme pour un réel .K supérieur à 1. Mais un choix judicieux d’un
représentant du pseudogroupe d’holonomie nous permet de démontrer le
résultat suivant :
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LEMME 3.1.2. - Tout pseudogroupe de difféomorphismes de JRq, @
conforme et à génération compacte est équivalent à un pseudogroupe (1+e)-
quasi-conforme, pour tout E &#x3E; 0.

Preuve. - Soit (r, T) un pseudogroupe à génération compacte et U
un ouvert relativement compact de T rencontrant toutes les orbites de r.
Les éléments de r agissent sur T et sont conformes pour la métrique g
définie sur T.

Si nous fixons un E &#x3E; 0, par continuité de g et relative compacité de U
dans T, nous pouvons recouvrir U par un nombre fini de boules 
de centres respectifs telles que pour tout point s de Ba et pour
tout vecteur X non nul de on ait :

où ga est la métrique constante sur Ba égale à gta au point ta et où l’on
identifie à l’espace tangent à T en s.

Il existe k isomorphismes affines tels que 

S’,~(B~) _ ~ si 0, et tels que Saga soit la métrique euclidienne.

Soit r’ le pseudogroupe équivalent à r par les applications Sa (r’ est
formé des éléments 7’ = Sa pour 7 dans r quand le produit est

défini). Il est conforme pour la métrique g’ poussée en avant de g par les

Sa, et est En effet, tout point s de S’a(Ba) vérifie
l’inégalité :

où X est un vecteur non nul et où ,&#x3E; est la métrique euclidienne.
Maintenant si 1 est un élément de r’ défini en s, alors quelque soit le

vecteur tangent X, nous avons :
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or donc

finalement

Le lemme de distorsion bornée est une conséquence directe du lemme
précédent et de la proposition suivante. Malgré le caractère naturel de

cette proposition, nous n’en avons pas trouvé de preuve élémentaire. Tout
d’abord il faut remarquer qu’elle est fausse en dimension 2, puisque tout
domaine simplement connexe du plan autre que le plan lui même est

biholomorphe au disque unité. La preuve utilise un théorème de stabilité
de Liouville (voir par exemple [19]).

PROPOSITION 3.1.1. Soient q &#x3E; 3, il existe une constante C et un
Eo &#x3E; 0 ne dépendant que de q tels que pour toute boule B de et

pour toute application (1 -~ Eo) -q uasi- conforme f : B ---&#x3E; avec f (B)
relativement compact dans nous avons :

Preuve. - Quitte à composer par des similitudes à la source et au
but, ce qui ne change pas le facteur de distorsion, nous pouvons nous
restreindre à montrer la proposition pour B la boule unité de R~ et pour
f : B - B avec diamext ( f (B) ) = 2.

Par un théorème de stabilité de Liouville (voir par exemple [19]) il

existe deux constantes ~o &#x3E; 0 et C avec 2£oC  1 telles que pour toute
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application (1 + Eo) -quasi- conforme, f : B - B avec diamext( f (B)) = 2, il
existe une application de Môbius cp vérifiant : Irp - CEO, en tout point
de B.

La boule p(B) est contenue dans B(0,1 + CEo) et de diamètre

(qui est son diamètre intérieur ou extérieur) supérieur à 2 - 2CEO ce qui
montre que le diamètre intérieur de f (B) est supérieur à 2 - 4CEO, d’où
l’inégalité. D

3.2. Feuilletages conformes transversalement analytiques.

Nous dirons que le feuilletage .~ possède une structure transverse
conforme analytique réelle, s’il a un pseudogroupe d’holonomie (r, T) dont
les éléments sont des difféomorphismes locaux conformes pour une métrique
riemannienne analytique réelle, g, définie sur T. Rappelons quelques notions
de géométrie conforme.

DÉFINITION 3.2.1. - La variété conforme (T, [g]) de dimension q est
dite conformément plate si en tout point t de T, il existe un voisinage
Vt de t et un difféomorphisme conforme rpt : Vt --&#x3E; (pt (Vt) c Ilgq (c’est à
dire cpt envoie la classe conforme [g] sur la classe conforme de la métrique
euclidienne).

La platitude conforme se mesure grâce à un tenseur de courbure
conforme. Rappelons ses propriétés :

PROPOSITION 3.2.1. (voir [8]) Soit (T, [g]) une variété conforme,
- Si dim T = 2 alors T est conformément plate.

- Si dim T = 3 alors le tenseur de Weyl de (T, g) est nul et T est

conformément plate si et seulement si le tenseur de Schouten est

identiquement nul.

- Si dim T &#x3E; 4 alors T est conformément plate si et seulement si le
tenseur de Weyl est identiquement nul.

Nous allons raisonner en codimension supérieure ou égale à 4, le ten-
seur de courbure conforme est égal au tenseur de Weyl, W. En codimension
3 les résultats sont encore vrais (voir la remarque finale 3.2.1). Formons
l’ensemble
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L’invariance conforme du tenseur de Weyl donne le résultat suivant :

LEMME 3.2.1. - Z(W) est un fermé invariant par r.

La forme quadratique h == IIWllg est elle aussi invariante par les

difféomorphismes conformes locaux de T. Ainsi, le pseudogroupe d’holono-
mie du feuilletage est, en restriction à U(W) = T B Z(W ), un pseudogroupe
d’isométries pour h. Le théorème 3.0.1 peut se reformuler comme suit :

PROPOSITION 3.2.2. - Si Z(W) est d’intérieur vide alors le pseudo-
groupe r est équivalent à un pseudogroupe équicontinu.

Preuve. - Quitte à changer de pseudogroupe d’holonomie, nous pou-
vons supposer que (r, T) est donné par le lemme 3.1.1 de distorsion bornée,
il vient avec une constante C. Ce pseudogroupe est à génération compacte,
soit K un compact de T rencontrant toutes les orbites de r.

L’existence de h permet de construire une distance à Z(W) invariante
par r (voir [7]), nous la noterons dZ : T - R+. L’équicontinuité de r est
évidente sur un compact inclus dans U(W) puisqu’il est riemannien sur
cet ouvert. Ainsi pour tout a, la restriction du pseudogroupe à Fa = It E

~x~ est équicontinue.
Sur un voisinage de Z(W) ce qui peut se produire a priori c’est

l’aplatissement des boules le long de Z(W). Pour montrer l’équicontinuité
il faut borner le diamètre extérieur de indépendamment de t et
de ~.

Les ensembles Yn = ~t E 1 /n) sont r-invariants et forment
un système fondamental de voisinages de Z(W). Comme l’intérieur de
Z(W) est vide, pour tout c &#x3E; 0, il existe un entier no tel que le diamètre

intérieur de tout ouvert inclus dans Yno n K soit inférieur à EIC. (Sinon
il y aurait une suite de boule Bn de diamètre minoré par une constante
avec Bn C Vn, par compacité de K on pourrait trouver une boule dans

Z(W)). Pour toute boule B incluse dans Yno et toute application -Y du
pseudogroupe r définie sur B et telle que -y(B) soit contenue dans K, le
diamètre intérieur de q(B) est inférieur à Donc d’après l’inégalité du
lemme 3.1.1 le diamètre extérieur de -y(B) est inférieur à c.

L’équicontinuité de r sur l’intersection non vide de &#x3E;
avec Yno nous permettent de choisir un q d’équicontinuité associé à c sur
K. Ce qui montre l’équicontinuité de la restriction de r à I~. D

La proposition précédente et le théorème 2.0.1 implique la :
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PROPOSITION 3.2.3. - Tout feuilletage conforme F de codimension
supérieure ou égale à 3 sur une variété compacte, dont le lieu d’annula-
tion du tenseur de courbure conforme transverse est d’intérieur vide, est
riemannien.

Pour finir la preuve du théorème 0.0.1 il suffit d’étudier les trois cas

suivants :

e L’ouvert U(W ) est vide, i.e. (T, g) est conformément plate. Quitte à
changer le pseudogroupe d’holonomie, le théorème de rigidité de Liouville
assure que le feuilletage est transversalement Môbius.

e L’ouvert U(W) égale T. La métrique h est non singulière et

r-invariante. Le feuilletage est alors riemannien.

e L’ouvert U(W) et le fermé Z(W ) sont non vides. L’analyticité
implique alors que Z ( W ) est d’intérieur vide. La proposition précédente
permet de conclure.

Remarque 3.2.1. La discussion ci-dessus expose la démontration
dans le cas de la codimension supérieure à 4. En codimension 3, il faut

2

utiliser le tenseur de Schouten, S. En posant h = ||S||g 3g la démonstration
est identique.

4. Un autre résultat : feuilletages conformes mesurés.

Le lemme 3.1.1 de distorsion bornée donne la généralisation suivante
d’un théorème de T. Asuke :

THÉORÈME 4.0.1. Tout feuilletage conforme C3, sur une variété
compacte, de codimension au moins 3 et possédant une « bonne mesure»
transverse invariante, est riemannien.

Le théorème de T. Asuke exposé dans [2], s’énonce ainsi

THÉORÈME (T. Asuke). - Soit (M, F) un feuilletage transversale-
ment Môbius sur une variété fermée M. Si le feuilletage F possède une
« bonne mesure transverse invariante» alors il est riemannien.

Rappelons qu’une mesure transverse invariante J.1 est une bonne mesure si

a) 
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b) /-1 est borélienne, sans atome,

c) /-1 est localement finie (i.e. finie sur les compacts).

Cela implique en particulier que pour tout pseudogroupe d’holonomie
(T, T) du feuilletage, la transversale totale T a une «bonne mesure »

invariante par r.

Preuve. - Soit .~ un feuilletage vérifiant les hypothèses du théorème
et supposons que .~’ ne soit pas équicontinu.

Soient C une constante et (r, T) un pseudogroupe d’holonomie de .~
donnés par le lemme 3.1.1. Choisissons un pseudogroupe réduit de (r, T) :
(r’, T’). Par hypothèse r a une mesure invariante, /-1, finie sur les compacts,
chargeant tous les ouverts de T et sans atome.

Le pseudogroupe r’ n’est pas équicontinu. Ainsi il existe un cx &#x3E; 0,
une suite de boule de T’ et une suite d’éléments qn de F’ tels

que pour tout n, qn est défini sur B(tn, 1/n) et 1/n)) n’est pas
inclus dans une boule de diamètre cx.

Le diamètre extérieur des ensembles est supérieur à
a, donc d’après le lemme 3.1.1, leur diamètre intérieur est supérieur à
ao = a/C. Par compacité de T’ et quitte à extraire une sous suite, nous
pouvons supposer qu’il existe un point s de T tel que pour n assez grand,
chaque ensemble 1/?~)) contient la boule B(s, ao/3).

Ainsi pour n assez grand,

Quitte à passer à une sous suite, la suite tn tend vers un point t de T’.
Le point t est un atome pour y. Cette contradiction montre que .~ est

équicontinu et donc riemannien d’après le théorème 2.0.1. D
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