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VOLUME ET COURBURE TOTALE POUR LES
HYPERSURFACES DE I’ESPACE EUCLIDIEN

par Alexandru OANCEA

1. Introduction.

Une immersion isométrique d’hypersurface ¢ : M™ —R"*! de classe C?
est localement rigide en dehors du lieu des points de courbure nulle et on
s’attend a ce que les propriétés métriques de M déterminent de nombreuses
propriétés de . 11 y a pourtant peu de résultats quantitatifs qui estiment
des caractéristiques extrinseques en termes d’objets intrinseques et qui
soient valables en toute dimension (voir [BZ] pour plus de références).

Le résultat qui est & la source du présent travail est une inégalité
de Burago (voir [BZ], §6.2), en dimension n = 2 : si T(M) = [, |K|dV
désigne la courbure totale de l'immersion, R est le rayon d’une boule
contenant ¢(M) et A(M) désigne Paire de M, alors on a

(1) A(M) < R*T(M)

avec égalité uniquement pour le plongement isométrique standard de la
sphere de rayon R. Nous nous sommes posés la question de savoir s’il y a
un analogue de (1) en dimension supérieure. La réponse est négative pour
ce qui est d’une inégalité globale du type

(2) vol(M) < C,R*T (M),

avec Cp, une constante dépendant uniquement de la dimension. Néanmoins,
nous obtenons en dimension 7 = 3 une condition suffisante sous laquelle (2)
est vraie, ainsi que des inégalités a caractére isopérimétrique semi-local

Mots-clés : Hypersurfaces — Courbure totale — Inégalités isopérimétriques.
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734 ALEXANDRU OANCEA

faisant intervenir la courbure totale et qui sont valables pour des bouts
d’hypersurface localement strictement convexes.

L’article est structuré comme suit. Nous présentons dans la section 2
un exemple explicite qui prouve qu’il ne peut pas y avoir d’inégalité
générale de type (2) en dimension n > 3. La section 3 développe des
formules intégrales concernant les polynémes symétriques des courbures
principales et la fonction support de 'immersion. Elles généralisent celles
déja obtenues par Minkowski et Kubota dans le cas convexe [BF] et par
Hsiung [H] dans le cas non-convexe. Elles sont utilisées d’une part pour
donner des conditions intrinseques suffisantes pour l’inégalité globale en
dimension n = 3 et d’autre part pour raffiner par la suite l'inégalité
semi-locale. Nous obtenons notamment la

PROPOSITION 1. — Soit ¢ : M3 — R* une immersion isométrique de
classe C? avec M une variété riemannienne lisse compacte sans bord. On
suppose que p(M) C B*(0, R). Si M vérifie Ric > —a/R? avec 0 < a < 6
alors on a 6

vol(M) < —— R*T(M).
(M) < == FT(M)

Dans la section 4 nous obtenons des inégalités & caractere semi-local
valables pour des bouts d’hypersurface localement strictement convexes.
On utilise une méthode d’estimation a priori pour les équations de
Monge-Ampeére réelles développée par Rauch et Taylor [RT] et reprise par
Aubin [Auy]. L’opérateur de type Monge-Ampére qui apparait naturellement
dans notre contexte est f — det(H ¢+ f Id) agissant sur les fonctions définies
sur S™. La présence de I’expression H ¢+ f Id suggére une relation — qui nous
reste cachée pour 'instant — avec la théorie spectrale du laplacien sur S™.
Notre résultat principal est le suivant.

TuEorREME 1. — On suppose que M C B"t1(0,R) C R"*l.
Soit U C M un ouvert localement strictement convexe. Il existe une
constante C,, qui dépend uniquement de la dimension telle que, si K C U
est un compact, on ait

n 1
. 1 R
(4) vol(K) < Cult" oy T(U) + 4 vl(9K),

ou T(U) = [, |K|dV désigne la courbure totale de U et dg~(K,0U) est la
distance sphérique locale entre K et OU (voir la définition 1).
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VOLUME ET COURBURE TOTALE POUR HYPERSURFACES 735

Le terme dg» (K, 0U) tend vers zéro lorsque U approche K. Cela fait
que l'estimation (4) est d’autant meilleure que le compact K est situé a une
grande distance du lieu des points de courbure nulle. L’obtention de (4) &
partir de (3) a P’aide des formules intégrales globales de type Minkowski
occupe la section 4.6. Nous y démontrons aussi I'inégalité isopérimétrique
suivante.

PROPOSITION 4. — Soit ¢ : M? — R® une immersion isométrique de
surface dont I'image est contenue dans la boule de rayon R. Soit U C M un
ouvert a bord lisse. Alors

1 1
Aire(U) < R? (T(U) + = Long(Gausspy ) + == Long(@U)).
2 2R
On a noté Gausssy 'image de QU par Iapplication de Gauss.

L’optimalité de P'inégalité (4) est discutée dans la section 5 et ’article
clot sur 'inégalité isopérimétrique inverse suivante traitée dans I’appendice.

ProprosiTION 7. — Soit D un ouvert borné de Iespace euclidien R™,
de ’espace hyperbolique H" ou de la sphére S™. Si D vérifie la propriété que,
pour tout x € D, il existe une boule B(d) C D de rayon d qui contient x,
alors

vol, D S vol,, B(d)
volp,—1 0D ~ vol,_1 0B(d)

On a égalité si et seulement si D est une union disjointe de boules de
rayon d.

Remerciements. — Ce travail a été préparé sous la direction bien-
veillante et inspirée de Claude Viterbo, qui saura trouver ici 'expression de
ma gratitude. J'ai profité de remarques, suggestions ou patience d’écoute de
la part de Jéréme Bertrand, Charles Boubel, Emmanuel Ferrand, Taoufik
Hmidi, Nicolae Mihalache, Liviu Ornea, Ferit Oztiirk, Pierre Pansu, Jean-
Marc Schlenker et Costin Vélcu. Je leur suis reconnaissant.

Ce travail a été rendu possible grace a une allocation de recherche
de 'Ecole doctorale de mathématiques de la région Paris-Sud, couplée
avec un poste de moniteur offert par le Laboratoire de mathématiques de
I’Université Paris-Sud.

TOME 54 (2004), FASCICULE 3



736 ALEXANDRU OANCEA

2. Un contre-exemple en dimension n > 3.

Nous construisons pour tout n > 3 une suite (M), ., d’hypersurfaces
compactes plongées dans R™*!, difféomorphes & S™ et de diametre extérieur
borné, telles que

vol (M)

T(M]?) k—o00 00

ou T(M) = [,,|K|dV désigne la courbure totale de M et K = kiky-- -k,
est la courbure de Gauss-Kronecker, égale au produit des courbures princi-
pales de M. La courbure totale mesure avec multiplicités le volume recouvert
sur S™ par I'application de Gauss définie sur M. L’exemple prouve que
I'inégalité (2) ne peut étre vérifiée telle quelle en dimension au moins 3 :
tout ce que I'on peut espérer de mieux est d’exhiber des classes de variétés
intéressantes d’un point de vue géométrique qui la satisfont. Ceci justifie
en particulier la proposition 1. La construction que je présente m’a été
suggérée par Jean-Marc Schlenker.

e Soit x : R — R une fonction C* telle que suppx C [—4m,4n],
0<x<1,x=1sur[—2m27] et |x| <1

e Soit aussi ¢ : R — R, 9¥(z1,...,zn) = x(z1) - x(zn); on a
|0 /0z;| < 1, suppyp C [—4m, 47", ¢ = 1 sur [—27,27]" et 0 <) < 1.

e Soient k € N*, 0 < a < 1 et considérons la fonction

sin kx
Fi:R* =R, Fi(z) = —7 L y(a).

Nous définissons une hypersurface Mj, dans R"*! en tronquant le graphe
de Fj au-deld de |z;| = 47 et en le refermant de fagon lisse par une
demi-sphéere. Pour tout k&, ’hypersurface M} est contenue dans la boule de
rayon 8.

Prouvons que la famille My, fournit un contre-exemple & la conjecture,
c’est-a-dire limy_, o vol(My) /T (My) = +o0.

Tous les équivalents qui suivent sont considérés pour k — oco. Mon-
trons d’abord que vol(My) ~ k1=%. On a

OF, o o 0
8_:13]; =k'"*coskz; - (x) + k™ “sinkz; - 8:2[)1 5
OF, o 0 .

(%jzk smkxl-a;fi, 2<1<n
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VOLUME ET COURBURE TOTALE POUR HYPERSURFACES 737

et ceci entraine

vol(graph(Ful-amae) = [ VITAREAV

[—47 4x]n

27
~ k:l'o‘/ | cos kzq|dx;.

—27

La derniére expression est équivalente & k'~ et, par conséquence, on a
aussi vol(Mjy) ~ k'~®. D’'un autre coté, la normale unitaire au graphe
de F}, est

1 ( OF;, OF;, _1>

V14 |dFg|? Oz,

oz, Oz’
et son image est contenue dans un tube autour du grand cercle déterminé
sur S™ par le plan x,410x;. Le rayon de ce tube est équivalent a
maxo<i<n |0Fk/0z;| ~ k~*. Puisque chaque point en dehors du grand
cercle est touché au plus k fois, on déduit

T (M) < Ck(k~®)" ! = gkt~ (n—De,

ou C est une constante qui ne dépend que de n. Pour une autre constante C’
on a
vol (M)

AR S o p(n=2)e |
TOy) >C'k X

et ceci montre la validité de la construction.

Il est intéressant de remarquer 1'apparition de ’exposant n — 2. Ceci
est a relier au fait que I'inégalité (2) est valable en dimension 1 < n < 2.

3. Formules intégrales globales.

Nous présentons des généralisations des formules intégrales de
Minkowski (voir [BF], [H]) qui impliquent la fonction support d’une
immersion et les polynomes symétriques en les courbures principales. On
récupere la preuve [BZ] de (1), une preuve simple de (2) en dimension n = 1
ou lorsque M est le bord d’un convexe (théoreéme d’Archimede), ainsi
qu’une condition suffisante en dimension n = 3.

TOME 54 (2004), FASCICULE 3



738 ALEXANDRU OANCEA

3.1. Notations.

Nous allons adopter un point de vue intrinséque : ’hypersurface sera
représentée par une immersion isométrique ¢ : M™ — R*t1 oll M™ est une
variété riemannienne fermée orientée de dimension n. Soit v : M — R™t!
le champ normal unitaire sur (M, ¢) et, suivant [BZ], mettons

p={p,v), q=lo— ().
La fonction p est appelée «fonction support » de (M, ¢) et ¢ est la longueur
de la composante de ¢ tangente a ¢(M). Elles vérifient

P’ + ¢ = ol
Pour des vecteurs u1,...,u,+1 € R on note (u1,...,uns1) le volume
du parallélipipede orienté qu’ils déterminent. Pour des fonctions sur M
a valeurs vectorielles uy, ..., ux € C°(M,R"*!) et des 1-formes sur M &
coefficients vectoriels a®t1,... o™ € QY (M,R™), ot of = 37 o dy’
et {y'} est un systéme local de coordonnées sur M, on définit la (n — k+1)-
forme sur M

k+1 n+1
(Ug,. . Uk, @ o, 0™
_ k+1 n+1 i i
= E (ul,...,uk,aikﬂ,...,ain“)dy’“+1/\.../\dy"“.
Tk bngl

Dans l’expression ci-dessus, 'interversion de deux vecteurs ou d’un vecteur
et d’'une 1-forme change le signe ; par contre, l'interversion de deux 1-formes
ne change pas le signe.

Si ki, ..., ky, sont les courbures principales de M, on note
Sk: Zkil"'kik9 ]-Skgna
i1 <o <dg

le k-ieme polynéme symétrique élémentaire en les courbures principales.
On pose Sg =1.On a

S ~
Sk:k—lf avec S = E ki, ... ki, 1<Ek<n.
’ T yeenyile
distincts

Posons aussi

Slzc — kz( Z k’il' .. kik—l) = kiSk—l(kh C. ,/k?ia . ,k‘n)
1< <ig—1

iy i
On remarque S} = Ric(e;, e;), avec e; la direction de courbure correspon-
dant ér ]Cz
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3.2. Formules de Minkowski généralisées.

ProrosiTiON 2. — Soient e; les directions de courbure sur M. Pour
1 <k <netf>1,lidentité intégrale suivante est vérifide :

(5)  (n—k+ 1)/ pt S 1 dV
M

= k/M p’SpdV — (£~ 1)/M P ; Siie,e)?) av.

Démonstration. — Nous allons calculer pour 1 < k <netf>11a
différentielle extérieure

d(pl_l(cp,y, dv,...,dv, dy,.. .,d<,0))
——— | N———
k—1 n—k
= —-1p2dp A (¢,v,dv,...,dv, dp,...,dy)
————— N
k—1 n—k

é—l(

—p Y, dy,...,dv, dy,...,dp) + " e, dy, ..., dv, dg,...,dp).

k-1 n—k+1 k n—k
Autour de tout point z € M, on peut choisir un systéme de coordonnées {y*}
tel que les {0/0y'}i=1. n forment, au point z, une base orthonormée et
orientée avec e; = . 9/0y* des directions de courbure au point (z). Les
égalités suivantes sont valables au point z :

(6) dV:Zkieidyi, dcpzZeidyi, (€i,€5) = 0ij, €1 X+ Xe, =V

Dans un tel systéeme de coordonnées on a

(7)) (v, dy,...,dv, dey,...,dy)
S— N——

k—1 n—k+1
= Z (1/7 €o(1)s--- 7ea(n))ko(1) T ko(k—l) dya(l)' o dya(n)
o€S,
= ( Z ko) ...kg(k_l))(u,el,...,en)dyl. o dy”
gESy

=(-1D)"n—k+ D! (k—1)1S,_1dV,
(8) (p,dv,...,dv, dp, ..., dp)
— ——
k n—k

Z (5 €0(1)s- - - Ea(n)ko(1) Koy dy”® - dyo™
U’ESn

(n— k) k! Sk(p,e1,...,en)dV
=(—1)"(n— k) klp S, dV.

TOME 54 (2004), FASCICULE 3



740 ALEXANDRU OANCEA

On a utilisé les identités

(vie1,. . eq) = (=1)"(e1,...,en,v) = (—1)"(e1 X -+ X en, V) = (=1)7,

(0re1,sen) = (=1)"(e1, .-, en, ) = (=1)"(e1 X -+ X en, ) = (=1)"p

Pour ce qui est du premier terme, on a dp = d{p,v) =
Z kz<(,0, ei) dyz et

(p,v,dv,...,dv, dy,...,dy)

k-1 n—k

n
=Y Z P Vs €o(1)s - s o(n—1))Ko(1) -+ Ko(h-1y dy”M) -+ dy” ")
i=1 o
i

n
o(n)=

—Z(Z ko) ko(hen) ) (@, €1 By en) dyt o T dy”

i=1 oc€S,
a(n)—'
=(n—k)(k—1) Z( > ki Ky 1) 1" g, ;) dy'---dg' - - dy™.
=1 1< <igp_1
i, #i
On obtient

(9) dpA(p,vdy,...,dv,dep,...,dp)

k—1 n—k
= 1 =B = 0 (ke ke b)) av
=1 llzj;éz<2k 1

= (=" = Bk = 1Y Sifeen?) AV

et, finalement,

(€= 1)(n — k)! (k — 1)!pf—2(Zs;'<¢,ei>2) av
(n—k—i—l)'(kz D18, 1 dV — (n — k) k! pfS, AV

= forme exacte.

11 suffit maintenant d’intégrer cette derniere identité sur M. O

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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3.3. Applications.

a) Formules de Minkowski. Prendre ¢ = 1 pour obtenir
(10) (n—k+1)/ Sk_ldV=k/ pSpdV, 1<k <n.
M M

b) L’inégalité (2) pour n = 1. Prendre k¥ = n = 1 dans les formules de
Minkowski pour obtenir, lorsque C est une courbe immergée dans le plan

0(C) = /C pK de.

Ceci implique tout de suite £(C) < RT(C), avec égalité si et seulement si C
est le plongement standard du cercle de rayon R.

c¢) Expression du volume de M en termes de courbure moyenne.
Prendre k£ = 1 dans (10) pour obtenir

(11) vol(M) = l/ pHAV.
nJMm

d) Expression du volume de M en termes de courbure de Gauss.
Prendre £ = k dans (5) pour obtenir

(12) (n—k+1)/ PP 1S, 1 dV
M

—k /Mpksk dv — (k — 1) /Mpk_2(; 5;;@,@2»)2) av.

En additionnant les identités (12) pour 1 < k < n nous trouvons

(13)  vol(M) = /M (pn - nT_lpn_2q2)KdV

n—1 n
_ k—2 i o 0)2
> Cu | v (o sttene?)av
avec Cpp = (k—1)!/(n(n—1)---(n—k+2)) x (k—1)/(n—k+1).

e) Preuve de (2) lorsque M est le bord d’un convexe (théoréme
d’Archimede). Toutes les courbures principales sont alors positives et on
obtient

vol(M) < /

(pn _n-1 pn—2q2)Kdv < R"T(M) = R™ vol(S™),
M n

avec égalité si et seulement si M est la sphere de rayon R.

TOME 54 (2004), FASCICULE 3



742 ALEXANDRU OANCEA
f) Preuve de (1) selon [BZ]. Prendre n = 2 dans (13) pour obtenir

AM) = /M (p2 - %qz)KdS.

Lorsque ¢(M) C B(0,R), on a p? + ¢*> < R? et cela implique tout de
suite A(M) < R2T(M), avec égalité si et seulement si ¢ est le plongement
standard de la sphére de rayon R dans R?.

g) Condition suffisante pour n = 3. D’aprés (13), on a

3
(1) o) = [ (o = o) wav g [ >~ Ricles ) s V.

L’inégalité (2) sera vraie sous la forme vol(M) < R3T(M) si M vérifie
Ric > 0. Mais, pour une hypersurface, ceci équivaut 4 demander que les
courbures sectionnelles de M soient positives ou nulles (voir [Su]}). Un
théoréme de Sacksteder [S] assure que toute immersion isométrique de
classe C* d'une 3-variété a courbure sectionnelle non-négative est forcément
convexe et le résultat se ramenerait au théoreme d’Archimeéde. On a
toutefois des résultats nouveaux en affaiblissant la condition sur la courbure
de Ricei.

ProposiTION 1 (cas n = 3). — Soit ¢ : M® — R* une immersion
isométrique de classe C? d’une variété riemannienne lisse compacte sans
bord. On suppose que p(M) C B*(0,R). Si M vérifie Ric > —«a/R?
avec 0 < a < 6, alors on a

6
1 — R3T(M).
VO(M)<6_aRT( )

Démonstration. — On utilise Y, (¢, e;)? < |p? < R? dans (14) pour
obtenir

2 o
3_ = 2 =
vol(M) g/ (v =P JKdv + = vol(M).

M
On tire de 1a vol(M) < 6/(6 — a) - R3T(M) puisque p? + ¢* = |p|?> < R2.
L’égalité n’est pas atteinte car cela forcerait ¢ = 0 et p = R. Dans ce cas,
I'immersion devrait étre le plongement standard de la sphére de rayon R,
pour laquelle on a en fait

vol(S*(R)) = R*T(S*(R)) < 6—_6—aR3T(S3(R)). 0

Il serait bien sir intéressant de trouver des contre-exemples & I'iné-
galité (2) satisfaisant Ric > —6/R? — ¢, mais nous n’en connaissons pas
pour l'instant.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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4. Inégalités a caractere local.

Comme le montre la section précédente, 'inégalité (2) est valable en
petite dimension grace a l'existence de formules intégrales globales, qui
reviennent a la possibilité d’intégrer par parties : une méthode alternative
pour obtenir les formules de Minkowski (10) est d’intégrer sur des ouverts
constituant un découpage de M et de sommer. Les termes de bord s’annulent
deux par deux & cause du choix opposé de l'orientation et, en dimension 2,
les termes intérieurs sont contrélables par la courbure totale. Dans ce qui
suit, nous traitons dans le cas strictement conveze les termes parasites qui
apparaissent en dimension n > 3 en simulant une intégration par parties
ou la contribution des termes de bord est compensée par 'utilisation d’un
épaisissement de 'ouvert relativement compact dont on estime le volume.

Tout ouvert sur lequel application de Gauss G est non-dégénérée et
injective peut étre paramétré par G~! qui, & son tour, s’exprime & ’aide de
la fonction support sur S™ et de sa hessienne. L’inégalité (3) s’expri-
mera comme une inégalité intégrale qu’on obtient par une technique
d’estimation empruntée & la théorie des opérateurs de type Monge-Ampere
(voir [Au], [RT]). Dans la section 4.5, nous renongons & l’hypothése
d’injectivité sur ’application de Gauss par un argument de recollement. La
section 4.6 utilise les formules intégrales développées précédemment pour
obtenir (4). Nous obtenons aussi une inégalité & caractére isopérimétrique
en dimension 2.

4.1. Paramétrisation d’Euler.

Nous adoptons dans cette section le point de vue immergé, en
regardant M comme hypersurface de R"*1. Soit U € M un domaine
sur lequel 'application de Gauss G : U = V C S™ est injective. Son inverse

$: VU

est une paramétrisation de U et associe & un point § 'unique x tel que le
vecteur @ soit orthogonal & ’hyperplan T, M tangent & M en z. Si f(6)
désigne la distance orientée entre 'origine 0 et T, M, alors 'application f
est différentiable sur V et le gradient V f(8) € TpS™ est bien défini. De plus,
on a

P(0) =z =f(0) -0+ V()

apres des identifications naturelles avec des vecteurs de R"™!. En géométrie
convexe, on appelle f la «fonction support» de U et ¢ la « paramétrisation

TOME 54 (2004), FASCICULE 3



744 ALEXANDRU OANCEA

d’Euler » de I'hypersurface U. Soient dV et df les éléments de volume sur
UC M etV CS™ respectivement. Alors on a

dV = £ det(¢.(6)) d6.

On calcule maintenant ¢, : TyS™ — TpS™ = TyyM™ C TyeR™H. On
peut écrire

&Y =Y ()0 + fY + Dy (V).

Mais Tyg)M™ // ToS™ et en prenant ci-dessus la partie tangente & S™, on a
.Y = ¢TY = fY + DL(V). Cela signifie précisément que

ou Hy est la hessienne de f sur la sphere S™. C’est I’endomorphisme du
fibré tangent défini par

Hj(§) = VeVF.

Ceci établit la formule (ol le signe dépend des orientations)
(15) vol (U) = + / det(H; + f - 1d) d6.
v

Il est utile de voir ’application ¢ comme inverse de ’application de Gauss.
La ou cette derniere est un difféomorphisme, la dérivée ¢, est I'inverse
de l'application de Weingarten et ses valeurs propres sont les inverses
des courbures principales de M. En particulier la signature de ¢, est la
méme que la signature de 'application de Weingarten. Sur les domaines de
signature impaire, ¢, change 'orientation et la formule précédente s’écrit
avec le signe ‘—’; sinon elle s’écrit avec le signe ‘+’.

4.2. Coordonnées stéréographiques.

On exprime dans cette section la formule intégrale précédente en
coordonnées stéréographiques. Soit S™*(p) = {x € R"*! : |z| = p} la sphere
de rayon p dans R™*!. Il est bien connu que la projection stéréographique
du pole nord induit sur R™ une métrique g de composantes

4
99 = U+ 1P/

Les coefficients du tenseur de Christoffel sont

51'3'.

i

2 . .
i = — {5 + 6ij2F — 0}
jk p2+|x|2{ kT j ]kx}
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Pour faciliter 1'écriture on note par 9; les champs 8/0z%. Ce sont des

champs orthogonaux dans la métrique sphérique. Le gradient sphérique
de f satisfait (Vf,0;) = 8f/0z* et cela donne

Ve300 5 ) o

La hessienne sphérique de f vérifie

Hy(0) = V.V = Vo, 13 (7 + o)’ 52 -,
= il e 2o (o) 52 0,
(0" + [2)°0,f - T4}
:%(1—%':;—]2) 1jf-aj+pi(1+%2-) 29, f - ;
- #(14— 'x'z)af (60s? + Seja° — 8152°)0p

Ells

%(1+T> 0,1 -0,

|z 2

35 (1+ p—){wajf-aj — Oy f {82t + bgja —5iemﬂ'}aj}

jz?

x
1+ =5
( 0>

1 |2

)28,,-10-63»4r 5 (1+ p—){zxiajf-aj

—O0uf Y {0’ — S’} - 0; — Ouf -7t 3:'}
i

PP,

| s

= {1+ 7—) B,f - 0; + 2;2 (1+ —){(a;iajfmjaif).aj
—(VRnfh-x)ﬁi}.

Dans les formules qui vont suivre, les gradients et hessiennes seront impli-
citement pris par rapport a la métrique euclidienne de R™. Dans le cas
contraire, on lindiquera explicitement (par exemple H]Spn désignera la
hessienne de f calculée dans la métrique sphérique). On peut simplifier
lexpression obtenue en posant

_ Pt

(16) ;

f.
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Alors on a

rior 2 dziow T (@'0;f + 27 0if) + f - 6y

et on obtient

. 22\ [ p? + |22 . {
Hf (1})(81) = — (1 + u—){—z—H—B”f . 8]- + (CE 8Jf + Z'Jaif)aj}
1 |z[?
(14 = .x)- 6
3 L+ g )(Vf -2) -0
=1 1 @ H \Y Id | (o
—ﬁ +p2 [9‘(f+ f-x)- ](z)
Soient maintenant U et V' des domaines sur M et respectivement S™ comme
dans §4.1. On choisit un point N € S™\ V et on note 2 'image de V par la
projection stéréographique de N. Alors

1 |22\ 2"
H -1d)dé = 1 "+ 1212/ 02)
/v( f+f ) 2np2n /Q ( + p2 ) (1+|$|2/p2)n

2

xdet(Hg—l—(—f—Vf-x%-ﬁ-f))dx,

donc

1
vol(U) = ipﬁ / det(Hy + Ry -1d) dx
Q

otonanoté Ry = —f —Vf-2+2p*/(p? + |z|?)- f. Il est utile de remarquer
que
2

Rf= ———
TP

[(9—Vg-z)+ ("~ p*)- f].
En particulier, pour p = 1 on obtient

(17) Ry (9—Vg-z).

T Itjal?

On note désormais cette derniere quantité par R, et on pourra écrire
vol(U) = i/ det(Hy + Ry - Id) dzz.
Q
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4.3. Formes différentielles.

Considérons les 1-formes suivantes :
Wy = d(@zg) + Rg dZEi.
Onawi A...Aw, =det(Hy + Ry -1d)dz* A ... Adz™, donc

vol(U):j:/wl/\.../\wn.
Q

Rappelons que Ry = 2/(1 + |z|?) - (9 — Vg - z) et donc

4
ngZ—W(Q—Vg'x) (zdz) — 1+| 2 Zxd i9)

N 1+|x|zz

Si on fait la notation v = 2/(1 + |z|?), ona dRy = —u Y ., T'w; et
(18) dw; = dRy Ada’ = ~u Y 2w, Ada'.
7j=1

C’est 'identité (18) qui est la clé de notre résultat. On pourra la penser
comme exprimant une sorte de stabilité des w; par différentiation extérieure.

4.4. Une inégalité locale.

Etablissons d’abord les notations. Pour des suites I = (i1, -y 1K),
J = (j1,---,Jn-k) contenues dans {1,...,n}, on note

wr =wi A Aw;, et dz’ = dz? A ... AdzInk.

ProposiTioNn 3. — Soient @ C R™ un ouvert connexe borné et
f @ — R une fonction telle que la matrice Hy + R - 1d soit définie positive
sur §), ot g et Ry sont définies par (16) et (17) avec p égal 4 1. Soient I, J
deux suites d’indices avec |I| = k et |J| = n— k. Pour tout compact K C 2,
il existe une constante Cr(K, Q) indépendante de f telle que, pour toute
fonction v € C>=(§2) avec supp(y) C K, on ait :

| [ wwrnde?| < CuK,9) - vol() - sup v - sup(1] + V)",
Q K Q

De plus, Cx(K, Q) est proportionnelle par une constante indépendante de K
et Qa ((1+7)%/8)k, o1 26 = dist(K,00) et Q C {|z| < r}.
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Démonstration. — Donnons d’abord deux majorations pour |Rg]

et [Vg|. Puisque p =1, 0ona R, = (1 —|z|>)/(1 +|z?) - f = Vf - 2. Si Q
est inclus dans B(0,7) = {z € R™ : |z| < r}, alors on trouve

Bl < 1471V < (L4 7)(F]+ V).
De méme, ona Vg = f-z+ 1(1+z|?)- Vf et, si Q C B(0,r), alors

(1+47)?
2

1+
2

2
Vgl < rlf| + ——|Vf| < (1F1+ 1V £1).

On procede par récurrence sur k. Le premier pas de récurrence
est k = 1. On supposera J = (2,...,n) puisque les autres cas lui sont
symétriques. Deux situations se présentent : INJ =0 et INJ # 0. Les
calculs suivent une idée de Rauch et Taylor [RT] reprise dans Aubin [Au].

(a) INJ = 0. On a successivement

’/ PYwi A dz?A ... /\dx"‘ = ’/ w(aug-i—Rg)dxl/\.../\daz"
Q Q
< sup |[¢] - / |(B119 + Rg)| dz' A ... Adz”
K K
= sup [¢] - / (0119 + Rg)dz' A ... Ada™
K K
La derniere égalité fait usage de la positivité de la matrice Hy; + Ry - Id.

Soit maintenant v une fonction & support compact dans C*(f) telle que
7k = 1et 0 <y < 1. On peut la choisir telle que |Vy| < 1/6. Alors on a

/ (0119 + Ry)dx < / v (0119 + Ry) dz,
K Q

/ yO11gdx = — [ 017y O1gdz < vol(Q) - sup |017] -sgp |61g]
Q Q

< o). “—T}% sup(17] + 9 11),
/Qng dz < vol(@)(1+ 1) -sup(1f1 +171]),

ce qui donne

1
< C(r, ) vol() - sup - sup(|f] +[911).

’/1/)w1/\dx2/\.../\dar"
Q )
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(b) INJ #0. Soit i € [2,n]. Alors on a
‘/1{1wi/\dx2/\.../\dx" =’/w61¢gdx1/\.../\dz"
Q Q

< sup || - / |01sg| dzt A ... A da”
K K

1
<3 sup [¥] - / (119 + Ry) + (Biig + Rg)) dz' A ... A dz™
K

< C(r, %) -vol(€2) - Sup || 'sgp(lfl +|V£l).

La derniére inégalité est une conséquence immédiate du point a),
tandis que le fait crucial

|01ig] < % ((6119 + Rg) + (0isg + Rg))
découle de la positivité de la matrice Hy + Ry - Id. Cette derniere
inégalité reste valable pour des mineurs d’ordre quelconque d’une matrice
définie positive. Considérons deux suites d’indices I = (iy,...,1),
J=(j1,--+yJn—k) C {1,...,n}. On note J la suite complémentaire de J.
Pour une matrice M = (my;) € M,(R) on note M[I,J] la matrice carrée
construite sur les lignes I et les colonnes J de M et M 7,7 son déterminant
(par exemple, on a M;; = m;; pour k =1 ). Si M est définie positive, alors

1
Vi,je{l,...,n}, |M;|< é(M“- + Mj;)

puisque My; ;3 i53 = 0. De plus, une fois l'orientation fixée sur R™
(représentée — par exemple — par la base canonique (ey,...,e,)), M
détermine naturellement un endomorphisme défini positif sur A*(R™) muni
de la métrique induite par R™. Sa matrice dans la base e;, A ... Ae;, a
comme entrées justement les M, ;. On trouve donc I'inégalité

1
VI J |I|=k, |J]=n—k, ‘M[yj|S§(MI,I+Mj’j)~
On suppose maintenant 1'inégalité vraie pour k — 1 et on la prouve pour k.

Les hypotheses sont supp(¢)) C K, |I| = k et |J| = n — k. On note
M =H,+ R, -1d. Alors on a

’/wwf/\da:‘]’:’/y;MI’jdml/\.../\d:v"
Q Q

IN

Supl’ﬁ['/ [M1j|d:c1/\.../\dm"
K K ’

IN

1
—SUP|1/)|‘/(MI,I-f-ij)dml/\.../\dx”
2% K ,

1 ~
—sup|1/)|.(/ wI/\da:I+/ ijdacJ).
2 K K K
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Il suffit donc de trouver les estimations pour J = I. Comme avant, soit -y
une fonction & support compact dans C*®(Q) telle que Me=1,0<~vy<1
et dist(supp(7), 8) > 16. On peut la choisir telle que V] < 1/8. Alors

/w;/\dxi S/’yw;/\dxi
K Q
= /Q'yd((‘?ilg) ANwr_ g3 A dz! + /Q v Ry dzh Awr_giy A dz!.
Par I’hypothése de récurrence, on a
/ YR, dz A Wr—{i;} A dl‘i
Q

< Cima (r5) -sup |y Byl -vol() -sup (1] + 91])

< (1 47)- 41 Coa (1 5 ) - vol() - sup(1 ] + [9£)) "

Aprés une intégration par parties on obtient aussi
/ vd(8i,9) Awr—gi,y Ada!
Q
= —/ 8zlgd")/ A wI_{il} A dIBI
Q

k
—Z/fyailgwi2/\.../\ng/\dx”/\.../\wi,c/\dmI
=279

= _/ 03,9 (Osydz®) Awr_i3 A da!
Q

k
2 y ~
+;/nyailgmwi2”'($sws)/\dﬂ?”"'wik Ade!

4) (1+r)?

< nCk- (r’ 5] 2

sup((] + V1) 3 vol(@) sup((1] +1¥.5)"

+ (k—l)ck_l(r,f) (4r)” up((+1V f1) vol(52) sup (|7 |+19.71) "

5) 2
r 2
<(n+k—1) (_1;_) S0 £) volge (©) sup(1] +|V/1)"

Cela donne l’estimation finale
/ wr Ada! < ((n+k—1)
K

X %Ck_l (r, %) -vol(Q) -sgp(}fl + IVf})k,

2
(1 ';r) +1+4 r)4’°‘1
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ou bien
’/ PYwr A dzf, < Ck<r, %) -sup |9 - vol(€2) - sup (| f| + |Vfl)k,
K Q Q

avec la constante équivalente & (1/8) et 2%

Ck(r, %) = ((n+k— 1) (I—J;L)% +1+7’)4’°—1%Ck_1(r, %)

Cela acheve la démonstration. 0

COROLLAIRE 1. — Avec les notations de la proposition 3, si Hy+ R,-1d
est définie positive sur I'ouvert borné Q C {|z| < r}, alors pour tout
compact K C Q il existe une constante C(K, ) telle que

/ wiA... Aw, < C(K,Q) - vol(Q) - sup(|f| + [V£])".
K Q
Cette constante est proportionnelle a ((1+r)2/8)", ot § = dist(K, Q).

Dans I'inégalité ci-dessus, le terme de gauche représente le volume
d’un compact de M sur lequel I'application de Gauss est non-dégénérée
et injective, tandis que le membre de droite représente le volume d’un
épaississement par & de son image dans R™ par la composée de la
projection stéréographique avec ’application de Gauss. Si r < 1, la distance
euclidienne est comparable a la distance mesurée sur S™ et on en déduit le

COROLLAIRE 2. — Soit ¢ : M — R™*! une immersion isométrique
d’hypersurface dont Iimage est contenue dans la boule B"V1(0,R).
Soit U C M un ouvert strictement convexe sur lequel Iapplication de
Gauss est injective et d’image contenue dans une demi-sphére. Il existe
une constante C,, indépendante de U et de M telle que, si K C U est un
compact, on a

1

(19) vol(K) < C,R" (@~ (K,00))"

T(U).

Ici dsn (K, 0U) représente la distance entre K et OU mesurée sur S™ via
Papplication de Gauss, définie comme
ds~ (K,0U) = distgn ( Gauss(K), Gauss(9U))
= min distgn ( Gauss(z), Gauss(9U)).
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Il faut souligner que la proposition 3 n’est pas un ingrédient indis-
pensable pour le corollaire 2, alors qu’elle le sera pour le théoréeme 3. Le
corollaire 2 peut étre démontré directement comme suit lorsque U est un
ouvert strictement convexe. L’inégalité d’Archimede (section 3.3) assure
que vol(K) est borné supérieurement par R™vol(S™). D’un autre c6té,
si B(d) désigne une boule géodésique de rayon d dans S", la fonction
vol B(d)/d™ est décroissante pour 0 < d < %7r et en particulier, elle est
bornée inférieurement par % vol(S™)/ (%W)" On en déduit que

T(U) vol B(dg(K,dU))
(ds~(K,0U))» —  (ds~(K,0U))"

admet la méme borne inférieure. L’inégalité (19) est alors valable avec
Cp =nn/2n L,

4.5. Globalisation.

Dans ce qui suit nous expliquons comment on peut éliminer les deux
derniéres hypotheses sur ’application de Gauss dans le corollaire 2. L’appli-
cation de Gauss sera notée G ou Gauss et la courbure totale T'(U) d’un
domaine U sera parfois notée vol(Gaussy ). Donnons d’abord la

DeériniTION 1. — Soient U C M un ouvert sur lequel 'application
de Gauss est non-dégénérée et K C U un compact. La distance sphérique
locale entre K et U est définie comme

(21) ds~(K,08U) = min sup dsn (z,0U)
z€K UDUsz
Gauss(U)Cdemi-sphére
Gaussjy, injective

= min sup dsn (z,0U).
zeK UDU>dz
Gauss(U) Cdemi-sphere

Les deux quantités ci-dessus sont égales au vu de la non-dégénéres-
cence de Gauss sur U. Pour montrer 1’égalité, il suffit de voir que, pour
z € K fixé et U satisfaisant z € U C U et Gauss(d) C demi-sphere,
il existe un ¢ € U’ C U sur lequel Gauss est injective et tel que
dsn(z,0U) = dsn(x,0U'"). Or, par définition de ds» (z, OU), ’application Gy,
est propre au-dessus de la boule ouverte Bsn (G(z),ds»(x,0U)). Comme
c’est aussi un difféomorphisme local, on déduit que c’est un revétement.
L’ouvert U’ cherché sera la feuille qui contient z.
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THEOREME 2. — Soit ¢ : M — R™"! une immersion isométrique
d’hypersurface dont I'image est contenue dans la boule B"*1(0, R). Soit
U C M un ouvert localement strictement convexe. Il existe une constante

C,, indépendante de U et de M telle que, si K C U est un compact, on a
— 1
22 vol(K) < C,,R" —————— vol(Gaussy).
( ) ( ) —_ n (dSn(K, 8U))" ( U)
Ici vol(Gaussy ) représente le volume recouvert sur S™ par ’application de
Gauss restreinte & U compté avec multiplicités.

Avant de prouver le théoréme nous donnons quelques propriétés de la
distance dg~ (K, U ).

(i) Si Papplication de Gauss est non seulement non-dégénérée sur U,
mais aussi injective et d’image contenue dans une demi-sphere (i.e. sous les
hypotheses du corollaire 2), on a dg~ (K, 9U) = dg- (K, 0U).

(ii) On a toujours ds»(K,8U) > 0 et
dsn (K,0U) < dgn (K,0U) <

T
-2
11 se peut toutefois que dgsn (K, OU) soit nulle si on n’impose pas 'injectivité
de G sur U, a savoir lorsque 'image de OU recoupe 'image de K.

(iii) On a dgs» (K,8U) = ds~ (0K, 0U).

(iv) Définissons une semidistance sur M par

dsn (z,y) = distgn (Gauss(z), Gauss(y)).

Cette semi-distance est non-dégénérée sur un ouvert U si et seulement si
I’application de Gauss est injective sur U. La notation dg» est justifiée par
Pidentité

dsn (K,0U) = min dsn (z,y).

€K
Pour une application de Gauss non-injective, les boules
Ba. (z,7) = {y € M : dgn(z,y) <7}, r>0,
sont en général disconnexes. Définissons la boule connexe de rayon r centrée
€n T comme
Edsn (x,7) = la composante connexe de x dans By, (z,7), 7 >0,
avec la convention By, (z,0) = {z}. Définissons aussi le rayon sphérique
d’injectivité de l’application de Gauss en  comme
R, = sup {r : ds» non-dégénérée sur By, (z,r)}.
Si Vapplication de Gauss est non-dégénérée en z, alors on a R, > 0 par
injectivité locale. Le lemme qui suit sera fondamental dans la preuve du
théoreme 2.
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LeMME 1. — Soit U un ouvert sur lequel I'application de Gauss est non-
dégénérée et K C U un compact. Pour tout z € K, on a R, > ds» (K,0U).

Démonstration du lemme 1. — L’énoncé est en fait une reformulation
géométrique des définitions. Soit z € K. Il suffit de montrer que ’on a

R, > sup ds~(z,0U).
UDU>zx
Gauss|y injective

Soit U tel que Gauss|y, est injective. Alors Edsn (z,dsn (z,0U)) est inclus
par définition dans U et donc R, > dgn(x,0U), ce qui acheve la preuve. O

De ce fait, on peut regarder la quantité dg» (K ,oU ) comme fournissant
une borne inférieure uniforme sur K pour les rayons d’injectivité de 'appli-
cation de Gauss.

Démonstration du théoréme 2. — 1l suffit de faire la démonstration
pour R = 1. Nous allons fournir un argument de recollement. Il est possible
de sous-diviser K en compacts K’ et de choisir autour de chaque K’ un
ouvert U’ C U satisfaisant les propriétés suivantes :

o la restriction de I’application de Gauss & chaque U’ est injective et
d’image contenue dans une demi-sphere;

o dsn(K',0U") > C~1dsn(K,0U), avec C une constante universelle
indépendante de la dimension;

o une intersection non-vide d’ouverts U’ compte au plus D,, éléments,
avec D,, une constante dépendant uniquement de la dimension.

Une fois une telle sous-division de K construite, on applique le
corollaire 2 pour chaque couple (K',U’) et on trouve :

vol(K) = Y vol(K) < G, 3 m vol (Gaussy)

< Cp @(-KC’;W > vol(Gaussy)
i T

" m

A

IA

vol(Gaussy )

Il
Q

vol(Gaussy ),

avec Cp, = C™"D,,C,. Remarquons d’abord qu’il suffit de faire la démons-
tration dans le cas ol Gauss est non-dégénérée sur U : on pourra ensuite
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considérer une exhaustion de U par des ouverts relativements compacts
contenant K. Par continuité de la distance ds» 'inégalité pour U lui-méme
s’ensuivra. On travaillera par la suite sous cette hypothése.

La construction de la sous-division {(K’,U’)} se fait en deux étapes.

Etape 1 : réduction au cas ot Gauss(U) est contenu dans une demi-
sphére. — Fixons une triangulation {T;} de la sphere S™ telle que chaque
simplexe soit contenu dans une boule de rayon %w. Pour chaque T;
considérons le voisinage V; = {p € S™ : dists~ (p, T;) < g7}. Tout V; est
contenu dans une demi-sphere et chaque V; intersecte au plus ¢, autres V;,
avec ¢, une constante qui dépend de la triangulation. La constante c,, sera
désormais fixée, et il est facile d’obtenir des estimations sur ¢, en fonction

de n en construisant une triangulation explicite.

On construit maintenant une division de K et U en prenant des
préimages par Gauss. Soient U/ les composantes connexes de G~1(V;) N U.
Puisque G est un difféomorphisme local au voisinage de U, celles-ci
coincident avec les intérieurs des composantes connexes de G 1 (Vz) NU, et
ces derniéres sont en nombre fini par compacité de U. Donc les Uf sont en
nombre fini.

Soient K¢f = G~Y(T;) N K N U{. Les K¢ ne sont pas nécessairement
connexes, mais ils sont d’intérieurs disjoints et on a

UK =G (T)nK.
4

Ainsi {(K¥,Uf)};. forme une sous-division de (K,U) et G(Uf) est inclus
dans une demi-sphére par construction. De plus,

_ _ 1-
s (K, 0Uf) = min { dgn (K, 0U), 185 } > 4 don (K, 00)

et le nombre de Uf qui s’intersectent & la fois est borné par c,. Il suffira
ainsi de trouver pour chaque couple (K?,Uf) une sous-division avec les
propriétés désirées. Si les constantes qui apparaitront sont notées C’ et D),
alors la construction aura été faite dans le cas général avec C = 4C’
et D,, = ¢, - Dy,.

Remarque. — Pour minimiser la constante finale, il faudra trouver un
bon rapport entre le ¢, et la largeur de I’épaisissement V; de chaque T;. La
constante finale sera meilleure avec un ¢, petit et un épaisissement large.
Or ces deux demandes sont antagoniques et le produit des deux quantités
est minimisé par un certain choix de triangulation. Dans notre cas, on ne
s’intéresse pas a la meilleure constante et on cherche juste une information
qualitative.
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Etape 2 : on suppose désormais que Gauss(U) est inclus dans une
demi-sphére. — Soit § = %Jgn (K,0U). Le lemme 1 assure que Gauss
est injective sur B(z,156) = Edsn(x, 156) pour tout z € K. Soit
(E(J)i,35))i=1,N un recouvrement fini minimal de K par des boules
de rayon 30 centrées en des points de K. On pose B; = E(xi,%),
U; = B(z;,46),i € {1,N}, K1 = cl(B(z1,30) N K) et

K; = cl(E(xi,?)é)ﬂ (K\:QKj)), i=2,...,N,

ol ‘cl’ désigne ’adhérence d’un ensemble. Alors {(K;, U;)} est un découpage
de (K,U) et nous affirmons qu’il vérifie les conditions désirées. Par cons-
truction et hypothese ’application de Gauss est injective et d’image
contenue dans une demi-sphere sur chaque U;. De plus,

dgn (K;,0U;) > 6 = %an (K,0U).

Il ne reste plus qu’a estimer le nombre de U; qui peuvent s’intersecter a la
fois. On utilise le

LEMME 2. — Soient € S™, r < 37 et C C Bgn(z,r) un fermé.
II existe un recouvrement de C par au plus 2" boules de rayon r centrées
en des points de C.

Démonstration du lemme 2. — Soit b,, le cardinal d’une triangulation
de S"~! = 9Bgn (z, %7{’) par des simplexes de diametre plus petit que %77.
Pour tout r < 1, il existe alors une triangulation de 8Bgs-(z, ) avec by,
simplexes de diametre plus petit que r. Les préimages des simplexes par
projection radiale dans Bs~(z,r) \ {z} déterminent avec x une décom-
position {S} de Bsn(x,r) en b, sous-ensembles de diameétre plus petit
que 7. Si C intersecte un S, alors la boule de rayon r centrée en un point
quelconque de C' N S contient S et en particulier C NS. On prend une telle
boule pour chaque S qui intersecte C' pour obtenir un recouvrement de C
avec au plus b,, boules. A titre d’exemple, on peut prendre b = 2 et by = 4.

On prouve alors par récurrence que b, = 2" convient. O
Suite de la démonstration du théoréme 2. — Deux boules U; =
B(z;,46) et U; = B(zj,46) peuvent s'intersecter uniquement si z;

appartient a clB(z;,88). Soit e(n,d,z;) le nombre minimal de boules
de rayon 33§ avec centres dans B(xz;,118) nécessaires pour recouvrir
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cl(g(wi,lld) \ E(wi,él&)). Alors U; peut intersecter au plus 2"e(n,d, ;)
parmi les U;. Dans le cas contraire, avec le lemme 2, on remplacerait les B;
correspondants par au plus 2"e(n, d, x;) boules de rayon 34 centrées en des
points de K, sans toutefois diminuer la partie de K qu’elles recouvrent.
Mais ceci contredirait la minimalité du recouvrement initial.

La quantité e(n, §, z;) ne dépend pas de z; car le raisonnement est fait
en pratique sur la sphere S™. On a de plus

e(n,d,z;) = e(n,d) < ern(n,d) =e(n),

ol egn(n,d) désigne la quantité analogue a e(n,d) dans 'espace euclidien.
Un argument simple d’homotétie montre que egn (n,d) ne dépend pas de 6,
et elle a été notée plus haut par e(n). L'inégalité e(n,d) < egn(n,d) est
assurée par le fait que Papplication exponentielle est contractante sur un

espace & courbure positive : tout recouvrement sur R™ déterminera par
Pexponentielle un recouvrement du méme cardinal sur la sphere.

L’existence du découpage est donc prouvée sous I’hypothese que
limage de Papplication de Gauss est contenue dans une demi-sphere avec
les constantes C’ = 15 et D;, = 2"e(n). Son existence dans le cas général
est prouvée avec C = 60 et D,, = ¢, - 2"¢e(n). |

COROLLAIRE 3. — Soit Z C M le lieu des points de courbure de Gauss
nulle. I existe une constante C,, indépendante de M telle que, pour tout
compact K C M localement strictement convexe, on a

— 1
(23) vol(K) < Cp m vol(Gaussyy ).

Remarques :
1) Le compact K du corollaire 3 peut étre disconnexe.

2) 11 est intéressant de remarquer le cas Z = §. Ceci correspond a
une courbure de Gauss partout positive, donc & une hypersurface convexe
(respectivement & une courbe localement convexe dans le cas n = 1). Dans
cette situation, le terme de (23) impliquant d est absorbé dans C,, et nous
retrouvons l'inégalité d’Archimede (section 3.3) avec une constante plus
faible et sans ambition de caractériser le cas d’égalité.

3) L’inégalité (23) a un caractére asymptotique : plus on voudra
attraper dans le compact K du volume, plus la distance ds- (K, Z) devient
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/ courbure nulle
(a) (b)

Figure 1. Hypersurfaces avec beaucoup/peu de points de faible courbure

petite et I'estimation grossiere. L’inégalité est efficace sur des hypersurfaces
enroulées sur elles mémes (figure 1b), mais elle demeure trés grossiére pour
des hypersurfaces possédant de grandes régions plates ou ayant un lieu Z
ou de non convexité trop riche (figure 1a).

4) Question ouverte. 1l est naturel de se demander si la proposition 3
est valide en supposant que la matrice Hy + R, - Id est juste non-dégénérée
et pas nécessairement définie positive. Cela entrainerait la validité des
corollaires 2 et 3, du théoreme 2 et du théoréme 3 ci-dessous en supposant
juste la non-dégénérescence de I'application de Gauss, et pas la convexité
stricte de 'ouvert en question. Je n’ai pas pu étendre 'argument de la
proposition 3 dans ce sens.

4.6. Techniques globales pour raffiner ’inégalité locale.

Revenons dans cette section au point de vue intrinseque, en
considérant M comme variété riemannienne abstraite munie d’une immer-
sion ¢ : M™ — R"T! Reprenons dans ce contexte les notations de la
section 4.1 : U C M est un domaine sur lequel lapplication de Gauss est
injective et évite au moins un point de S*, V = Gauss(U) C S", Q C R"
est 'image de V par la projection stéréographique, alors que q~5 :V — Uest
Pinverse de Gauss et ¢ = p o a est la paramétrisation d’Euler.

Ecrivons la formule (11) sur un compact arbitraire & bord lisse
KcM:

1
(24) vol(K) = — / pHAV + B,
n Jk OK

avec ‘H = courbure moyenne sur M et

(-1
n!

Blz (@,Vadwa""d@)'
(.

n—1

Nous allons estimer les termes intervenant dans (24) par les techniques
déja vues dans 4.4, sous I’hypothese ¢(M) C B**1(0, R) C R**!. De fagon
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évidente on a

B < %vol(@K).

oK
Ceci découle de |3;| < n~!dvolgk . En effet, soit (fi1,..., fn—1) un repere
local orthonormé sur K. On a
1 1 R
1B1(f1, - fam1)| = Eldet (0,1, 02 (1), pu(fn-1))| < 5[‘/’] s

puisque ¢ est une isométrie et ¢(M) est contenue dans la boule de rayon R.

Soit maintenant U D K un ouvert strictement convexe sur lequel
Papplication de Gauss est injective, avec OU lisse. Nous pouvons alors
exprimer les intégrales sur U comme des intégrales sur V = Gauss(U) et
en déduire des majorations sur | PR AV en utilisant les techniques de la
section 4.4. Mettons

déf. (=)
o = pHdV = (p,dv,de, ..., dp).
(n — 1)' N e’
n—1
Evaluons 5*051 sur un repere local orthonormé (e, ..., e,) de S, qu’on peut

choisir comme étant constitué de directions de courbure de M, c’est-a-dire
dr€; = Nie;, avec A; = 1/k; et k; courbure principale de M.

~ —1)" ~ ~
d*ailer,...,en)o = (fz —)1)' (p,dv,de, ..., do)(d.e1,. .., dxen)
) n—1
= (=)™ ) det(f(6)0+VS(6),e1,..,en)
1< <tpn-_1 X A'L'l . )\in-l
=00 D0 A i,
1< <tp—1

On a utilisé v o g; =1d, po (E = ¢; la fonction f est définie par
po 5 = f. Dans la somme ci-dessus apparaissent des mineurs de ¢, (dans
la base (ey, ..., e,)) d’ordre exactement n — 1. Par la proposition 3, ils sont
controlables par R" 1 /ds» (K, 8U)™ 1. Comme |f| < R, on obtient

R®

L’estimation précédente est valable sous des hypothéses d’injectivité
sur Papplication de Gauss qui sont superflues. La technique de globalisation
de la section 4.5 fournit le résultat suivant :
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THEOREME 3. — Soit ¢ : M™ — R n > 2, une immersion isomé-
trique d’image contenue dans la boule B"*1(0, R). Soit U C M un ouvert
localement strictement convexe. Il existe une constante C,, indépendante
de U et de M telle que, si K C U est un compact, on a

R R

(25) vol(K) < Cp, = TU) + — vol(0K).

dgn (K, OU )1

CoROLLAIRE 4. — Soit K C B™(0, R) C R™ un compact a bord lisse.
On a

(26) vol(K) < = vol(9K).

S|

Démonstration du corollaire. — 11 suffit de faire la démonstration
lorsque R = Circumradius(K). Identifions R™ avec R™ x {0} c R™*L.
Soit C; une suite de calottes sphériques de dimension n dont le disque de
section est B™(0, R) et dont le rayon extérieur est égal & \;, avec A; — o0
quand ¢ tend vers I'infini. Soient K les projections verticales de K sur Cj.
Alors vol(K;) — vol(K), vol(0K;) — vol(0K) et la courbure de Gauss-
Kronecker est non-dégénérée sur chaque K;.

Soit € > 0 fixé et soit U; la calotte sphérique contenant C; telle que
la distance entre JU; et OC; mesurée sur la sphere correspondante soit
égale & e. Les paires (U;, K;) vérifient les hypotheses du théoréme 3. Or
il est facile de voir que T'(U;)/ds~(K;,0U;)"~! tend vers zéro. En effet,
on a ds~ (K;,0U;) = ¢/X\; et T(U;) = Oamsm B/A+e/X ginm=1 ¢ dt. En passant
a la limite selon ¢ — oo, on obtient la conclusion. O

Remarque. — L’intérét du corollaire réside dans ce qu’on peut déduire
une forme faible de I'inégalité isopérimétrique par les méthodes du présent
article. En effet, 'inégalité (26) est une conséquence directe de I’inégalité iso-
périmétrique standard : si B’ désigne la boule de méme volume que K et R’
est son rayon, on a vol(9K')/ vol(K) > vol(dB’)/vol(B') = n/R' > n/R.

La descente de l'exposant de n & n — 1 dans (25) s’appuie sur la
formule intégrale de Minkowski (11). On pourrait penser que la formule
plus générale (13) permettrait une descente & n — 2. Pourtant ce n’est pas le
cas, car des termes de bord supplémentaires apparaitront et ils ne peuvent
étre controlés de maniere raisonnable qu’'en dimension 2. Dans ce dernier
cas, (13) fournit

vol(K)z/K<p2— %qz)lCdS%-/aK[ﬁ%- aKﬂz,
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avec B = —%(go,u, dy), B2 = —%p(cp,zz, dv) et £ = courbure de Gauss
sur M. Les inégalités

'/aKﬂlyggLong(aK et '/ lCdS’<R2 (K)

ont déja été prouvées. Par un calcul similaire a celui exprimant ’image
inverse de 31, on obtient df A ¢*p(y,v,dv) = f|df|*d volgn, c’est-a-dire

Ffr =1 s

Or |df| < R par la condition ¢(M) C B(0, R), ce qui assure | * df| < R.
Comme f est elle-méme bornée par R, on déduit
R2
’ [32’ < — Long(Gausssk ).

oK 2
Il faut remarquer que nous ne supposons pas Gauss comme étant définie
positive sur K. Nous en déduisons la

ProposiTION 4 (cas n = 2). — Soit ¢ : M? — R3® une immersion
isométrique de surface dont I'image est contenue dans la boule de rayon R.
Soit U C M un ouvert a bord lisse. Alors

1 1
(27) Aire(U) < R? (T(U) + 3 Long(Gaussgy) + 3R Long(@U)).
Remarque. — L’inégalité (27) est de type isopérimétrique : une
correction impliquant la fagon dont M est pliée est nécessaire afin de
pouvoir borner l'aire d'un domaine par la longueur de son bord.

Le caractére isopérimétrique était aussi directement présent dans (25),
cette fois-ci en sens inverse : une correction par le volume du bord est
nécessaire afin de pouvoir borner de fagon optimale le volume d’un domaine
par le volume recouvert sur S™ par son application de Gauss ('optimalité
est entendue au sens de la puissance & laquelle apparait ds-(K,0U) au
dénominateur).

5. Optimalité des inégalités.
Nous discutons 'optimalité des différentes inégalités que nous avons
obtenues. Pour alléger les notations, on supposera désormais que l’image de

Uimmersion est contenue dans la boule unité de R*t1.
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5.1. Nécessité de considérer un épaisissement dans (19).

Rappelons U'inégalité (19) :

vol(K) < C, — vol(Gaussy).

1
(dSn (K,0U ))
Le membre de droite est optimal au sens oii on ne peut remplacer Gaussy
par Gaussg. Sous les hypothéses du corollaire 2 une inégalité du type

(28) vol(K) < C, ;117 vol(Gaussg)

ne peut étre vraie pour toute hypersurface M strictement convexe et toute
paire (U, K) telle que ds-(K,0U) > d fixé, comme le montre l’exemple
suivant.

Pour plus d’aisance dans I’écriture, on fait la construction en dimen-
sion 1. On consideére la famille d’ellipses
2
E. = {(a:,y) c2? 4 3—2 = 1} C B(0,1).
On fixe 7 > d > 0. On choisit U = {(z,y) € Ec : y > 0} la demi-
ellipse supérieure et K, = {(z,y) € U : |z] < r}, avec 0 < r < 1
fixé. Pour ¢ suffisamment petit on a effectivement dg: (K, U:) > d, mais
lim,_,q Long(K,) = 2r, tandis que lim._,o Long(Gaussg, ) = 0. Ceci montre
qu’une inégalité du type (28) ne peut étre vérifiée. La méme construction
fonctionne en dimension supérieure en considérant la famille d’ellipsoides

2
z
E.= {(zl,...,an) eER™ a2+ 422+ _zztl - 1} C B(0,1),
ainsi que

Uc= {(mla---axn+1) e E.: Tntl > 0}>

n
K. = {($1,~~-,$n+1) eUe: Zl}z < 7"2}-

=1

5.2. Optimalité de I’inégalité (27).

Les trois termes Aire(Gaussy ), Long(Gausssy ) et Long(oU) consti-
tuant la partie droite de 'inégalité sont indépendants, dans le sens qu’aucun
d’entre eux ne peut étre borné par les deux autres.

Dans la figure 2, nous donnons trois exemples de bouts de surfaces a
bord dans lesquels deux des trois termes sont négligeables par rapport au
troisitme. Les termes négligeables sont respectivement : Aire(Gaussy)
et Long(Gausspy) pour (1); Long(dU) et Long(Gausspy) pour (2);
Aire(Gaussy ) et Long(0U) pour (3).
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o surface trés plate \
®

pe

bord tres long —)
o bord tres petit

>

>
surface tres arrondie

)'\
bord tres petit

Figure 2. Les quantités Aire(Gaussy ), Long(Gaussay) et Long(0U)
sont indépendantes

Les exemples (1) et (2) dans la figure 2 prouvent aussi que les quantités
Aire(Gaussy) et Long(dU) sont essentielles dans le fonctionnement de
I'inégalité (27). On n’a pas encore d’exemple pour montrer que la quantité
Long(Gaussgy ) est aussi essentielle. Il est fort possible qu’une inégalité du
type suivant soit vérifiée :

Aire(U) < C Aire(Gaussy) + C' Long(dU).

5.3. Meilleure estimation pour le volume d’un compact
K C M fixé.

Plagons-nous dans le contexte du corollaire 2 : K est un compact
admettant un voisinage U sur lequel Gauss est non-dégénérée, injective et
d’image contenue dans une demi-sphere. L’inégalité (19) est alors valable :

vol(K) < Cp — vol(Gaussy ).

1
(dsn (K, 0U))
Le but initial de cette étude était de majorer le volume de K par un
certain volume recouvert sur S™ par Gauss. Il est évident que, pour
une distance d = dsn (K,9U) fizée, la meilleure estimation par (19) est
obtenue en choissant U tel que Gauss(U) = Gauss(K)q4, ot Gauss(K )y est
Iépaisissement par d de Gauss(K) :

Gauss(K)g = {z € S : distgn (z, Gauss(K)) < d}.

On écrira K4 pour D'épaisissement par d de K par rapport & la distance
sphérique sur U :

Kg={z €U :ds(z,K) < d}.
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Alors on a Gauss(Kg) = Gauss(K)q4.

Ainsi K, est le plus petit ouvert U satisfaisant dgn (K,0U) = d et,
sous I’hypothése d’existence d’'un U comme ci-dessus, on a

1
(29) vol(K) < C,, s vol (Gauss(K) ).
Cette écriture de l'inégalité ne fait intervenir de voisinage du compact
qu’implicitement. Le d peut varier entre 0 et dmax, O

dmax = mMax {d : AU ouvert D Ky tel que Gauss|y est non-dégénérée,

injective et d’image contenue dans une demi—sphére},
Nous cherchons alors & comprendre quel est le minimum du membre de
droite dans (29). Le probléme plus général & traiter est de trouver
vol(Ayg)

0<d<dmax  d"
pour A C S™ un compact quelconque inclus dans une demi-sphere D,

A4 un épaisissement par d de A et dyax < distgn(A4,9D). La réponse
compléte & cette question est fournie par la proposition suivante, démontrée
dans un cadre plus général dans 'appendice.

ProprosITION 5. — Pour tout compact K C S™ inclus dans une
demi-spheére, la fonction
vol(Gauss(K g4
oy = WG

est décroissante sur Uintervalle |0, dmax]-

En particulier, la meilleure estimation dans I'inégalité (29) est obtenue
pour d = dpax-

5.4. Optimalité de I’inégalité (25).
Nous rapellons que Gauss est supposée non-dégénérée sur 'ouvert U

et K C U est un compact. De plus, l'inégalité

— 1 1
<Cp——— - _
(30) vol(K) < C, T (K00} vol(Gaussy ) + - vol (OK)

fonctionne pour une immersion isométrique de U dans R™*1. Nous allons
montrer que les deux termes de droite dans (30) sont essentiels dans le
fonctionnement de I’inégalité et que ’exposant n — 1 est optimal.

a) Le terme vol(OK) est essentiel. Considérons une suite Uy de bouts
de surface définis par

(31) Uk=B"“(O,l)ﬂS”((O,‘..,o,—k),H%)'

Les Uy, sont des hémi-spheres de courbure de plus en plus faible, qui tendent
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avec k vers le disque ouvert
D™0,1) = {& = (z1,...,Zp41) ER™ : |z| <1 et zp41 = 0}.

L’image par Gauss de Uy est une boule géodésique sur S™ centrée au pole
nord, de rayon pi — 0. Soit K}, la préimage de la boule géodésique fermée
de méme centre et rayon 3 pi. Alors K — D™(0, 1) (figure 4, (1)). Par
construction ds» (K, 0Uy) = % pk, tandis que vol(Gaussy, ) ~ pp. Ainsi

vol(Gaussy, )
(dsn (K, OUg)) 1

~pr — 0

devient négligeable devant vol(K}%). Ceci prouve que le terme vol(9K)
est essentiel pour le fonctionnement de I'inégalité (25). Le méme exemple
prouve que l'inégalité (22) est optimale au sens ol 'exposant n ne peut étre
diminué sans ajout de termes supplémentaires.

b) Le terme 1/dg» (K, 8U)™ ! -vol(Gaussy ) est essentiel. Une inégalité
du type vol(K) < C vol(8K) ne peut étre vraie telle quelle, comme on peut
le voir facilement en prenant pour K une sphére dont on a enlevé une boule
géodésique arbitrairement petite.

¢) L’exposant n — 1 dans (22) est optimal pour le coefficient 1/n
devant vol(9K). A l'intérieur du disque plan

D?*(0,1) = {a:z(wl,...,zn+1)eR"+1 el <letxzz=...=zpq1 =0}

considérons une courbe fermée imergée, appelée .

La construction que nous présentons généralise celle des surfaces
de rotation dans R3. La courbe v admet en chaque point un plan
normal géométrique de dimension n et tous ces plans normaux sont
canoniquement identifiés par des translations et rotations dans R? =
{z3 =+ = zny1 = 0}. Fixons une hypersurface H de dimension n — 1
passant par l'origine dans un de ces plan normaux. Son image via les
identifications canoniques décrit le long de - une hypersurface H de
dimension n dans R™*! qu'on appelle hypersurface de rotation définie
par H le long de .

Nous donnons des exemples de telles hypersurfaces de rotation H
pour lesquelles la différence vol(K) — (1/n)vol(OK) est arbitrairement
grande et dominée par C,/dg-(K,0U)" ! . vol(Gaussy), mais pour
lesquelles C/dgn (K,0U)" 2 - vol(Gaussy) est arbitrairement petit quelle
que soit la constante C.
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Faisons d’abord une remarque concernant la lissité des hypersur-
faces H construites comme ci-dessus. Comme le montre exemple des
sphéres (pour lesquelles on prend pour v un cercle et pour H une
demi-sphere), H peut avoir des singularités, issues de l'intersection de
«méridiens » H voisins. L’absence de singularités sur un méridien H, au
point p € v dépend de la courbure de 7 en p et de la courbure de H. En
termes précis, il faut que la projection de H sur la normale & v au point p
s’éloigne de celui-ci d’une distance au plus égale au rayon focal en p. Comme
cela, on est slir que les H «voisines » ne s’intersectent pas. En particulier,
si la courbure de 7y est bornée supérieurement, on peut prendre pour H une
hémispheére centrée sur -, de courbure suffisamment faible. Ceci est le point
de départ de notre construction.

Prenons donc pour v une courbe fermée immergée localement convexe.
Pour tout § < 1 il existe une telle courbe de longueur arbitrairement grande
contenue dans D?(0,5) et de courbure bornée supérieurement par 2/4;
en particulier, le rayon focal est minoré par %5. Soit Hjy une suite
d’hypersurfaces de rotation construites sur y a partir d’hémispheres de
rayon géodésique égal a r < 1 et courbure tendant vers 0 avec k. Le r est
choisi pour que Hx C B"*1(0,1); en prenant § suffisamment petit, 7 peut
étre choisi arbitrairement proche de 1.

Prenons Uy = Hy. L’image par Gauss de Uy est un tube de rayon
pr — 0 autour du grand cercle D?(0,1) N'S™; on définit Ky comme la
préimage par Gauss du tube de rayon pi/\ autour du méme grand cercle,
avec A > 1 (figure 4, (2)). Alors

r

r 1
vol(K}) — vol B”_I(X) - Long(y) = PN

vol §"2 ( %) - Long(v),

vol (0K} ) — vol S”‘2<€\—) - Long(7).

Sir/A > (n—1)/n (ce qui est réalisable pour r et A proches de 1), alors
vol(Ky)—(1/n) vol(OK},) est positif et peut étre rendu arbitrairement grand
en augmentant Long(y). Ceci démontre déja qu’une correction de vol(Ky)
par un terme supplémentaire est nécessaire. D’un autre c6té, nous avons
- 1
vol(Gaussy, ) ~ pp ' - Long(y) et dgsn(Ky,dUx) = pk (1 - X)
Ceci montre qu'un exposant 7 strictement plus petit que n — 1 rendrait
la quantité (ds» (K, dUy)) ™" - vol(Gaussy,) équivalente & pp ™" — 0,
ne pouvant donc pas dominer vol(Ky) — (1/n) vol(0K}). L’exposant n — 1
est donc optimal pour le coefficient 1/n dans (22). O
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Remarque. — Le corollaire 4 montre que le coefficient 1/n devant le
terme vol (OK) est optimal et notre preuve du fait que I’exposant n—1 est lui
aussi optimal a utilisé fortement la valeur exacte de celui-ci. Notre exemple
ne fonctionne pas si on permet un coefficient plus grand devant vol(9K),
mais ceci ne serait pas naturel si on adopte le point de vue isopérimétrique.

6. Appendice.
Une inégalité isopérimétrique inverse.

Les résultats que nous présentons dans cet appendice ont été motivés
par la recherche d’une preuve pour la proposition 5, a son tour motivée par
I’étude de la meilleure fagon d’estimer le volume d’un compact 5.3.

Dans la suite on désignera par R™ I’espace euclidien R™, la sphere S™
ou l’espace hyperbolique H". Si K est un compact de R™ et d > 0 un réel
positif, on note

Ki={zeR":d(z,K) < d}.
On note par B(d) une boule ouverte de rayon d dans R™. On pose
o (K) = { 7 — Circumradius(K) s% R"™ =8S",
+00 si R™ = R" ou H".

Nous allons montrer la

ProprosITION 6. — Pour tout compact K C R™ et pour tout réel

0 < d < dmax(K), on a I'inégalité
ol, K, ol, B(d
(32) Vol fAg > Voly ( )
vol,—1 0K4g — vol,_1 B(d)

avec égalité si et seulement si K est un ensemble fini de points situés a
distance au moins d 'un de Pautre (ou, en d’autres mots, si K4 est une
union disjointe de boules de rayon d).

Avant d’en donner la preuve, indiquons un corollaire et une
formulation équivalente de la proposition 6.

COROLLAIRE 5. — Sous les hypothéses précédentes et pour R™ = R"
ouR"™=S"ona
vol, Ky d
vol,_1 0Kgq — E
En particulier, la fonction
VOln Kd

(33) fld) = 22

est décroissante pour 0 < d < dpax(K).
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Démonstration. — Soit a;,—1 le volume de la sphere unité de R™. Il est
facile de voir que :

e Pour R" = R", on a vol,,_; 0B(d) = d" la,_; et

¢ d
vol,, B(d) = / "o, 1 dt = —an_1.
0 n
Ceci entraine vol,, B(d)/vol,—1 0B(d) = d/n.
e Pour R™ =S", on a vol,,—1 0B(d) = (sind)"'a,_1 et
d
vol, B(d) = / (sint)" oy, dt.
0
On montre alors que

vol,, B(d) Sl (sint)m—1 dt o d
n

vol,,—1 0B(d) (sind)»-1 —
Pour cela il suffit de voir que g(d) = nfod(sint)"_ldt — d(sind)™"! est
croissante et nulle en d = 0, ce qui assure sa positivité. O
Remarque. — Le méme résultat n’est pas valable dans l’espace

hyperbolique H™, o1 la fonction vol(B(d))/d™ est croissante.

Remarque. — C’est 'étude de la fonction f(d) dans (33) qui a
engendré ’étude de (32). Dans le cas d’un convexe K C R™ une formule
due & Steiner (voir [BZ], §4.19) assure que vol, K4 est un polynéme de
degré n en d > 0 ayant les coefficients positifs, d’on la décroissance de f.
Dans le cas non-convexe on peut encore écrire vol,, K; comme polyndome de
degré n en d (voir [Fe]), mais uniquement pour des valeurs de d plus petites
que le rayon focal de K lorsque celui-ci est lisse, ou plus petites qu’un
analogue du rayon focal pour des compacts & bord «raisonnablement »
singulier [Fe].

C’est la décroissance de f pour de trés petites et de tres grandes
valeurs de d (dans ce dernier cas, Ky est proche d’une boule de rayon d)
qui nous a menés vers 1’étude de sa décroissance globale.

Il convient d’observer que la variation de vol, K; peut étre tres
compliquée dans le domaine intermédiaire, notamment a cause de la
présence de trous dans K qui peuvent étre absorbés dans Ky pour d
suffisamment grand.

La classe d’ouverts de R™ pour lesquels I'inégalité (32) est valable est
Cq = {D ouvert borné C R" : Vz € D,3boule z € B(d) C D}
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De fagon évidente, si K est un compact alors on a,
(34) K, d € Cd

La proposition 6 découlera alors de la

ProprosiTiON 7. — Pour tout ouvert D € C4 on a
vol, D S vol, B(d)
vol,_1 0D ~ vol,_; 0B(d)
On a égalité si et seulement si D est une union disjointe de boules de
rayon d.

(35)

C’est cette derniere inégalité qui peut étre regardée comme une
inégalité isopérimétrique «inverse». Remarquons d’ailleurs que Cy4 coincide

avec C, = {D ouvert C R"™ : 3K compact, D = Kd}

En effet, I'inclusion C); C C4 découle de (34). D’un autre coté tout ouvert
D € C4 peut s’écrire D = (D_g4)4 avec

D_4= {:L' € D:d(z,0D) > d}.

L’inclusion (D_4)q € D est valable pour un ouvert arbitraire, n’apparte-
nant pas nécessairement a C4. Pour voir 'inclusion inverse, prenons un point
z € D quelconque. Puisque D € Cy4 il existe une boule z € B(y,d) C D, ce
qui assurequey € D_g4. Ceci entraine B(y,d) € (D_g)q et doncx € (D_4)q.

On conclut que les propositions 6 et 7 sont équivalentes.

Démonstration) de la proposition 7. — Un ouvert D € C; peut
s’écrire comme oo
D =|JBi(d)
i=1
avec N N

WWMH&@=MJ)ﬁI%MWﬁH&@:mWwD
Il suffit donc de prouver (35) lorsque D est une union finie de boules de

rayon d. On raisonne par récurrence sur N. Lorsque N = 1 on a méme
I’égalité. Pour alléger les notations dans le passage de N a N + 1, on note

N N
Vn = vol, U B;(d), On =vol,_10 U B;(d).

i=1 i=1

(1) Une premiere preuve, en dimension 2 et pour la métrique euclidienne, m’a été
p P ) P >
suggérée par Nicolae Mihalache. Je lui en suis vivement reconnaissant.
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Soit Un41 = By+1(d) N (Uf\il Bi(d)). Alors (voir aussi la figure 3)
Vn41 +vol, Unyr = Vi + vol, Byyi(d),
On+1+ vol,_1 OUn41 = On + vol,,—1 0Bn41(d).
En appliquant ’hypothése de récurrence on déduit

V41 +vol, Unia vol, B(d)
>
ONs1+vol,_10Uny1 — vol,_g BB(d)

Pour conclure il suffit alors de montrer que

vol, Unt1 vol,, B(d)
< .
(36) VOln_l BUN+1 - VOln_l BB(d)

Un+1

Byt
Figure 3. Preuve de la proposition 7

On utilise maintenant I'inégalité isopérimétrique dans R™ (voir [BZ],
§10.2.1) : si B(h) désigne la boule de volume égal & vol, Un41, on a l'iné-
galité vol,_1 OUn1 > vol,_1 OB(h). On en déduit

vol, Un+1 < vol, B(h)
vol,,_1 8UN+1 ~ vol,_1 8B(h)

D’un autre coté, puisque Uny1 € Byyi{d) on a forcément h < d et
linégalité (36) s’ensuit une fois qu’on aura remarqué que la fonction
G(d) = vol,, B(d)/vol,,—1 8B(d) est strictement croissante en d > 0.

e Si R™ =R" alors G(d) = d/n.

o Si R™ = S" alors G(d) = fod(sin t)"~1dt/(sind)""1. Sa croissance
équivaut & la positivité de G1(d) = (sind)™ — (n — 1) fod(sin )" dtcosd,
or G1(0)=0et G} > 0.

e SiR™ = H" alors G(d) = fod(sinht)”‘1 dt/(sinhd)™~1. Sa croissance
équivaut & la positivité de G (d) = (sinhd)*—(n—1) fod(sinht)"—1 dt coshd,
or G1(0) = G1(0) =0et GY > 0. O
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m

Figure 4. Optimalité de I'inégalité (22)
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