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A PROPOS DE LA FONCTION X
D’ERDOS ET GRAHAM

par Alain PLAGNE

1. Introduction.

1.1. Le contexte.

D’un ensemble A d’entiers bornés inférieurement (on admet donc un
nombre fini d’entiers négatifs), on dira qu’il est une base (sous-entendu
additive, exacte et asymptotique) s’il existe un entier h > 1 tel que tout
entier assez grand s’écrive comme somme d’exactement h éléments de A,
ce que l'on notera

hA ~ N.

L’ordre de la base A est le plus petit entier A que ’on puisse prendre dans
cette définition. On le notera ord* A.

Etant donnée une base A, on définit .A* comme le sous-ensemble de A
composé des éléments a € A tels que A\ {a} soit encore une base (d’ordre
éventuellement supérieur a h). L’ensemble A* défini ci-dessus a donné lieu
& plusieurs travaux plus ou moins récents (cf. [5, 7, 4]) montrant, au final,

Mots-clés : Base additive — Base asymptotique — Base exacte — Ordre — Méthode
isopérimétrique — Théoréme des trois distances.
Classification math. : 11B13.



1718 Alain PLAGNE

que

h

A\NAY =< —,

2 A= g
et en particulier que I’ensemble A \ A* est fini.

Dans cet article, on s’intéresse & ’augmentation de 'ordre d’une base
lorsqu’on la prive d’un élément ne lui 6tant pas sa qualité de base. Cette
problématique a été initiée par Erdés et Graham [5] qui ont ainsi défini la
quantité

X(h) = max max ord™(A\ {a})

dont ils ont pu prouver que la croissance était quadratique en h et plus
précisément que I'on avait
h? 5h?
1.1 < X(h) < =

(1) TSXM LY

Ils calculaient également X (2) = 4 et précisaient dans [6, Chapitre 5] qu’ils
n’avaient aucune idée de quel pouvait étre le bon coefficient de h? dans ces
bornes, sous-entendant qu’une formule du type X (h) ~ ah? était probable.
Notons que la minoration

2
(12) [h +6h+1

2 }gX(h)

résultait en fait de travaux antérieurs de Stohr [24, 25]. Grekos [7] s’est
ensuite attaqué au probléme et il a pu prouver que la formule (1.1) pouvait

étre améliorée en
h? —3h

3
La borne inférieure provient d’une construction a base d’intervalles modu-
laires tandis que la borne supérieure utilise le théoréme de Kneser pour les
suites entiéres. Plus tard, Nash [20] a démontré, d’une part, que X(3) =7
et, d’autre part, que

< X(h) < B2

2
x(hy< ;3}1.

En résumé et au meilleur de nos connaissances, on sait aujourd’hui
que X(1) =1, X(2) =4, X(3) =7 et que, si h vaut au moins 4, on a

2 __ 2 2
(1.3) max(h 33h’[h +2h+1]) < X(h) < h -;'3}1'
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A PROPOS DE LA FONCTION X D’ERDOS ET GRAHAM 1719

Remarquons que la minoration due a Stohr reste intéressante pour les
petites valeurs de h. En particulier, on a d’apres (1.3)

(1.4) 10 < X(4) < 14, 14 < X(5) < 20, 18 < X(6) < 27.

Notre connaissance de la fonction X reste donc encore grossiere
puisque méme son asymptotique n’est pas connue. Un premier pas vers
la compréhension de cette asymptotique consistera probablement en le
calcul de nouvelles valeurs de la fonction X : que valent, par exemple,
X(4), X(5) ou X(6)? Certains spécialistes conjecturent que le bon ordre
de grandeur dans la formule (1.3) se trouverait du c6té de la minoration.
En particulier, une preuve de X(4) = 10 aurait été annoncée par Liil y a
une quinzaine d’années (voir [7]), mais elle n’a jamais été publiée. En fait,
seule la minoration de X (4) par cette quantité est connue (cf. la formule
(1.2)). Elle résulte tout simplement de 'exemple suivant

(1.5) B={0}uU({2,5}+ {11n, ou n € N}).

Notons que B est la réunion de deux progressions arithmétiques de méme
raison et de zéro, qui sera 'élément & enlever pour atteindre 1'ordre 10.
On croisera ce type de constructions de fagon essentielle tout au long de
cet article. Ajoutons que la forme de Pexemple (1.5) a poussé Grekos a
conjecturer que, quelle que soit la base A d’ordre au plus h considérée, seul
un nombre fini d’éléments a de A* vérifiaient ord* (A4 \ {a}) = X (h). Cest

Porigine de 'introduction de la fonction S définie par la formule

S(h) = Jnax hcrlléi}p ord*(A\ {a}).

On sait désormais [1, 21] que 'on a en effet S(2) = 3 et, pour h > 3,
h+1< S(h) < 2h,

ce qui implique en particulier la conjecture de Grekos (S(h) < X(h) pour
h > 2).

1.2. Nouveaux résultats et organisation de ’article.

Le principal objectif de cet article est ’amélioration des bornes sur
X (h) fournies par (1.3). Dans la partie 5, nous démontrerons le résultat
suivant.

TOME 54 (2004), FASCICULE 6



1720 Alain PLAGNE

THEOREME 1. — Pour tout entier h > 1, on dispose des inégalités

h(h+1)+[h—1'|’

3

5 |

] < X(h) <

Ce résultat est plus précis, et dans tous les cas, que tous les résultats
précédemment cités sur X (h). Notons que ces bornes sont définitives pour
h < 3 puisque, dans ces cas, bornes inférieure et supérieure coincident pour
fournir X(1) = 1, X(2) = 4, X(3) = 7 (mais ces résultats étaient déja
connus). Pour des valeurs de h > 4, nos bornes permettent d’obtenir une
réponse partielle & la question des valeurs que prend la fonction X lorsque
Pentier h est petit. On améliore par exemple (1.4) en

(1.6)  10<X(4) <11, 15 < X(5) < 17, 20 < X (6) < 23.

Dans le chapitre 5.3, on verra qu’au prix de calculs fastidieux, la
méthode est encore susceptible d’amélioration dans certains cas. Par exem-
ple, et pour illustrer cette possibilité, on améliorera deux des encadrements
de (1.6) en

(1.7) 15 < X(5) < 186, 20 < X(6) < 22.

On peut ainsi observer que, pour 2 < h < 6, la meilleure borne
supérieure connue (et pour h = 2 et 3, la valeur) de X(h) coincide avec
h(h + 1)/2 + 1. Cette quantité apparait d’ailleurs comme limite de la
méthode a plusieurs endroits dans notre démonstration. Cela conduit na-
turellement & la conjecture suivante.

CONJECTURE 2. — Pour tout entier h > 2, on a

h(h+1)

X(h) < 5

+ 1.

Cela nous renforce aussi dans 'idée que le calcul de X pour les petites
valeurs de h pourrait déja contenir toute la difficulté du probleme : si X (4)
vaut effectivement 10, il est bien possible que la preuve de ce résultat {qui
devrait «casser» la borne h(h+1)/2+1 pour h = 4) puisse servir & améliorer
notre borne supérieure pour toute valeur de h.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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La preuve du théoréme 1 sera exposée & la fin de cet article. Au
préalable, dans la partie 2, nous aurons présenté les résultats additifs
nécessaires a notre étude puis développé un nouveau résultat additif général
(théoréme 12) qui pourrait se révéler utile dans d’autres contextes. Dans
la partie 3, on évoquera tout d’abord le théoreme des trois distances, puis
on présentera trois problémes combinatoires (dans les groupes cycliques)
liés & notre étude : pour le premier probléme (recouvrement intervallaire),
nous évoquerons un article de Deléglise [3] dont nous reprendrons la
méthode générale pour ’adapter & notre propos; tandis que nous devrons
effectuer une étude originale pour les second (fonciére génération maximale)
et troisieme (recouvrement économique). La partie 4 est le coeur de cet
article. Elle contient un lemme (lemme 25) qui est la pierre angulaire de la
majoration dans le théoréme 1. Ce résultat nécessitera I'utilisation récursive
de la méthode isopérimétrique d’ould Hamidoune sous la forme du théoréeme
12 prouvé précédemment et le résultat du chapitre 3.2 sur le recouvrement
intervallaire. Au passage, nous déduirons du lemme 25 le théoreme 3 ci-
dessous. Ce résultat n’est pas nécessaire a notre étude mais sa portée plus
générale en fait un outil potentiel dans d’autres situations.

THEOREME 3. — Solent h et n deux entiers strictement positifs. Soit
& un sous-ensemble de Z/nZ possédant au moins deux éléments et tel que

EU2EU...UKE = Z/nZ.

Dans ces conditions, (h(L;-l—) + [%1) & est dégénéré : cet ensemble peut

s’écrire comme une réunion de classes modulo un certain sous-groupe non
nul de G.

Enfin, la partie 5 fera la synthese de ce qui précede : la preuve de la
borne inférieure du théoréme 1 (présentée en 5.1) découlera de nos résultats
sur la fonciere génération maximale (chapitre 3.3), tandis que la preuve
de la borne supérieure (présentée en 5.2), qui se fondera sur les acquis —
développés sous la forme du lemme 27 — de celles de Grekos et Nash, fera
appel de fagon cruciale au lemme isopérimétrique (lemme 25) démontré
dans la partie 4; enfin, la preuve des inégalités (1.7) sera exposée dans
le chapitre 5.3; elle reposera sur ’étude du probléme du recouvrement
économique (chapitre 3.4).

TOME 54 (2004), FASCICULE 6



1722 Alain PLAGNE

1.3. Notations et définitions.

Dans tout cet article, nous utiliserons les notations additives usuelles
(voir par exemple [18, 19]) que nous rappelons ici. Soient /& un entier positif
et Aj,..., A des sous-ensembles d’un certain groupe dont 1’opération sera
notée additivement. On notera

A+ -+ Ay ={a1+---+ap, ola; € Ay,...,an € Ap}.

Dans le cas ou ’on additionne un ensemble .4 avec un ensemble & un élément
a (cela correspond & une translation de .A), on s’autorisera I'écriture A +a
au lieu de A + {a}. Si z € A; + --- + A, le nombre de représentations
de z (sous-entendu comme élément de A; + --- + Ap) est le nombre de
h-uplets (a1,...,ar) avec a1 € Aj,...,an € Ap telsque z = a1 + -+ -+ ap.
Si A; = --- = Ay, on notera hA la somme A; +- - -+.4, qu’on ne confondra
pas avec ’ensemble des h-multiples de A,

h.A = {ha, o a € A}.

Par convention 0.4 = {0}. Soulignons qu’on notera cependant comme a
Paccoutumée le groupe quotient Z/nZ (alors qu’on devrait le noter, pour
étre cohérent, Z/n.Z).

On appelle densité inférieure d’un certain ensemble d’entiers A, et
Pon note d.A, la quantité

dA = liminf IAD{O,l,...,mH.

m—+oo m

La fonction apparaissant au numérateur de cette expression, qui associe
a lentier m, le cardinal de l’ensemble AN {0,1,...,m} sera couramment
appelée fonction de comptage de ’ensemble A (et souvent notée A).

Si B et C sont deux ensembles d’entiers, 1’expression B ~ C signifie
que la différence symétrique des ensembles B et C est finie.

Classiquement, les notations [z] et [z] désigneront les parties entieres
par défaut et par excés d’un réel z tandis que la notation {z} désignera sa
partie fractionnaire. Enfin, étant données deux fonctions f et g, la notation
f £ g est équivalente & f < (14 o(1))g.

Soit maintenant G un groupe fini (abélien pour simplifier) quelconque.
Nous dirons qu’un sous-ensemble de G est dégénéré (ou périodique) s'il peut

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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étre écrit comme une réunion de classes modulo un certain sous-groupe non
nul de G (en particulier, G tout entier est dégénéré car il est la réunion
d’une classe modulo G).

Nous dirons qu’un sous ensemble A de G est fonciérement générateur
s’il existe un entier ¢ tel que i.4 soit égal & G tout entier. Dans le vocabulaire
de la théorie additive, cette notion coincide avec celle de base exacte
de Z/nZ. Toutefois, afin d’éviter les confusions, nous réserverons ici la
notion de base aux ensembles d’entiers relatifs. Notons qu'un ensemble
foncierement générateur d’un groupe non réduit a un élément, possede au
minimum deux éléments. Remarquons aussi qu’un ensemble foncierement
générateur est générateur.

Si H et A sont respectivement un sous-groupe et un sous-enserble
de G, la notation A/H désignera la projection canonique de A dans G/H.

Introduisons maintenant le vocabulaire de la méthode isopérimétrique
nécessaire & cet article. On suppose que A est un sous-ensemble de G de
cardinal au moins égal a 2 et contenant 0. Si k est un entier positif, nous
dirons que A est k-séparable s’il existe un sous-ensemble Xy de G tel que
|Xo| > k et |Xp + A| < |G| — k. Si A est k-séparable, on définit le k-iéme
nombre isopérimétrique par la formule

K:Ic(Gv-A)
= min{|X + A| — |X| o X C G est tel que |X| > k et | X + A| < |G| — k}.

Un ensemble X en lequel ce minimum est atteint sera appelé dans la suite
un ensemble k-critique.

En référence au célebre théoréme de Vosper [28, 29] (régissant les
paires critiques dans le cas des groupes cycliques d’ordre premier), nous
dirons qu’un ensemble A est vospérien si, pour tout ensemble X C G de
cardinal |X| > 2, on a

|A+ X[ > min(|G| - 1, |A] + |&]).
On constate qu’un ensemble A4 n’est pas vospérien si et seulement si il est

2-séparable et x2(G,A) < |A| — 1.

Un mot, maintenant, sur la notion centrale dans cet article de pro-
gression arithmétique. Dans tout ce qui suit, les progressions arithmétiques
dans N seront obligatoirement infinies, donc du type {a+bk, ol k € N}. A
I'inverse, dans un groupe fini, nous ne demanderons évidemment pas aux

TOME 54 (2004), FASCICULE 6



1724 Alain PLAGNE

progressions arithmétiques d’étre infinies; qui plus est, nous n’exigerons
méme pas des progressions arithmétiques qu’elles soient égales a une classe
modulo un sous-groupe. Ainsi, par exemple, deux éléments quelconques
d’un groupe fini quelconque formeront toujours une progression arithméti-
que.

On notera que le cardinal des multiples d’une progression arithméti-
que dans un groupe cyclique est aisé a calculer : ainsi si I est une progression
arithmétique dans Z/nZ et si j un entier positif ou nul quelconque, on a

|51} = min (§(II| - 1) + 1,d),

ou d est I’ordre du groupe engendré par une raison de I. En particulier, on
a toujours

(1.8) 51| < min ((I| - 1) +1,n).

On s’intéressera tout particulierement aux intervalles d’entiers dans
les groupes cycliques, c’est-a-dire aux progressions arithmétiques de raison
1 modulo un certain entier n (dans ce cas, (1.8) est toujours une égalité,
propriété que nous utiliserons plus tard — sous le nom de (1.8) également —
& plusieurs reprises). Un tel intervalle I dans Z/nZ sera dit strict s’il différe
de Z/nZ tout entier. Dans ce cas, il n’y a qu'une fagon d’écrire I sous la
forme (qu'on qualifiera plus loin de standard) {a,a+1,a+2,...,a+k}. Les
éléments a et a+k seront appelés respectivement début et fin de 'intervalle
I et notés d(I) et f(I).

2. Quelques outils et un nouveau théoreéme additifs.

Commengons par rappeler le théoréeme de Kneser pour les suites
entieres (voir [8], {7] ou [20]).

THEOREME 4.— Soient (A;)1<i<n des ensembles d’entiers dont les
fonctions de comptage associées sont notées (A;)1<icn. Si

d(A; + -+ Ap) < liminf 1 <E A,—(m)) ,
i=1

m—-+00 M,

Pensemble A, + --- + A,, coincide, a partir d’un certain entier, avec une
réunion de progressions arithmétiques de méme raison. Plus précisément,
il existe un entier g tel que Ay +---+ Ap ~ (A1 + -+ An) + g.N.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On en déduit immédiatement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 5.— Soient (A;)1<i<n des ensembles d’entiers dont les
fonctions de comptage associées sont notées (A;)1<icn- Si

T Y
liminf (2 Ai("’)) >1,

il existe un entier g tel que Pensemble A; + - - - + A, coincide, & partir d’un
certain entier, avec la réunion de progressions arithmétiques de raison g,
(A1 +---+A,) +g.N

Passons maintenant & des résultats nécessités par le «versant groupe»
de notre démonstration. Citons d’abord le lemme préhistorique qui résulte
d’une application banale du principe des tiroirs.

LeMME 6 (Lemme préhistorique). — Soit G un groupe abélien fini.
Soient A et B deux sous-ensembles de G satisfaisant I'inégalité | A| + |B| >
|G|. Ona A+ B =G.

Le théoreme de Kneser pour les suites entieres admet un analogue
pour les groupes abéliens [16, 17]. C’est une généralisation du fameux
théoréme de Cauchy-Davenport [2] (le lecteur pourra également se reporter
au livre [19]).

THEOREME 7 (Théoréme de Kneser). — Soit G un groupe abélien
quelconque. Soient A et B deux sous-ensembles finis de G satisfaisant
Pinégalité

A+ B| <Al +|B| -1

Si H désigne le stabilisateur de A + B, on dispose de I’égalité suivante

[A+B|=|A+H|+ |B+ H| - |H|.

Nous utiliserons ce théoréeme sous la forme de I'immédiat corollaire
suivant.

CoROLLAIRE 8. — Soit G un groupe abélien fini. Soient A et B deux
sous-ensembles de G tels que A + B ne soit pas dégénéré. On a

|A+B| > |Al +|B| - 1.

TOME 54 (2004), FASCICULE 6



1726 Alain PLAGNE

Un pas supplémentaire par rapport au théoréme de Kneser a été
fait par ould Hamidoune grice & la méthode isopérimétrique [9, 10,
11]. L’énoncé suivant (obtenu dans [13], comme Lemma 3.2) étend tres
légerement un résultat présent implicitement dans [11] et explicitement
dans [12]. Il nous sera particuliérement utile.

THEOREME 9. — Soit A un sous-ensemble, contenant 0 et générateur,
d’un certain groupe abélien G. On est dans I'une des quatre situations
suivantes :

- Al> (1G] +1)/2,
— A est une progression arithmétique,
— A est un ensemble vospérien,

— A admet un sous-groupe comme ensemble 2-critique.

On aura aussi besoin d’un autre résultat additif dia originellement a
Scherk [22]. Historiquement, ce résultat a été d’abord donné sur le tore
R/Z. Ce n’est que par la suite qu’il a été traduit, utilisé et généralisé (par
Kemperman [15]) dans sa version groupe cyclique.

TueorEME 10 ( Théoréme de Scherk). — Soient G un groupe abélien
fini et A et B deux sous-ensembles de G. Si I'inégalité

A+ B| < |Al+|B| -2
est satisfaite, tout élément de A+ B posséde au moins deux représentations.
Ce théoréme est suffisamment utile et peu connu a la fois pour qu’il
nous semble valoir la peine d’en donner une preuve courte, due & ould

Hamidoune.

Démonstration. — Supposons le résultat faux et considérons deux
ensembles A et B satisfaisant

(2.1) A+ B| < |A|l+|B| -2
et tels qu’il existe un élément de A + B avec une seule représentation.
Par translations, on supposera que 0 est cet élément et que son unique

représentation est 0 + 0. Soient H le stabilisateur de A + B et Ag (resp.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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By) lintersection AN H (resp. BN H). Le lemme préhistorique implique
| Ao \ {0}| + |Bo| < |H| car dans le cas contraire

0€ H=(A\{0})+BoC (A\{0})+B

et 0 aurait au moins deux représentations. On a donc |Ag| + |Bo| < |H|+1
d’ol1

|A+H| + [B+H| - [H| > (A + (IH| = |Ad])) + (1B] + (IH| - |Bo])) - |H]
> A+ 18] - 1.

Or, le théoréme de Kneser implique que le membre de gauche dans cette
inégalité vaut |A + B|, en contradiction avec (2.1). O

Du lemme préhistorique et du théoréme de Scherk, on déduit aisément
le corollaire suivant.

COROLLAIRE 11.— Soient G un groupe abélien fini et A et B deux
sous-ensembles de G. Si 'inégalité

Al +[B| > |G| +2

est satisfaite, tout élément de G posséde au moins deux représentations
sous la formea+b (a € A, be B).

Pour la suite de cet article, nous aurons besoin d’un peu plus que
ces rappels. Nous allons maintenant démontrer un nouveau résultat additif
utile & la preuve du lemme isopérimétrique de la partie 4. Ce résultat,
d’intérét général, devrait pouvoir servir dans d’autres contextes.

THEOREME 12. — Soit A un sous-ensemble contenant 0, générateur
et 2-séparable d’un certain groupe abélien fini G. On suppose, de plus, que

|A] < |G|/2 et k2(G, A) < |A| — 1.

Dans ces conditions, si A n’est pas une progression arithmétique, il
existe un sous-groupe H de G, 2-critique pour A, tel que A/H est soit une
progression arithmétique, soit un ensemble vospérien dans G/H.

Démonstration. — Considérons un sous-ensemble A contenant 0,
générateur et 2-séparable de G ; et supposons que |A] < |G|/2, k2(G, A) <

|A| — 1 et que A n’est pas une progression arithmétique.

TOME 54 (2004), FASCICULE 6



1728 Alain PLAGNE

Appliquons d’abord le théoreme 9 & A. Les hypotheses faites sur A
montrent qu’aucune des deux premieres conclusions ne peut se produire.
La troisitme non plus car la 2-séparabilité de A et ko(G,A) < |4 — 1
montrent qu’il existe un ensemble X’ dans G de cardinal au moins 2 vérifiant
|A+ X| < min(|G| — 2, |A| + |X| — 1), ce qui exclut que A soit vospérien.
C’est donc que A admet un sous-groupe comme ensemble 2-critique. Soit
H un tel sous-groupe que l'on choisit, parmi les sous-groupes solutions,
maximal pour I'inclusion.

Par définition, H vérifie entre autres
A+ H| - |H| = r2(G, A) < [A] - 1,

on a donc

A+ H| _ A+ |H| =1 _ |Gl/2+ |H| -1

WHI= T < T <

d’oli, par intégralité de |A/H],

16l |1 _|G/H|+1
(2.2) |A/H| < o[ to=

De plus, pour tout sur-groupe K strict (|JK/H| > 2) de H, on a
(2.3) |A/H + K/H| > min(|G/H| - 1,|A/H| + |K/H]|)

car sinon

A+ K| = [(A+ K)/H| |H]|

min(|G/H| - 2,|A/H| + |K/H| - 1) |H|
min(|G| - 2|H|, |A/H| x |H| + |K| — |H|)
min(|G| - 2|H|,|A+ H| - |H| + |K])

< min(|G| — 2,k2(G, A) + |K|),

i mn

ce qui contredirait la maximalité de H.

Cela dit, supposons que .4/H ne soit pas vospérien et démontrons
qu’il s’agit alors forcément d’une progression arithmétique. Puisque A/H
n’est pas vospérien, il est 2-séparable et

(2.4) ka(G/H, AJH) < |A/H| - 1.
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Appliquons alors & nouveau le théoreme 9 mais cette fois-cia A/H C G/H
(Pensemble A/H contient évidemment 0 et engendre G/H). La premiére
conclusion possible est exclue en vertu de la majoration (2.2); la troisieme
également par hypothése. L’inégalité (2.3) montre que A/H ne peut
admettre un sous-groupe comme ensemble 2-critique sans contredire (2.4),
et la quatriéme conclusion du théoréme 9 ne peut pas non plus se produire.
Ne reste que la deuxiéme : A/H est bien une progression arithmétique. O

3. Quelques outils combinatoires.

Dans cette partie, nous commengons par des rappels sur le théoreme
des trois distances. Ensuite, trois probléemes combinatoires modulaires qui
rentrent en jeu naturellement dans I’étude de la fonction X sont présentés.
Le premier a déja été partiellement abordé par la littérature cependant
que, pour les deux autres, nous devons développer une étude originale.

3.1. Le théoréme des trois distances.

Dans ce chapitre, on présente quelques faits simples a propos du
théoreme des trois distances.

Une suite circulaire est une suite finie d’éléments distincts du tore
T = R/Z, (zi)ocicm—1, telle que la différence z;1; — z; ne dépende
pas de i. Le terme traditionnel de suite circulaire ne cache donc rien
d’autre qu’une progression arithmétique sans répétition. Pour une telle
suite, on définit ’application successeur géométrique j qui est donnée par
Papplication successeur naturelle (au sens de 'ordre — croissant — sur R)
aprés projection sur [0,1]. On finit de caractériser j en précisant que le
successeur géométrique du plus grand élément (dans [0, 1[) est le plus petit.
En fait, on fera plutét porter la fonction j sur les indices ¢ que sur les z;
eux-mémes : ce sera donc une bijection de {0, ..., m — 1} sur lui-méme.

On définit ensuite les paramétres d'une suite circulaire comme étant
les entiers s et ¢ tels que j(s) = 0 et 5(0) = ¢. On montre facilement (c’est
la proposition 1.3 de [3]) que

s+qg=2m.
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Le théoreme des trois distances, d’abord conjecturé par Steinhaus,
puis démontré par Sés [23], Swierczkowski [27] et Surdnyi [26], énonce que
Papplication j est affine par morceaux avec au plus trois morceaux.

THEOREME 13 (Théoréme des trois distances). — Soit (2;)ocicm—1
une suite circulaire de paramétres s et q. On a

i+q si0<i<m—q—1,
jiy=<¢i+qg—s sim—g<i<s—1,
1— 8 sis<i<m-—1.

Dans le cas ol 'on a m = s + ¢, on dit que la suite circulaire est a
deux distances. En effet, la portion linéaire intermédiaire de la fonction j
est alors inexistante.

Le théoréeme des trois distances est lié & la théorie de I’approximation
et & la notion de réduite de Farey (voir par exemple le trés classique [14]
pour une introduction & cette notion). Rappelons seulement qu’une fraction
irréductible a/b est une réduite de Farey d’un réel a si aucune autre fraction
de dénominateur inférieur ou égal a b n’appartient a U'intervalle délimité
par « et a/b.

Nous utiliserons le résultat suivant dont on trouvera une démonstra-
tion dans [3].

LemME 14 (Corollaire 2.6 de [3]). — Si t est le dénominateur d’une
réduite de Farey d’un réel a quelconque, toute suite circulaire d’incrément
a et de cardinal t est une suite circulaire a deux distances.

Dans la partie suivante, nous utiliserons ce lemme pour obtenir un
résultat sur le recouvrement des groupes cycliques par des intervalles.

3.2. Recouvrement intervallaire.

Deléglise a étudié le probleme du recouvrement du tore T par les
multiples d’un intervalle réel. Le résultat principal de son article [3] (on
notera que les cas h = 1 et 2 sont évidents et que ce sont les seuls cas de
recouvrement parfait) est le suivant :

LEmME 15 (Théoréme A de [3]).— Soit h un entier strictement
positif. Soit I un intervalle fermé du tore, de longueur minimale L(h),

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



A PROPOS DE LA FONCTION X D’ERDOS ET GRAHAM 1731

tel que IU2IU---UhI =T. On a

1 sih=1,

1/3 sih=2,

3/(h(h +2)) sih>3eth=00oul (mod3),
3/(h(h+2)—2) sih>3eth=2 (mod 3).

L(h) =

Ici, on s’intéresse plutot au recouvrement de groupes cycliques par un
intervalle d’entiers (au sens donné dans le chapitre 1.3). Définissons avec
Deléglise la quantité L(n,h) comme la longueur du plus court intervalle
d’entiers J modulo n tel que

(3.1) JU2JU---UhJ =Z/nZ.

Notons enfin, ce qui nous sera plus utile, C(n, h) le cardinal du plus court
intervalle d’entiers J modulo n vérifiant (3.1). Evidemment, on a

C(n,h) = L(n,h) + 1.

Remarquons qu’au besoin on pourra supposer que h < n a défaut de
quoi C(n,h) =1 (il suffit de prendre V'intervalle réduit a ’élément unité).
Dans le cas n > h, on aura évidemment toujours C(n, h) > 2.

Si Pon veut obtenir une borne inférieure pour C(n,h), on peut
toujours utiliser la relation de recouvrement (3.1) et la borne (1.8). On
en déduit par un calcul simple (voir la preuve du lemme 16 ci-aprés) que

h(h+1)

(3.2) .

(C(n,h) —1) 2 n—h.
Cette borne est a priori grossiére puisqu’on ne tient pas compte de ce que
les multiples des intervalles considérés ne sont pas toujours deux & deux
disjoints.

Une autre idée pour établir une borne inférieure pour L(n, h) (et donc
pour C(n,h)), ainsi qu’il est signalé dans 3], est de se servir du lemme 15.

LeEMME 16. — Soient n et h deux entiers strictement positifs. On a,
pour toute valeur de l'entier n,

Cnl)=n e  C(n2)= ["“}

3
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et sih > 3,
Cln,h) > [nL(h)-k %]

Ce résultat est souvent meilleur que (3.2). C’est en particulier le cas
lorsque n est grand par rapport a h. Inversement, si n est petit, il arrive
que ce lemme fournisse de moins bons résultats que l'inégalité (3.2) : par
exemple si h est divisible par 9 et n = 5h(h + 2)/9, le lemme 16 donne
seulement C(n, h) > 2 tandis que (3.2) fournit

10h +2
C(n,h) =1+ ’VQ(T-I-T)-I > 3,

sih>09.

Démonstration du lemme 16.— Si h = 1, le résultat est évident. Si h
vaut 2, et si un intervalle d’entiers J vérifie JU2J = Z/nZ, on a forcément
|J|+|2J| > n puis comme, par (1.8), [2J| < 2|J|—1, il vient |J| > (n+1)/3
(c’est en fait 'inégalité (3.2)). Le résultat découle alors de ce que I'intervalle
{[2427,...,2[ 2] — 1} vérifie JU2J = Z/nZ.

Supposons maintenant A > 3. Soit J = {a,...,b} un intervalle

d’entiers de cardinal minimal C(n, h) vérifiant JU2JU--- U hJ = Z/nZ.

a—1/3 b+1/3
n ¥

P ] . On vérifie alors que 1'on

On considére I l'intervalle du tore [
abien TU2IU---UhI =T, d’ou

b

W =

C(n,h)=b_a+1:n(b+1/3 . a—1/3> 1

+ = >nL(h) +
n n

w

et le résultat suit. O

Ce résultat est moins fort que celui qui est annoncé dans [3], & savoir
L(n, h) = [nL(h)] + €(n, h) ot la fonction €(n, h) vaut 0 si nL(h) est entier,
et 1 ou 2 sinon. Cependant, comme nous l’a aimablement fait savoir son
auteur, cet énoncé de [3] est sujet & caution. Il est en particulier faux
pour h = 2, cas dans lequel il fournirait, si n n’est pas divisible par 3,
C(n,2) = 1+([n/3]+€(n,2) > 2+([n/3] = 1+ [ 241, ce qui est contraire a la
formule donnée dans le lemme 16. Dans le cas h = 3, pour donner un autre
exemple, cette formule fournirait C(n,3) = 1+ [n/5]+€(n,3) > 2+ [n/5] si
5 ne divise pas n, soit par exemple C(6,3) > 3 alors que l'intervalle {2, 3}
suffit & voir que C(6,3) = 2.
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Dans cet article, nous aurons besoin d’un résultat légerement (mais
strictement) plus fort que la formule {3.2) pour toutes les valeurs de n,
et en particulier pour les petites (par rapport & h, toujours). Ne pouvant
utiliser le lemme 16, nous allons donc devoir établir un résultat indépendant
de celui de [3], dont nous reprendrons cependant la technique. Le résultat
suivant (lemme 17) sera le cceur de cette partie. Il est visiblement meilleur
que la formule (3.2) et ne découle donc pas non plus en général du lemme 16.

LeEMME 17. — Soient n et h deux entiers vérifiant n > h > 2. Sih =2
etn=2 (mod3)ousih=3etn=8,ona

ML (G, hy 1) =m - 2
dans tous les autres cas,
ﬂh;—”(cm,h) —1)>n-1.

Avant de passer & la preuve de ce lemme proprement dite, com-
mencons par une définition et quelques résultats faciles. Soient I et J deux
intervalles stricts de Z/nZ tels que J ne soit pas inclus dans I. Le recou-
vrement de I par J, noté Rec (I, J) est l'intervalle vide si d(J) & I et I'in-
tervalle strict {d(J),d(J)+1,..., f(I)} dans le cas contraire (les notations
utilisées ici ont été introduites dans le chapitre 1.3). C’est un sous-ensemble
de I N J qui peut bien siir étre différent de I N J (considérer par exemple
dans Z/4Z, I = {2,3,0} et J = {0,1,2}).

LeMME 18. — Soient I un intervalle de Z/nZ et p et q deux entiers
strictement positifs tels que ql soit inclus dans pI. Alors, si pI est un
intervalle strict, (¢ — 1)I est inclus dans (p — 1)I.

L’hypothese exigeant que pl soit strict est nécessaire comme le montre
lexemple p = 2, ¢ = 1 et I quelconque de cardinal > n/2 et ne contenant
pas 0.

Démonstration. — Soit I = {a,...,b}. Les hypothéses montrent que
Iintervalle pI, dans sa forme standard, se présente comme ceci :

pl ={pa,pa+1,...,qa,qa+1,...,qb,gb+1,... pb}.
N e’

=ql
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En effet, si les éléments pa, qa, gb et pb ne se présentaient pas dans cet
ordre dans Pécriture standard de pl, cet intervalle ne pourrait étre strict.
11 suffit alors de constater que

P-DI={(p—Da,(p—Da+1,...,
(q—l)a,(q—1)a+1,...,(q—1)b,(q—l)b-l-l,...,(p—l)b}.

=(g-1)1

d

LEMME 19.— Soient I un intervalle de Z/nZ et p et q deux entiers
positifs. On suppose que gl n’est pas inclus dans pl et que (p + 1)I et
(g + 1)I sont stricts.

Sid(ql) € pI ousid(ql) = f(pI)+1,0na

]Rec ((p+1)I,(qg+ 1)I)| = [Rec (pI,ql)| +|I| — 1.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que le lemme 18 impli-
que que lintervalle (¢ + 1)1 n’est pas inclus dans (p + 1)1.

Soit I ={a,...,b}. On a pI = {pa,...,pb} et ¢ ={qa,...,qb}.

Nous n’examinerons que le cas ot d(gI) € pl (le second cas d’ap-
plication du lemme, i.e. d(¢f) = f(pI) + 1, se démontrerait de maniére
analogue).

On a alors ga € pI et gb & pI (sinon ¢ C pI). On observe que
Rec (pl,qI) = {qa,...,pb}.

On a
Rec ((p+ 1)1, (¢+1)I) ={(¢+ Da,...,(p+ 1)b},

de sorte que, de Rec (pI,qI) & Rec ((p+1)I,(g+ 1)I), Paugmentation de
cardinal vaut (p+ 1)b— (g+1)a — (pb—ga) =b—a = |I| — 1. a

Démonstration du lemme 17.— Tout d’abord, on vérifie sans peine
grace au lemme 16 que si h =2 et n =2 (mod 3), on a bien

h(h+1)

(3.3) (C(n,h) —1) =n —2.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



A PROPOS DE LA FONCTION X D’ERDOS ET GRAHAM 1735

Il en est de méme si h = 3 et n = 8 puisqu’alors C(n,h) = 2.

Démontrons maintenant que l'inégalité

h(h+1)

(3.4) .

(Cn,hy—1)2n—1

vaut pour tous les autres cas. Avant de commencer, on notera que le
membre de gauche de (3.4) étant toujours entier, il suffit de montrer qu’il
est minoré strictement par n — 2.

Soit I ={a,a+1,...,a+c—1} un intervalle de ¢ = C(n, h) > 2 (car
n > h) entiers vérifiant

(3.5) ITu2ryJ...Uhl =Z/nZ.

Dans toute cette démonstration, afin de pouvoir appliquer le lemme 19, on
supposera que h(c—1) < n—2 de sorte que tous les intervalles jI considérés
ci-aprés (j < h) seront stricts. Si tel n’était pas le cas, la conclusion serait
immeédiate.

Soit ¢ I'entier minimal tel que 0 € tI. On pose

r=~h-—t.
On a clairement
Ic(@+1I,2Ic(@+2)I, ..., rIChI
Cela montre que
(3.6) (r+1)IU(r+2)IU---Uhl =Z/nZ.

Notons aussi, par minimalité de ¢ et le lemme 18, qu’aucun intervalle (r+i)I
(avec 1 <4 < t) n’est inclus dans un autre.

Soit maintenant la suite (z;)ogict—1 du tore définie par
z; = {(r+1+1i)a/n}.
Elle est circulaire d’aprés les hypothéses (c’est bien une progression
arithmétique & termes distincts par définition de t). Soient alors s et g

ses parametres : ils sont compris entre 0 et ¢ — 1.
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Posons a = a/n et § = (a+c—1)/n. Par définition, ¢ est le plus petit
des entiers u tels qu’il existe un entier m vérifiant

a a+c—1
u— <m<uy———.
n n

Autrement dit, ¢ est le plus petit entier tel qu’il existe un entier m tel que
q

m c—1
T<a+ .

AN

Cela signifie que ¢ est le dénominateur d’une réduite de Farey (d’ailleurs
par exces) de a. Dans ces conditions, le lemme 14 permet d’affirmer que la
suite (x;)ocict—1 st une suite circulaire 3 deux parametres. En particulier,
on a s+ q =1t ou encore

(3.7) st+q+r=h

et I’application successeur géométrique est donnée par

o Jit+g si0<ig
](Z)—{i—s sis<i<

s—1

t—1.

En particulier, le successeur géométrique du début de (r + 1) est celui de
(r+ g+ 1)I. Par (3.6), on en déduit que soit le recouvrement de (r + 1)7
par (r+gq+1)I n’est pas vide, soit la fin de (r+ 1)1 vaut (modulo n) un de
moins que le début de (r 4+ g + 1)I. Dans les deux cas, le recouvrement de
(r+2)I par (r+ g+ 2)I ne peut étre vide et contient en fait (par le lemme
19) au moins ¢ — 1 éléments. De proche en proche, on observe alors que

(c—1)
2(c—1)

|Rec ((r+2)I,(r +q+ 2)I)

| >
|Rec ((r +3)I,(r+q+3)I)| >

(3.8) :
|Rec ((h—@)I,hI)| > (h—gq—r—1)(c—1) = (s —1)(c—1).

De fagon analogue, mais en considérant cette fois-ci le prédécesseur
géométrique, on trouve

[Rec ((r+s+2)I,(r+2)I)| >
[Rec ((r+s+3)I,(r+3)I)| >2(c—1)

(3.9) :
[Rec (I, (h—$)I)| > (h—s —r —1)(c—1) = (¢~ (e - 1).
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Or,on a

(3.10) |(r+ LI+ |(r+2)I|+---+ |hI|
t—1
>|(r+DIU(r+2)IU---URI|+ Y [Rec ((r+ 1+ )1, (r + 1+ 5(@)I)],
=0

ainsi qu’on l’observe en partitionnant chaque intervalle (r + 1 4 ¢)I (pour
0 < i < t—1) en deux sous-intervalles : celui allant de d((r + 1 + i)I)
ad((r+1+4(i))I) — 1 puis celui (éventuellement vide) allant de d((r +
1+ 5@)I) & f((r + 1+ 4)I). Cette partition nécessite évidlemment que
d((r+144(i))I) appartienne a (r+1+1)I ou soit égal & f((r+1+1)I)+1
et que (r+1+44(2))I ¢ (r+1+1)I, deux propriétés qui sont bien vérifiées.
Notons que ’équation analogue de (3.10) ou les recouvrements seraient
remplacés par des intersections serait en général fausse.

D’apres (3.10), (3.6), (3.8) et (3.9), on a alors

(3.11)
|(r + 1)1+ |(r +2)I| + - -- + |hI|
>n+((c=D4+-+(-DCc—-1)+((c=1)+-+(g—1)(c—-1))

-1 -1
e (0=
Or, en utilisant (1.8), on trouve que pour toute valeur de k < h
k(k+1
[ I|+ |21 +--- + |kI| = _(2+_)(c—-1)+k.

De l'application de cette formule pour k& = h puis r ainsi que de (3.11), on
déduit alors que

h(h+1)

5 (c—1)>n+%(c—l)(s(s-l)—l—q(q—1)+7‘(r+1))+7‘——h.

Pour démontrer le lemme, il suffit donc de démontrer que

(3.12) (c—1)(s(s=1)+q(g=1)+r(r+1))+r—h>-2

DO ==

puis, ¢ étant au moins égal a 2,

(3.13) (s(s=1)+ql¢g—1)+r(r+1))+r—h>-2.

N | =
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Supposons d’abord que r est différent de 0. La minoration (3.13)
découlerait alors de

%(s(s—l)+q(q—1)+r(r+1))—h>—3.

Or le minimum de la fonction du membre de gauche sujet a la contrainte
(3.7) est atteint en s = ¢ = (h+1)/3,r = (h—2)/3 et vaut (h+1)(h—2)/6.
Le résultat découle alors de ce qu’effectivement

1

§(h+ Hh-2)—h>-3,
pour toute valeur de h > 2.

On suppose désormais que r vaut 0. Un calcul analogue a celui
présenté plus haut montre que (3.13) découle de

(s(s—l)—f—q(q—l))—h)h(ﬁ—%) > -2,

1
2 4 2

pour toutes les valeurs de h au moins égales & 5. Restent les cas h € {2, 3,4}.

Dans le cas h = 2, on calcule facilement grace au lemme 16 que si
n#2 (mod 3),

%ﬁiihchw_I%:hw;ﬁ)([n;ll_l)

2
>3<";1—1):n—2

Considérons maintenant les cas h € {3,4}.

Supposons d’abord que c soit différent de 2. Alors ¢ > 3 et, revenant
a I’équation (3.12), pour démontrer le lemme il suffit de démontrer que

(s(s=1)+q(g—1)) —h> -2,

ce qui découle effectivement de
h
(s(s—1)+q(g—1))—h>h 5 -2) > -2,

pour h = 3 et 4. On se raméne donc au seul cas C(n, h) = ¢ = 2.
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Dans le cas h = 4, la borne (3.2) montre que n < 14. Il n’y a alors
plus qu’un nombre fini (et petit) de situations & examiner. On constate
alors qu’en fait un recouvrement (3.5) avec |I| = 2 implique n < 11 et donc
I'inégalité (3.4).

Dans le cas h = 3, la borne (3.2) montre que n < 9. De méme, on
constate que (3.5) avec |I| = 2 implique n < 7 et donc (3.4), & 'unique
exception pres n =8 et I = {2,3} ou {5,6}.

Cela achéve la preuve de ce lemme. O
3.3. Fonciére génération maximale.

Soient A > 1 et ¢ > 2 deux entiers. On notera Ks(h,c) le plus
grand entier k tel qu’il existe un entier g et un sous-ensemble fonciérement
générateur 4, de cardinal ¢, dans Z/gZ vérifiant les deux propriétés
suivantes :

(i) AU2AU...UhA=Z/gZ,
(i) (k—1)A4 # Z/gZ.

Bien évidemment, cet entier k vérifie kA = Z/gZ. On définit ensuite

K(h) = max Ky(h,c).

c22

Notre premier résultat concerne le cas ¢ = 2.

TueorEME 20. — Pour toute valeur strictement positive de h, on a
h(h+4
Ky(h,2) > {(_JL)] )
3
Démonstration. — La preuve de ce résultat suivra, pour toute valeur

de ’entier h, de ’exhibition d’un module g, en 'occurrence

et d'un entier z tel que zo— 1 soit premier avec g (de sorte que A = {1,zp}
soit fonciérement générateur) tel que

(3.14) U=AU2AU...UhA=1Z/qZ.
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Pour ce faire, nous allons distinguer trois cas.

(a) Sih =0 (mod 3):onag=(h?+4h+3)/3 et I'on pose o = h+3.
On vérifie aisément que zo — 1 = h + 2 est premier & g = ((h + 2)% —1)/3.
Passons a la validation de (3.14) et fixons un entier x entre 1 et g. Sa division
euclidienne par xq s’exprime sous la forme z = qzg+ 7,00 0 < r < h+ 2
et (g,7) # (0,0). On vérifie aussi que

< h? +4h+3 _|h+1] A
q< = =3

3(h +3) 3 3
Ainsi ¢ +r < 4h/3 + 2. En fait, on a méme
(3.15) g+7<4h/3+1

car, dans le cas contraire, on aurait ¢ = h/3 et r = h+2 ce qui impliquerait
I'impossible

h h? + 6h + 6
Tht3)rhyo= LEORFO

3 3

Maintenant, sig+r < h,onaz € (¢g+7)A C U (puisque évidemment

g+ 7 > 1). Nous supposons donc désormais que 'on a g+ > h+1. On va
séparer deux sous-cas selon la valeur de r :

— Silona2h/3+2 < r < h+1, il vient (ceci est 1égitimé par la positivité
des coefficients apparaissant ci-dessous)

h2 +4h+3
w+g=qwo+r~|——3—
h+3 2(h+3
:(Q+_+ )(h+3)+<r—————( + )>
3 3
h+3 2(h+3
€<q+__—t_+r__(L))_A
3 3
h
=<q+r—;3),4
3
€U,

puisque, d’entre autres (3.15), on tire

h+3 _ 4h h+3
1< -2 +1-—""=h
<gtr-— S+ g =h
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— Passons au casou 7 < 2h/3+1.Onag< h/3etdoncg+r < h+1.
Ainsi, la seule possibilité est que r = 2h/3 + 1 et ¢ = h/3. Mais ceci
correspond & une valeur de z valant

h 2h h*+5h+3
x=§(h+3)+§-+1=—+3 2>y,

ce qui exclut ce cas et acheve notre preuve dans le cas h = 0 (mod 3).

Les deux autres cas conduisent & des calculs du méme acabit laissés
au lecteur :

(b) Sih=1 (mod 3) : on a g = (h%? + 4h + 1)/3 et I'on peut prendre
ro=h+1.

() Sih =2 (mod3):onag= (h?+ h)/3 et Pon peut prendre
zo = (h* + h)/3. 0

Il est tentant de conjecturer le résultat suivant.

CoNJECTURE 21. — Pour tout entier strictement positif h,
h(h +4
Ka(h,2) = [%} .

En fait, ’étude spécifique de la fonction K( . ,2) se justifie d’abord
par sa simplicité. Il n’y a aucune bonne raison de négliger les fonctions
K,( . ,c¢) pour ¢ supérieur & trois. Au contraire, il est facile de voir que,
quels que soient les entiers positifs ¢, h et ¢, on a Ka(h, gc) > Ka(h,c) : en
effet, si ’ensemble, de cardinal ¢, A C Z/gZ permet d’atteindre une valeur
de k égale a Ky(h,c), il en est de méme de 'ensemble A + {0,g,...,(q —
1)g} C Z/qgZ (qui est de cardinal gc). Etonnamment, un certain nombre
de manipulations expérimentales (cf. la table 1 ci-dessous) montrent que
cette remarque ne permet pas facilement d’amélioration pratique pour la
minoration de la fonction K. En effet, Ka(h,c) n’est jamais supérieur 3
Ky(h,2) pour les petites valeurs de h et de ¢ (au sens de la table 1).
Remarquons que pour calculer Ky(h,c) il n’y jamais qu'un nombre fini
de possibilités a tester, de sorte qu'une recherche exhaustive est toujours
possible (c’est ce que nous avons fait en l'occurrence) quoique parfois
longue : dans la table 1 ci-dessous, les cases ot 'on a porté un signe «—»
correspondent aux cas ou l'on n’a pas pu obtenir le résultat recherché en
temps raisonnable.
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Table 1. Premiéres valeurs de Ks(h,c)

k2 [3T4 s 6 |7 [8 o [101n]i2 1314 [15]16
2 |4 [7]10 |15 |20 |25 [32 |39 [ 46| 55|64 73 [84 [95 [106
3 |46l |13fisf23]2ofse] - [-[-|-[-]-]-
4 Jal7fw|s]2ofes|32]-[-[-[-1-[-]-]-
5 |alefwofwafws]-[-1-1-[-1-1-1-1-1-
6 |af7jwol-[-[-1-1-{-[-1-1-1-11-

3.4. Recouvrement économique.

Il s’agit du probléme dual de celui de la fonciére génération maximale.
L’intérét de ce probleme dans le cadre de notre étude provient notamment
de ce que sa résolution pourrait permettre d’améliorer I'inégalité (4.8) et
donc le résultat des lemmes 24 puis 25 (voir plus loin, chapitre 4). On
utilisera et illustrera cette remarque dans le chapitre 5.3.

Soient g, h et ¢ des entiers strictement positifs. On définit My, 4
comme ’ensemble des sous-ensembles de Z/gZ suivants :

Mpcqg ={A CZ/gZ, foncierement générateur,
vérifiant AU2AU...UhA=7Z/gZ et |A| = c}.

On définit ensuite

+00 si My, .o est vide
Ms(h,c,g) = e ’
s(h, ¢, 9) {minAth,c,g (JA|+ -+ |hA| —g) sinon,

une quantité qui reste évidemment toujours positive ou nulle. On pose
ensuite

My(h,c) = min M3(h,c,g)
geN

et enfin

M(h) = min My(h, c).

ceN
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Nous ne pouvons que proposer le résultat suivant.

THEOREME 22. — Pour tout entier strictement positif h, on a

2 —
6
Démonstration. — 11 suffit de vérifier que Ms(h,2) est bien majoré

par la borne supérieure proposée dans I’énoncé. Or, pour h donné, il suffit

de prendre
h(h+4
g= [—( * )] +1
3
et A ensemble associé lors de la démonstration du théoréeme 20. Comme
|7A| = j + 1, il vient

A+ hA] = g = 22 3 ;

Mh+$_[Mh+®}_1=[m+h—2l
O

L’unique intérét de ce résultat est qu’il pourrait bien étre optimal, ce
que traduit la conjecture suivante.

CONJECTURE 23. — Pour tout entier strictement positif h, on a
h?+h—2
M(h) = [—+6——] .

Pour essayer d’étayer cette conjecture «naturelle», nous proposons
maintenant quelques résultats expérimentaux obtenus par vérification ex-
haustive. Dans le cas ¢ = 2, les résultats numériques sont sous-entendus
par la conjecture 21. Dans le cas ¢ = 3, nous avons obtenu :

Table 2. Quelques valeurs de My (h, 3)

h 3|46 |7
My(h,3) |2 [4]7 |11 |15

Pour finir, citons les résultats numériques trouvés dans le cas ¢ = 4.
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Table 3. Quelques valeurs de My (h,4)

h 3 [4]5]6
My(h,4) |2 {68 |12

Ce sont ces tables qui nous seront utiles dans le chapitre 5.3.

4. Un lemme isopérimétrique.

Le cceur de la démonstration de la borne supérieure dans le théoréme
1 découlera du lemme 25 ci-dessous. Le lemme 24, que nous présentons
d’abord, est un premier pas en direction du résultat du lemme 25.

LeEMME 24. — Soient h et n deux entiers strictement positifs et £ un
sous-ensemble fonciérement générateur de Z/nZ, tels que

EU2U...UhE =T nZ.

On suppose que 'une des conditions suivantes est remplie :
- €l >n/2,
— & est une progression arithmétique,
— & est un ensemble vospérien ;
alors I'ensemble (L;lz + [ h—g—lD & est un ensemble dégénéré.
De plus, dans tous les cas sauf :
-n =1 (et h quelconque),
—h =1 (et n quelconque),
~h=2,n=>5et&=1{2,3} ou{1,4},
~-h=3,n=8¢et &=1{2,3} ou{1,6} ou {2,7} ou {5, 6},

tout élément de ( ﬁ—(%tll + I- h—gl--\) & admet au moins deux représentations

différentes.

Avant de passer a la preuve de ce lemme, notons que son résultat est
optimal au sens ou, dans les cas exclus pour la seconde conclusion, cette
conclusion est fausse.
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Démonstration. — Le cas n = 1 est évident (on a alors |€] =1 et il
n’y a jamais qu’'une seule somme dans (ﬂh;—l) + fbg—l]) £, quelle que soit
la valeur de h). Il est également facile de traiter les (autres) cas pour lesquels
la seconde conclusion ne tient pas (et de comprendre pourquoi elle ne tient
pas). Le cas h = 1 est immédiat puisqu’alors (h(hTH) + l-h—g—l]) =1 (et
tout élément de £ = Z/nZ a bien une unique représentation). Dans le
cas h =2, n=5et &= {2,3}, on observe que (M + [%]) =4,
puis que 4€ = Z/5Z (noter que 3 n’admet bien que I'unique représentation
2+2+42+2). Le cas £ = {1,4} s’en déduit car, modulo 5, {1,4} = 2.{2,3}.
Il en est de méme dans le cas h = 3, n = 8 et £ = {2,3} car alors
(Lh;i) + [—hg—l]) = T et 7€ = Z/8Z (ici également, 6 ne peut s’écrire
autrement que sous la forme 2 + 2 4+ 2 + 2 + 2 + 2 4+ 2). Les autres
cas correspondent également & la multiplication par un élément inversible
(modulo 8, cette fois).

Donnons-nous maintenant des entiers strictement positifs h et n, et
un sous-ensemble £ de Z/nZ foncierement générateur tel que

(4.1) EU26U...UhRE =Z/nZ.
On exclut les cas traités ci-dessus, en particulier on peut supposer
h>2, n>2 e [£]=2

(cette derniére minoration puisque n > 2 et que & est fonciérement
générateur) et 'on cherche & démontrer que, sous 'une des trois conditions
énoncées dans le lemme, (h(hT'H) + f%]) £ est un ensemble dégénéré
dont tout élément admet au moins deux représentations différentes.

(i) Supposons tout d’abord que |€] > n/2. Le lemme préhistorique
montre alors que 26 = Z/nZ. Ainsi [2E] + |E] > n + 2 et 'application
du corollaire 11 montre que 3§ = Z/nZ et que chaque élément admet
au moins deux représentations. Il en est de méme des multiples suivants
de £ et en particulier de (% + [ L‘—g—ﬂ) € puisque A > 2 implique
i%l—) + [%—l] > 4. La conclusion s’ensuit (rappelons que Z/nZ est bel et
bien dégénéré).

(ii) Supposons maintenant que £ est une progression arithmétique
(finie) fonciérement génératrice dans Z/nZ. Sa raison est donc génératrice
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(et donc inversible) dans Z/nZ. Multipliant par I'inverse de cette raison, on
se ramene au cas ou cette raison est égale & 1 et donc au cas d’un intervalle
d’entiers.

Remarquons tout d’abord que l'on a, d’apres (1.8), pour tout ¢ > 1,

(4.2) li€] = min (i(|€] = 1) + 1, 7).

On peut supposer que
n > h.

En effet, dans le cas contraire, (4.2) impliquerait (h — 1) = Z/nZ.
Ainsi on aurait h€ = Z/nZ et chaque élément admettrait au moins deux
représentations. Il en serait de méme des multiples suivants de £ et en

particulier de (@ —+ I-%]) E.

Si I'on n'est ni dans le cas h =2 et n =2 (mod 3), ni dans le cas
h =3, n =38, il vient alors, d’apres le lemme 17,

h(h +1)

(4.3) 5

(€1 -1) = n—1.

Gréace & (4.2) et (4.3), on obtient lorsque ¢ = h(h +1)/2,

2
ou encore

La conclusion s’ensuit, comme dans le cas (i), par une application du
corollaire 11 puisqu’alors

(4.4) 'ﬁki&

5 5’+|5[>n~|—2.

Supposons maintenant que h = 2 et n = 2 (mod 3) ou bien que
h = 3 et n = 8. Gréce & la premiére partie du lemme 17 et (4.2), on
observe que l'on a tout de méme

£

‘h(h+1) o1

2
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ce qui donne la conclusion souhaitée par le méme raisonnement que plus
haut des que |€| > 3 (puisque (4.4) est encore valable).

Ne reste plus & étudier que les deux cas h = 2, n = 2 (mod 3) et
h = 3, n = 8 sous I’hypothése |£| = 2, et en particulier C(n,h) = 2. Si
h=2etn=2 (mod3), on trouve 'unique solution n = 5 (d’apres le
lemme 16). Or, dans les deux cas h = 2,n = 5et h = 3, n = 8, les ensembles
foncierement générateurs £ de cardinal 2 vérifiant EU2EU...UhE = Z/nZ
sont exactement ceux qui sont exclus dans I’énoncé du lemme.

(iii) Supposons maintenant que £ est vospérien : il vérifie I'inégalité
(4.5) |+ &'| > min(|€]| + |€'|,n — 1)

pour tout ensemble &' C Z/nZ de cardinal au moins égal & 2.

Nous pouvons évidemment supposer que
€] =3

car tout ensemble a deux éléments est une progression arithmétique, un cas
réglé par (ii).

On peut aussi supposer que pour tout i < ML;Q + [%] —1,ona

(4.6) [i€l < n—2.

En effet, dans le cas contraire, on aurait en particulier
h(h+1) h—-1
(5 )
h(h+1) h-1
-1
(525

d’ou la conclusion encore une fois d’apres le corollaire 11.

>n_1a

puis

De 1a, on déduit que si ¢ est inférieur ou égal a b(_h;:ll + fh—gl-l -2,
on a

(4.7 (i +1)E| = €] + |i€].
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En effet, on a i+ 1< 20 4 [221] — 1 et Pon trouve alors, par (4.5) et
(4.6),

n—22>|(+1)E| = |€ +i€| > min(|€] + [i€],n — 1)
ce qui implique 'inégalité (4.7).
Ces préliminaires étant établis, on peut revenir au coeur de la démons-
tration. De la relation (4.1) vérifiée par hypothese, on tire immédiatement

(4.8) |E] + |2E| + -+ |hE} = n

puis

(4.9) ({%l +1) IE| + |26l + ...+ |hE| =2 n+ [h-'—ﬂ IE]

3

h—1
2> 3| —
n+ { 3 ]
>n+h-1.

Pour simplifier la présentation des calculs ci-dessous, on distinguera
lescas h>4, h=3et h=2.

On supposera dans un premier temps que h est supérieur ou égal a 4,
ce qui implique en particulier 'inégalité 3 + [b-g—l] < h.

Regroupons d’abord les sommants du membre de gauche de (4.9)

([”_;1] +1) €]+ 26] + ... + |hé]

= (e +en+ e+ pen+-+ (ie1+] (2+ [ 57 ) ¢])
(Do)

Maintenant, appliquons & chacun des regroupements du type |E|+[i€|
(onabieni < 2+ [h—g—l—] < M;—l) + ’—h—g—l] —2) apparaissant dans le membre
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de droite de cette formule 'inégalité (4.7). La formule (4.10) fournit alors

dﬁ;_ﬂ +1) €]+ [2€] + ...+ [hé]

(v o[ [52])1)
(o[ el ).

Pour simplifier la suite de la présentation de largument, notons
(¢i)1cich—1 la suite des coefficients de £ apparaissant dans le membre de
droite de cette inégalité :

h-1
01:3, 02:4, ey Cl+|'%-| :3+ 17_3__‘],

h—1

C2+|’ﬁ_3—_1'| =3+ [—B—.I, cevy Ch—1 = h.

Maintenant de deux choses 'une :

— Ou bien pour tout entier 3 <i<h—1,0n a
(4.11) |(Cz +... +C¢)gl > |(CQ +... +Ci_1)g| + lczgl -1

et il vient, par une récurrence immédiate,

dh_"l} +1> E] + 12€] + ... + |h€]

3
< <h(h2+1) J{h;l] -3>£|+l35]+h—3,

ce qui, rapproché de (4.9), fournit

(252052

et donc

‘(h(h;l) +[h;11_3>5l+|35|>n+2.

L’application du corollaire 11 donne alors le résultat et clot ce cas.
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= Ou bien il existe une valeur de l'entier ¢ (vérifiant 3 < i < h — 1)
pour laquelle (4.11) n’est pas vraie :

|(02 +...+ C¢)8| < '(Cz +...+ Ci—l)gl + |ng| - 2.
Dans ce cas, I’ensemble (cz + ... + ¢;)€ est dégénéré d’apres le corollaire

au théoréme de Kneser et chacun de ses éléments admet au moins deux
représentations d’apres le théoréme de Scherk. Il en sera de méme pour les

multiples suivants et en particulier pour ( % + fh—g—l]) £. Cela clot le
cas h > 4.

Restent a traiter les cas h € {2,3}.
Si h = 3, on tire de (4.9)
(€1 +12€1) + (€] + 13€]) > n + 2
puis, grace a deux applications de (4.7),
13E| + |4€] > n+ 2,

ce qui implique que 7€ = Z/nZ et que tout élément admet au moins deux
représentations différentes, & nouveau d’apres le corollaire 11, et clot le cas
h=3.

Si h = 2, on tire de (4.8)

IE] + 2] = n,
puis, par (4.6) et (4.7),
n—2> 38| > €| + |2&] = n,

une contradiction qui clét la preuve du lemme 24. O

Avant de passer au lemme suivant, qui est le résultat fondamental
de cette partie, formulons une remarque essentielle pour la suite. Les deux
premiers cas envisagés dans le lemme 24 ne nécessiteraient qu’un coeflicient
de £ dans la conclusion égal & h(h+1)/2+ 1. Par ailleurs, Pétape limitante
du lemme précédent est le cas ou £ est vospérien et de cardinal 3.
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Passons maintenant au résultat fondamental de cette partie.

LeEMME 25.— Soient h et n deux entiers strictement positifs. Soit £
un sous-ensemble fonciérement générateur de Z/nZ tel que

EU2EU...UhE = L/nZ.

Dans ces conditions, (@ + [b—g—ID £ est dégénéré.
Démonstration. — Si h = 1 le résultat est immédiat. Nous suppose-
rons par la suite
h > 2.

On peut également supposer que |€| < n/2, que £ n’est pas une
progression arithmétique dans Z/nZ (en particulier |£| > 3) et que £ n’est
pas vospérien. En effet, si 'une de ces trois conditions n’était pas remplie,
les hypothéses du lemme permettraient d’appliquer le lemme précédent
24 et de conclure tout de suite que la somme (Lh;i) + [%l]) E est
dégénérée.

Ainsi, puisque £ n’est pas vospérien, il existe un certain sous-ensemble
&' de Z/nZ vérifiant |E'| > 2 et

(4.12) |€+ &' <min(|€] + €' —1,n —2).

Soit e un élément arbitraire de &£, considérons S le translaté
E—e = {x—epourz € £} de sorte que 0 € S et que |S| > 2. Par
(4.12), il vient

IS+ &' =€+ &'| < min(|€] +|€'| — 1,n — 2) = min(|S| + |€'| — 1,n — 2).
Cela montre que S est 2-séparable et que

(4.13) k2(Z/nZ,S) < |S| — 1.

Egalement, pour toute valeur de D’entier s, on a s§ = s€ — se; de
sorte que, puisque £ est foncierement générateur, S I’est aussi.

Ainsi S contient 0 et est 2-séparable et générateur. Cet ensemble
vérifie aussi (4.13) et |S| < n/2. Comme S n’est pas une progression
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arithmétique, Papplication du théoréme 12 montre que S admet un sous-
groupe, que l'on désignera par la lettre H, comme ensemble 2-critique
(en particulier, le groupe H n’est ni réduit & {0} ni égal & Z/nZ tout
entier) tel que S = S/H est soit une progression arithmétique, soit un
ensemble vospérien dans (Z/nZ)/H. Notons aussi, avant de poursuivre,
que & = £/H étant un translaté de S, il en est de méme pour lui car la
qualité de progression arithmétique et la vospérianité sont conservées par
translation.

On a, d’apres (4.13),

(4.14) S + H| — [H| < |8] — 1.

Prenons un H-pavage de S, c’est-a-dire une partition de S selon la
classe modulo H :

S=8&5§U---US,

ol u compte le nombre de classes modulo H rencontrées par S et vérifie
par conséquent u > 2. En effet, puisque S est foncierement générateur de
Z/nZ, 'ensemble S est foncierement générateur de (Z/nZ)/H de sorte que,
si u valait 1, tout multiple de S serait inclus dans une seule classe modulo
H, ce qui imposerait H = Z/nZ, une contradiction & la qualité d’ensemble
2-critique (pour S) de H.

On a évidemment
|S + H| = u|H]|.

On supposera, ce qui est licite et ne porte aucunement préjudice & la
généralité de 'argument, que

Observons maintenant que pour tout couple d’indices (7, j), sauf peut-étre
pour le couple (i, 5) = (u,u), on a

(4.15) ISil + 1551 = [H| + 1,

puisque (4.14) est équivalente &
u
OISl > (u—1)|H| + 1.

i=1
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Le lemme préhistorique joint & (4.15) montre alors que S; + S; est une
classe (compleéte) modulo H. Cela prouve que 2§ est la réunion de classes
modulo H et de I’ensemble 2S5, (qui est peut-étre aussi une classe compléte
modulo H). Plus généralement, pour tout entier i > 2, ¢S est la réunion
de classes modulo H et de ¢S,,. Par translation, il en est de méme pour ¢&.
Ainsi, si on note £, = e + S, on peut écrire en particulier

<h(h2+1)+[h;1]>8: Q(aj+H) U(h(h;—1)+[h;11)é‘u,

ol les a; sont des représentants des différentes classes modulo H (sauf peut-

étre une, a savoir celle de (ﬁ(};ﬂ + [h—gl—D &.) rencontrées par la somme
multiple (E(—hziu + [%D £. Définissons ag comme un représentant de la

classe modulo H dans laquelle se trouve (M;—l) + [%]) &, et notons
bien qu’il n’est pas exclu que 'élément ap tombe dans 'un des a; + H
(1 < j < k). Cest d’ailleurs ce que nous allons montrer dans un instant.
Ce résultat impliquera 1’égalité

(h(h;—l) +(h D QaJ+H

qui montre immédiatement que (E%)— + f%]) £ est un ensemble

dégénéré.

Il ne nous reste donc plus qu’a montrer qu’ag tombe dans 'un des
aj+H (1 < j < k). Pour ce faire, observons que 'ensemble € C (Z/nZ)/H
(qui est bien un groupe cyclique) est fonciérement générateur et qu'il vérifie
également, par simple projection,

(4.16) EU2EU---UKE = (Z/nZ)/H.

Comme & est bien soit une progression arithmétique, soit un ensemble
vospérien et que |{(Z/nZ)/H| > 2 (car H est 2-critique), on peut appli-
quer le lemme 24 qui montre alors que ( h h2+ b4 f%]) € est un en-
semble dégénéré de (Z/nZ)/H dont tout élément admet au moins deux
représentations différentes (sauf dans le cas ou h = 2, (Z/nZ)/H ~ Z/5Z
et £ = d.{2,3} avec d un inversible modulo 5 ou dans le cas ou h = 3,
(Z/nZ)/H ~ 7/8Z et € = d.{2,3} avec d un inversible modulo 8 — cas
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exclus jusqu’d la fin de ce paragraphe). C’est surtout la seconde partie
de cette conclusion qui nous intéresse. En effet, elle nous apprend que

I'élément (E(%ﬂ + [%]) (Eu/H) de (Z/nZ)/H peut s'écrire de deux
facons distinctes (et en particulier, d’une autre fagon) comme élément de
(M—}H'—l) + [ h—_—1]> £, ce qui signifie exactement que 1’élément ag tombe
dans 'un des a; + H (1 < j < k).

Restent encore deux cas & envisager.

Si h =2, (Z/nZ)/H ~ 7Z/5Z et € = {2,3} (la multiplication par
un inversible ne change rien), on observe que £ et 2€ sont disjoints dans
(Z/nZ)/H. La relation £U2E = Z/nZ montre alors que les classes modulo
H dans & sont complétes. Cela impose en particulier, et revenant a nos
notations précédentes, que &, puis (ﬂ;ill + [%]) &, soit elle aussi une
classe compléte.

Sih =3, (Z/nZ)/H ~ Z/87 et € = {2,3}, on a 2€ = {4,5,6} et

£ = {6,7,0,1}. Puisque 2 et 3 n’ont qu'un représentant dans la réunion
? 28 U 3E, les classes correspondantes sont complétes et 3 nouveau
( +1) + h 1]) &, doit étre elle aussi une classe complete.

Le lemme est prouvé. a

Une fois le lemme 25 acquis, on peut démontrer & peu de frais
le théoréme 3 énoncé dans l'introduction, un résultat qui stipule que
I’hypothése de fonciére génération imposée a £ dans le lemme 25 peut
étre affaiblie en |&] > 2

Démonstration du théoreme 3.— Le cas h = 1 étant évident, on
supposera h > 2

Soit e un élément quelconque de £ et H le sous-groupe de Z/nZ
engendré par £ — e. Remarquons au passage que ce sous-groupe ne dépend
pas du choix de e (car pour un autre élément ¢’ de &£, ¢’ — e appartient &
Hetlonal—e =€ —e+(e—¢€)CH+ (e—¢')=H).

La définition de H entraine en particulier que £ C e + H (£ est
contenu dans une unique classe modulo H).

Puisque 0 € £ — e, la définition de H montre qu’il existe un entier kg
tel que ko(€ — e) = H. Pour tout entier k > ko, on a alors k€ = ke + H.

En particulier, notant ! I'ordre de la projection de 1’élément e dans
le groupe quotient (Z/nZ)/H, on a pour tout entier j, jI€ C H et, pour
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tout entier j > ko/l, jIE = H. Ainsi 'ensemble F = [€ est foncierement
générateur (de H).

De plus, la relation
(4.17) EU2EU...UhE =Z/nZ,

une fois quotientée par H, entraine que la classe de e engendre (Z/nZ)/H
et que
I<h.

Par ailleurs, (4.17) implique

fU2.7-'U...U[%]]-':H.

Le groupe H étant lui-méme cyclique, on peut appliquer le lemme 25 & F
et H. On en déduit que

([h/l]([hz/l] +1) [[h/l:}%— 1Df: <[h/l]([h2/l]+ D, [[h/l;s_ 1']) 1€

est dégénéré (dans H donc dans Z/nZ). Ne reste plus alors qu’a établir
I'inégalité

[h/0([h/1] + 1) [h/l] -1 h(h+1) h—1
(4.18) ( > + { 3 I < 5 + 3|’
ce qui établira que ( ﬂ}%ﬁ + [%]) £ est bien dégénéré.

On se convainc immédiatement que cette inégalité est toujours vérifiée
dans les deux cas suivants : [ = 1 ou h = 2 (auquel cas [ ne peut valoir que
1 ou 2).

On supposera donc dorénavant [ > 2 et h > 3. On calcule alors que

h(h2+1) . [h;l} ~ ([h/l]([h2/l]+1) . [[h/l;—l'l)l

S h(h+1) N h—1 h(h/l+1) _(h/l—l +1)l
2 3 2 3

_ (l_ 1) B2+l
l 2 3
DI =]
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Or, la fraction de | apparaissant dans la seconde parenthése est maximale
en | = 2 ou !l = h. Dans les deux cas, on vérifie que cette parenthése reste

toujours positive (pour h > 3), ce qui achéve la preuve de la validité de
I'inégalité (4.18) et donc du théoreme 3. O

5. Preuve du théoréme 1.
5.1. La borne inférieure.

Elle résulte immédiatement du théoréme 20, de la minoration K(h) >
K3 (h,2) et du lemme suivant.

LeEMME 26. — Pour tout entier strictement positif h, on a

X(h) > K(h).

Démonstration. — En effet, pour un entier positif A donné, considérons
un entier g et un sous-ensemble A foncierement générateur de Z/gZ tel que

(5.1) AU2AU...UhA=1T/gZ,
et
(5.2) (K(h) = 1)A # Z/gZ.

Soit maintenant B ’ensemble

B={0}u | J{a,a+g,a+2g,..} ={0}U (A+gN).
a€A

Par la propriété (5.1), 'ensemble B est une base d’ordre au plus h. Par la
propriété (5.2) et le fait que K(h)A = Z/gZ, 'ensemble B\ {0} est une
base d’ordre fini égal & K (h). O
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5.2. La borne supérieure.

La partie essentielle de cette démonstration est concentrée dans le
lemme suivant.

LEMME 27.— Soient [ et h deux entiers satisfaisant [ > 1 et h > 2.
Soit A une base d’ordre h. On suppose que 0 € A* et on pose B = A\ {0}.

L’ensemble o
+
(—< )+ z) B
2
coincide, pour un certain entier g et a un nombre fini d’éléments preés, avec
la réunion de progressions arithmétiques de raison g :

e

3 +l>B—|—g.N.

Une fois ce lemme obtenu, on conclura la preuve de la borne supérieure
de la facon suivante. Soit A un entier supérieur ou égal & deux quelconque
(le cas h = 1 est sans intérét). Soient A une base d’ordre h quelconque,
a un élément de A* et B = A\ {a}. Quitte & translater 4, on peut sans
restriction supposer que a = 0. En décomposant hA ~ N, on trouve

(5.3) hBU(h—1)BU...UB~N.

D’apres le lemme 27 appliqué avec [ = [ h—gi] >1,ona

b (M TN g (M0 21TV E) g

oti 'on a noté ¢ la raison commune aux progressions arithmétiques appa-
raissant dans 1'énoncé du lemme et B la projection de B sur Z/gZ. Dans
cette relation, nous prenons soin de choisir g minimum avec cette propriété.

Nous allons montrer que g = 1 (ce qui finira la preuve du théoréme
par (5.4)) en procédant par I’absurde. Supposons que g vaille au moins
deux. Puisque B est une base, sa projection sur Z/gZ est foncierement
génératrice : en effet, on a, pour un certain entier [,

N~IBCIB+gN
de sorte que IB doit contenir toutes les classes modulo g.
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Par ailleurs, de I’équation (5.3), on tire immédiatement que

BU2BU...UhB=Z/gZ.

On peut donc appliquer le lemme-clef de la partie 4 (lemme 25), qui
montre que (ﬂ%ﬂ + [%]) B est dégénéré. Mais la minimalité de g
implique que (h—(h—zJLQ + [%-‘) B est non dégénéré (sans quoi on pourrait

diminuer la valeur de g, contredisant sa minimalité). On aboutit donc a
une contradiction montrant que g = 1 et le théoreme est prouvé.

Finalement, il ne reste plus a prouver que le lemme 27.
Démonstration du lemme 27.— Comme en (5.3), on a
(5.5) hBU(h—1)BU...UB~N.

Pour tout entier 7, on note ci-dessous B; la fonction de comptage de 3. On
notera également by = min{b € B, b > 0}. Du fait que chaque iB (i > 2)
contient (i —1)B+ bp, on a

(56) Bl(n) P Bi_l(n - bo) = Bi_l(n) — bg.
En particulier, la suite d(iB) est croissante. De I’équation (5.5), on tire que
(5.7) S(n) = Bp(n) + Bp—1(n) +---+ B1(n) > n —c,

ol ¢ est un entier & partir duquel tout entier est dans la réunion figurant
dans le membre de gauche de (5.5). Il en résulte alors, avec (5.6), que
d(hB) = 1/h > 0. Nous pouvons ainsi définir sans ambiguité la quantité

j = min{k € N tel que d(kB) > 0}

qui vérifie j < h.

Si 'on note s
a = lim inf —@,
n— 400 n
on tire de (5.7) l'inégalité o > 1.

On peut supposer que 'on a a = 1 et dB = 0 (i.e. j > 2). En effet,
dans le cas contraire, on a « + IdB > 1, d’ou il vient

lim inf w > lim inf 5) +IidB=a+1dB > 1,

n—-+00 n n—+oo 1N
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et le corollaire 5 implique alors que

I+2+---+h+1)B= (&h;;l—) +l)B

vérifie la conclusion du lemme.

On pose maintenant

R(n) = S(n) + Bj(n) — Bj-1(n)
= Bi(n)+ Ba(n) + - -+ + Bj_2(n) + 2B;j(n) + Bjt1(n) + - - - + Ba(n).

Si liminf,— e R(n)/n > 1, on conclut comme précédemment (via la
fonction R(n)+ (I —1)By(n) > R(n)) en notant que (1+2+---+ (5 —2)+
2j+(j+1)+---+h)+1—1vaut h(h+1)/2+1. De I'inégalité immédiate
par (5.6)

(5-8) R(n) > 5(n) — bo,

on peut tirer liminf, . R(n)/n > liminf, ., S(n)/n = o = 1. On
pourra donc désormais supposer que

R
(5.9) lim inf E(n) =1.

n—+o0 N

Choisissons alors une suite strictement croissante d’entiers (n;);cN
telle que
R(n;
lim —M =1.

i—+00 Ty

En utilisant 1’égalité o = 1 et (5.8), cela implique que I'on a également

=1

(5.10) lim S%)

1— 400 n;
et donc par définition que

iy Bi(mi) = Bi—1(n)

i—+00 s

=0.

Comme Bj(n;)/n; 2 d(jB) > 0, on en déduit que

~

(5.11) lim 20y

imtoo Bj_1(n;)
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Puisque 0 € A*, 'ensemble B est une base, ce qui impose que
pged {b — ¥ ou bt € B} = 1 (sinon les éléments de B auraient tous
la méme valeur modulo ce plus grand commun diviseur et il en serait de
meéme pour les éléments de kB, quel que soit l'entier k, ce qui empécherait
B d’étre une base). Par suite, il existe, par le théoreme de Bachet-Bezout,
un entier s et des entiers uy,ug, ..., us (tous strictement positifs) ainsi que
des éléments by, by, ba, b, . .., bs, b, € B tels que

(5.12) ug(by — bY) +ua(by —b5) 4+ -+ + us(bs — b)) = 1.
On notera bo, = maxici<s{bi, b}, 6x = by, — b et
Bo=BN{1,...,bx}

Choisissons maintenant

1

€= ——=——
6b0 Zk:l Uk

qui vérifie 0 < € < 1. Pour ¢ assez grand, disons i > ig, on a d’apres (5.11)

(5.13) Bj(n:) < (1+€)Bj-1(ni),

Bj(ni) —beo = d(jB)n;

=~ w

(514) Bj_l(ni — boo) > Bj_l(ni) —boo =
(puisque B;(ny) 2 d(jB)ny) et

(515) Bj_l(ni) < (1 + 6)(Bj-1(n¢) — boo) < (1 -+ e)Bj,l(ni - boo)

Pour i > iy, posons
Ci=(G-1B)N{l,...,n; —boo}.

Comme (jB)N{1,...,n;} D C; + By, on en déduit, avec (5.13) et (5.15),
que

C: + Bo| < Bj(ns) < (1+€)Bj-1(ni)
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En particulier
|C’L + {bla /17b27 l27 ceey bsa b.lg}| < (1 + 36)lcl|

Le principe d’inclusion-exclusion montre alors que, pour tout entier k entre
1 et s, on dispose de la minoration

|(bx + Ci) N (b +Ci) > (1 — 3€)|C4]
ou encore, par translation,
[0k +Ci) NCi| = (1 — 3€)|Cs]-
D’une nouvelle translation, on déduit que
(20K +C:i) N (6 +Ci)| > (1 = 3€)[Cil,

puis, d’une nouvelle application du principe d’inclusion-exclusion aux deux
dernieres inégalités obtenues,

[(26k + Ci) N Cy| = (281 +C;) N (6 + C;) N Cy
= |((26k +Ci) N (8 + C:)) N ((6 + C:) N Cy) |
= |(26 + Ci) N (0 + )| + (0 + Ci) NCy|
— | ((26k 4+ C5) N (8k + Ci)) U (6 + Ci) N C3)|
(201 +Ci) N (6 + Co)| + |(0k + Ci) N Ci| — |0k + Cil

> |
> (1= 3/Ci| + (1 - 36)[Ci| - Gi] = (1 = 6a)[ci],

et, par récurrence,
[(urdr + C;) NCy| = (1 — 3eug)|Cyl.

Enfin, par la méme méthode, on montre que

s s
(Z U0k +C¢> NCi| = (1 —3621%) ]Cil,
k=1

k=1
ou, plus simplement d’aprés la relation (5.12) et la définition d’e,

(1+C)NCi| > <1 - %) |C:l.
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De la (& nouveau par la méme méthode)

|(bo +Ci) NCi| > %ICH
Finalement, comme by € By, on trouve que

1 1
|(Bo +Ci) NCil > [(bo +Ci) NCil > 5 ICil = 5 Bj-1(ni —boo) > 7d(jB)ns,

N

d’aprés (5.14). Revenant a nos notations d’origine, cette inégalité implique
que

|GB)N (G- 1)B)N{1,...,n:}| > =d(jiB)ni;

autrement dit, entre 1 et n;, une proportion posmve des entiers appartient
a I'intersection (jB) N ((j — 1)B). En utilisant (5.5), il vient alors

1. ..
S(n;)) 2n; —c+ ZQ(JB)M
ce qui induit une contradiction au regard de (5.10) puisque d(58) > 0. O
5.3. Amélioration de la borne supérieure.

Le but de ce chapitre est I'obtention des inégalités (1.7). L’améliora-
tion en question repose sur la remarque qui a été faite apres la preuve du
lemme 24.

Soit h > 4 un entier fixé. Il est bien clair que ’étape limitante dans
la majoration de X (h) par M@ + “—gl] n’est ni la preuve du théoréme
proprement dite (chapitre 5.2) — en particulier, pas le lemme 27 — ni la
preuve du lemme 25 mais seulement le lemme 24 et encore uniquement

dans le cas (iii). Ainsi toute amélioration du coefficient 1) 4 + [2532]

dans le (iii) de ce lemme en un coefficient de la forme w +lavecl > 1

implique immédiatement la borne X (h) < w +1.

Or, il est naturel de conjecturer ceci :

CONJECTURE 28.— Soient h,n > 3 deux entiers. Soit £ un sous-
ensemble fonciérement générateur et vospérien de Z/nZ, de cardinal au
moins égal a 3, tel que

£U2EU...URE =Z/nL.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



A PROPOS DE LA FONCTION X D’ERDOS ET GRAHAM 1763

Dans ces conditions, I’ensemble (EU’T'H—) + 1) € est un ensemble dégénéré
dont tout élément admet au moins deux représentations différentes.

D’apres ce qu’on vient de dire, cette conjecture impliquerait alors la
conjecture 2.

Nous allons prouver la conjecture 28 dans les cas h = 5 et 6 (elle
est vraie pour h = 3 et 4, d’apres le lemme 24). Ce résultat impliquera
alors les inégalités (1.7). Pour ce faire, on va démontrer d’abord le résultat
suivant.

LEMME 29. — Soient h et n deux entiers vérifiant h > 5 et n > 3.
Soit £ un sous-ensemble fonciérement générateur et vospérien de Z/nZ, de
cardinal au moins égal a 3, tel que

EU2EU...UhE = L/nZ.

Supposons que pour tout entier ¢ € {3,...,h — 2}, on ait Ma(h,c) >
h — 1 — ¢, alors ’ensemble (M;Q + 1) € est un ensemble dégénéré dont

tout élément admet au moins deux représentations différentes.

Cette preuve étant une modification du cas (iii) de celle du lemme 24,
on fera référence & celle-ci dans ce qui suit.

Démonstration. — Soit £ C Z/nZ, foncierement générateur, vospérien
et de cardinal au moins égal a 3, tel que

(5.16) EU2EU...URE =Z/nZ.

On va supposer que

&

<n-—2,

(S
2

sans quoi la conclusion est immédiate d’apres le corollaire 11. On dispose
donc de l'inégalité (4.7) pour tout i < h(h +1)/2 — 1.

Supposons d’abord que
€l = h—1.
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De (4.8) {qui est évidemment encore valable), on tire
€]+ (IE] + 26|+ -+ |hE]) 2 |€l +n>n+h—1
puis, en appliquant la propriété de Vosper (4.7),
I3E| + [4E| + |4El + -+ |RE| 2 n+h — 1.

Comme dans la preuve du lemme 24, on définit ¢} = 3, ¢, = 4, c§ = 4,
c4=05...,¢_4=h.

Maintenant, opérant comme a la fin de la preuve du lemme 24, on
trouve que :

— soit une certaine somme du type (¢, + ... + ¢,)€ est dégénérée
d’apres le théoreme de Kneser et chacun de ses éléments admet au moins
deux représentations d’apres le théoréme de Scherk. Comme ¢} + ...+ ¢} <
h(h+1)/2, il en sera de méme pour les multiples suivants et en particulier

pour (E(};Ll) +1) £,

— goit

h{h+1
|35|+’((—2+—) —2)8’+h—3>n+h—1,
c’est-a-dire

13E| + >n+2

(222

et on peut conclure par I’application du corollaire 11 qui donne alors le
résultat et clot ce cas.

Supposons maintenant que
c=|<h-2
Par hypothese ¢ > 3, et on peut améliorer (4.8) en utilisant ce que l'on sait
sur le probléme du recouvrement économique. De la relation (5.16) et de

la définition de Ma(h, ¢), on tire en effet

IE] + 12E| + - - - + |hE| = n+ My (h, c).
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Comme par hypothese, pour 3 < ¢ < h—2,0on a Ma(h,¢) > h—1—c¢, il
vient

IE] 4+ (J€] +12E| 4+ --- + |hE]) 2 c+n+ Ma(h,c) >n+h — 1,

et 'on finit comme ci-dessus. O

Comme les tables 2 et 3 nous montrent que, pour h = 5, on a
My(h,3) = M2(5,3)=7>1=h—-4=h—-1-3
et que, pour h =6, on a
My(h,3) = My(6,3)=112>2=h—-4=h—-1-3

et
My(h,4) = M5(6,4) =12>21=h—-5=h—1—4,

on déduit du lemme 29 la validité de la conjecture 28 pour h = 5 et 6 et
donc la validité des inégalités (1.7).

Remerciements. — Le théoreme 3 fut suggéré a l'auteur par l'un
des rapporteurs anonymes de cet article. Que celui-ci soit publiquement
remercié.
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