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SUR L’INDICE DE CERTAINES ALGÈBRES DE LIE

par Patrice TAUVEL &#x26; Rupert W.T. YU

1. Notations et rappels.

1.1. Dans la suite, K est un corps commutatif algébriquement clos
de caractéristique nulle. Les algèbres de Lie considérées sont définies et de
dimension finie sur Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie,
on le munit de la topologie de Zariski. On renvoie à [2], [4] et [9] pour les
concepts généraux utilisés.

1.2. Soient g une algèbre de Lie, g* son dual. L’algèbre g opère dans
g* au moyen de la représentation coadjointe. Ainsi, si X, Y e g et f e g*,
on a :

Avec les notations précédentes, on définit une forme bilinéaire alternée
sur g en posant :

Le noyau de -bf est noté g(f). L’entier x(g) = f E g*} est
appelé l’indice de g. On dit que f est régulier si dim g~f &#x3E; = x(g) ; l’ensemble
gr des éléments réguliers de g* est un ouvert non vide de g* .

1.3. Dans la suite, on suppose que g est semi-simple, de forme de

Killing 1’B:. On fixe une sous-algèbre de Cartan de g, et on note R le système

Mots-clés : Algèbres de Lie semi-simples - Sous-algèbres spéciales - Indice.
Classification math. : 17B05 - 17B20.
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de racines du couple (g, C~ ) . Pour a E R, g°~ est l’espace radiciel associé à
a. On désigne par Ha l’unique élément de tel que a(Ha) = 2. Si
À e ~*, on écrit (A, aV) pour À(Ha). Si P est une partie de R, on pose :

Soient II une base de R et R+ (resp. R_ ) l’ensemble des racines
positives (resp. négatives) correspondant. On désigne par b et b- les sous-
algèbres de Borel de g définies par :

Pour toute partie S de II, on note ZS (resp. NS) l’ensemble des
combinaisons linéaires à coefficients entiers (resp. à coefficients entiers

positifs) des éléments de S, et on pose :

L’ensemble RS est un système de racines dans le sous-espace vectoriel de
C~* qu’il engendre, S est une base de R~, et Rs (resp. est l’ensemble

des racines positives (resp. négatives) associé. Si S est une partie connexe
de II, le système RS est irréductible, et on note £s sa plus grande racine
(relativement à S).

1.4. Soit S une partie connexe de II. Pour tout racine a E 
on sait que (cx, ~s ~ e {O, 1}. Si Rs est l’ensemble des a E Rs vérifiant
(Q,E~) = 0, on a Rs = RT , où T = D’autre part, si cx e R+ n Rs
on a a + Es e R, et comme (cx, EVs] = 0, la Es-chaîne de a est réduite à {a}
([1], Proposition 9, p. 149). D’où Q:t ES e R . Par conséquent, si ~S,
les racines a et £s sont fortement orthogonales.

1.5. Rappelons une construction et quelques propriétés d’un certain
ensemble de racines deux à deux fortement orthogonales ([6] et [7]).

Soit S une partie de II. Par récurrence sur le cardinal de ,5’, on définit
un sous-ensemble de parties de S de la manière suivante :

b) Si ,S’1, ... , ,S’r sont les composantes connexes de S, alors :

c) Si S est connexe, on a :
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1.6. Il est clair que le cardinal de 1C (II) ne dépend que de g, mais pas
et rI. On note cet entier kg . On donne dans le tableau suivant la valeur

de 1~~ pour les différents types d’algèbres de Lie simples. On a noté [r] la
partie entière d’un nombre rationnel r.

1.7. LEMME. - Soient S une partie de 1-1 et K, K’ E JC(S). Alors :

(i) K est une partie connexe de II.

(ii) On a ou K C K’, ou K’ C K, ou K et K’ sont des parties
K ,disjointes de S telles que cx + (3 rf:- R pour a E RK et fl E RK .

(iii) Si ~ 7~ K’, EK et EKI sont fortement orthogonales. Par consé-
quent, tEK; K e est un ensemble de racines deux à deux fortement

orthogonales de R.

1.8. Si ,S’ est une partie de II et si K e K(S), on pose :

LEMME. - Soient j i

(ii) L’ensemble Rs est la réunion disjointe des :
et aK est une algèbre de Heisenberg de centre g~K .

2. Sous-algèbres spéciales.

2.1. On désigne toujours par g une algèbre de Lie semi-simple, et on
note G son groupe adjoint. La définition suivante est due à D. Panyushev.
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DÉFINITION. - (i) On dit que deux sous-algèbres paraboliques p et
p’ de g sont faiblement opposées si .p + .p’ = g.

(ii) On appelle sous-algèbre spéciale de g toute sous-algèbre de Lie q
de g de la forme q = p n p’, où p et p’ sont des sous-algèbres paraboliques
faiblement opposées de g.

2.2. Soient S, T des parties de On vérifie facilement que . 

, . , R+ - -L "

est une partie close de R. Posons :

Alors p et p’ sont des sous-algèbres paraboliques faiblement opposées de g,
et

est une sous-algèbre spéciale de g.

Réciproquement, soient p et p’ des sous-algèbres paraboliques de g
vérifiant b c p et b- C p’. On a p + p’ = g, et il est immédiat qu’il existe

Rs rT

des parties ,S’ et T de II telles que ~

On dira qu’une sous-algèbre spéciale q de g est standard (relativement
à ~ et II) si elle s’écrit q = C~ ~ 0RI , où ,S’ et T sont des parties de II.

2.3. Le résultat suivant est signalé dans [8], page 226. Nous en

donnons une preuve pour la commodité du lecteur.

PROPOSITION. - Soit q une sous-algèbre de Lie de g. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) q est une sous-algèbre spéciale de g.

(ii) q est G-conjuguée à une sous-algèbre spéciale standard de g.

Preuve. - L’implication (ii) # (i) est claire. Supposons (i) vérifié,
et prouvons (ii).

Ecrivons q = p n p’, où p et p’ sont des sous-algèbres paraboliques
faiblement opposées de g. On sait qu’il existe une sous-algèbre de Cartan
t de g contenue dans q. Notons R’ le système de racines de (g, t). Ecrivons
p == £ EB g, p 1 - e (B 0Q, où P et Q sont des parties paraboliques de R’.
D’après les hypothèses, il vient :



1797

On a donc aussi (-P) U (-Q) = R’. Soit T = P rl (-Q) ; c’est une
partie close de R’. On va montrer qu’elle est parabolique, c’est-à-dire que
TU(-T) =R’.

Soit a e R’BT. Distinguons plusieurs cas :

Dans tous les cas, on a obtenu cx E -T, ce qui fournit le résultat.

L’implication (i) ~ (ii) est alors immédiate. 0

3. Majoration de l’indice.

3.1. On suppose toujours que g est une algèbre de Lie semi-simple.
On note Ê - rg(g) son rang, et on conserve les notations de 1.3.

On fixe une de C~ . Si ce e R, on désigne par X a un
élément non nul de ga. Alors ~Hi;1  i x .~~ U RI est une base
de g, dont on note (Hg ; 1 ~ i ~ .~~ U {X~; ce E R} la base duale.

3.2. Dans toute la suite de l’article, ,S’ et T sont des parties de H. On

pose :

Ainsi, gs,T est une sous-algèbre spéciale standard de g relativement à ~
et H.

Un des objectifs de ce travail est de majorer l’indice x(gs,T) de gs,T.
Cela fera intervenir les sous-espaces Es, ET, et Es,T de ~ * définis par :

Nous obtiendrons la majoration en utilisant des formes linéaires de la
forme

où les aK et les bL sont des scalaires non nuls.
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3.3. LEMME. Soit f E comme précédemment. Alors 
contient une sous-algèbre commutative de g, formée d’éléments semi-

simples, et de dimension :

Preuve. - Rappelons que K est la forme de Killing de g. Pour tout

où

Il en résulte que {X e gs,T; ~X, = 0) C gsfT. Par suite, l’orthogonal
de Es,T dans ~, qui est de dimension rg(g) - dimEs,T, est contenu dans

°

Pour K e n J’C(T), soit YK = gs,T. Il est

bien connu que YK est un élément semi-simple de g. D’autre part, l’assertion

(iii) du lemme 1.7 montre que les YK sont linéairement indépendants et que

Le résultat du lemme est alors clair d’après ces remarques. 0

3.4. Une majoration de l’indice de gs,T va faire intervenir les couples
de racines tels que soit colinéaire à avec K E 

ou à X-EL’ avec L e /C(T). Nous allons tout d’abord décrire l’ensemble de
ces couples.

On conserve les notations r K et hô de 1.8, et on fixe un ordre total
sur R+. Si K E J’C (,5’) et L E /C(r), on adopte les notations suivantes :

. est l’ensemble des couples a), avec a E Yô et
a  EK - a.

. H2 (L) est l’ensemble des couples (- (3, 2013~~ + avec F) et
BEL -B

. est l’ensemble des couples (-,~, ~K), avec (3 E et pour

lesquels il existe L’ E K(T) vérifiant EK - (3 = 2013~L’-
. est l’ensemble des couples (a, 20136’~)? avec 0152 e et pour

lesquels il existe K’ e 1C (T ) vérifiant a - EL = EK’.
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e Ji (K, L) est l’ensemble des couples 1
et pour lesquels il existe K’ E JC(S) vérifiant cx - ,Q = EKI -

e J2 (K, L) est l’ensemble des couples (a, -~3), avec (
et pour lesquels il existe L’ e /C(T) vérifiant a - (3 = -EL-

On pose :

3.5. LEMME. - Soient K E JC(S) et L E Alors :

Preuve. - C’est immédiat d’après les Lemmes 1.7 et 1.8.

D’après 1.8, aK et b L sont des algèbres de Heisenberg, de centres

respectifs et 
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La dimension de aK (resp. bl) est un entier pair 2nK (resp. 2nL). Si
~l a la même signification qu’en 3.4, et si l’on note r = card, il vient :

On identifie ~*, u* et b * à des sous-espaces de q* au moyen de la
décomposition q = C~ (B V.

3.7. Avant de poursuivre notre étude, nous allons donner un exem-
ple permettant au lecteur d’illustrer les différentes notations introduites
jusqu’ici. On prend pour g l’algèbre de Lie 517(K) des (7 x 7)-matrices de
trace nulle à éléments dans K, et # est la sous-algèbre de g formée des
matrices diagonales. Ainsi, g est de type A6, avec H = {0152I,"’, CÉ61, la
numérotation des racines étant celle de [2]. Si 1 ~ 7, ezj est la ma-
trice dont le seul élément non nul est celui de la ligne i et de la colonne j,
cet élément étant égal à 1.

Soient S = et T = L’algèbre gs,T
est alors constituée des matrices de g de la forme suivante :

On a alors

Il vient :
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3.8. Avec les notations de 3.1 et 3.4, pour z = (a, Q) E Z, on pose :

Soient K, K’ E /C(~), L, L’ E /C(T), et Q e pL. Compte tenu
des Lemmes 1.7 et 1.8, on a les résultats suivants :

Il en résulte que, si l’on identifie la forme bilinéaire alternée q f sur q
à un élément de 1B 2 q *, alors

y -"T"-. . r"’B.

avec

avec Àz E K pour tout z E Z.

On voit donc que Az est non nul.

3.9. Dans la suite, on note :

Rappelons que l’on a fixé un ordre total sur R+. A f e 9S,T comme
en 3.2, on associe

LEMME. - On pose s = dim Es,T. On rappelle que r est le cardinal
de H, qui est défini en 3.4, et on conserve les notations de 3.8.



1802

(ii) Il existe un ouvert non vide U de

dès que U.

Preuve. - (i) Si k, l sont des entiers strictement positifs, on note

9Jtk,l l’ensemble des matrices lignes et 1 colonnes à éléments dans K. Si

A 9Rk,l, t A désigne la transposée de A.

Soit (al, ... , a,) une base de ES,T telle que ai = EK, si 1 _ i ~ p, et

ai si p + 1 ~ i ~ s, les Ki étant des éléments de et les Li des
éléments de /C(T). Complétons cette base en une base ,l3’ _ (cx 1, ... , de

~*, et soit B = ( h 1, ... , hl) la base de ~ duale de B’. De même, complétons
le système libre (X~K1, ... , 1 X",p X_~Lp+1, ... , 1 X-,,,,) en une base C de u.
Alors D = Bue est une base de ~ + u. Si s + 1 # k # R, on a [h, u~ _ ~ 0~ .

Avec les notations usuelles, les racines ~K (resp. sont fortement

orthogonales, et ~L ~ U K(T). Il en résulte que, dans la base D,
la restriction de la forme bilinéaire Qf (qui est aussi la restriction de 
a une matrice de la forme

où A E (m est défini en 3.3), et où D E 9ns,s est diagonale, sa
diagonale étant :

1 - - 7 J- B

On en déduit que M est de rang 2s. Il est alors bien connu que que 0

et que A~O~- = 0.

(ii) Rappelons que les ensembles H et Z on été définis en 3.4. Pour
tout z = (a, /3) E Z, on note z = la, /3} l’ensemble sous-jacent à z.

Soient zl , ... , zn les éléments de Z, en convenant que Zl, ... , Zr sont
ceux de 7~. Afin de simplifier les notations, on écrira ÀiVi pour A,, vz~ et Mi
pour M., -

. Par conséquent :
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Dans la somme précédente, le coefficient de vl n ~ ~ ~ A vr est :

alors la réunion disjointe des ensembles zit pour 1  t  r. On en déduit
que, si zi, e 7Y, on a zit E J, et il existe donc K E et L E /C(T) tels
que I Notons zj,, ... , les éléments zit

n’appartenant pas à ?-~.

Fixons Ko e K(S) maximal pour l’inclusion parmi les éléments K de
vérifiant :

Il existe 1

Il en résulte que z e J et on a (a, a) ~ zil pour 1  l  r.
D’après la fin de 3.8 et le Lemme 3.5, il vient ou Àz = MzaK, avec K E K(S)
et K ~ Ko, ou Bz =,uzbL, avec L E 

On déduit de ceci que le coefficient de Vil n ~ ~ ~ 1B Vir dans la somme

donnant est de la forme

1 J

avec mKo  nKo .

Il est alors clair qu’il existe un ouvert non vide
vérifiant IBrBIt f =1 0 si Of E U.

Comme pour montrer que,

Conservons les notations et S de (ii). On a vu que, si



1804

où À E et où w est une combinaison linéaire de termes v

&#x26;. Il est donc immédiat que

Remarque. - On voit facilement que la preuve précédente montre
que, pour n fEU, la restriction de W j à b x b est non dégénérée.

3.10. THÉORÈME. - Soient S, T des parties de II et ES,T le sous-
espace de ~ * engendré par les pour M E K (S) u Alors :

Preuve. -

Il vient donc :

D’où le résultat.

3.11. Remarque. On a card lC (S’) = dim Es, card K (T) = ET, ainsi
que ES,T = Es + ET. L’inégalité précédente s’écrit donc encore :

3.12. COROLLAIRE. - Soit q une sous-algèbre spéciale de g. Alors :

(i) rg (g). °

(ii) Dire que x(q) = rg(g) signifie que q est une sous-algèbre de Levi
de g.

Preuve. - La proposition 2.3 montre que l’on peut supposer q =
gs,T .

(i) D’après 3.11, on a rg(g).

(ii) Si q est une sous-algèbre de Levi de g, il est bien connu que
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Supposons x(q) = rg(g). D’après 3.11, il vient Es == ET. Soit L une

composante connexe de T. On a EL e ET = Es C ZS. Comme EL est une
combinaison linéaire à coefficients entiers strictement positifs de toutes les
racines de L et que II est une base de on obtient LeS. Par suite

T c S, et ,S’ = T en échangeant les rôles de ,S’ et de T. Ainsi, q est une
sous-algèbre de Levi de g. D

Remarque. - Le corollaire 3.12 est une réponse positive à une

conjecture de D. Panyushev formulée dans [8].

3.13. COROLLAIRE. - avec M G 

est une base de alors X(gS,T) == 0.

Preuve. - Si les hypothèses du corollaire sont vérifiées, l’inégalité
de 3.11 montre que 0

4. Étude de cas particuliers et une conjecture.

4.1. Avec les notations du paragraphe 3, on pose :

D’après 3.10 et 3.11, on a ds,T. On va montrer que, dans certains
cas, on peut affirmer que x(gs,T) = ds,T.

4.2. PROPOSITION. - Si dS,T E {O, 1}, alors ;

Preuve. - Le cas ds,T = 0 est clair d’après 3.9. Supposons ds,T = 1.

On a dim gs,T - ds,T = 2(r + s). Comme dim gs,T - X(gS,T) est un
entier pair (c’est le rang d’une forme bilinéaire alternée sur gs,T), on voit
que ds,T et ont même parité. D’où x(gs,T) = 1. 0

4.3. Soit a une sous-algèbre de Lie algébrique de g, A son groupe
adjoint, et g e a* . On dit que g est stable s’il existe un ouvert U de a*

contenant g tel que et a (h) soient A-conjugués pour tout h E U. Il est
clair qu’un élément stable est régulier.

Le résultat suivant est prouvé dans [10] :
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PROPOSITION. - Soient a une sous-algèbre de Lie algébrique de 0
et g E a*. Si est commutative et composée d’éléments semi-simples de
g, g est un élément stable de g.

4.4. L’énoncé suivant généralise notre énoncé initial; il nous a été

suggéré par le referee.

PROPOSITION. - Soient S et T des parties de II. On suppose que
l’ensemble (e M ; M E K (S) U est constitué d’éléments linéairement

indépendants. Alors, tout élément de U est un élément stable de gS,T’ et
X(OS,T) = dS,T.

Preuve. - D’après les hypothèses, on a :

Par définition de ds,T, il vient alors :

Soit f E 98 T tel que Qf El U. Ce qui précède et 3.3 montrent

que g~~ contient une sous-algèbre commutative de dimension ds,T formée
d’éléments semi-simples. D’autre part, la preuve de 3.10 fournit 

dS,T. On a donc le résultat d’après 4.3. 
~ 

D

Remarques. - 1) La propriété de 4.4 est vérifiée si S’ et T satisfont à
l’une ou l’autre des conditions suivantes : C ou /C(T) c /C(5’),

2) En prenant ,S’ = II et T = 0, la proposition précédente permet de
retrouver le résultat suivant de [1], [10], ou [11] : il existe une forme linéaire
stable dans b*, et on a :

4.5. Dans la suite, on va utiliser le résultat suivant ([4], Lemma 1.12.2) :

LEMME. - Soient V un espace vectoriel de dimension finie, V’ un

hyperplan de v, ~ une forme bilinéaire alternée sur V, et 4&#x3E;’ la restriction

à V’. On note N et N’ les noyaux de 4l et 4&#x3E;’.

(i) Si N C N’, alors N est un hyperplan de N’.
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4.6. PROPOSITION. - On suppose que card(6’) = 1 ou que

card (T) = 1. Alors = ds,T .

Preuve. - Si X E g et si a est une sous-algèbre de Lie de g, on note

cpâ l’élément de a* défini, pour tout Y e a, par ~(~~)? où 1’B: est
la forme de Killing de g.

Traitons le cas où card(T) = 1, soit T = ~ c~ ~ . D’après 4.4, on peut
supposer a E ~C(~), et a E Es. Posons :

Soient

où les coefficients aK sont choisis pour que f soit un élément stable de a*
(c’est possible d’après 4.4). La restriction de à a La preuve de

3.3 montre que :
l f 1 1

De a e Es, on déduit que I" 1 D’après
le lemme 4.5, il vient alors

avec -

, . 1.’’’’ , , , . - - 1........., ,

conséquent, l’algèbre de Lie est commutative.

Soient G le groupe adjoint de 0 et A le plus petit sous-groupe
algébrique de G d’algèbre de Lie adg a. L’ensemble des restrictions des
éléments de A à a s’identifie au groupe adjoint de a.

L’ensemble des éléments stables de a* est un ouvert non vide A-

invariant. On en déduit qu’il existe h e q* régulier tel que À = soit

stable.

que :

. Par conséquent, on peut supposer
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Remarque. - Il est donné dans [10] un exemple d’algèbre de Lie
vérifiant les conditions de 4.6, mais ne possédant aucune forme linéaire
stable.

4.7. Compte tenu des exemples traités précédemment, nous énonce-
rons l’assertion suivante :

Conjecture. - Si ,S’ et T sont des parties de II, on a = ds,T.

4.8. Faisons quelques remarques.

1) Supposons g de type A. L’indice d’une sous-algèbre spéciale de g
est calculé dans [3] au moyen d’une formule combinatoire. On peut vérifier
qu’elle confirme la conjecture 4.7.

2) Pour g de type A, B, C ou D, des formules de récurrence reliant
l’indice des sous-algèbres spéciales de g sont établies dans [8]. Ces formules
sont compatibles avec 4.7.

3) Des calculs effectués par D. Panyushev et R. Ushirobira lorsque g
est de type F4 ou G2 confirment la conjecture 4.7.

4) D’après 4.2, 4.4, et 4.6, la conjecture 4.7 est vérifiée si rg(g)  2.

5. Sur l’indice des sous-algèbres paraboliques.

5. l. LEMME. - Soient S une partie de II et n = card JC(,S’). Il existe
des parties Sl, ... , Sn de II vérifiant les conditions suivantes :

Preuve. - Soient K une composante connexe de S et K’ l’ensemble
des a E K qui vérifient (a, Ek) = 0. Si Sn-l = SB(KBK’), il est clair,
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d’après 1.5, que = n - 1 et que C K(S). Le lemme
est alors immédiat. D

5.2. THÉORÈME. Soit g une algèbre semi-simple de rang Ê. Pour
tout entier i vérifiant 0 ~ i ~ é, il existe une sous-algèbre parabolique p de
g telle que X(p) = i.

Preuve. - Il est clair que l’on peut supposer g simple. Soit n =
card K (II). On pose II - la,, .... en utilisant la numérotation des

systèmes de racines de [2], pp. 250 à 275.

Il existe des parties ,5’0, SI, ... , ,5’n de II, où So - 0 et Sn = II, telles
que S’1, ... , vérifient les conditions du Lemme 5.1.

D’après la Proposition 4.4, pour 0  i ~ n, on a :

Le théorème est donc établi si g est de l’un des types Bk, Ck, D2k,
E7, E8, F4 ou G~ car, dans ces cas, n = .~ d’après le tableau 1.6.

1) Supposons g de type Alors card 1C (II) = 21~ et, si 1  i ~ R,
ce qui précède montre qu’il existe une sous-algèbre parabolique de g dont
l’indice est égal à i. D’autre part, on voit facilement que En. Compte
tenu de l’assertion (iii) de 4.4, il vient X(gn,{01522k}) == 0.

2) Si g est de type E6, on a card/C(n) = 4. Pour 2  i ~ 6, il existe

donc une sous-algèbre parabolique de g dont l’indice est égal à i.

On vérifie aisément que a5j U tEK ; K E est une base de

#* . À nouveau d’après 4.4, on obtient :

3) Supposons g de type AÊ, et soit p la partie entière de ~2013~-. D’après
1.6, p est le cardinal de lC(II). Si Ê’ _ .~ - p, il nous faut prouver l’existence
d’une sous-algèbre parabolique de g d’indice 0,1, ... , ,~ 2013 1.

Si Ê - 2t est pair, on a

,/ , -.- JJ , 1 
, ..1

et, si Ê = 2t + 1 est impair, alors :
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On vérifie facilement que les E M, pour M E forment une

famille libre. Compte tenu de 4.4, il vient k si 0  l~  Ê’.
Comme est une sous-algèbre parabolique de g, on a obtenu le ré-
sultat. 0

Remarque. Le théorème 5.2 est énoncé sans démonstration dans [5].
Remerciements. Les auteurs expriment leur reconnaissance au referee

pour ses remarques et suggestions concernant ce travail.
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