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SUR L’INDICE DE CERTAINES ALGEBRES DE LIE

par Patrice TAUVEL & Rupert W.T. YU

1. Notations et rappels.

1.1. Dans la suite, K est un corps commutatif algébriquement clos
de caractéristique nulle. Les algebres de Lie considérées sont définies et de
dimension finie sur K. Si V est un K-espace vectoriel de dimension finie,
on le munit de la topologie de Zariski. On renvoie & [2], [4] et [9] pour les
concepts généraux utilisés.

1.2. Soient g une algebre de Lie, g* son dual. L’algebre g opere dans
g* au moyen de la représentation coadjointe. Ainsi, si X,Y € get f € g*,
ona:

(X)) = f(IY, X]).

Avec les notations précédentes, on définit une forme bilinéaire alternée
®; sur g en posant :
p(X,Y) = f([X,Y]).

Le noyau de ®; est noté gif). L'entier x(g) = inf{dimg"); f € g*} est
appelé I'indice de g. On dit que f est régulier si dim g) = x(g); 'ensemble
gr des éléments réguliers de g* est un ouvert non vide de g*.

1.3. Dans la suite, on suppose que g est semi-simple, de forme de
Killing . On fixe une sous-algébre de Cartan § de g, et on note R le systeéme
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1794 Patrice TAUVEL & Rupert W.T. YU

de racines du couple (g, h). Pour o € R, g* est I'espace radiciel associé &
a. On désigne par H, l'unique élément de [g, g~°] tel que a(H,) = 2. Si
A € b*, on écrit (A, a) pour A(H,). Si P est une partie de R, on pose :
gP — Z ga'
a€EP
Soient II une base de R et Ry (resp. R_) lensemble des racines

positives (resp. négatives) correspondant. On désigne par b et b_ les sous-
algebres de Borel de g définies par :

b=hdgh, b_=hagh.

Pour toute partie S de II, on note ZS (resp. NS) 'ensemble des
combinaisons linéaires & coefficients entiers (resp. & coefficients entiers
positifs) des éléments de S, et on pose :

R®=RNZS, R =R.NZS=RNNS, RS = RS\RS.

L’ensemble R est un systéme de racines dans le sous-espace vectoriel de
h* qu’il engendre, S est une base de RS, et RS (resp. RS) est ensemble
des racines positives (resp. négatives) associé. Si S est une partie connexe
de TI, le systeme RS est irréductible, et on note g sa plus grande racine
(relativement & S).

1.4. Soit S une partie connexe de II. Pour tout racine o € R \{es},
on sait que {a,e¥) € {0,1}. Si RS est 'ensemble des a € R vérifiant
(a,e$) =0,0na R = RT, oo T = SN Rj. D’autre part, si « € Ry N RS,
onaa+eg ¢ R, et comme (o, e%) = 0, la £g-chaine de a est réduite a {a}
([1], Proposition 9, p. 149). D’olt @ + eg ¢ R . Par conséquent, si a # €g,
les racines « et £g sont fortement orthogonales.

1.5. Rappelons une construction et quelques propriétés d’un certain
ensemble de racines deux & deux fortement orthogonales ([6] et [7]).

Soit S une partie de II. Par récurrence sur le cardinal de S, on définit
un sous-ensemble K(S) de parties de S de la maniére suivante :

a) K(0) = 0.
b) Si Sy,...,S, sont les composantes connexes de S, alors :

K(S) = K(S))U---UK(S,).

c) Si S est connexe, on a :

K(S) = {S}UK({a € S; (a,ed) = 0}).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR L’INDICE DE CERTAINES ALGEBRES DE LIE 1795

1.6. Il est clair que le cardinal de K(II) ne dépend que de g, mais pas
de b et II. On note cet entier ky. On donne dans le tableau suivant la valeur
de kg pour les différents types d’algebres de Lie simples. On a noté [r] la
partie entiére d’un nombre rationnel r.

Ap 821 | Byl 22 |Co b 23 | Dyl >4 |Eg |Er |Es | Fy |Go
kg | [5] ¢ 4 2 [£] 4 |7 |8 |42

1.7. LEMME. — Soient S une partie de Il et K, K’ € K(S). Alors :
(i) K est une partie connexe de I1.

(ii) On aou K C K', ou K' C K, ou K et K' sont des parties
disjointes de S telles que a + 3 ¢ R pour o € RX et 3 € RX'.

(iii) Si K # K', ek et ek sont fortement orthogonales. Par consé-
quent, {ex; K € K(S)} est un ensemble de racines deux & deux fortement
orthogonales de R.

1.8. Si S est une partie de I et si K € K(S), on pose :

= {a e RK; <av€}> > 0}, Iy = Fr\{ex}, ax = Z g%
aclK

LEMME. — Soient K, K' € K(S), o, 8 € T'K, et v € TK".

(i) On aT¥ = RE\{6 € RE; (5,¢),) = 0}.

(ii) L’ensemble RS est la réunion disjointe des TX” pour K" € K(S),
et ax est une algebre de Heisenberg de centre g=¥.

(i) Si 4B € R, alors a+ = ek.

(iv) Sia+~y € R, alorsou K C K' et a+~v e I'K' ou K' C K et
a+vyerk,

2. Sous-algébres spéciales.

2.1. On désigne toujours par g une algebre de Lie semi-simple, et on
note G son groupe adjoint. La définition suivante est due a D. Panyushev.

TOME 54 (2004), FASCICULE 6
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DEFINITION. — (i) On dit que deux sous-algébres paraboliques p et
p’ de g sont faiblement opposées si p +p’ = g.

(ii) On appelle sous-algébre spéciale de g toute sous-algébre de Lie q
de g de la forme q = pNp’, ol p et p’ sont des sous-algébres paraboliques
faiblement opposées de g.

2.2. Soient S, T des parties de II. On vérifie facilement que Rﬁ URT
est une partie close de R. Posons :

p=o® @b, p =g oo

Alors p et p’ sont des sous-algebres paraboliques faiblement opposées de g,
et

q=pnp =ho gt gt
est une sous-algebre spéciale de g.

Réciproquement, soient p et p’ des sous-algeébres paraboliques de g
vérifiant b Cpet b_ Cp’. Ona p+p’ =g, et il est immédiat qu’il existe
S T
des parties S et T de II telles que p Ny’ = b @ gf+ @ g®-.
On dira qu’une sous-algébre spéciale q de g est standard (relativement
S T
a b et II) si elle s’écrit q = h @ gf*+ @ g%~ ot S et T sont des parties de II.

2.3. Le résultat suivant est signalé dans [8], page 226. Nous en
donnons une preuve pour la commodité du lecteur.

PROPOSITION. — Soit q une sous-algebre de Lie de g. Les conditions
suivantes sont équivalentes :
(i) q est une sous-algébre spéciale de g.

(ii) q est G-conjuguée & une sous-algébre spéciale standard de g.

Preuve. — L’implication (ii) = (i) est claire. Supposons (i) vérifié,
et prouvons (ii).

Ecrivons q = pNyp’, ot p et p’ sont des sous-algebres paraboliques
faiblement opposées de g. On sait qu’il existe une sous-algebre de Cartan
£ de g contenue dans q. Notons R’ le systéme de racines de (g, ). Ecrivons
p=t@gl, p =€0g? ot Pet Q sont des parties paraboliques de R'.
D’apres les hypotheses, il vient :

PU(-P)=QU(-Q)=PUQ=R.

ANNALES DE I’INSTITUT FOURIER
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On a donc aussi (—P)U (—Q) = R'. Soit T = PN (—Q); c'est une
partie close de R’. On va montrer qu’elle est parabolique, c’est-a-dire que
Tu(-T)=R.

Soit o € R'\T. Distinguons plusieurs cas :

a)Sia¢ Peta¢g —Q,alorsa € —Peta€ @, doncaec —T.
b)Sia e Peta¢ —Q,onaa € —Peta € Q,car (—P)U(-Q) =R
c)Sia¢Petaec—Q,ilvienta€ —PetacQ,car PUQ =R'.

Dans tous les cas, on a obtenu o € —T', ce qui fournit le résultat.
L’implication (i) = (ii) est alors immédiate. O

3. Majoration de l’indice.

3.1. On suppose toujours que g est une algebre de Lie semi-simple.
On note £ = rg(g) son rang, et on conserve les notations de 1.3.

On fixe une base {Hi, ..., Hy} de h. Si o € R, on désigne par X, un
élément non nul de g*. Alors {H;;1 < ¢ < £} U {X,;a € R} est une base
de g, dont on note {H};1 < i <} U{X’;« € R} la base duale.

3.2. Dans toute la suite de Particle, S et T' sont des parties de II. On
pose :
gsr=bH® Z g% @ Z g
aERf_ a€RT

Ainsi, gg,r est une sous-algebre spéciale standard de g relativement a b
et II.

Un des objectifs de ce travail est de majorer I'indice x(gs,r) de gs.7.
Cela fera intervenir les sous-espaces Eg, Er, et Egr de h* définis par :

Es= Y Kex, Br= Y Ke,, Esy=Es+Er.
Kek(S) LeK(T)

Nous obtiendrons la majoration en utilisant des formes linéaires de la
forme

f= Y axXi .+ ) bX'. €g5mr,
KeK(S) LeK(T)

ol les ax et les by sont des scalaires non nuls.

TOME 54 (2004), FASCICULE 6
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3.3. LEMME. — Soit f € g5 comme précédemment. Alors g(f)
contient une sous-algébre commutative de g, formée d’éléments semi-
simples, et de dimension :

rg(g) — dim Eg r + card (K(S) N K(T)).

Preuve. — Rappelons que & est la forme de Killing de g. Pour tout
X eg,ona f(X)=r(X,Xgsr), avec

Xsr = Z ax X ey + E by ey,

KEK(S) LeK(T)
ou
o ax ¥ br '
K= K(Xegr X ex) L K(Xep, X—ep)

Il en résulte que {X € gs1;[X, Xs7] =0} C g(f) Par suite, Porthogonal

de Egr dans b, qui est de dimension rg(g) — dim Es 1, est contenu dans

!
o

Pour K € K(S)NK(T), soit Y = o Xey + U X_ci € gsr. Il est
bien connu que Yk est un élément semi-simple de g. D’autre part, ’assertion

(iii) du lemme 1.7 montre que les Yx sont linéairement indépendants et que
[YK,XS T] =0, donc Yk € g(f)

Le résultat du lemme est alors clair d’apres ces remarques. a

3.4. Une majoration de l'indice de gg 7 va faire intervenir les couples
(ar, B) de racines tels que [X,, X 3] soit colinéaire & X,, , avec K € K(S5),
oud X_.,, avec L € K(T). Nous allons tout d’abord décrire I’ensemble de
ces couples.

On conserve les notations I' et T de 1.8, et on fixe un ordre total
sur Ry. Si K € K(S) et L € K(T), on adopte les notations suivantes :

e H;(K) est l'ensemble des couples (a,ex — a), avec a € TK
a<erg — Q.

e Hy(L) est I'ensemble des couples (—3, —er, + ), avec 8 € I'§ et
B<erL—p0.

e 7, (K, L) est 'ensemble des couples (—f3,¢ex), avec 3 € T}, et pour
lesquels il existe L' € K(T') vérifiant ex — 8 = —¢e .

e 75(K, L) est 'ensemble des couples (o, —¢y), avec a € T¥, et pour
lesquels il existe K’ € K(T') vérifiant @ — e, = k.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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e J1(K, L) est I'ensemble des couples (o, —3), avec « € T et 3 € T'§,
et pour lesquels il existe K’ € K(S) vérifiant o« — 8 = ex.

o J2(K, L) est I'ensemble des couples (o, —3), avec o € T' et 3 € I',
et pour lesquels il existe L' € K(T') vérifiant o — 3 = —e.

On pose :
U #u&), Ha= |J Ha(l), H=HiUH,,
KeK(S) Lek(T)
I, = U T\(K,L), I, = U To(K, L),
(K,L)EK(S)xK(T) (K,LYEK(S)xK(T)
s=( U axp)ju( U &xD)
(K,L)EK(S)xK(T) (K,LYeK(S)xK(T)

Z=HULLUL,UJ.

3.5. LEMME. — Soient K € K(S) et L € K(T). Alors :

(i) Si (—B,ex) € Ty(K,L) vérifiecxk — 3 = —er,ona L' C L et
€K el"{}.

(ii) Si (o, —er) € Io(K, L) vérifie « — e, = e€xs, on a K' € K et
€L € F(If.

(iii) Si (o, —B) € Ji(K,L) vérifie a — 3 = exs, on a K' ¢ K et
Berk.

(iv) Si (a,—B8) € Jo(K,L) vérifie a«a — 3 = —eg, ona L' ¢ L et
aelf.

Preuve. — (C’est immédiat d’apres les Lemmes 1.7 et 1.8. O

3.6. Si K € K(S) et L € K(T), on note :
ax = Z g%, by = Z g%,
acl¥ aelry

ag =KX, + Cl;(, by = KX_EL + b.

= Y KXo+ Y KX, b= > ak+ » b}

KeK(S) LeK(T) KeK(S) LeK(T)

D’aprés 1.8, ax et by sont des algebres de Heisenberg, de centres
respectifs KX, et KX_.,.

TOME 54 (2004), FASCICULE 6
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La dimension de a%; (resp. b} ) est un entier pair 2ng (resp. 2nz). Si
‘H a la méme signification qu’en 3.4, et si I’on note r = card H, il vient :

Z ng + ZnL

KeK(S) LeK(T)

On identifie h*, u* et v* & des sous-espaces de ¢* au moyen de la
décomposition q =h B ud v.

3.7. Avant de poursuivre notre étude, nous allons donner un exem-
ple permettant au lecteur d’illustrer les différentes notations introduites
jusqu’ici. On prend pour g l'algébre de Lie sl7(K) des (7 x 7)-matrices de
trace nulle a éléments dans K, et § est la sous-algebre de g formée des
matrices diagonales. Ainsi, g est de type Ag, avec Il = {a1,...,a6}, la
numérotation des racines étant celle de [2]. Si 1 < 4,5 < 7, e;; est la ma-
trice dont le seul élément non nul est celui de la ligne i et de la colonne j,
cet élément étant égal a 1.

Soient S = {a1, a2, a3, a5, as} et T = {0, a3, a4, a5 }. L'algebre g
est alors constituée des matrices de g de la forme suivante :

X X X x 0 0 0
X X X x 0 0 0
0 0 x x 0 0 O
0 0 x x 0 0 0
0 0 x x x x X
0 0 x x x x x
0O 0 0 0 0 0 x

On a alors K(S) = {K1, K3, K3}, K(T) = {L1, L2, L3}, avec :
Ky ={o1, 00,03}, Ko = {as}, K3 ={as,06},
Ly = {a1}, Ly = {as}, L3 = {o4,as}.

Il vient :
Kk, = Keiz + Keqz + Keia + Kegs + Kesq, ax, = Keas,
ar, = Kess + Kesz + Kegr,
b, = Kea1, br, = Keyz + Kess + Kegz + Kegy + Kegs, br, = Kesy.

On en déduit :
u = Keys + Keasz + Kesr + Kea1 + Kesyg + Kegs,

ANNALES DE L'INSTITUT FOURIER
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0 = Kejo +Kejz + Keoy + Kesq +Kesyg + Kegr + Keys + Kess + Kegy + Kegs

3.8. Avec les notations de 3.1 et 3.4, pour z = (a, 8) € Z, on pose :
v, = X5 A X5 € N~
Soient K,K' € K(S), L,L' € K(T), a € T¥, et 3 € T} Compte tenu
des Lemmes 1.7 et 1.8, on a les résultats suivants :
ecx —er ¢ {exr,—ep }.
e —¢p # —€ps.
ecx —fBFek.

11 en résulte que, si 'on identifie la forme bilinéaire alternée ® sur q
a un élément de AZq*, alors

¢, ="y 40Oy,
avec O € Egp Au* et
\I/f = Z)\zvz,
z2€Z

avec A, € K pour tout z € Z.

Siz=(a,B) € Z,ona0Of(Xy,Xg) =0. D’autre part, ou [Xq, Xg] =
p2Xep, avec K € K(S), ou [Xy, Xg] = p.X_¢,, avec L € K(T), le scalaire
i, étant non nul. Par conséquent :

H20K si [XQ,XB] - Nzxexa
Ay = @p(Xo, Xp) = Xa, Xp]) = i
#( ) =1 o)) {,usz si [Xa, Xg| = peX—c,.

On voit donc que A, est non nul.

3.9. Dans la suite, on note :
mg = card (K(S)), mr = card (K(T)), m =mg +mr.

Rappelons que 'on a fixé un ordre total sur Ry. A f € g5 comme
en 3.2, on associe

Qf = (aKl,...,aKmS,bLl,...,bLmT) S (K\{O})m,

avec €k, <+ <€k, et er, <---<er, . On dit que Qy défini f.

ms

LEMME. — On pose s = dim Es . On rappelle que r est le cardinal
de H, qui est défini en 3.4, et on conserve les notations de 3.8.

TOME 54 (2004), FASCICULE 6
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(i) OnaA®©f#0 et AST1O; =0.

(ii) II existe un ouvert non vide U de (K\{0})™ tel que A"¥s # 0
dés que Qf € U.

(iif) Si§y € U, alors A"T5®; # 0.
Preuve. — (i} Si k,! sont des entiers strictement positifs, on note

My, Vensemble des matrices & k lignes et | colonnes a éléments dans K. Si
A € My, A désigne la transposée de A.

Soit (s, ..., a;) une base de Egr telle que a; =€k, si 1 <@ < p, et
a; = —¢p, sip+1<i<s, les K; étant des éléments de K(S) et les L; des
éléments de K(T'). Complétons cette base en une base B’ = (a, ..., ap) de

b*, et soit B = (h1, ..., hs) la base de h duale de B'. De méme, complétons
le systeme libre (Xc, .-, XEKP7X_ELP+1 ;oo X_¢,,) en une base C de u.
Alors D = BUC est une base de h +u. Si s+ 1< k <4, on a [h,u] = {0}.

Avec les notations usuelles, les racines ex (resp. €1,) sont fortement
orthogonales, et ex — e, ¢ K(S)UK(T). Il en résulte que, dans la base D,
la restriction de la forme bilinéaire ®; (qui est aussi la restriction de ©)
a une matrice de la forme

0 0 D A

0 0 0 O

M= -tD 0 0 0
—-tA 0 0 0

ou A € M, s (M est défini en 3.3), et o D € M, ; est diagonale, sa
diagonale étant :

(aKl, . .,aKP,prH, . '7bLs)-
On en déduit que M est de rang 2s. Il est alors bien connu que que A*G5 # 0
et que A°T1O; = 0.
(ii) Rappelons que les ensembles H et Z on été définis en 3.4. Pour

tout z = (o, 3) € Z, on note z = {a, B} I'ensemble sous-jacent & z.

Soient 21,...,2n les éléments de Z, en convenant que zy,..., 2, sont
ceux de H. Afin de simplifier les notations, on écrira A\;v; pour A, v,, et u;

pour fs,.

Siz,z€ Z,onazAz =2 Azet zAz=0.Par conséquent :

/\T\I/f=7'! Z )\il"')\ir’uil/\"'/\vir.

1<i1 < <ip<n

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Dans la somme précédente, le coefficient de v1 A --- A v, est :

IT a( IT we) I oie( I w).

KeK(S) 2€H1(K) LeK(T) z€H2(L)

Supposons que v, A-+- Av;, = Avy A -+ A, avec A € K\{0}, ot
i1 < -0 <t et (i1,...,%) # (1,...,7). L'ensemble S = Z; U--- U Z,. est
alors la réunion disjointe des ensembles z;, pour 1 < ¢ < 7. On en déduit
que, si z;, ¢ H,on a z;, € J, et il existe donc K € K(S) et L € K(T) tels
que T¥ Nz, # 0 et (-T'%) Nz, # 0. Notons 2;,,...,zj, les éléments z;,
n’appartenant pas & H.

Fixons Ky € K(S) maximal pour linclusion parmi les éléments K de
K(S) vérifiant :
rén(zu---Uz,) #0.

Il existe t € {1,...,k} tel que, si 2 = z, , on ait ¥ nz £ ¢. Soit
aeTfonz
I1 en résulte que z € J et on a (a,ex, — ) # 2z, pour 1 < < 7.

D’apreés la fin de 3.8 et le Lemme 3.5, il vient ou A\, = p,ak, avec K € K(S)
et K # Ky, ou X\, = u,by, avec L € K(T).

On déduit de ceci que le coefficient de v;; A --- A v;, dans la somme
donnant A"W; est de la forme

wow T1 e T1 o
KeKk(S) LeK(T)
avec Mg, < Nk,-

Il est alors clair qu'il existe un ouvert non vide U de (K\{0})™
vérifiant "W #0si Qf €U.

(iii) On a :

r+s
/\T+S<I>f = Z <T —]L_ S) (/\k\I/f> A (/\T+S—k@f).
k=0

Comme A'O; € (N Esz) A(N u*), pour montrer que A"+*®; £ 0,
il suffit de prouver que (A"¥¢) A (A°Of) # 0.

Conservons les notations v,...,v, et S de (ii). On a vu que, si
Qf evU,
AN =g A Aop +w,

TOME 54 (2004), FASCICULE 6
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ol A € K\{0} et oli w est une combinaison linéaire de termes v,, A---Av;, ,
avec z;; U---Uz;, # 8. Il est donc immédiat que (A"¥f) A (A*Oy) # 0 si
Qf elU. O

Remarque. — On voit facilement que la preuve précédente montre
que, pour 2y € U, la restriction de ®¢ & v x v est non dégénérée.

3.10. THEOREME. — Soient S,T des parties de Il et Egr le sous-
espace de h* engendré par les e, pour M € K(S) U K(T). Alors :
x(gs,7) < rg(g) + card (K(S)) + card (K(T)) — 2dim Eg 7.

Preuve. — De gg 1 =bh ® ud v, on déduit que :
dim gs 7 = dim b + card £(S) + card K(T') + 2r.

Si Qp € U, le fait que A"t*®; # 0 signifie que rg(®y) > 2(r + s),

c’est-a-dire :

dimg(sjj% < dimg — 2(r + s).

11 vient donc :
dim q(Sf% < dim b + card K(S) + card K(T') — 2s.

D’ou le résultat. O

3.11. Remarque. On a card £(S) = dim Eg, card C(T') = Er, ainsi
que Egr = Eg + Er. L’'inégalité précédente s’écrit donc encore :

x(gs,r) <rg(g) + dim Eg + dim Ep — 2dim(Es + Er).

3.12. COROLLAIRE. — Soit q une sous-algébre spéciale de g. Alors :

(i) On a x(q) < rg(g).-

(ii) Dire que x(q) = rg(g) signifie que q est une sous-algébre de Levi
de g.

Preuve. — La proposition 2.3 montre que 'on peut supposer q =
8s,T-

(i) D’apres 3.11, on a x(q) < rg(g).

(i) Si q est une sous-algebre de Levi de g, il est bien connu que
x(a) = rg(g).
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Supposons x(q) = rg(g). D’apres 3.11, il vient Eg = Er. Soit L une
composante connexe de 7. On a ¢, € Fpr = Eg C ZS. Comme £, est une
combinaison linéaire & coefficients entiers strictement positifs de toutes les
racines de L et que II est une base de h*, on obtient L C S. Par suite
T C S, et S =T en échangeant les roles de S et de T'. Ainsi, q est une
sous-algebre de Levi de g. ]

Remarque. — Le corollaire 3.12 est une réponse positive & une
conjecture de D. Panyushev formulée dans [8].

3.13. COROLLAIRE. — Sil’ensemble des ey, avec M € K(S)UK(T),
est une base de h*, alors x(gsr) = 0.

Preuve. — Si les hypotheses du corollaire sont vérifiées, 1'inégalité
de 3.11 montre que x(gs,r) < 0. O

4. Etude de cas particuliers et une conjecture.

4.1. Avec les notations du paragraphe 3, on pose :
ds1 =rg(g) + card K(S) 4+ card K(T) — 2dim Eg r
=r1g(g) + dim Es + dim Er — 2dim(Egs + ET).
D’aprés 3.10 et 3.11, on a x(gs,1) < ds,r- On va montrer que, dans certains

cas, on peut affirmer que x(gsr) = ds -

4.2. PROPOSITION. — Sidgr € {0,1}, alors x(gs,1) = ds,r-

Preuve. — Le cas dg 1 = 0 est clair d’apres 3.9. Supposons ds,7 = 1.

On a dimgs,r — ds 7 = 2(r + s). Comme dim gsr — x(gs,7) est un
entier pair (c’est le rang d’une forme bilinéaire alternée sur ggsr), on voit
que dgs,r et x(gs,r) ont méme parité. D’ou x(gs,r) = 1. O

4.3. Soit a une sous-algeébre de Lie algébrique de g, A son groupe
adjoint, et g € a*. On dit que g est stable §'il existe un ouvert U de a*
contenant g tel que a(® et a® soient A-conjugués pour tout h € U. 1l est
clair qu'un élément stable est régulier.

Le résultat suivant est prouvé dans [10] :
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PROPOSITION. — Soient a une sous-algébre de Lie algébrique de g
et g € a*. Si al9) est commutative et composée d’éléments semi-simples de
g, g est un élément stable de g.

4.4. L’énoncé suivant généralise notre énoncé initial; il nous a été
suggéré par le referee.

PROPOSITION. — Soient S et T des parties de II. On suppose que
Densemble {epr; M € K(S)UK(T)} est constitué d’éléments linéairement
indépendants. Alors, tout élément de U est un élément stable de g% r, et

x(gs,r) =ds.

Preuve. — D’apres les hypotheses, on a :
dsT = card (/C(S) @] ’C(T)).
Par définition de dg r, il vient alors :

ds 1 =rg(g) — dim Eg 1 + card (IC(S) NK(T)).

Soit f € ggr tel que Oy € U. Ce qui précede et 3.3 montrent
que g(Sf gp contient une sous-algébre commutative de dimension dg 1 formée

d’éléments semi-simples. D’autre part, la preuve de 3.10 fournit dim gg %w <
ds,r. On a donc le résultat d’apres 4.3. O

Remarques. — 1) La propriété de 4.4 est vérifiée si S et T satisfont a
I'une ou l'autre des conditions suivantes : K(S) C K(T'), ou K(T') C K(S),
ou SNT = .

2) En prenant S = II et T = (, la proposition précédente permet de
retrouver le résultat suivant de [1], [10], ou [11] : il existe une forme linéaire
stable dans b*, et on a :

x(b) = rg(g) — card K(II).

4.5. Dans la suite, on va utiliser le résultat suivant ([4], Lemma 1.12.2):

LEMME. — Soient V un espace vectoriel de dimension finie, V' un
hyperplan de V, ® une forme bilinéaire alternée sur V', et ®' la restriction
de ® 4 V'. On note N et N' les noyaux de ® et '

(i) Si N C N, alors N est un hyperplan de N'.
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(ii) SIN¢Z N',onaN' =NnV’, et N' est un hyperplan de N.

4.6. PROPOSITION. — On suppose que card(S) = 1 ou que
card(T) = 1. Alors x(gs,r) = ds,T-

Preuve. — Si X € g et si a est une sous-algebre de Lie de g, on note
X Iélément de a* défini, pour tout Y € a, par ¢a(Y) = x(X,Y), ol & est
la forme de Killing de g.

Traitons le cas ol card(T) = 1, soit T' = {a}. D’aprés 4.4, on peut
supposer a € S, {a} ¢ K(S), et a € Eg. Posons :
S
a=gs9=ho g

Soient
U= Z agX e, V=Xa+U f :ngv 9= ‘PXS,Ta
Kek(S)

ou les coefficients ax sont choisis pour que f soit un élément stable de a*
(c’est possible d’aprés 4.4). La restriction de ®4 & a est ®¢. La preuve de

3.3 montre que :
alf) = ﬂ kereg.
KeK(S)

De a € Eg, on déduit que [X,,al)] = {0}, soit al/) C q(9). D’apres
le lemme 4.5, il vient alors

g =KX @ alf),
avec X =X_,+Y,ouY €a.

Comme af) C b, on a [a,a)] N alH) = {0}, puis [X, a!] = {0}. Par
conséquent, 1’algébre de Lie q(9) est commutative.

Soient G le groupe adjoint de g et A le plus petit sous-groupe
algébrique de G d’algebre de Lie adya. L’ensemble des restrictions des
éléments de A & a s’identifie au groupe adjoint de a.

L’ensemble des éléments stables de a* est un ouvert non vide A-
invariant. On en déduit qu'il existe h € q* régulier tel que A = hla soit
stable. Si 8 € A, on a 6(h)|a = 6()\). Par conséquent, on peut supposer
que :

a® = alf) = ﬂ kereg C B.
Kek(S)
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On a h([a,a™]) = {0}. D’autre part, X_, commute & alf) = g,
On a donc A([X_4, a™]) = {0}. Par suite, h([g, aM]) = {0} et a® c ¢,

D’apres 4.5, on obtient dim g®) = 1+ dim a®), d’ott x(q) = 1+ x(a).
On a ici Esr = Egg, card K(T) = 1, et x(a) = dgg. On en déduit
que x(q) = ds,r. O

Remarque. — 11 est donné dans [10] un exemple d’algébre de Lie
vérifiant les conditions de 4.6, mais ne possédant aucune forme linéaire
stable.

4.7. Compte tenu des exemples traités précédemment, nous énonce-
rons ’assertion suivante :

Conjecture. — Si S et T sont des parties de I, on a x(gs1) = ds,T.

4.8. Faisons quelques remarques.

1) Supposons g de type A. L’indice d’une sous-algebre spéciale de g
est calculé dans [3] au moyen d’une formule combinatoire. On peut vérifier
qu’elle confirme la conjecture 4.7.

2) Pour g de type A, B,C ou D, des formules de récurrence reliant
l'indice des sous-algébres spéciales de g sont établies dans [8]. Ces formules
sont compatibles avec 4.7.

3) Des calculs effectués par D. Panyushev et R. Ushirobira lorsque g
est de type Fy ou Gy confirment la conjecture 4.7.

4) D’apres 4.2, 4.4, et 4.6, la conjecture 4.7 est vérifiée si rg(g) < 2.

5. Sur l’indice des sous-algébres paraboliques.

5.1. LEMME. — Soient S une partie de Il et n = card KC(S). I existe
des parties S1,...,S, de Il vérifiant les conditions suivantes :

(i) S$scSc---CS,=8.
(if) K(S1) C K(S2) C --- C K(Sp).
(ili) card K(S;) =i pour 1 <i < n.

Preuve. — Soient K une composante connexe de S et K’ ’ensemble
des o € K qui vérifient (a,e)) = 0. Si S,—1 = S\(K\K’), il est clair,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



SUR L’INDICE DE CERTAINES ALGEBRES DE LIE 1809

d’apres 1.5, que card K(S,—1) = n — 1 et que K(S,—1) C K(S). Le lemme
est alors immédiat. O

5.2. THEOREME. — Soit g une algébre semi-simple de rang £. Pour
tout entier 1 vérifiant 0 < i < ¥, il existe une sous-algébre parabolique p de
g telle que x(p) = i.

Preuve. — 1l est clair que l'on peut supposer g simple. Soit n =
card C(II). On pose II = {aq,...,a} en utilisant la numérotation des
systemes de racines de [2], pp. 250 & 275.

Il existe des parties Sy, S1,...,S, de I, ot Sg = @ et S,, = II, telles
que S, ..., S, vérifient les conditions du Lemme 5.1.

D’apres la Proposition 4.4, pour 0 < i< n,on a:

X(QH,SZ) =f+i—n.

Le théoreme est donc établi si g est de I'un des types By, Ck, Dok,
E5, Eg, Fy ou G5 car, dans ces cas, n = £ d’apres le tableau 1.6.

1) Supposons g de type Dagy1. Alors card C(I1) = 2k et, si 1 < @ < ¥,
ce qui précede montre qu'il existe une sous-algebre parabolique de g dont
I'indice est égal & ¢. D’autre part, on voit facilement que g ¢ Er. Compte
tenu de 'assertion (iii) de 4.4, il vient x(g11,{az:}) = O-

2) Si g est de type FEg, on a card K(IT) = 4. Pour 2 < i < 6, il existe
donc une sous-algebre parabolique de g dont l'indice est égal a i.

On vérifie aisément que {a1,a5} U {ex; K € K(II)} est une base de
h*. A nouveau d’apres 4.4, on obtient :
x(8m,{en}) =1, X(8m,{a1,a5}) = 0.

3) Supposons g de type Ay, et soit p la partie entiere de %l. D’apres
1.6, p est le cardinal de K(II). Si ¢/ = £ — p, il nous faut prouver l’existence
d’une sous-algebre parabolique de g d’indice 0,1,...,¢ — 1.
Si £ = 2t est pair, on a
K = {{aj41,--- 25} 0<j<t—1}
et, si £ = 2t + 1 est impair, alors :
KID) = {ejq1,.. -, 02015} 0<j <t}

Posons Ty = {, et définissons T}, pour 1 < k < ¢, par :
Tr—1 U {ak} si k est impair,
T, = . .
Tr—1 U{apr1-} sik est pair.
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On vérifie facilement que les €57, pour M € K(II)UK(T}) forment une
famille libre. Compte tenu de 4.4, il vient x(gn,z,) =¢ —ksi0 < k < 2.
Comme g1, 7, est une sous-algébre parabolique de g, on a obtenu le ré-
sultat. O

Remarque. —Le théoréme 5.2 est énoncé sans démonstration dans [5].
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