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FORMULES EXPLICITES POUR LE CARACTERE
DE CHERN EN K-THEORIE ALGEBRIQUE

par Grégory GINOT

Au début des années 1980, Connes [3] et Tsygan [28] ont défini
P’homologie cyclique associée a toute algébre associative A sur un corps k
de caractéristique nulle. Peu de temps aprés, Goodwillie [10] et John Jones
[12] ont introduit des groupes HC (A) d’homologie cyclique négative et
construit une application naturelle ch : K.(A) — HC; (A) de la K-théorie
algébrique de A vers son homologie cyclique négative. Cette application,
appelée caractére de Chern algébrique, généralise le caractére de Chern
construit par Connes et Karoubi en degré x = 0,1 dans le cadre de la
géométrie non commutative cf. [29].

L’ingrédient principal dans sa construction est une application fonc-
torielle Y. : H.(G) — HC; (Z[G]), de 'homologie d’un groupe G vers
I’homologie cyclique négative de l’anneau Z|G] du groupe. Dans [10] la
construction de T, se fait & I'aide de la méthode des modeles acycliques;
dans [12] elle est basée sur un calcul de ’homologie cyclique d’un certain
complexe mixte attaché & G. Aucune de ces méthodes n’est explicite et,
sauf en degré x = 0,1 ou il est facile de deviner des formules, il n’existe
pas de morphisme connu au niveau des complexes induisant ’application
Y. : H(G) - HC, (Z[G]) en homologie. En raison de la grande impor-
tance du caractere de Chern algébrique et de la place centrale qu’il occupe
dans la géométrie non commutative de Connes, il semble extrémement

Mots-clés : Homologie cyclique — K-théorie algébrique — Caractére de Chern — Symboles
de Steinberg — Symboles de Loday.
Classification math. : 19D55 — 16E40 — 18H10 — 19D45 — 19C20
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désirable de disposer d’une formule pour une application au niveau des
complexes et pas seulement au niveau des classes d’homologie.

Dans ce travail, nous comblons cette lacune en construisant un
morphisme de complexes explicite induisant 'application T4 : H.(G) —
HC; (Z]|G]) en homologie. Lorsqu’on applique cette construction au groupe
G = GL(A) des matrices carrées inversibles (de toute taille) & coefficients
dans I’anneau A, nous obtenons des formules explicites pour le caractére
de Chern algébrique ch, : K.«(A) — HC, (A). Ceci nous permet par
exemple d’obtenir des cycles explicites pour l'image dans 1’homologie
cyclique négative d’éléments bien connus en K-théorie algébrique, comme
les symboles de Steinberg, de Dennis-Stein et de Loday. On obtient aussi
une démonstration élémentaire de la commutativité du caractére de Chern
algébrique avec les produits en K-théorie algébrique et en homologie
cyclique négative (McCarthy [2]) . L’intérét de cette étude élémentaire
réside dans le fait qu’elle permet de simplifier le calcul de I'image d’un
produit.

Voici le plan de Darticle. Le paragraphe 1 est consacré & quelques
rappels. Au paragraphe 2 nous donnons des formules explicites pour le
caractére de Chern algébrique et 'application Y,. Le paragraphe 3 est
consacré au degré 2. Au paragraphe 4 nous déterminons explicitement le
caractére de Chern des symboles de Loday en degré > 2. On en déduit
une nouvelle preuve de la compatibilité du caractére de Chern avec les
A-opérations en K-théorie et homologie cyclique relative dans le cas de
Pidéal d’augmentation d’une Q-algebre graduée ([9]). Nous établissons
la compatibilité des produits avec le caractere de Chern algébrique au
paragraphe 5.

Dans toute la suite k sera un anneau commutatif. Les k-algebres
considérées seront associatives et unitaires. La lettre u désignera une
variable de degré —2 de telle sorte que, si C, est un module cyclique, son
bicomplexe cyclique négatif s’écrit ToTBC, = Hi>0 C,i2:u'. De plus on
notera ch?, la composante dans la colonne —i du caractére de Chern i.e.
chn = 350 chbu. Enfin, on posera (—1)! = 1.

1. Homologie cyclique,
homologie des groupes et K-théorie.

Un module cyclique C, est la donnée d’un module simplicial et, pour
tout n > 0, d’une action compatible du groupe cyclique Z/(n+1)Z dont on
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notera 7, un générateur (voir [20] pour une définition précise). On pose t,, =
(—=1)"7, et N = id+t,, +...+t7. Dans la suite I'indice n sera généralement
sous-entendu. On notera d; : C, — Cp_q, 8; : Cp — Cpy1 les faces et
dégénérescences et b la différentielle > (—1)*d;. On utilisera dans la suite
trois modules cycliques différents. Le premier est le complexe de Hochschild
défini, pour toute algébre associative A, par C,(A) = A®"*1. On utilise la
notation (ay, ..., an) pour g ®...Qay, ol ag, ..., a, € A. Pour ¢ > 1 on écrira
aussi (ay, ..., a,)* pour le tenseur a; ®...Qa, ®...Q0a ®...Qa, € A®™ avec
i facteurs a1 ® ... ® a,,. L’homologie du complexe (C,(A),b = >_(—1)%d;)
est par définition ’homologie de Hochschild de A, notée HH,(A).

La résolution standard d’un groupe G définie par E,(G) = k[G""!]
est aussi un module cyclique par permutation des facteurs. On notera
(90, -, gn](9: € G) les éléments de la base canonique de E,(G) et H.(G)
I’homologie du complexe standard C.(G) = k Qg Ex(G) out G agit
diagonalement.

Il y a un module cyclique qui fait le lien entre les deux précédents
(cf. [14]). 11 s’agit du sous-module NG,, de Cy,(k[G]) = k[G]"*! engendré
par les éléments (go, ..., gn) tels que go...gn = 1. Nous noterons HH,(NG)
I’homologie du complexe (NG.,d). L’application linéaire ¢ : E,.(G) —
NG, donnée, pour tout n, par

SD[QOa “eey gn] = (9;{190, ) g;.l_lgn)
induit un isomorphisme de modules cycliques ¢ : C..(G) = C.(NG).

Il sera pratique de donner une étiquette & certains éléments de G
pour donner les formules explicites des paragraphes 2.3, 3. Si on munit
un élément g € @ d’une étiquette, on le note §. On note E,(G) le
complexe E.(G) avec la condition supplémentaire que les éléments de
la base canonique de FE,(G) sont éventuellement étiquetés. On note N :
E.(G) — E.(G) lapplication définie, pour [Zo, ... zn] € En(G), par
N [®0, ..., Tn] = 0 si aucun z; n’est étiqueté; sinon on pose

N[mo, ey @) =6 <Z tk[wm 737n]>

ol k est tel que x, k41 soit étiqueté et 0 : E*(G) — E,(G) est I'application
qui supprime les étiquettes. On étiquette de la méme fagon les éléments de
NG, (via ¢). En d’autres termes, faire agir N sur une chaine revient &
faire agir sur cette chaine toutes les permutations cycliques qui placent un
élément étiqueté en position 0.

Il est bien connu que pour tout module cyclique C, Vapplication
B = (1-t)sN : Cp, — Cpy1, avec s = 75, vérifie B> = bB + Bb = 0.

TOME 54 (2004), FASCICULE 7
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Dans la suite on s’intéressera au bicomplexe négatif ([11], [20]) associé,
c’est-a-dire au bicomplexe BC; suivant :

bl bl
.2 0 & g
bl bl bl
8 o0, E ¢ & ¢

bl bl bl
Colonne -3 -2 -1 0

L’homologie de ToTBC, = (Hp+q=n BC, b+ B), ot BC,, = Cy—p si

q = p,p < 0 et 0 sinon, est ’homologie cyclique négative de C,, notée
HC; (Cy).

Rappelons que si C, est un module simplicial, on appelle normalisé
de C, le complexe quotient défini pour tout n > 0 par

671 = n/(SO(Cn—l) + ..+ Sn—l(Cn—l))

qui est quasi-isomorphe & C,. Remarquons que C,,(4) = A® A%" ot l'on
anoté A = A/k. En ce qui concerne E,(G),C.(G), ils sont obtenus de
E.(@),C.(G) en annulant les éléments [go, ..., gn] pour lesquels il existe
0<i<n—1tel que g; = gi+1-

Pour définir la K-théorie algébrique d’un anneau A, on utilisera la
construction “+” de Quillen; on pourra par exemple consulter [18] pour
un exposé détaillé. On notera GL(A) = lim GL,(A) le groupe linéaire et
E(A) celui engendré par les matrices élémentaires. On notera également
M(A) = lim M,,(A) les matrices infinies.

2. Caractéere de Chern explicite.

2.1. Caractére de Chern algébrique.

Dans cette partie on rappelle la construction du caractére de Chern
algébrique construit par Goodwillie [10] et Jones [12]. On peut également
consulter [14], [20] et [29] par exemple.

Soit A une k-algebre . La projection canonique P : BC, (A) — C\(A)
sur la colonne 0 est un morphisme de complexes. Le caractére de Chern
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est un morphisme de groupes ch, : K.(A) — HC; (A) défini de maniere a
avoir la relation

Poch, =D,

ou D, : K.(A) — HH,.(A) est 'application de Dennis [5] dont nous par
rappelons la définition (cf. [20] chapitre 8). Le morphisme d’Hurewicz donne
un morphisme

H : Kn(A) = 1,(BGL(A)*) — Ho(BGL(A)*) = H,(BGL(A))

On a un morphisme injectif de modules cycliques C,(G) % NG, —
C.(k[G]) pour tout groupe G et un morphisme bien défini

KIGL(A)JE™! — M(A)®™H 25 Tr(a)
ou tr est la trace généralisée de Dennis, définie par:
tr(ao, e a) = Z(a?o’il,a}hh, ...,a?mio).
L’application de Dennis est la composée :

D;: Ki(A) 5 Hi(GL(A)) 2> HHy(NGL(A)) — HH;(M(A))
2, HH;(A).

L’inclusion de la colonne numéro 0 dans BC; n’est pas un morphisme
de complexes. Mais dans le cas du module cyclique C.(G) associé & un
groupe G, il y a une injection H.(G) — HC;(G) qui est une section
de P, : HC;7(G) — H.(G). Dans [10] (Lemme I11.3.2) Goodwillie a
montré que cette injection était induite par un morphisme de complexes
T. : Ci(G) - BC;(G) dont la restriction & la colonne 0 est I'identité
et, qu’en fait, deux tels morphismes de complexes étaient nécessairement
homotopes.

Le caractére de Chern algébrique se définit alors (cf. [20] chapitre 8)
comme la composée ch,, : K,(A) — HC,, (A) (ou n > 1) suivante :

Ko(4) 2 HL(GL(A)) 1o HCZ (A) £ HC; (NGL(A))

— HC;, (M(4)) = HC;; (A).

TOME 54 (2004), FASCICULE 7
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2.2. Une application de E.(G) dans BE; (G).

Dans ce paragraphe on va expliciter un morphisme de complexe
T. : C.(G) — BC; (G) dont la restriction & la colonne 0 est I’identité.

Rappelons que E,(G) = k[G*], C.(G) = k ®xg) E(G) est le
complexe d’Eilenberg-MacLane de G et u désigne une variable de degré
—2 de sorte que

ToT BE, (G) = [ [ Ent2p(G)uP.
P20
Si Ty : E.(G) — BE; (G) est une application linéaire graduée de degré 0,
on note Y, sa restriction & E,(G) et on écrit T,, comme la série formelle
Trn =250 Tou' ot T4 : En(G) — Ent2:(G). Une telle application est un
morphisme de complexes si et seulement si pour tout n > 0,7 > 0, on a
(en posant T, ! = Tt = 0 pour n,i > 0)

(1)i.. bY: + BY:l =Tt b

La formule obtenue pour Y, utilise une famille “paramétrée” d’homo-
topies contractantes pour b (dans E,(G))que nous définissons d’abord.

DEFINITION 2.1. — Soit h un élément de G. On note sy : E«(G) —
E..1(G) 'application k-linéaire définie par s()[go, ..., gn] = [R, g0, -+, gn]
pour tout gy, ...,gn € G.

LEMME 2.2. — Pour tous h, g, 9o, ...,9n € G, on a
i) s(yb+bspy =id = syt + Vs,
i) s(gn)[990, - 9-9n] = g5(w)[90, -, gnl-
Les opérateurs s() ne sont pas G-linéaires. Cependant la relation ii)
du lemme suffira & assurer la linéarité de I’application T,.

Dans la suite on va construire des applications k-linéaires en util-
isant des morphismes s(5,) successifs dont on fera varier l'indice h selon les
vecteurs de base de k[G*]. Pour cela précisons quelques notations. Soient
f1, ..y fmn des endomorphismes gradués k-linéaires de E.(G) et f un endo-
morphisme de degré £ € Z de E.(G). Pour zg,...,z, € G, on définit les
éléments :13?c € G, k; € k par

f(zo, .- zn]) = Zki[xg, '-',xiwe]‘
i=1

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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DEFINITION 2.3. — On note (Sffi...S¢fm)f Pendomorphisme k-
linéaire de E,(G) donné, pour tout [go, ..., gn] € En(G), par

(Sfflefm)f([xo, ,.’L‘n]) = Zki(S(zlz))Of]_O...OS(xB)Ofm)([flié, ...,x;+£]).

i=1

En particulier (Siqf)id est lapplication k-linéaire [go,...,gn] —
5(g0)f([90; ---» gn]) que Pon notera plus simplement Siq f. On utilisera aussi
la notation (Syf1)Sy, f1 pour (Syfi1...Syf1)f avec i itérations de Syfi et
(Ssf1)°f = f.

Avec les notations de la partie 1, en particulier [g]" = [g, ...,g], on a
pour Yg.

LEMME 2.4. — Dans E,(G), pour g€ G,1 >0, on a

D) blg]* ! = [g)*, Blgl**t! =2(2i +1) [g]*+2,

ii) blg]* =0, Blg]*=0.

ili) L’application (G-linéaire) Yo(|g]) = Zizo(——l)i%’;ﬂ[g]zi"‘l vérifie
(1)s-

Démonstration. — On a b[g]*+! = Z?’:&l(—l)j [g]% = [g]* et

Blg]* = (1 —t) o so N[g]* = (2i + 1)(1 — t) o s[g]***" = 2(2i + 1)[g]***.

On montre ii) de méme. Il résulte de i) que, quel que soit ¢ > 0, on a

B ((—1)1%[9]2”1) =-b ((_1)i+1 ((211:11))" [g]2i+3> ,

ce qui implique la validité de (1)§. O

THEOREME 2.5. — L’application k-linéaire Y, définie, pour tout
n>=0eti>1, par

S
|
—

1O =id et T4 = (~1)*(SuB) + (-1)* Y _(SuB)*Sia((SyB)'~*b)

g

=8

e E.(G) dans BE_ (G) in-

est un morphisme de complexes G-linéaire
duisant une injection de H,(G) dans HC; (G

~—

On notera encore Y, : C,(G) — BC, (G) lapplication induite par
k ®k[G] —.

TOME 54 (2004), FASCICULE 7
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Démonstration. — On doit montrer que la famille d’applications
linéaires (Y% )n 50 vérifie 'égalité (1), pour tous n > 0,7 > 0. On pose
T_; =0. Comme Y% =id, on a bY% = T?_;b et donc (1)? est vérifiée.

Pour commencer, Yq vérifie (1)§ car 'application T définie dans le
Théoreme 2.5 coincide avec celle qui est définie au Lemme 2.4.

L’application T, vérifie les formules suivantes pour n > 1,7 > 1 :
@) T}, = Sia(Th_1b - BT
En effet, si go, ..., gn € G, par définition de T,, on a

i—1

Th 1690, 9a] = (~1)*((SiaB)' + (1) Y_(5:aB)* Sia((S:B)' ™))

k=0
b[QO? ,gn]
n
= (=1 (5091 B'[g1, s 9a] + (17 (s(20) B’
j=1
[907"'7@7"'79/’7'])

car b2 = 0 et par définition de S;q, Sq. On trouve donc

—-lb[907 ey gn] = (“1)i(SbB)ib[909 ey gn]-

Regardons BY:" ! pourn >0,i>1:
—BY: ! = (=1)'B(SqB)" ! + BZ (SiaB)*Siq((SpB) "1 7*b).
On applique maintenant les expressions obtenues pour calculer —Siq BT%~!

et SidTil_1b-
Sia(Yh_1b— BYEY) = (—=1)%(Sia((SsB)*b) + SiaB(SiaB)* ™

i—2
+ " SiaB(SiaB)*Sia((S:B) " 7Fb)) = T},
k=0

ce qui prouve (2){, pour n >0, 7 > 1.

Prouvons maintenant le théoréme par récurrence sur n > 0. Il faut
montrer que pour tout n > 0, (1)} est vérifiée et que T, est G-linéaire.
On a obtenu le résultat pour n = 0. Supposons avoir vérifié les égalités
(1)%, et la G-linéarité de Y, pour tout indice m < n. Démontrons alors les
équations (1)4_; ol ¢ > 0. Comme on a déja établi le résultat pour i = 0,
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on raisonne par récurrence sur . Supposons donc avoir prouvé (1)7, 41 bour
j <t et étudions (1):;;11. Si go, ---» gn € G, d’apres la formule (2)51}, on a

briz-'——{-ll [g()> ey gn+1] = bsgo (T'zn+1b - BT:7,+1)[907 ey gn+1]
= —Sgob(T:j—lb - BT:L-H)[QW "'7gn+1]
+ (Y570 — BT, 1)[90, s Gnt1]

par le i) du Lemme 2.2. Or, les égalités (1):! et b2 = 0 donnent

bYiHh = (Yith b — BY!)b = —BYib.

De plus bB = —Bb implique bBY},, = —BbY} ;. Les égalités (1)},
et B2 =0 donnent bBY?,,, = —BY}b. D’ott

n

bTi},—:-ll [907 '--’gn+1] = (T:l+1b - BT21+1)[907 -~'7gn+1]
pour tout [go, ..., gnt1] ce qui démontre (2)55Y et assure que Y. est un
morphisme de complexes.

On démontre de méme la G-linéarité de T,. En effet T§ et Tg =id
sont G-linéaires. Supposons que Y}_; et Ti! (n > 1,4 > 1) le soient
également, alors quel que soient g, go, -..,g» € G, en appliquant la formule
(2)%, et le Lemme 2.2, on a

Yi19-90, - 9-9n) = S(g.90) (Y10 — BY5 1) [9.90, -, 9-n)]
= g.(s(go) (T:L_lb - BT;‘I) [90, ...,gn]).

En particulier Y¢, est alors G-linéaire; on conclut une nouvelle fois par
récurrence. O

2.3. Etude de T, dans les complexes normalisés.

Dans la suite, on travaillera le plus souvent avec des complexes
normalisés pour simplifier les formules. On va donner dans cette partie
une formule explicite pour T, : C.(G) — BC, (G). Remarquons que, dans
C.(G), on peut toujours supposer qu'une chaine s’écrit [1,91,...,9,]. En
pratique, les cycles de C.(G) apparaissent naturellement sous cette forme
(ce sera le cas pour les cycles étudiés dans les paragraphes 3,4).

Sin >1eti>1 onnote I} 'ensemble

I! = {a= (g, an,j) E N*" x {1,..,n} |ap+ ... + @ =i — 1}

TOME 54 (2004), FASCICULE 7
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On note I'Y, : E,(G) — Ent2:(G) (n > 1,4 > 1) lapplication k-linéaire
définie, pour gg, ..., gn € G, par

T%,([90s -+ 9n]) = D Tal90, 955 (90 951°, 95415 (90, 9541)°7%, gj 12,
a€l}

[90, gj+21%%2, - -, 95 [90, 95]%]
avec g = (—1)™=9)+i(; —1)!. On peut remarquer que I' est G-linéaire et
donc définit une famille d’applications I'}, : Cp,(G) — Cry2:(G) (n, i > 1).

Pour n > 1, 1 < k < 4, on introduit 'ensemble suivant
Ksyz :{ﬁ = ((/887"" 30)7 (/B](_)""7 ](.11)?"‘)( ’27"'7/Bsn>7(p(]j""pgo)7" .

ey (B0 PR, 55 90),
(avec ay, 35,0t €Net2<j<n) | aea=0,0+ ... +a,=i-k—1

n Qap
et pg+ Y (ﬁg+26g+pg) = k}
p=0 q=1

Sin>11<k<i—1,onnote VB : E,(G) — Ent2(G)
l’application G-linéaire définie, pour g1, ...,g9, € G, par

v']rcz,’i[:[»glv"'agn]
~ ~ 0 ~ 0 ~ 0
=N > Wﬂ[lagla[1»91]%79]'»[1793‘]%7]0[,93'4-1’{1’9j+1]ﬁ’+1v]j+1
BEKR"

~ 0
[7 -3 955 [17 gj]ﬁj 7]][}
avec 1g = (—1)P= D=9 (5 -1 - k)I(k—1)! et ],[ est vide si o, = O et sinon
~ 1 ~ 1 ~ =% ~ o
]p[z [gl, [17gl]ppvgp, [lvgp]ﬁpa g1, [Lgl]pppagpa [17 gp]gpp:l )
pour p =0, on remplace~ les g, qui apparaissent dans la formule de ],[ par
g;- Dans cette formule N est défini comme dans la partie 1.
THEOREME 2.6. — Dans BE, (G), pour a,b € G, on a
Yola] = [a]u’ et T1[a,b] = > (~1)"il[a, b 0,

>0
Sin>2etg,..,gn €G, on adans C.(G) les formules suivantes
(a) TO[L, 91, 9n] = [1, 91, -, gnl;
(b) TLIL, 91, 9n) =Tal1,91, -, gn) + 5y Th_1[g1, -, gn), €t si i > 2
(c) Til[l,91,..,gn) = TE[1, 91,0, gn]+s)Th_1l01, --~,9n]+22;11 \
(1,91, gn]-
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On écrit facilement la formule définissant I';[1, ..., g,] de la maniére
suivante : on part de la chaine [1,g1,...,9n] €t on insére i fois une paire
[1,95] (avec 1 < j < n). Une telle insertion se fait toujours juste & droite de
P’élément g; initial. Ensuite on effectue toutes les permutations cycliques
(avec signe) ¢ qui place un des 1 “insérés” en position 0 et enfin on multiplie
par (—1)i(i — 1)!.

On peut de méme écrire les chalnes apparaissant dans la définition
de V5% On part de [g1, ..., gn], puis on insere ¢ — k fois une chaine [g1, g;]
(2 < j € n). Les insertions se font toujours & droite du g; initial. Ensuite
on ajoute 1 & gauche d’un g¢; inséré. Puis on insere k fois des chaines
du type [T, gj] avec cette fois 1 € 7 € n. On finit en multipliant par
(—1) (= D=D+i(p 1) — k - 1) et en faisant agir N c’est & dire toutes
les permutations cycliques qui placent un 1 étiqueté en position 0. Cette
construction apparait clairement dans le lemme suivant.

LEMME 2.7. — Pourn>1,5j>0,1<k <1, dans dans E,,,2;,(G),
on a:
ng = (_1)J(SidB)Jv Vk n+2(z k)Sld( n— 1d0)

Démonstration. — Pour gg,...,gn € G, on a
n

(S(QO)B)[gov 7gn] = Z(—l)n(n_J) [g07gj)gj+1= "'7gj—l,gj]
3=0

= Z(_l)n(nﬂj)[g(h 95y9j4+15 -+, 95-1, g]]

(car [go, go, g1, ---] est nul dans E,(G)); c’est, au signe —1 pres, la formule
donnée dans le lemme pour T} (si @ € IL, alors 7, = (—1)™(P=D+1 et
ag = ... = an = 0). De plus

(=1)""Dgo, g5, 915 - Gi-1, 93] = " 2190, 91, 95, (90, G5}, G415 -1 G-
On en déduit

n

(S(go)B) go, .- 7gn Z n(n—]) 2{907gjagj+17 ceey Gk [Qo,gk],
7=0 k=1

gk+1, "'7gj]
F [gOa . ’gn]
Pour '}, i > 2, on obtient la formule du lemme apres i — 1 itérations du cal-

cul précédent. La formule pour V4 s’obtient directement en “composant”
les formules obtenues pour I'y. a
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Démonstration du Théoréme 2.6. — Par définition Y9 est I'identité.
Dans les complexes normalisés, la formule du Lemme 2.4 ne donne des
termes que dans la colonne 0. D’apres le théoréme 2.5, pour n > 1,4 > 1,
on a

i—1
T;.[90; -, 9n) :(—l)i((s(go)B)i+Z(s(yo)3)ks(go)(( 8(g1)B)**do
k=0

+ Z(—l)j(S(go)B)i_kdj))[g(), .gn] carb= Zdj.
j=1

Mais une chaine de la forme [..., go, go, ---] est triviale dans E*(G), donc

i—1 n
(X (st00 B sta0) (D (~ 17 (500 B 45 ) ) g0, 1.90] = 0 € Bo(G).
k=0 Jj=1
On obtient alors la formule suivante (pour n, i = 0)
(3.6.1) Z(S,dB Sia((Sa, B)*~*do).

Pourn=1,i>1,0ona
i

Yila, 0] = (1) Y (s(0)B) s(a) (5 B)"* [t

k=0

(—1)*(5(a) B)*5(a)[b]
= > (~1)%il[a, "o
120

Pour n > 2, le Lemme 2.7 et la formule (3 6 1) impliquent que
T: =T% + S (T do) +Zv

ce qui termine la démonstration du Théoreme 2 6 ]

Remarque. — Un élément inversible ¢ d’un anneau A définit un
élément dans K;(A) donné par la matrice [a] € GL;i(A). Son image
par le morphisme d’Hurewicz H : K;(A) — H1(GL(A)) est le cycle
[1,a] € C1(GL(A)). Le Théoréme 2.6 permet alors de calculer son caractére
de Chern :

chi(a) = tr(p(T1([1,a]))) = tr(e(D_(~ 1)L, o] *'u?))

20
_§ : —1 1+1 z

20
On retrouve ainsi la formule donnée dans [16], Théoreme 10.2.
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3. Le caractére de Chern en bas degré.

Rappelons maintenant la définition du groupe K5(A) donnée par
Milnor dans [25]. On note St(A) le groupe de Steinberg St(A) de 'anneau
Aet xz;;(t), 4,5 > 1,4 # j, t € A ses générateurs. Il y a un morphisme
de groupes 9 : St(A) — E(A) qui envoie z; ;(t) sur e;;(t) (la matrice
élémentaire avec t comme coefficient a l'intersection de la ligne i et de la
colonne j) et une suite exacte

1 — Ky(A) — St(4) L E(A) — 1.

3.1. Le caractére de Chern en degré 2.

Dans ce paragraphe on va donner une formule générale pour le
caractére de Chern d’un élément de Ko(A) défini comme sous-groupe de

St(A).

Posons J§ = {a = (a1, ...,0p) ENP | a1 + ... + 0 = ¢}

THEOREME 3.1. — Soit ¢ = i, j,(t1)...%i,, j,. (tn) € K2(A). En
notant e, =e;_j (ty), Er =e€1..e, (1<7r<n))ona:

cho(z) = tr (ZZ((—I)ii!(E,Tl,ET_l,eT, (e-1,e))

r=2 120

+ (—1)* zi(z‘ —k—1)k!

k=0
> N(ETY By, (B2 Er)™ e, (B EL)O2,

1—k
aer(k_H)

6;17 (Er_—117 E'I’—l)a:sa 6—1 (E:_lly E’I‘—l)a2k+176‘r7

[EEPR M

(B Ep)2))u).

Rappelons une formule explicite pour 'isomorphisme de groupe H :
Ky(A) — Ho(E(A)) [25]. Soit 1 = R — F — G — 1 une présentation d’un
groupe G, le groupe F étant libre sur 'ensemble S. La formule de Hopf
énonce que H2(G) = (RN[F,F])/[R, F) et cet isomorphisme s’explicite
via le calcul différentiel de Fox (cf. [1], [7]). Soit P2 : CPar(G) = k[G*] —
C.(G) 'isomorphisme de complexe donné par

O (g1]. .- lgn] = [1, 91,9192, - - -, 9192 - - - Gn)-
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Si f€F,abeG,alors fla|b] = [fa|b] munit C5**(G) d’une structure
de F-module 3 gauche. Soit alors §: F — CH**(G) la dérivation (unique)
définie par 0(f) = )¢ sldf/ds | 3]. La restriction de § & RN [F, F] induit
I'isomorphisme de Hopf. De plus, supposons que 7 = {a1,b1 }...{an,bn} € R
(on note {z,y} le commutateur de z et y), alors on a

n

(3.1.1)  6(r) = Z ([Riz1 | @] + [Riz1@s | b)) — [Ribs | @) — [Ri | By]) -

=1

LEMME 3.2. — Six = x;, j,(t1)...%s, ;. (tn) € Ko(A), Iisomorphis-
me d’Hurewicz H : Ko(A) — Hy(E(A)) est donné dans Co(E(A)) par le
cycle suivant :

n
H(z) = [1, Eg_1, Ex]
k=2
ott By, (k > 1) est défini comme dans le théoréme 3.1.

Démonstration. — Soit F' le groupe libre engendré par les symboles
zij(t) owi,j = 1,4 # jett € A Soit R le sous-groupe normal de F'
engendré par les relations définissant le groupe de Steinberg et par les
éléments de K3(A). On a alors G = F/R = E(A) et

6 (@i, 1 (81)- Ty (Bn)) = 0(2iy 5y (81)) + -+ Ty gy (B1) - iy s (Bnm1)
é(x/’;n,jn (tn))'
Donc, dans C2(E(A)), on a (en posant Ey = 1)

n n

H(z) = " Y [Bi1 | €y, (t)] = Y _[1, Br-1, Bil.
k=1 k=2

Le terme pour k = 1 est [1,1, F;], donc est trivial dans le normalisé

Ca(E(A)). O

Démonstration du Théoréme 3.1. — Pour x= z;, j, (t1)...Zi, ;. (tn) €
K3(A), on doit calculer tropoYy0H (z) € HC, (A). Les formules explicites
pour tr,p et les formules du Lemme 3.2 et du Théoréeme 2.6 donne le
résultat. O

3.2. Symboles en degré 2.

On calcule ici le caractére de Chern d’éléments importants du groupe
K, comme les symboles de Steinberg [25] et ceux de Dennis et Stein [6],
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[23]. Si a,b sont deux éléments inversibles d’'un anneau A qui commu-
tent, considérons des relévements Xa,X,; des matrices diagonales X, =
diag(a,a™!,1), X} = diag(h,1,b71). L'élément {a,b} = [X,, X]] € Ko(A)
est appelé symbole de Steinberg. Pour a, b € A, 0 < k < i, notons
ST@h) =N( 3 (@) e @ a)™ b (@b ab), b

a1t tazete=i—k
~ ~-1
(a 1,0,)0437,.,,[), (ab ,ab)"‘?H?))

oil N est défini au paragraphe 1.

THEOREME 3.3. — Le caractére de Chern du symbole de Steinberg
{a, b} est représenté par le cycle

cha({a, b}) =Z(—1)i(a((ab)-1,a, (b,671)i,b) — ((ab)™%, b, (a,a™ 1), a)

>0
i1
+ 376 — k— 1)k!(STi(a, b) — STL(b, a)))ui.
k=0
Démonstration. — L’élément {a,b} = [X,, X}] est un commutateur

de deux matrices de St(A). Donc, d’apres la formule (3.1.1), on a
H({a,b}) = "™ ([Xa | X3] — [X} | Xa))
=1, Xq, Xo X} — [1, X5, Xo X3)

par commutativité de X, et X;. On obtient donc

cha({a,b}) = tr (p(T2([1, Xa, Xa X3] — [1, X5, Xa X3]))).
Les matrices X,, X], X,X; sont diagonales. Aprés composition par T
et o, on obtient des chaines de k[GL3(A)|®**** C Ca1.(k[GL(A)]) de la
forme k; (M3, M7, ..., M3,,.,), (j € N, k; € k) ol les matrices M] € GL3(A)
(0 < £ < n+ 2%, j > 0) sont diagonales et égales & X,, X;, X, X, ou leurs
inverses. Ainsi

tr(oY2)([1, Xa, XaXp) = [1, X5, XaXp)]) = ¢Y2([1, a,ab] — [1,b,ab])

dans le complexe normalisé BC, (A). Le calcul de ¢(Y2)([1, a,ab]—[1,b, ab])
est analogue & celui de pY2o([1,E,_1, E,]) effectué dans la preuve du
Théoreme 3.1. O

Passons maintenant aux symboles de Dennis et Stein. Soient a, b deux
éléments de A qui commutent et tels que 1 — ab soit inversible. Pour ¢ # j,
notons

P; j(a,b) = x;;(—b(1 — ab) Nz j(—a)z;i(b)z; (1 — ab)™1a) € St(A).
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Le symbole de Dennis-Stein associé est par définition 1’élément

(a, b> = Pi,j (a, b)Pl’_Jl(ab, 1) € K2(A)

On associe a (a, b) les matrices de F(A) suivantes :

r= [—s(ljas)_l (1 —_ai‘)_l]’ . [i (1)],

o AT

On note JZ Iensemble suivant

J_,‘f:{a = (@1, ey C2g42) EN?2 |0 + .+ agga = petag, ..., a1 = 1}.

THEOREME 3.4. — Le caractére de Chern des symboles de Dennis
et Stein est représenté par le cycle Y, chb({a,b))u’ ot
ch3({a,b)) = (1,b(1 — ab)~',a) + (a, (1 —ab)™*,b) — (1 — ab) ™", a,b)
—(1,(1 — ab)~!, ab),
chy((a, b)) = (1, (b(1 — ab) ™", a)"**) = (1,((1 — ab) ™", ab)"*1)]
i/3
+ (=1)* i(i —k-1Dk > NV LT, (T T)™,

k=0 ouEJ;_)C

U, (‘7_1, V)QQ, U_l, (T_l,T)a3, ey U_l7 (T_l,T)a2k+1’
U, (V71 V)2+2). (i > 0).

Démonstration. — On raisonne comme dans les démonstrations des
théorémes 3.3 et 4.3. O

Dans le cas oll ab = 0, le symbole (a,b) coincide avec 'opposé du
symbole de Loday ({(a, b)) ([19)).

COROLLAIRE 3.5. — Soit A un anneau contenant Q. Si a,b € A
sont tels que ab = 0, alors le caractére de Chern du symbole de Loday

{{a, b)) est
cha({{a,b))) = ((1,a,b) — (1,b,a))u’ = B(a,b)u’.

Démonstration. — Quand ab = 0, d’apres le Théoréme 3.4, on a

chS({a, b)) = (1,a,b) — (1,b,a) = B(a,b).
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Pour i > 1, on trouve (dans Cy2;(A))
chy = il(1, (a, b)) —il(1, (b,a)"t?).
Si A contient Q, alors, en notant z(a,b) = Y., (é!/(i + 1))(a, ) ui™,
(b+ B) (2(a,b)) = Z'Z (a, b)) — (1, (b, a)" 1))t

i>1
ce qui assure que les termes des colonnes strictement négatives sont des
bords. a

Remarque. — i) Cette formule est valable dans le complexe non
normalisé BCy (A).

ii) Si A ne contient pas Q, on peut quand méme définir ’élément
z(a,b) (apparaissant dans la preuve du Corollaire 3.5) sur les colonnes —i
telles que ¢+ 1 ne soit pas premier. On trouve alors, en notant P ’ensemble
des entiers p premiers,

chy({(a,8)) = > (p = D!((L, (a, b)) = (1, (b,a)")) wP~".

pEP

Exemple. — Quand A est une k-algébre commutative contenant Q,
on sait qu’il existe une application 7, : Cy,(A) — Q7% (pour tout n > 0), ol
" est le ni®M€ module extérieur sur Ialgebre 2 des formes différentielles
sur A, donnée par :

mn{ao, ..., an) = 1/n! apda;...day,.

Elle induit un morphisme de bicomplexes de (BC; (A),b, B) dans
(BN§,,0,d), ot BNOR? = Q%P et c’est un quasi-isomorphisme si A
est lisse, cf. [22]. La formule du Théoréme 3.4 donne w3 o chy({a,b)) =
(—(1 — ab)~'dadb)u® et on a

COROLLAIRE 3.6. — Si A est une k-algebre commutative lisse con-
tenant Q, alors

cha((a, b)) = (—(1 — ab)~*dadb)u’) = D2({a, b))u®
On retrouve en particulier un calcul de [4] pour la trace de Dennis.

Remarque. — Dans de nombreux cas les groupes Ko (A) ou Ko(A,I)
sont engendrés par les symboles de Dennis et Stein (voir, par exemple, [25],
(23], [6], [30], [26)).
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4. Symboles en degré supérieurs.

Dans cette partie on calcule le caractére de Chern des symboles de
Loday ((b1,...,b,)) et des symboles de Steinberg généralisés {ai,...,an}
pour n > 2.

Lorsque A est un anneau commutatif, on a un produit gradué com-
mutatif ([18], voir aussi le paragraphe 5)

Ky(A) x Kq(A) - p+q(A)-

En particulier, si a1,..., an, sont des éléments inversibles de A et {a1 },..., {an}
leurs images dans K;(A), alors {a1, ..., an } = {a1}*...#{a,} est dans K, (4).

Soit A non nécessairement commutatif, muni de matrices my, ..., m, €
GL.(A) qui commutent deux & deux et 6 'unique morphisme d’anneaux
Zlx1, oy T, 27 szt ] — M,(A) qui envoie chaque z; sur m;. On note
{m1,...,mp} = 0.{z1, ..., 2} € K,(A).

4.1. Symboles de Steinberg généralisés.

Si ai,...,a, € A sont des éléments inversibles qui commutent, Ie
symbole de Steinberg généralisé est

{a1,-,an} = 0. ({z1, ..., zn}) € Kp(A).

THEOREME 4.1. — Soient ay,...,a, des éléments inversibles d’un
anneau A qui commutent deux & deux. L’image de {ay,...,a,} est repré-
sentée dans BC (A) par le cycle

i—1

chy,({a1,...,an}) = Z 8(0)(Z<p(s(1)I‘i‘_11 [@f,..,a2] + Tt + Zvﬁ,i)

oEX, 20 k=1
1,33, .. 33))u)

ol @] = G5(1)Ao(2)---0o(;) POUr j = l..n (les notations sont celles du

Théoréme 2.6).

Remarque. — On constate que la formule donnée par le Théoréme
4.1 pour n = 2 est la méme que celle donnée par le Théoreme 3.3.
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Avant de démontrer ce théoréme, calculons 'image par le morphisme
d’Hurewicz des symboles {my,...,m,}. Dans GL.(A), on a les opérateurs
suivants : )

GL.(A) “™ GLs(A)  GL.(A) % GLs(A)  GL.(A) S GLs.(A)
m — diag(m,m~1,1), m ~ diag(m,1,m™1), m +— diag(m, 1,1).
On associe & my, ..., My, les matrices M; (i = 1...n) de GL3n-1,(A) définies
par

M; = (diagh)" "' (m;), M, = (diag')" 2diag®(ms)

et M; = (diag")"*diag2(inc)*~?(m;) pour i = 3...n.

LEMME 4.2. — Soient my, ..., m, des éléments de GL,.(A) qui com-
mutent. L’image de I'élément {my,...,my} par le morphisme d’Hurewicz
H: K,(A) —» H,(GL(A)) est donnée par le cycle

H({ma, .;mn}) = D €@ Moy, Mo(1)Mo(2), - Mo() Mo(@) - Mom))

o€EX,
ol X, est le groupe des permutations d’un ensemble a n éléments.

Démonstration. — Par naturalité de H on se raméne & 1’étude de
H({z1,...,2,}). On raisonne par récurrence sur n, le résultat pour n = 2
ayant été démontré dans la preuve du Théoreme 3.3. Nous appelons R
Panneau commutatif Z[xl,...,xn,xl‘l,..‘,xgl] et 4 : RR — R la
multiplication. On a, dans K, 1(R), 'égalité de symboles {z1,...,Zpnt1} =
{Z1,...;Zn} * {Znt1}. On identifie z; & la matrice [x;],¢ < n et Tpq1 avec
la matrice inc™ ! ([zn41])-

D’apres la remarque précédent le Corollaire 5.5, on a

H({z1,..;tn1}) = H{z1, ., o0} # {Zns1})
= Z o) px (shidiag; ([1, Xo(1) s Xo) Xo2) - Xo(m)])s

oeX,
diagy([1, Zn11])))-
Pour 1 < i < n, o € £,, notons X{ = diag; (X,(1)---Xo(s)). On trouve
H({xl,...,xn+1})——— Z ( )[LXfy(l)vXﬂy(l)Xy(Q)a--'vX'y(l)X'y(Z)---X'y(n+1)]'
YEZnt1
On obtient la formule du lemme en composant par .. a
Démonstration du Théoréme 4.1. — On identifie a1,...,a, & des

matrices de GL1(A). Le Lemme 4.2 implique que
chn({a1,...,an})

= tr @Tn( Z E(U)[l, Aa(1)7 Ag(l)Aa(g), ey Aa(l)Aa(2)'--Aa(n)])
oceEX,
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ou les matrices A, ;) sont définies comme dans le Lemme 4.2. Toutes ces
matrices étant diagonales, le raisonnement de la preuve du Théoréme 3.3
montre que, pour o € ¥,

troTn([1, As1), Ao(1) Ao (2), s A1) Ac(2) - As(n)])
= QDTn([]-’ Ag(1)) Ao (1) Ao (2)s -+ Ao (1) Bo(2) '"aa(n)])'

(On peut aussi utiliser le Corollaire 5.5). Le Théoreme 2.6 permet de
conclure. o

4.2. Symboles de Loday.

On veut ici calculer le caractére de Chern des symboles de Loday
((b1, ..., b)) (définis dans [19]) pour n > 2.

Si by, ..., b, sont des éléments de A tels que b1by =bybsz =...=b,b; =0,
notons R;, ¢ = 1...n les matrices élémentaires suivantes
Ry =¢€;i41(b;), sil<i<net R, =ep1(by).

Les matrices R; commutent deux & deux ce qui permet de définir le symbole
de Loday
<<bl> ceey bn>> = 9*{1:1, veny Cl?n}

THEOREME 4.3. — Soient by,....,b,, n > 3, des éléments d’un
anneau A tels que biby = bybs = ... = byby = 0. Alors, dans BC;; (A),
le caractére de Chern du symbole de Loday ((b1, ..., b,)) est donné par le
cycle

chan ({(b1, -, bp))) = \i(-1)<"—1><j—1>(1,bj, vy b1 )u®

Démonstration. — Comme ((by,...,bn)) = {R1,...,Rpn} = {R1}*...*
{R.}, d’apres le Corollaire 5.5, il suffit de calculer, en notant x pour le
produit “shuffle”,

tr oY (H({R1}) x H{R2}) x ... x H{R,})
En notant 77 = Ry(1)Ro(2)---Ro(j) (j = 1...n), on déduit du Lemme 4.2

H({Ry}) x H{Rz}) x ... x H{Ro}) = Y e(o)[1,7], 75, ..., wT].

cET,
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Intéressons-nous d’abord au cas de i = 0; on a
chy ({(b1, b)) = Y (o) (ex(( (x5) ™", RS, B, .., RY))).
cEX,
On travaille dans C,,(A). Rappelons qu’un élément de A est dit trivial il
appartient & k. Pour tout o € £, et tout i = (ig, ..., 4,) € {1,...,n}"!, on
doit calculer
pi(0) = (7)) igyias (R v izs (BS insigs o (B )imsio)-

Or, (R{)i, i, est trivial sauf si i3 = o(1) et 42 = o(1) + 1. Les tenseurs
pi(o) non nuls dans C,(A) vérifient donc iy = o(1) et ip = o(1) + 1.
Plagons nous dans ce cas la. Le coefficient (RS ), (1)41,i, st trivial & moins
que 0(2) = o(1) + 1 (modulo n) et i3 = 0(2) + 1 = o(1) + 2 (modulo n).
En poursuivant le raisonnement, on obtient, pour 0 < i < n, que u;(o) est
nul dans C,,(A) sauf si o est une permutation circulaire et i; = o(j). Ce
qui donne

(b, -y b)) = > _(=1) VO (L, by, ., bjs).

j=1

Passons au calcul de chﬁl, 1 2 1. D’apres le Théoréeme 2.6, pour tout
o € ¥,, en notant

F;(U) = (,D(Fil[l,ﬂ?, ...,WZ]), f‘?n,(o') = (p(s(l)l-‘:‘z_—ll [ﬂ-fv ~--77TZ])

et Vo'i(o) = o(VEIL, 72, ..., %)),
on a

B (Wb be) = 3 e(0)(1r (Tole) +Tole) 32 V0'(@)).

o€, k=1t—1

On donne ci-dessous la preuve que Y, (Zaezn (o) tr(f:l(a)))ui est un
bord. Ce résultat se démontre de maniére analogue pour les deux autres
termes.

Un calcul similaire au cas i = 0 donne, en notant i(n,s) = 1/2(n(2s+
1) - 1)7

=Sin=2m, ) 5 e(a)tr(ﬁl(a)) = 0si i # sm, et pour s > 0,

n

> o)t (0)) = Y (=1 (sm)!(1, (bj, ..., bj—1)'F*).
o€, j=1
—Sin=2m+1, Y cx e(o)tr(T,,(0)) = 0sid # sn,1/2(n(2s+1)-1),
et

n

Z E(U)tr(fin(a)) = Z( n)! (L, (bj, -y bj- 1)),

oEY, j=1
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n

3 (@)@ (0)) = = Y i(n,8)! (b, by1) 2

oEL, j=1

Pour n=2m, >, 03,5, €(0) tr(ff1 (0)))u’ est le bord

(sm)' s+1, sm—1
(b+B)(S>ZOS+1(b1,...,bn) u )
On procede de méme pour n = 2m + 1. ]

Remarque. — Le calcul du théoréme 4.3 s’applique & cha({{by, b2))),
a part le dernier paragraphe, et redonne la formule du Corollaire 3.5.

Lorsque A est une algébre commutative contenant Q, il existe des
décompositions (appelées décompositions de Hodge) de K, (A) et HC_ (A)
obtenues & partir d’opérations appelées A-opérations (cf. [17], [2], [21],
[20]). Les A-opérations (AF) sur la K-théorie d'un anneau sont induites
par le produit extérieur de matrices. Les A-opérations (X’j) sur ’homologie
cyclique proviennent des opérations extérieures de matrices sur 'algeébre de
Lie associée via le morphisme de Loday-Quillen ([21]). On considére ici les
A-opérations appelées “vraies” A opérations dans [20] chapitre 4.

COROLLAIRE 4.4. — Si A est une algébre commutative contenant
Q, alors, pour tout k > 1, on a

AE (chu (b1, ey ba))) = k chu(AE (b1, ., b))

Ce corollaire a été obtenu en K-théorie et homologie cyclique multi-
relative par Geller et Weibel dans [9].

Démonstration. — D’apres le Théoréme 4.3 et [21], [20] 4.6 on a
XE (Chn({(b, s b)) = AE(B(b1, ooy bn) )00 = kB(XE_ (b1, ..., b))

k :
n—1+1%
=R ()
=0
Y FDF (o) (L, bo gy, - b (-1’

oES]
ou S, ; est 'ensemble des permutations de ¥, avec k—1 descentes et telles
que o(1) = 1. En notant toujours H le morphisme d’Hurewicz, d’aprés [2],

on a
BNy i1+

HO (b)) = D0 ("

=0

)(A’;i;w(«bl, b))
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ott, pour M € GLy,(A), on note A, (M) la matrice de A7 A™ définie par

Az(,m(M)(Ul A A 'Uj) = M(’Ul) Ao A M(vj).

Les arguments des preuves du Lemme 5.3 de [21] et du Théoreme 4.3
nous donne

k .
chn (A% (b, e b)) =Z<—1>"(” o) “)

> (o) tr(@Tnll, o1y, - -, Ror)--Ro(m))
oEX,

k .
_ Z(_l)z’+k—1n —1+i
i=0 !

Z 8(0)(13 bo‘(l)a ceey ba(n))uO

GEUn¢_1

ot Up x—; est I'ensemble des conjugués de 7 (la permutation circulaire
standard) ayant k descentes cycliques. La bijection naturelle U, j—; & 57’1’ k
donne la conclusion. O

On obtient comme corollaire du Théoréme 4.3 et du Corollaire 4.4 le
résultat suivant de Geller et Weibel ([9], Théoréme 2.3)

COROLLAIRE 4.5. — Soit A = @;50A; une Q-algébre graduée. Le
caractére de Chern ch, : K.(A)/K.(Ao) — HC_ (A)/HC; (Ao) vérifie,
pour n > 1, Mk ch,, = k ch, \E.

Démonstration. — Les arguments de Kantorovitz ([13]) sont appli-
cables dans ce cadre car S = 0 sur HC; (A)/HC; (Ap). La multiplication
par un élément de K;(Q[¢]/(£2)) raméne alors au cas d’'un idéal scindé T
de carré nul.

D’aprés les calculs du paragraphe IV.2 de [10], 'image de B :
HC,_1(A,I) =, HC, (A, I) est alors engendrée par des cycles z =
SN =1D)™ (1,24, ..., xj-1) o4z € I. En particulier zxzg41 = 0 pour
tout 1 € k < n et donc z = ch,({{z1,...,2x))) d’aprés le Théoreme 4.3.
Comme chy, : K,(A,I) — HC, (A,I) est un isomorphisme, le corollaire
découle immédiatement du Corollaire 4.4. O

Exemple. — D’apres [9] on sait que, si a1,...,a, € A et ajay =
.. = apa1 = 0, alors le symbole généralisé de Dennis et Stein (a1, ..., an)
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(cf. [19]) est égal & uS (—(n—1)1{{a1, ..., an))) ott u : K, (A) —» KT (A)
est la projection sur le dernier facteur de la décomposition de Hodge de
K,(A). En particulier,

chn ({1, ey 0n)) = chpul™ (—(n — D{ay, ..., an)))
= —Z ]. Go-1(1)5 - ag—l(n))’u,o

On trouvera dans [9] une étude tres détaillée des symboles de Loday et de
leurs décompositions de Hodge.

5. Commutation avec le produit.

La compatibilité du produit de Loday en K-théorie et du produit
de Hood-Jones en homologie cyclique via le caractére de Chern a été
démontrée par McCarthy [24] en utilisant la notion de catégorie exacte avec
cofibrations. Dans cette partie on donne une démonstration simpliciale,
dans Pesprit du papier de Hood et Jones [11].

Rappelons la définition du produit de Loday en K-théorie que 1’on
note * [18]. L’espace BGL(A)" est muni d’une structure de H-espace
induit par la somme directe de matrices dont on note © linverse (a
homotopie pres). Le produit tensoriel des matrices induit un morphisme
de groupe ppq @ GLp(A) x GLg(A') — GL(AQ® A’). Alors [ipq(2,y) =
Pp,g(Z,Y) © tip,q(x,1) © pp ¢(1,7y) induit une application

i : BGL(A)tY A BGL(A')T — BGL(A® A")*
qui induit * sur les groupes d’homotopie.
Si X., X. sont des modules simpliciaux, on pose
(XxX)N=X,0X, et X®X)= P X,0X,
ptg=+
Le produit de Hood-Jones [11], [20] est I'application
Sy B (C(A)®C(A")) » B~ (C(A) x C(A"))
définie,pour tout z = Y z*u’ € BC, (4), y = Y y'u* € BCy (A'), par :
S (z,y) = sh(z x y) + sh'(z x y)u

i—1
——Z(Zsh (z7, 9" +§jsh’(w",yi'1'j)>ui.
=0

>0 j=0
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On a noté sh : (X @ X')x — (X x X')., sh' : (C(A) @ C(4"))s —
(C(A) x C(A'))s42 les applications définies par sh = > e(o)o ou la
somme est étendue & tous les (p,q)-shuffles o tels que p + ¢ = * et
sh'(a,b) = > e(0o)o(s(a), s(b)) ol la somme est étendue a tous les (p,q)-
shuffles cycliques tels que p + g = *, cf. [20] chapitre 4.

THEOREME 5.1. — Le caractére de Chern commute avec le produit
de Loday en K-théorie et le produit de Hood-Jones en homologie cyclique.
Précisément, si A, A’ sont deux k-algébres, p,q > 1 et (z,y) € Kp(A4) x
K,(A"), alors

chpiq(2 % y) = Sy (chp(2), chq(y))-

Pour démontrer ce théoréme, on construit, pour GG, G’ deux groupes,
un analogue

Sy : BI (Cu(G) @ Cu(G")) — B (Cu(G) x C(G"))

du produit S et on prouve qu’il commute avec T,.

DEFINITION 5.2. — On note sh’ Papplication définie, pour tout

p,q = 0 par
q

H =33 T ele)olitn), 1(ty))

i=0 j=0 g€X(i,j)

ou z € Cp(G),y € Cy(G') et (i, j) est 'ensemble des (p+ 1, g+ 1)-shuffles
tels que o(14+1i) <o(p+2+3j).

LEMME 5.3. — Soit S : I{gp—((;) ® HC7(G') —» HC,,,
C.(G") I’application S = sh + sh u.
i) Onap(S5)=5x(p® ),
ii) L’application S5 induit un produit associatif HC, (G)®HC (G')
— HC,, (Cu(G) x Cu(G")).

iit) On a [b, sh] = 0, [B,sh'] =0, [B,sh]+[b, 87/] =0.

(C.(G) x

Démonstration. — Le i) est un calcul immédiat et ii) et iii) en
découle en remarquant que le produit sur B~ (NG ® NG'), s’obtient par
restriction du produit de Hood-Jones associé aux algébres de groupes k[G]
et k[G']. O
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LEMME 5.4. — Dans HC

(G X G'), on a S7(Yp ® Ty) =
Tpq(sh).

Démonstration. 2 0, 7 : (Cu(@) @ Cu(G')n,
B, (C.(G)xC.(G")) défini, pour p+q =n, par vy, = T (sh) S (T,®Y, )
On va montrer que -, est homotope & 0. On pose v, = Y. v5u’. On cherche
donc une famille (6,,),>0 d’applications G-linéaires telles que pour tout
n,t 2 0 on ait

()% Vi, = b}, + BO, 4+ 60%,_b.
Dans le complexe normalisé, on a yo(x,y) = Yo(sh(z,y)) — Sz (Yo(z) ®
To(y)) = 0.

De méme v, (z,y) = 0 si y € Cy(G’). On va raisonner de la méme
facon que dans le Théoreme 2.5. Posons 6% = 0 = 6! et §y = 0. On définit,
pouri > 1,n =1,

0 = siq(v. — BOLTE — 0% _b).

Les 6 sont bien G-linéaires par récurrence sur n. La famille (6%) vérifie
(1)! pour n = 0 ou i = 0. Supposons que les égalités (1)%, sont satisfaites
pour tout 0 < m. Montrons par récurence sur i que les égalités (1), sont
satisfaites pour tout ¢ > 0. On connait le résultat pour ¢ = 0. Supposons
donc, que les égalités (l)n 41 sont satisfaites pour 0 < j <. On a

(2)  bOERL =4St — B0,y — 057 — sib(vih — By, — 057'0).

En appliquant I’hypothése de récurrence et la relation [B, sh] + b, sﬁ/] =0
du Lemme 5.3 on trouve que b(yit — BO: | — 0571b) = 0 et (1)5] est
vérifiée. O

Démonstration du Théoréme 5.1. — 11 est bien connu (cf. par ex-
emple [8]) qu'en posant h(z,y) =z ®y Sz ® 16 1Ry, on obtient, par
fonctorialité, que H(z xy) = h.(sh(H(z), H(y)).

Le théoreme découle de la commutativité du diagramme suivant (ot
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l'on a posé G = GL(A), G’ = GL(A"), M = M(A) et M’ = M(A")) :

Kp(A) @ Ko(A') — Kpiq(A® A')
H®H | \ H
Hy(G)®H(G") 2 Hyo(GxG) ™ Hyyo(GL(ARA))
T8Tq | Totq | Tp+q |
o
HC; (G)®HC; (G') 2  HC,,(GxG') HC,, ,(GL(A®A")
@ | vl v
-
HC; (M)®@HC; (M) 25 HCp (MOM')  HCy, (M(ARA"))
tr@tr | tr | tr ]
ST
HC; (A)@HCT (A) =5  HC, (AQA)) < HC, (ARA).

D’apreés les Lemmes 5.3, 5.4 et le début de la démonstration, il suffit
de démontrer que tr@Tpiqhs = tr pTpiq. Mais trp((z®1), ©(1®y).) =0
sip,q > 1 car trlgpa) tr lgoay = 0 dans le complexe normalisé. O

Remarque. — Le diagramme commutatif de la preuve du Théoreme
5.1 implique le corollaire suivant ol on définit Chy : Hp(GL(A)) ®
H,(GL(4")) —» HC,, ,(A® A’) comme la composée suivante

pt+q
Hy(G) ® Hy(G) 2 Hyyo(GL(A® A)) 253 HC,,(GL(A® A')) ™5
Cp+q(A ® A,)
COROLLAIRE 5.5. — Soit x € K,(A), y € K4(A'). Le caractére de

Chern chyq(z * ) est égal & Chy, o(H (), H(y))

En particulier, si
x € Prim(H,(GLm(A)) C Kp(A) et y € Prim(Hy(GLn(A")) C Kq(A'),

alors H(z+y) € Hpyq(GL3m(A®A")) et, pour calculer chyyq(z*y), il suffit
de calculer trp Yy H(z * y) o

m

ﬁ"(M Z Zo,i17"'7(Mn)inyiO)'

lo, ’L
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