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PROPAGATION ET RÉFLEXION DES SINGULARITÉS
POUR L’ÉQUATION DE SCHRÖDINGER

NON LINÉAIRE

par Jérémie SZEFTEL

1. Introduction.

Les premiers travaux sur la propagation des singularités pour l’équa-
tion de Schrödinger remontent à R. Lascar [10] et L. Boutet de Monvel
[3]. Ils introduisent un front d’onde parabolique qui se propage suivant les
géodésiques du Laplacien à t fixé. Les estimations sont obtenues dans une
algèbre pseudodifférentielle où la dérivation en temps compte double par
rapport aux dérivations en espace pour tenir compte de l’inhomogénéité de
l’opérateur de Schrödinger. Pour l’équation de Schrödinger dans un ouvert,
l’auteur défini un front d’onde parabolique au bord grâce à cette algèbre,
et montre que ce front d’onde parabolique se propage suivant le flot brisé
du Laplacien à t fixé [14].

Pour étudier la propagation des singularités pour des équations aux
dérivées partielles non linéaires, J. M. Bony introduit l’algèbre des opéra-
teurs paradifférentiels. Il montre que la solution de l’équation non linéaire
est également solution d’une équation linéaire avec un second membre plus
régulier que la solution. L’opérateur linéaire en question est un opérateur

Mots-clés : équation de Schrödinger non linéaire, calcul paradifférentiel, propagation et
réflexion des singularités, opérateur de Dirichlet-Neumann.
Classification math. : 35Q55, 35S50, 35A21.



574 Jérémie SZEFTEL

paradifférentiel, et les estimations obtenues dans cette algèbre fournissent
le résultat de propagation des singularités. De même, A. Alabidi [1] et M.
Sablé-Tougeron [13] développent un calcul paradifférentiel tangentiel qui
leur permet d’obtenir des théorèmes de réflexion des singularités pour des
problèmes aux limites non linéaires respectivement d’ordre 2 et d’ordre
quelconque.

Dans [14], le théorème de réflexion des singularités permet de justifier
le calcul de l’opérateur de Neumann obtenu à l’aide d’une factorisation
pseudodifférentielle. Ceci est une première étape en vue d’obtenir des
conditions aux limites absorbantes pour l’équation de Schrödinger linéaire
[15].

Notre but est de développer un calcul paradifférentiel adapté à l’in-
homogénéité de l’opérateur de Schrödinger ainsi que sa version tangentielle
afin d’étendre les résultats de propagation et de réflexion des singularités
pour l’équation de Schrödinger linéaire (voir [10], [3] et [14]) à l’équation
de Schrödinger non linéaire. Nous voulons également utiliser le théorème
de réflexion des singularités obtenu pour justifier le calcul de l’opérateur de
Dirichlet-Neumann afin de dériver des conditions aux limites absorbantes
pour l’équation de Schrödinger non linéaire.

Ce travail consiste en huit parties, la première étant un rappel de
résultats déja connus et les sept autres constituant des résultats originaux :

– Nous commençons par rappeler les propriétés de l’algèbre pseudo-
différentielle inhomogène SmSch qui sont utiles pour la suite.

– Nous introduisons une analyse de Littlewood Paley tenant compte de
l’inhomogénéité de notre problème. Ceci nous permet de définir un
opérateur de S-paramultiplication et d’en étudier les propriétés. Cet
opérateur est l’équivalent dans le cas inhomogène de la paramultipli-
cation, et nous obtenons dans ce cadre l’équivalent du théorème de
paralinéarisation de J. M. Bony [2].

– Nous définissons l’algèbre des opérateurs S-paradifférentiels. Cette
algèbre contient à la fois les opérateurs différentiels et la S-paramulti-
plication.

– Par analogie avec [2], nous déduisons du théorème de S-paralinéari-
sation et du calcul symbolique pour les opérateurs S-paradifférentiels
un théorème de propagation des singularités pour Schrödinger.

– Dans Rd+1, nous identifions des variables tangentielles (t, x′) ∈ Rd et
une variable normale xd ∈ R. En plus de l’analyse de Littlewood-
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Paley sur Rd+1, nous utilisons une analyse de Littlewood-Paley
n’agissant que sur les variables tangentielles. Ceci nous permet de
définir un opérateur de S-paramultiplication tangentielle et d’en
étudier les propriétés. Nous obtenons alors l’équivalent du théorème
de paralinéarisation tangentielle de M. Sablé-Tougeron [13].

– Nous définissons l’algèbre des opérateurs S-paradifférentiels tangen-
tiels. Cette algèbre contient à la fois les opérateurs différentiels en
(t, x′) et la S-paramultiplication tangentielle.

– Par analogie avec [1], nous déduisons du théorème de S-paralinéa-
risation tangentiel et du calcul symbolique pour les opérateurs S-
paradifférentiels tangentiels un théorème de réflexion des singularités
pour l’équation de Schrödinger non linéaire dans le cas des rayons
transverses.

– Enfin, nous appliquons les résultats de réflexion des singularités
au calcul de l’opérateur de Dirichlet-Neumann pour l’équation de
Schrödinger non linéaire dans le cas du laplacien plat et du demi-
espace Rd+. Soit f une fonction dans C∞(C2). Si u est solution de :

(1.1)


i
∂u

∂t
+ ∆u + f(u, ū) = 0, t > 0, xd > 0,

u|xd=0 = h,

u|t=0 = 0,

alors ∂xdu|xd=0 est déterminé par h :

(1.2) −∂xdu|xd=0 = N(h).

(1.2) définit l’opérateur de Dirichlet-Neumann associé à l’équation de
Schrödinger i∂tu + ∆u + f(u, ū) = 0 et à l’ouvert Rd+. Le théorème
de S-paralinéarisation de la cinquième partie permet de réécrire
l’équation comme la somme d’un opérateur L et d’un reste. L se
factorise alors sous la forme

L = −(Dxd + A)(Dxd + B).

Les résultats de réflexion des singularités montrent que (Dxd + B)u
est régulière. Nous en déduisons que N � −iB.

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



576 Jérémie SZEFTEL

2. L’algèbre SmSch(R
d+1).

Nous rappelons la définition et les principales propriétés de l’algèbre
pseudodifférentielle inhomogène SmSch(R

d+1). Cette algèbre nous permettra,
entre autres, de définir une notion de régularité microlocale adaptée à
l’équation de Schrödinger.

Dans tout ce qui suit, |ξ|4 = (
∑d

j=1 ξ
4
j )

1/4 est la norme 4 sur Rd.
Si (τj , ξj) ∈ Rd+1 pour j = 1, 2, nous avons alors l’inégalité triangulaire
suivante que nous utiliserons constamment dans ce travail :

(2.1)

(|ξ1 + ξ2|44 + (τ1 + τ2)2)
1
4 � (|ξ1 + ξ2|44 + (

√
|τ1|+ |τ2|)4)

1
4

� (|ξ1 + ξ2|44 + (
√
|τ1|+

√
|τ2|)4)

1
4

� (|ξ1|44 + τ2
1 )

1
4 + (|ξ2|44 + τ2

2 )
1
4 ,

où nous avons utilisé l’inégalité triangulaire pour la norme 4 sur Rd+1. Un
ensemble V de T ∗(Rd+1) \ {0} est dit S-conique si (t, x, τ, ξ) ∈ V implique
(t, x, λ2τ, λξ) ∈ V pour tout λ > 0. Une fonction θ sur T ∗(Rd+1) \ {0} est
dite S-homogène de degré m si pour tout (t, x, τ, ξ) dans T ∗(Rd+1) \ {0} et
pour tout λ > 0, θ(t, x, λ2τ, λξ) = λmθ(t, x, τ, ξ).

DÉFINITION 2.1. — Pour m ∈ R, on note SmSch(R
d+1) l’ensemble des

a(t, x, τ, ξ) dans C∞(R2d+2) tels que pour tous (k, α, l, β) il existe Ckαlβ
vérifiant :

|∂kt ∂αx ∂lτ∂βξ a(t, x, τ, ξ)| � Ckαlβ(1 + |ξ|44 + τ2)
m−|β|−2l

4 , ∀(t, x, τ, ξ).

Remarque. — L’algèbre SmSch(R
d+1) est introduite par R. Lascar

dans [10] afin d’étudier la propagation des singularités pour l’équation
de Schrödinger. Nous l’utilisons dans [14] pour étudier la réflexion des
singularités pour l’équation de Schrödinger.

À a ∈ SmSch(R
d+1), on associe l’opérateur a(t, x,D) défini pour

u ∈ C∞0 (Rd+1) par :

a(t, x,D)u(t, x) = (2π)−d−1

∫ ∫
eitτ+i<x,ξ>a(t, x, τ, ξ)û(τ, ξ)dτdξ,

où û désigne la transformée de Fourier par rapport à t et x. Le produit et
l’adjoint d’opérateurs de OpSmSch(R

d+1) sont étudiés dans [10] :
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PROPOSITION 2.2. — (i) Soient deux réels m et m′ et soient a dans

SmSch et b dans Sm
′

Sch. Alors il existe c dans Sm+m′

Sch tel que a(t, x,D)b(t, x,D) =
c(t, x,D) et pour tout entier N :

c(t, x, τ, ξ)−
∑

2l+|β|<N

1
il+|β|l!β!

∂lt∂
β
xa(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ b(t, x, τ, ξ) ∈ Sm+m′−N

Sch .

(ii) Soit un réel m et soit a dans SmSch. Alors il existe b dans SmSch tel que

a(t, x,D)∗ = b(t, x,D) et pour tout entier N :

b(t, x, τ, ξ)−
∑

2l+|β|<N

1
il+|β|l!β!

∂lt∂
β
x∂

l
τ∂

β
ξ ā(t, x, τ, ξ) ∈ Sm−NSch .

DÉFINITION 2.3. — Pour s ∈ R, on définit l’espace de Sobolev inho-

mogène :

(2.2) Hs
Sch(R

d+1) = {u ∈ S ′(Rd+1) / (1 + |ξ|44 + τ2)
s
4 û ∈ L2(Rd+1)}.

La proposition suivante est démontrée dans [10] :

PROPOSITION 2.4. — Si a ∈ SmSch(R
d+1), alors a(t, x,D) est continu

de Hs
Sch(R

d+1) dans Hs−m
Sch (Rd+1) pour tout réel s.

Enfin, nous rappelons l’inégalité de G̊arding précisée suivante obtenue
dans [14] :

LEMME 2.5. — Soit a ∈ S2m+1
Sch (Rd+1) tel que Re a � 0, alors :

(2.3) Re (a(t, x,D)u, u) � −C‖u‖2Hm
Sch

, u ∈ S(Rd+1).

3. Les opérateurs de S-paramultiplication.

Dans cette section, nous définissons un opérateur de paramultiplica-
tion adapté à l’opérateur de Schrödinger puis nous étudions certaines de
ses propriétés en adaptant à notre cadre les preuves de [4]. Enfin, nous
obtenons l’équivalent du théorème de paralinéarisation de J. M. Bony [2]
en s’inspirant de [12].

TOME 55 (2005), FASCICULE 2
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Le lemme suivant sera utile dans tout ce qui suit :

LEMME 3.1. — Soit d′ et d′′ deux entiers, et d = d′ + d′′. Soit deux

réels r1 et r2 tels que 0 < r1 < r2 et soit k ∈ N. Alors il existe Ck
tel que pour tous 1 � a � b � +∞, 1 � a1 � b1 � +∞, λ > 0, et

u ∈ La1(Rd
′′
, La(Rd

′+1)) on a :

supp û ⊂ {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ′|44)
1
4 � r1λ}

⇒ sup
2l+|α|=k

‖∂lt∂αx′u‖La1
x′′ (L

b
t,x′ )

� Ckλ
k+(d′+2)( 1

a − 1
b )‖u‖La1

x′′ (L
a
t,x′ )

supp û ⊂ {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ|44)
1
4 � r1λ}

⇒ sup
2l+|α|=k

‖∂lt∂αx u‖Lb1
x′′ (L

a
t,x′ )

� Ckλ
k+d′′( 1

a1
− 1

b1
)‖u‖La1

x′′ (L
a
t,x′ )

supp û ⊂ {(τ, ξ) / r1λ � (τ2 + |ξ′|44)
1
4 � r2λ}

⇒ C−1
k λ2k‖u‖La1

x′′ (L
a
t,x′ )

� sup
2l+|α|=2k

‖∂lt∂αx′u‖La1
x′′ (L

a
t,x′ )

� Ckλ
2k‖u‖La1

x′′ (L
a
t,x′ )

supp û ⊂ {(τ, ξ) / r1λ � (τ2 + |ξ|44)
1
4 � r2λ}

⇒ C−1
k λ2k‖u‖La1

x′′ (L
a
t,x′ )

� sup
2l+|α|=2k

‖∂lt∂αx u‖La1
x′′ (L

a
t,x′ )

� Ckλ
2k‖u‖La1

x′′ (L
a
t,x′ )

,

où x = (x′, x′′) avec x′ ∈ Rd′ et x′′ ∈ Rd′′ et ξ = (ξ′, ξ′′) avec ξ′ ∈ Rd′ et

ξ′′ ∈ Rd′′ .

Preuve. — Nous commençons par la première implication. Soit φ

dans C∞0 (Rτ × Rd
′

ξ′ ) valant 1 près de {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ′|44)1/4 � r1} et g

sa transformée de Fourier inverse. û(τ, ξ) = φ(λ−2τ, λ−1ξ′)û(τ, ξ), donc :

u(t, x) = λd
′+2

∫ ∫
g(λ2s, λy′)u(t− s, x′ − y′, x′′)dsdy′.

Après dérivation, nous avons pour tout l et α :

∂lt∂
α
x′u(t, x) = λd

′+2+2l+|α|
∫ ∫

(∂lt∂
α
x′g)(λ

2s, λy′)u(t− s, x′ − y′, x′′)dsdy′.

Soit 1/c = 1 + 1/b− 1/a, l’inégalité de Young appliquée en (t, x′) donne :

‖∂lt∂αx′u(., x′′)‖Lb
t,x′
� λ2l+|α|+(d′+2)(1− 1

c )‖∂lt∂αx′g‖Lc‖u(., x′′)‖La
t,x′

,
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et en intégrant par rapport à x′′ :

‖∂lt∂αx′u‖La1
x′′ (L

b
t,x′ )

� λ2l+|α|+(d′+2)(1− 1
c )‖∂lt∂αx′g‖Lc‖u‖La1

x′′ (L
a
t,x′ )

.

Or :

‖∂lt∂αx′g‖Lc � ‖∂lt∂αx′g‖L1 + ‖∂lt∂αx′g‖L∞ � C‖(1 + |.|2)d′+1∂lt∂
α
x′g‖L∞

� C sup
2l+|α|=k

‖(1−∆t,x′)d
′+1(τ lξ′αφ)‖L1 = Ck,

ce qui donne le premier point du lemme. La deuxième implication se
démontre de manière analogue. Nous démontrons la troisième implication.
Soit (θi)0�i�d′ une suite de fonctions C∞ sur |ξ′|44 + τ2 = 1 telle que
supp θ0 ⊂ {τ �= 0}, supp θi ⊂ {ξi �= 0} pour 1 � i � d′ et

∑d′

i=0 θi = 1.
Nous appelons encore θi la fonction S-homogène de degré 0 sur R1+d′ qui
cöıncide avec θi sur |ξ′|44 + τ2 = 1. Soit φ dans C∞0 (R1+d′ \ {0}) valant 1
près de {(τ, ξ′) / r1 � (τ2 + |ξ′|44)1/4 � r2}. û(τ, ξ) = φ(λ−2τ, λ−1ξ′)û(τ, ξ),
donc par définition de (θi)0�i�d′ :

û(τ, ξ) = θ0(τ, ξ′)
φ(λ−2τ, λ−1ξ′)

τk
D̂k
t u(τ, ξ)

+
d∑
i=1

θi(τ, ξ′)
φ(λ−2τ, λ−1ξ′)

ξ2k
i

D̂2k
xi u(τ, ξ).

Soit φ0,k(τ, ξ) = θ0(τ, ξ′)φ(τ, ξ′)/τk et φi,k(τ, ξ′) = θi(τ, ξ′)φ(τ, ξ′)/ξ2k
i

pour 1 � i � d′. Comme φi,k est dans C∞0 , sa transformée de Fourier
inverse gi,k est dans S(Rd

′+1) et :

λ2ku(t, x) = λd
′+2

∫ ∫
g0,k(λ2s, λy′)Dk

t u(t− s, x′ − y′, x′′)dsdy′

+
d′∑
i=1

λd
′+2

∫ ∫
gi,k(λ2s, λy′)D2k

xi u(t− s, x′ − y′, x′′)dsdy′,

ce qui implique :

λ2k‖u(., x′′)‖La
t,x′
� ‖g0,k‖L1‖Dk

t u(., x′′)‖La
t,x′

+
d∑
i=1

‖gi,k‖L1‖D2k
ξi u(., x′′)‖La

t,x′
,

TOME 55 (2005), FASCICULE 2
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puis par intégration en x′′,

λ2k‖u‖La1
x′′ (L

a
t,x′ )
�‖g0,k‖L1‖Dk

t u‖La1
x′′ (L

a
t,x′ )

+
d∑
i=1

‖gi,k‖L1‖D2k
ξi u‖La1

x′′ (L
a
t,x′ )

.

On majore alors ‖gi,k‖L1 par Ck pour 0 � i � d′ comme précédemment.
Enfin, la dernière implication se démontre de manière analogue. �

Suivant Y. Meyer [12], nous introduisons une fonction positive ϕ dans
C∞0 (Rd+1) valant 1 pour (τ2 + |ξ|44)1/4 � 1/2 et 0 pour (τ2 + |ξ|44)1/4 � 1.
Pour tout entier p, nous définissons SSchp : S ′(Rd+1) → S ′(Rd+1) par

ŜSchp u(τ, ξ) = ϕ(2−2pτ, 2−pξ)û(τ, ξ). Nous définissons également ∆Sch
p par

∆Sch
p = SSchp+1 − SSchp , c’est-à-dire par ∆̂Sch

p u(τ, ξ) = ψ(2−2pτ, 2−pξ)û(τ, ξ)
où ψ(τ, ξ) = ϕ(τ/4, ξ/2) − ϕ(τ, ξ). Alors, la décomposition de Littlewood-
Paley de u ∈ S ′(Rd+1) est :

u =
∑
p�−1

∆Sch
p (u),

où la somme converge pour la topologie de S ′(Rd+1) et où nous avons noté
∆Sch
−1 = SSch0 .

La proposition suivante fournit une norme équivalente sur Hs
Sch grâce

à la décomposition de Littlewood-Paley.

PROPOSITION 3.2. — Soit s ∈ R, alors :

Hs
Sch(R

d+1) =

{
u ∈ S ′(Rd+1) /

∑
p�−1

4ps‖∆Sch
p u‖2L2 < +∞

}
.

De plus, il existe une constante Cs telle que :

(3.1) C−1
s ‖u‖2Hs

Sch
�

∑
p�−1

4ps‖∆Sch
p u‖2L2 � Cs‖u‖2Hs

Sch
.

Preuve. — Le support de ψ(2−2pτ, 2−pξ) est dans {(τ, ξ) / 2p−1

� (τ2 + |ξ|44)1/4 � 2p+1}, donc il existe une constante Cs telle que :

(3.2) C−1
s 4ps‖∆Sch

p u‖2L2 � ‖∆Sch
p u‖2Hs

Sch
� Cs4ps‖∆Sch

p u‖2L2 ,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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pour p � 0 et nous avons la même inégalité pour p = −1 car 1 �
(1 + τ2 + |ξ|44)1/4 � 2 sur le support de ϕ. De plus,

1
2
� ϕ2(τ, ξ) +

∑
p�0

ψ2(2−2pτ, 2−pξ) � 1,

car au plus deux termes sont non nuls dans la somme, ϕ et ψ sont positives
et ϕ(τ, ξ) +

∑
p�0 ψ(2−2pτ, 2−pξ) = 1. Nous en déduisons :

1
2
‖u‖2Hs

Sch
�

∑
p�−1

‖∆Sch
p u‖2Hs

Sch
� ‖u‖2Hs

Sch
,

ce qui implique le résultat grâce à (3.2). �

Nous utiliserons souvent le lemme suivant.

LEMME 3.3. — Soit 0 < r1 < r2, n un entier et s un réel. Il existe

une constante Cs indépendante de n telle que si (uq)q�0 est une suite de

S ′(Rd+1) avec supp ûq ⊂ {(τ, ξ) / 2n+qr1 � (τ2 + |ξ|44)1/4 � 2n+qr2} et

(2qs‖uq‖L2)q�0 est dans l2(N), alors :

u =
∑
q�0

uq ∈ Hs
Sch et ‖u‖2Hs

Sch
� Cs4ns

∑
q�0

4qs‖uq‖2L2 .

Si s > 0 et si (uq)q�0 est une suite de S ′(Rd+1) telle que supp ûq est inclus

dans {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ|44)1/4 � 2n+qr1} et (2qs‖uq‖L2)q�0 est dans l2(N),
alors :

u =
∑
q�0

uq ∈ Hs
Sch et ‖u‖2Hs

Sch
� Cs4ns

∑
q�0

4qs‖uq‖2L2 .

Preuve. — Il existe N tel que |p− q| > N implique

{(τ, ξ) / 2qr1 � (τ2+|ξ|44)
1
4 �2qr2}∩{(τ, ξ) / 2pr1 � (τ2+|ξ|44)

1
4 �2pr2} = ∅.

Donc ∆Sch
p (u) =

∑
|q+n−p|�N ∆Sch

p (uq), ce qui implique :

∑
p�−1

4ps‖∆Sch
p (u)‖2L2 � 4ns

 ∑
|r|�N

2rs

2 ∑
q�0

4qs‖uq‖2L2 ,

ce qui conclut le premier point grâce à la proposition 3.2.
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Dans le second cas, il existe un entier N tel que ∆Sch
p (u) =∑

q�p−N−n ∆Sch
p (uq) :

∑
p�−1

4ps‖∆Sch
p (u)‖2L2 �

∑
p�−1

4ps

 ∑
q�p−N−n

‖∆Sch
p (uq)‖L2

2

�
∑
p�−1

 ∑
q�p−N−n

2(p−q)s/22(p+q)s/2‖uq‖L2

2

�
2(N+n)s

1− 2−s
∑
p�−1

∑
q�p−N−n

2(p−q)s4qs‖uq‖2L2

� 4ns
4Ns

(1− 2−s)2
∑
q�0

4qs‖uq‖2L2 .

�

Nous introduisons des espaces de Hölder adaptés à notre cadre.

DÉFINITION 3.4. — Soit s ∈ R, l’espace Cs
Sch est défini par :

Cs
Sch(R

d+1) =
{
u ∈ S ′(Rd+1) / sup

p�−1
2ps‖∆Sch

p u‖L∞ < +∞
}
.

Remarque. — Soit g la transformée de Fourier inverse de ψ.

∆Sch
p u(t, x) = 2p(d+2)

∫
g(22ps, 2py)u(t− s, x− y)dsdy,

donc :

‖∆Sch
p (u)‖L∞ � 2p(d+2)‖g(22p., 2p.)‖L1‖u‖L∞ � ‖g‖L1‖u‖L∞ ,

ce qui entrâıne que L∞(Rd+1) est inclus dans C0
Sch(R

d+1).

Le lemme 3.1 avec d′ = d et d′′ = 0 implique le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.5. — Pour tout réel s, l’opérateur ∂lt∂
α
x envoie Cs

Sch

dans C
s−2l−|α|
Sch .
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Le lemme suivant est l’analogue du lemme 3.6 pour Cs
Sch.

LEMME 3.6. — Soit 0 < r1 < r2, n un entier et s un réel. Il

existe une constante Cs indépendante de n telle que si (uq)q�0 est une

série convergeant vers u dans S ′(Rd+1) avec supp ûq ⊂ {(τ, ξ) / 2n+qr1 �
(τ2 + |ξ|44)1/4 � 2n+qr2} et supq�−1 2qs‖uq‖L∞ < +∞, alors :

u ∈ Cs
Sch et ‖u‖Cs

Sch
� 2nsCs sup

q�0
2qs‖uq‖L∞ .

Si s > 0 et si (uq)q�0 est une série convergeant vers u dans S ′(Rd+1) telle

que on ait supp ûq ⊂ {(τ, ξ) / (τ2+|ξ|44)1/4 � 2n+qr1} et supq�−1 2qs‖uq‖L∞
< +∞, alors :

u ∈ Cs
Sch et ‖u‖Cs

Sch
� 2nsCs sup

q�0
2qs‖uq‖L∞ .

Preuve. — Dans le premier cas, il existe N tel que |p − q| > N

implique

{(τ, ξ) / 2qr1�(τ2+|ξ|44)1/4�2qr2}∩{(τ, ξ) / 2pr1�(τ2+|ξ|44)1/4�2pr2}= ∅.

Donc ∆Sch
p (u) =

∑
|q+n−p|�N ∆Sch

p (uq), ce qui implique :

2ps‖∆Sch
p (u)‖L∞ �

∑
|q+n−p|�N

2ps‖uq‖L∞

� 2ns(2N + 1)2Ns sup
q�−1

2qs‖uq‖L∞ ,

ce qui démontre le premier point.

Dans le deuxième cas, il existe N tel que ∆Sch
p (u) =

∑
q�p−N−n

∆Sch
p (uq),

ce qui implique :

2ps‖∆Sch
p (u)‖L∞ �

∑
q�p−N−n

2ps‖uq‖L∞ � 2ns
2Ns

1− 2−s
sup
q�−1

2qs‖uq‖L∞ . �

La proposition suivante étend les injections de Sobolev classiques à
notre cadre.
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PROPOSITION 3.7. — Pour tout réel s, Hs
Sch(R

d+1) s’injecte continûment

dans l’espace C
s− d

2 −1

Sch (Rd+1).

Preuve. — D’après le lemme 3.1 avec d′ = d et d′′ = 0, nous avons
l’inégalité ‖∆Sch

p (u)‖L∞ � C2p(
d
2 +1)‖∆Sch

p (u)‖L2 , et nous concluons en
remarquant que l2(N) s’injecte continuement dans l∞(N). �

Le produit de u et v, lorsque il existe, s’écrit de manière formelle :

uv =
∑

p,q�−1

∆Sch
p (u)∆Sch

q (v).

Comme J. M. Bony, nous allons décomposer cette somme en trois parties
correspondant aux termes où les fréquences de u sont respectivement
petites, grandes ou comparables à celles de v.

DÉFINITION 3.8. — Nous appelons S-paraproduit de v par u et nous

notons TSchu v l’opérateur bilinéaire suivant :

TSchu v =
∑
q�2

SSchq−2(u)∆Sch
q (v).

Nous notons RSch(u, v) l’opérateur bilinéaire suivant :

RSch(u, v) =
∑
|p−q|�2

∆Sch
p (u)∆Sch

q (v).

Nous avons immédiatement uv = TSchu v + TSchv u + RSch(u, v).

La proposition suivante étudie l’action de TSch et RSch sur les espaces
Hs
Sch et Cs

Sch.

PROPOSITION 3.9. —

∀s, ‖TSch‖L(L∞×Hs
Sch

,Hs
Sch

) < +∞,

∀s,∀t < 0 ‖TSch‖L(Ct
Sch
×Hs

Sch
,Hs+t

Sch
) < +∞,

∀s, ‖TSch‖L(L∞×Cs
Sch

,Cs
Sch

) < +∞,

∀s > 0, ‖RSch‖L(C0
Sch
×Hs

Sch
,Hs

Sch
) < +∞,

∀s > 0, ‖RSch‖L(C0
Sch
×Cs

Sch
,Cs

Sch
) < +∞.
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Preuve. — Nous avons :

‖SSchp−2u∆Sch
p v‖L2 � ‖SSchp−2u‖L∞‖∆Sch

p v‖L2 � 2−psεp‖u‖L∞‖v‖Hs
Sch

,

avec (εp) dans l2(N). Comme le spectre de SSchq−2(u)∆Sch
q (v) est inclus dans

l’ensemble {(τ, ξ) / 2q−2 � (τ2 + |ξ|44)1/4 � 9× 2q−2}, on a

‖TSch‖L(L∞×Hs
Sch

,Hs
Sch

) < +∞

grâce au lemme 3.3. De même, pour t < 0 :

‖SSchp−2u∆Sch
p v‖L2 � ‖SSchp−2u‖L∞‖∆Sch

p v‖L2 � 2−p(t+s)εp‖u‖Ct
Sch
‖v‖Hs

Sch
,

avec (εp) dans l2(N), et nous concluons ‖TSch‖L(Ct
Sch
×Hs

Sch
,Hs+t

Sch
) < +∞

grâce au lemme 3.3.

‖SSchp−2u∆Sch
p v‖L∞ � ‖SSchp−2u‖L∞‖∆Sch

p v‖L∞ � 2−ps‖u‖L∞‖v‖Cs
Sch

,

et nous concluons ‖TSch‖L(L∞×Cs
Sch

,Cs
Sch

) < +∞ grâce au lemme 3.6.

Le raisonnement est le même pour RSch, en utilisant ‖∆Sch
p u‖L∞ �

‖u‖C0
Sch

, s > 0 et le fait que le spectre de ∆Sch
p (u)∆Sch

q (v) pour |p− q| � 2
est inclus dans {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ|44)1/4 � 10× 2q}. �

Remarque. — Nous pouvons montrer d’autres propriétés pour TSch

et RSch (voir [4] dans le cas homogène), mais nous n’en avons pas besoin
pour la suite.

Nous obtenons immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3.10. — Pour tout s > 0, il existe Cs telle que :

(3.3)
‖uv‖Hs

Sch
� Cs(‖u‖L∞‖v‖Hs

Sch
+ ‖v‖L∞‖u‖Hs

Sch
),

‖uv‖Cs
Sch
� Cs(‖u‖L∞‖v‖Cs

Sch
+ ‖v‖L∞‖u‖Cs

Sch
),

et pour s > d/2 + 1 :

(3.4) ‖uv‖
H

d/2+1
Sch

� Cs‖u‖Hd/2+1
Sch

‖v‖Hs
Sch

.

En vue de démontrer l’équivalent du théorème de paralinéarisation
de J. M. Bony, nous démontrons le lemme suivant inspiré de [12] :
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LEMME 3.11. — Soit Cα,l, (α, l) ∈ Nd × N une suite de constantes,

et (lp)p�0 une suite de fonctions de C∞(Rd+1) telles que ‖∂lt∂αx lp‖L∞
� Cα,l2p(m+|α|+2l) pour tout p � 0 et tout (α, l) où m ∈ R. Alors l’opérateur

L : S(Rd+1) → S(Rd+1) défini par L(g)(t, x) =
∑

p�0 lp(t, x)∆Sch
p g(t, x)

se prolonge en un opérateur borné de Hs
Sch dans Hs−m

Sch et de Cs
Sch dans

Cs−m
Sch pour tout s−m > 0, et sa norme ne dépend que de s, m et des Cα,l.

Preuve. — Nous fixons δ > 4. Nous avons :

1 = ϕ(δ−22−2pτ, δ−12−pξ) +
∞∑
q=0

ψ(δ−22−2(p+q)τ, δ−12−(p+q)ξ),

ce qui donne, en posant ̂lp,−1(τ, ξ) = l̂p(τ, ξ)ϕ(δ−22−2pτ, δ−12−pξ) et
l̂p,q(τ, ξ) = l̂p(τ, ξ)ψ(δ−22−2(p+q)τ, δ−12−(p+q)ξ) pour q � 0 :

lp(t, x) =
∑
q�−1

lp,q(t, x),

et l’hypothèse sur lp et le lemme 3.1 avec d′ = d et d′′ = 0 impliquent
‖lp,q‖L∞ � C2pm−qN pour tout entier pair N et q � 0.

Nous posons alors Lq(u)(t, x) =
∑

p�−1 lp,q(t, x)∆Sch
p u(t, x). Nous

supposons pour commencer que u ∈ Hs
Sch. Le spectre de lp,−1∆Sch

p u (i.e.
le support de sa transformée de Fourier) est inclus dans {(τ, ξ) / (τ2 +
|ξ|44)1/4 � (δ + 2)2p}, donc d’après le lemme 3.3 :

‖L−1(u)‖2
Hs−m
Sch

� C
∑
p�−1

4p(s−m)‖lp,−1∆Sch
p u‖2L2 ,

car s−m > 0. Comme :

(3.5) ‖lp,−1∆Sch
p u‖L2 � ‖lp,−1‖L∞‖∆Sch

p u‖L2 � C2pm‖∆Sch
p u‖L2 ,

nous en déduisons que ‖L−1(u)‖2
Hs−m
Sch

� C‖u‖2Hs
Sch

grâce à (3.1).

Le spectre de lp,q∆Sch
p u est inclus dans

{(τ, ξ) / (δ/2− 2)2p+q � (τ2 + |ξ|44)
1
4 � (2δ + 2)2p+q}

pour q � 0 et δ/2− 2 > 0, donc d’après le lemme 3.3 :

‖Lq(u)‖2
Hs−m
Sch

� C4q(s−m)
∑
p�−1

4p(s−m)‖lp,q∆Sch
p u‖2L2 ,
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et comme :

(3.6) ‖lp,q∆Sch
p u‖L2 � ‖lp,q‖L∞‖∆Sch

p u‖L2 � 2pm−qN‖∆Sch
p u‖L2 ,

nous en déduisons que ‖Lq(u)‖2
Hs−m
Sch

� C4q(s−m−N)‖u‖2Hs
Sch

pour tout N

grâce à (3.1).

Finalement, nous choisissons N > s−m :

‖L(u)‖Hs−m
Sch

�
∑
q�−1

‖Lq(u)‖Hs−m
Sch

� C‖u‖Hs
Sch

.

Quand u ∈ Cs
Sch, nous utilisons le lemme 3.6, et nous remplaçons

(3.1) par :
sup
p�0

2ps‖∆Sch
p u‖L∞ � C‖u‖Cs

Sch
,

(3.5) par :

‖lp,−1∆Sch
p u‖L∞ � ‖lp,−1‖L∞‖∆Sch

p u‖L∞ � 2pm‖∆Sch
p u‖L∞ ,

et (3.6) par :

‖lp,q∆Sch
p u‖L∞ � ‖lp,q‖L∞‖∆Sch

p u‖L∞ � 2pm−qN‖∆Sch
p u‖L∞ .

�

Le théorème suivant est l’adaptation à notre cadre du théorème de
paralinéarisation de J. M. Bony.

THÉORÈME 3.12. — Soit s > d/2 + 1. Alors, pour tout u ∈
Hs
Sch(R

d+1) et toute fonction F ∈ C∞(R) telle que F (0) = 0, nous avons :

F (u) = TSchF ′(u)u + r,

où r ∈ H
2s−d/2−1
Sch (Rd+1).

Preuve. — Nous commençons par montrer que F ′(u) est dans Cs−d/2−1
Sch .

Nous avons :

F ′(u) = F ′(SSch0 (u)) +
∑
p�0

F ′(SSchp+1(u))− F ′(SSchp (u)).
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Comme SSch0 (u) ∈ C∞b et F ′ ∈ C∞(R), F ′(SSch0 (u)) est dans C∞b donc
dans Cs−d/2−1

Sch . Nous avons :

F ′(SSchp+1(u))− F ′(SSchp (u)) = F ′(SSchp (u) + ∆Sch
p (u))− F ′(SSchp (u))

= ∆Sch
p (u)

∫ 1

0

F ′′(SSchp (u) + t∆Sch
p (u))dt

= mp∆Sch
p (u),

où nous avons posé mp =
∫ 1

0
F ′′(SSchp (u) + t∆Sch

p (u))dt. Nous avons

l’inégalité ‖SSchp (u) + t∆Sch
p (u)‖L∞ � C pour 0 � t � 1, car u ∈ C

s−d/2−1
Sch

par la proposition 3.7 et car s− d/2− 1 > 0. Le lemme 3.1 avec d′ = d et
d′′ = 0 implique :

‖∂lt∂αx (SSchp (u) + t∆Sch
p (u))‖L∞ � C2p(2l+|α|) ∀α,∀l,

et comme :

∂lt∂
α
xF
′′(SSchp (u) + t∆Sch

p (u)) =∑
α1+..+αq=α

∑
l1+..+lq=l

F (q+2)(SSchp (u) + t∆Sch
p (u))

∂l1t ∂
α1
x (SSchp (u) + t∆Sch

p (u)) . . . ∂lqt ∂
αq
x (SSchp (u) + t∆Sch

p (u)),

nous en déduisons :

‖∂lt∂αxmp‖L∞ � C2p(2l+|α|) ∀α,∀l.

D’après le lemme 3.11, nous avons donc F ′(u) ∈ C
s−d/2−1
Sch . Nous avons :

F (u) = F (SSch2 (u)) +
∑
p�2

m1
p∆

Sch
p (u),

où nous avons posé m1
p =

∫ 1

0
F ′(SSchp (u) + t∆Sch

p (u))dt. Comme SSch2 (u) ∈
H+∞
Sch , F ∈ C∞(R) et F (0) = 0, nous avons F (SSch2 (u)) ∈ H+∞

Sch . Par
conséquent, pour prouver le théorème, il suffit de montrer que :∑

p�2

lp(t, x)∆Sch
p (u)(t, x) ∈ H

2s− d
2 −1

Sch ,
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où nous avons posé lp = m1
p − SSchp−2F

′(u). D’après le lemme 3.11, il suffit
de montrer que :

(3.7) ‖∂lt∂αx lp‖L∞ � Cl,α2p(2l+|α|+
d
2 +1−s), ∀(l, α) ∈ Nd+1.

Nous allons montrer (3.7) pour (l, α) = 0 et 2l + |α| > s − d/2 − 1 :
les autres cas en découlent alors par interpolation. Comme u ∈ C

s−d/2−1
Sch ,

nous avons ‖u− (SSchp (u) + t∆Sch
p (u))‖L∞ � C2p(d/2+1−s), ce qui implique

‖F ′(u) − m1
p‖L∞ � C2p(d/2+1−s). De plus, nous avons montré que F ′(u)

appartient à Cs−d/2−1
Sch , donc ‖F ′(u)− SSchp−2F

′(u)‖L∞ � C2p(d/2+1−s). Nous
en déduisons (3.7) pour (l, α) = 0.

Soit maintenant |α|+ 2l > s− d/2− 1. Alors :

‖∂lt∂αxSSchp−2F
′(u)‖L∞ � ‖F ′(u)‖

C
s− d

2 −1

Sch

∑
q�p−3

2q(2l+|α|+
d
2 +1−s)

� C2p(2l+|α|+
d
2 +1−s),

car F ′(u) ∈ C
s−d/2−1
Sch . Il suffit donc de démontrer :

(3.8) ‖∂lt∂αxm1
p‖L∞ � Cl,α2p(2l+|α|+

d
2 +1−s).

Pour 2l1 + |α1| < s − d/2 − 1, ‖∂l1t ∂α1
x (SSchp (u) + t∆Sch

p (u))‖L∞ � C.
Pour |α1| + 2l1 = s − d/2 − 1, ‖∂l1t ∂α1

x (SSchp (u) + t∆Sch
p (u))‖L∞ � Cp.

Enfin, pour |α1| + 2l1 > s − d/2 − 1, ‖∂l1t ∂α1
x (SSchp (u) + t∆Sch

p (u))‖L∞ �
C2p(2l1+|α1|+d/2+1−s). Nous avons donc :

‖∂l1t ∂α1
x (SSchp (u) + t∆Sch

p (u))‖L∞ � C2p(2l1+|α1|)(1−(s− d
2 −1)/(|α|+2l)),

pour |α1|+ 2l1 � |α|+ 2l, et comme :

∂lt∂
α
xF
′(SSchp (u) + t∆Sch

p (u)) =∑
α1+...+αq=α

∑
l1+...+lq=l

F (q+1)(SSchp (u)

+ t∆Sch
p (u))∂l1t ∂

α1
x (SSchp (u) + t∆Sch

p (u))∂lqt ∂
αq
x (SSchp (u) + t∆Sch

p (u)),

nous en déduisons (3.8). �

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



590 Jérémie SZEFTEL

Remarque. — Le théorème 3.12 se généralise au cas de N fonctions
uj dans Hs

Sch(R
d+1) et d’une fonction F de C∞(RN ) telle que F (0) = 0.

Alors nous avons :

F (u1, .., uN ) =
N∑
j=1

TSch∂F
∂uj

(u1,..,uN )
uj + r,

où r ∈ H
2s−d/2−1
Sch (Rd+1).

4. Les opérateurs S-paradifférentiels.

Nous définissons l’algèbre des opérateurs S-paradifférentiels, puis nous
montrons certaines de leurs propriétés d’action sur les espaces Hs

Sch et de
calcul symbolique. Pour cela, nous adaptons les preuves de [6] à notre cadre,
car elles sont plus directes que les preuves originales de [2].

Nous commençons par définir la classe de symboles ΣSch,m
ρ (Rd+1).

DÉFINITION 4.1. — Pour m ∈ R et ρ � 0, nous définissons ΣSch,m
ρ (Rd+1)

comme l’ensemble des fonctions a(t, x, τ, ξ) Cρ
Sch en (t, x) et C∞ en (τ, ξ)

telles que :

‖∂lτ∂βξ a(., ., τ, ξ)‖Cρ
Sch
� Cl,β(1 + τ2 + |ξ|44)

m−2l−|β|
4 .

Nous définissons des opérateurs paradifférentiels à partir des symboles
de la classe ΣSch,m

ρ (Rd+1).

DÉFINITION 4.2. — Soit m ∈ R, ρ � 0 et a ∈ ΣSch,m
ρ (Rd+1). Nous

notons OpS(a) l’opérateur sur S ′(Rd+1) défini par la formule :

OpS(a)u =
∑
p�2

SSchp−2a(t, x,D)∆Sch
p u,

où SSchp a(t, x, τ, ξ) est le symbole obtenu en faisant agir le multiplicateur

de Fourier SSchp sur a relativement aux variables (t, x).

Si a ∈ Cρ
Sch(R

d+1) ⊂ ΣSch,0
ρ (Rd+1), alors OpS(a) = TScha . Le lemme

suivant donne un autre exemple d’opérateur S-paradifférentiel :

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



PROPAGATION ET RÉFLEXION DES SINGULARITÉS POUR NLS 591

LEMME 4.3. — Soit m un réel et a dans SmSch, alors a(t, x,D) =
OpS(a) + R(t, x,D), où R est continu de Hs

Sch dans Hs′

Sch pour tous réels

s et s′.

Preuve. — Nous avons l’égalité :

a(t, x,D)−OpS(a) =
∑
p�2

(a(t, x,D)−SSchp−2a(t, x,D))∆Sch
p +a(t, x,D)SSch2 ,

=
∑
p�0

∆Sch
p a(t, x,D)SSchp+3 + a(t, x,D)SSch2 ,

et comme SSch2 est continu de Hs
Sch dans Hs′

Sch pour tous réels s et s′, il
suffit de montrer la même chose pour

∑
p�0 ∆Sch

p a(t, x,D)SSchp+3. Soit N tel
que N +m � 0 et N +m+ 1 est un entier pair et soit (j, α) et (k, β) dans
Nd+1. Alors le lemme 3.1 avec d′ = d et d′′ = 0 implique :

|∂jt ∂αx ∂kτ ∂βξ ∆Sch
p a(t, x, τ, ξ)| � C2−p(N+m+1)

sup
2l+|γ|=N+m+1

|∂j+lt ∂α+γ
x ∂kτ ∂

β
ξ a(t, x, τ, ξ)|

� C2−p(N+m+1)(1 + τ2 + |ξ|44)
m−2k−|β|

4 ,

ce qui joint au fait que (τ2 + |ξ|44)1/4 � 2p+3 sur le support de ϕ(2−2(p+3)τ,

2−(p+3)ξ) implique :

|∂jt ∂αx ∂kτ ∂βξ ∆Sch
p a(t, x, τ, ξ)ϕ(2−2(p+3)τ, 2−(p+3)ξ)|

� 2−p(1 + τ2 + |ξ|44)
−N−2k−|β|

4 .

Donc 2p∆Sch
p a(t, x, τ, ξ)ϕ(2−2(p+3)τ, 2−(p+3)ξ) est dans S−NSch avec des semi-

normes bornées indépendamment de p, ce qui implique que
∑

p�0 ∆Sch
p

a(t, x,D)SSchp+3 est continu de Hs
Sch dans Hs+N

Sch pour tout réel s et pour
tout N tel que N + m � 0 et N + m + 1 est un entier pair. �

Le lemme suivant est utile pour la suite :
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LEMME 4.4. — Soit (Mq(t, x, τ, ξ))q∈N une famille de fonctions C∞

sur R2(d+1) telles qu’il existe trois réels C1, C2, C3, avec 0 < C1 < C2 < C3

et

(4.1)

Supp(Ft,xM0(σ, η, τ, ξ))

⊂ {(σ, η, τ, ξ) / (σ2 + |η|44)
1
4 < C1, (τ2 + |ξ|44)

1
4 < C3},

Supp(Ft,xMq(σ, η, τ, ξ))

⊂ {(σ, η, τ, ξ) / (σ2 + |η|44)
1
4 < C12q, C22q < (τ2 + |ξ|44)

1
4 < C32q},

∀q ∈ N∗.

Supposons de plus que, pour tout (l, β) dans Nd+1, il existe un réel Cl,β
avec

(4.2) |∂lτ∂βξMq(t, x, τ, ξ)| � Cl,β2q(m−2l−|β|).

Alors pour tout s,
∑

qMq(t, x,D) est continu de Hs
Sch(R

d+1) dans Hs−m
Sch

(Rd+1). De plus, sa norme s’estime à partir de C1, C2, C3 et Cl,β .

Preuve. — Soit ψ̃ une fonction de C∞0 (Rd+1 \ {0}) égale à 1 dans un
voisinage de {(τ, ξ) /C2 � (τ2 + |ξ|44)1/4 � C3} et ϕ̃ ∈ C∞0 (Rd+1) égale à 1
dans un voisinage de {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ|44)1/4 � C3}. Alors, pour q � 0 :

Mq(t, x,D)u =
1

(2π)d+1

∫ ∫
ei(tτ+<x,ξ>)Mq(t, x, τ, ξ)ûq(τ, ξ)dτdξ,

où ûq = ψ̃(2−2qτ, 2−qξ)û(τ, ξ) pour q � 1, et û0 = ϕ̃(τ, ξ)û(τ, ξ). Posons
mq(t, x, τ, ξ) = Mq(t, x, 22qτ, 2qξ). (4.1) et (4.2) impliquent que :

|∂lτ∂βξmq(t, x, τ, ξ)| � Cl,β2qm,

et que mq est à support compact dans {(τ, ξ) /C2 � (τ2 + |ξ|44)1/4 � C3} si
q � 1, et {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ|44)1/4 � C3} si q = 0.

Soit kq(t, x, s, y) = 1
(2π)d+1

∫ ∫
ei(sτ+<y,ξ>)mq(t, x, τ, ξ)dτdξ, alors :

(4.3) |kq(t, x, s, y)| � C2mq(1 + |s|+ |y|)−d−2,
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et comme mq(t, x, τ, ξ) =
∫ ∫

e−i(sτ+<y,ξ>)kq(t, x, s, y)dsdy, alors :

(4.4)

Mq(t, x,D)u

=
1

(2π)d+1

∫∫∫∫
ei(tτ+<x,ξ>)φq(s, y, τ, ξ)

kq(t, x, s, y)ûq(τ, ξ)dsdydτdξ,

=
∫ ∫

kq(t, x, s, y)φq(s, y,Dt,x)uq(t, x)dsdy,

où φq(s, y, τ, ξ) = exp(−i2−2qsτ − i2−q < y, ξ >). Comme :

‖φq(s, y,Dt,x)uq(., .)‖L2(Rd+1) � ‖uq‖L2(Rd+1),

(4.3) et (4.4) impliquent :

(4.5) ‖Mq(t, x,D)u‖L2(Rd+1) � C2mq‖uq‖L2(Rd+1).

Comme dans la proposition 3.2, nous pouvons montrer :

(4.6)
∑
q�0

4qs‖uq‖2L2(Rd+1) � C‖u‖2Hs
Sch

(Rd+1),

ce qui avec (4.1), (4.5) et le lemme 3.3 donne le résultat. �

Le lemme 4.4 implique le lemme suivant.

LEMME 4.5. — Soit m ∈ R, ρ � 0 et a ∈ ΣSch,m
ρ (Rd+1). Pour tout

p0 � 3, l’opérateur sur S ′(Rd+1) défini par la formule :

(4.7)
∑
p�p0

SSchp−p0a(t, x,D)∆Sch
p u,

diffère de OpS(a) par un opérateur continu de Hs
Sch(R

d+1) dans Hs+ρ−m
Sch

(Rd+1) pour tout réel s.

Preuve. — La différence entre les deux opérateurs s’écrit :

(4.8)
∑

2�p�p0−1

SSchp−2a(t, x,D)∆Sch
p +

∑
p�p0

p−3∑
q=p−p0

∆Sch
q a(t, x,D)∆Sch

p ,
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et comme
∑

2�p�p0−1 S
Sch
p−2a(t, x,D)∆Sch

p est continu de Hs
Sch(R

d+1) dans
Hs′

Sch(R
d+1) pour tous réels s et s′, il suffit d’étudier le second terme de

(4.8). Nous posons Mp(t, x, τ, ξ) =
∑p−3

q=p−p0 ∆Sch
q a(t, x, τ, ξ)ψ(2−2pτ, 2−pξ)

pour p � p0, et Mp(t, x, τ, ξ) = 0 sinon. Ft,xMp(σ, η, τ, ξ) =
∑p−3

q=p−p0
Ft,xa(σ, η, τ, ξ)ψ(2−2qσ, 2−qη)ψ(2−2pτ, 2−pξ), donc Mp vérifie (4.1) avec
C1 = 1/4, C2 = 1/2 et C3 = 2. Sur le support de ψ(2−2pτ, 2−pξ), comme
p− p0 � q � p− 3, la définition 3.4 et la définition 4.1 impliquent :

(4.9)

|∂lτ∂βξ ∆Sch
q a(t, x, τ, ξ)| � 2−qρ‖∂lτ∂βξ a(., ., τ, ξ)‖Cρ

Sch

� 2−qρCl,β(1 + τ2 + |ξ|44)
m−2l−|β|

4

� 2p(−ρ+m−2l−|β|),

ce qui implique (4.2) grâce à la formule de Leibnitz. Le lemme 4.4 permet
alors de conclure. �

Nous montrons certaines propriétés d’action sur les espaces Hs
Sch et

de calcul symbolique satisfaites par les opérateurs S-paradifférentiels.

THÉORÈME 4.6. —

(i) Soit a dans ΣSch,m
ρ (Rd+1). Si ρ > 0, l’opérateur OpS(a) est borné de

Hs
Sch(R

d+1) dans Hs−m
Sch (Rd+1) pour tout réel s. Si ρ = 0, l’opérateur

OpS(a) est borné de Hs
Sch(R

d+1) dans Hs−m−ε
Sch (Rd+1) pour tout réel

s et tout ε > 0.

(ii) Soit ρ � 0, et soit ρ̄ tel que ρ̄ = ρ si ρ > 0 et ρ̄ > 0 si ρ = 0. Soit a

dans ΣSch,m
ρ̄ (Rd+1) et soit b dans ΣSch,m′

ρ (Rd+1). La différence

OpS(a) ◦OpS(b)−
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

OpS(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b),

est un opérateur borné de Hs
Sch(R

d+1) dans Hs−m−m′+ρ
Sch (Rd+1) pour

tout réel s.

(iii) Soit ρ � 0 tel que ρ �= 1, et soit a dans ΣSch,m
ρ (Rd+1). L’opérateur

OpS(a)∗ − OpS(ā), est un opérateur borné de Hs
Sch(R

d+1) dans

H
s−m+1−(1−ρ)+
Sch (Rd+1) pour tout réel s, où (1− ρ)+ = max(1− ρ, 0).

Remarque. — Dans la suite, nous utiliserons souvent l’analogue du
point (ii) pour la composition de n opérateurs, n � 3, qui est une

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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conséquence directe de (ii). Par exemple, pour OpS(a1)◦OpS(a2)◦OpS(a3),
où aj est dans ΣSch,mj

ρ (Rd+1) pour j = 1, 2, 3 avec ρ > 0, on ap-
plique d’abord (ii) à OpS(a2) ◦ OpS(a3), puis à chacun des OpS(a1) ◦
OpS(∂lτ∂

β
ξ a2∂

l
t∂
β
xa3).

Preuve du théorème 4.6. — (i) Nous posons Mp(t, x, τ, ξ) = SSchp−2

a(t, x, τ, ξ)ψ(2−2pτ, 2−pξ) pour p � 2, et Mp(t, x, τ, ξ) = 0 sinon.

Ft,xMp(σ, η, τ, ξ) = Ft,xa(σ, η, τ, ξ)ϕ(2−2(p−2)σ, 2−(p−2)η)ψ(2−2pτ, 2−pξ),

donc Mp vérifie (4.1) avec C1 = 1/4, C2 = 1/2 et C3 = 2. Si ρ > 0, sur le
support de ψ(2−2pτ, 2−pξ), la définition 3.4 et la définition 4.1 impliquent :

(4.10)

|∂lτ∂βξ SSchp−2a(t, x, τ, ξ)| � C‖∂lτ∂βξ a(., ., τ, ξ)‖Cρ
Sch

� Cl,β(1 + τ2 + |ξ|44)
m−2l−|β|

4

� C2p(m−2l−|β|),

ce qui implique (4.2) grâce à la formule de Leibnitz. Le lemme 4.4 permet
alors de conclure. Dans le cas ρ = 0, nous remplaçons (4.10) par :

(4.11)

|∂lτ∂βξ SSchp−2a(t, x, τ, ξ)| � p‖∂lτ∂βξ a(., ., τ, ξ)‖C0
Sch

� pCl,β(1 + τ2 + |ξ|44)
m−2l−|β|

4

� Cp2p(m−2l−|β|) � Cε2p(m+ε−2l−|β|),

pour tout ε > 0.

(ii) OpS(a) ◦ OpS(b)u =
∑

p�2,q�2 S
Sch
p−2a(t, x,D)∆Sch

p (SSchq−2b(t, x,D)
∆Sch
q u) et :

(4.12)∑
2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

OpS(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)u

=
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

(
OpS(∂lτ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)S

Sch
2 u +

∑
q�2

OpS(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)∆

Sch
q u

)

=
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

OpS(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)S

Sch
2 u

+
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

∑
p,q�2

SSchp−2(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)∆

Sch
p ∆Sch

q u.
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L’opérateur
∑

2l+|β|�ρ
1

il+|β|l!β!
OpS(∂lτ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)S

Sch
2 est continu de Hs

Sch

(Rd+1) dans Hs′

Sch(R
d+1) pour tous réel s et s′ car c’est le cas pour SSch2

et grâce à (i). Il suffit donc de regarder :

(4.13)

∑
p�2,q�2

SSchp−2a(t, x,D)∆Sch
p (SSchq−2b(t, x,D)∆Sch

q u)

−
∑

p�2,q�2

∑
2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

SSchp−2(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)∆

Sch
p ∆Sch

q u.

Grâce au lemme 4.5 et au point (i), nous pouvons utiliser (4.7) avec p0 = 5.
Nous nous intéressons donc à :

(4.14)

∑
p�5,q�5

SSchp−5a(t, x,D)∆Sch
p (SSchq−5b(t, x,D)∆Sch

q u)

−
∑

p�5,q�5

∑
2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

SSchp−5(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)∆

Sch
p ∆Sch

q u.

Nous remarquons que |q − p| � 2 sur le support de la somme. Le terme
général de (4.14) s’écrit :

(4.15)

1
(2π)2(d+1)

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
ei(t−s)γ+i<x−y,θ>+isτ+i<y,ξ>

(
SSchp−5a(t, x, γ, θ)S

Sch
q−5b(s, y, τ, ξ)

−
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

SSchp−5(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ)

)

ψ(2−2pγ, 2−pθ)ψ(2−2qτ, 2−qξ)û(τ, ξ)dτdξdsdydγdθ

=
1

(2π)d+1

∫ ∫
eitτ+i<x,ξ>Mpq(t, x, τ, ξ)û(τ, ξ)dτdξ,
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avec :

(4.16)

Mpq(t, x, τ, ξ) =
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>(

SSchp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)SSchq−5b(s, y, τ, ξ)

−
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

SSchp−5(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ)

)
ψ(2−2p(τ − γ), 2−p(ξ − θ))ψ(2−2qτ, 2−qξ)dsdydγdθ.

LEMME 4.7. — Pour tout (k, α) dans Nd+1 :

(4.17) |∂kτ ∂αξ Mpq(t, x, τ, ξ)| � 2q(m+m′−ρ−2k−|α|).

Preuve. — Soit :

L = (1 + 24q(s− t)2 + 24q|x− y|4)−1(1− 24q(t− s)Dγ + 24q|x− y|2D2
θ),

ce qui entrâıne L(e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>) ≡ e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>. Nous décom-
posons l’expression suivante en trois termes :
(4.18)
SSchp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)SSchq−5b(s, y, τ, ξ)

−
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

SSchp−5(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ)

= SSchp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)

(
SSchq−5b(s, y, τ, ξ)

−
∑

2l+|β|�ρ

(s− t)l(y − x)β

l!β!
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)

)

+ SSchp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)
∑

2l+|β|�ρ

(s− t)l(y − x)β

l!β!
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)

−
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

∂lt∂
β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

+
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

− SSchp−5(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ)

)
.

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



598 Jérémie SZEFTEL

Comme (s−t)l(y−x)βe−i(t−s)γ−i<x−y,θ> = i−l−|β|∂lγ∂
β
θ (e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>),

la contribution à (4.16) du deuxième terme de (4.18) devient après intégra-
tion par parties :

(4.19)
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>

∑
2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

∂lt∂
β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)

(
∂lτ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)− ∂lτ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

)
ψ(2−2p(τ − γ), 2−p(ξ − θ))ψ(2−2qτ, 2−qξ)dsdydγdθ,

et pour tout (l, β) :

∂lt∂
β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)

(
∂lτ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)− ∂lτ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

)
ψ(2−2p(τ − γ), 2−p(ξ − θ))ψ(2−2qτ, 2−qξ),

est nul en (γ, θ) = 0 et indépendant de (s, y), donc la contribution du
deuxième terme à l’intégrale (4.16) est nulle. Nous décomposons

Mpq(t, x, τ, ξ) = M ′pq(t, x, τ, ξ) + M ′′pq(t, x, τ, ξ),

où M ′pq(t, x, τ, ξ) (resp. M ′′pq(t, x, τ, ξ)) est la contribution à (4.16) du
premier (resp. du troisième) terme de (4.18). Sur le support de ψ(2−2p

(τ − γ), 2−p(ξ − θ)), nous avons :

(4.20)

|∂kτ ∂αξ SSchp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)|

�

( ∑
r�p−6

2−rρ̄
)
‖∂kτ ∂αξ a(t, x, τ − γ, ξ − θ)‖Cρ̄

Sch

� C(1 + (τ − γ)2 + |ξ − θ|44)
m−2k−|α|

4

� C2p(m−2k−|α|).

Sur le support de ψ(2−2qτ, 2−qξ), nous avons pour 2l + |β| > ρ :

(4.21)

|∂lt∂βx∂kτ ∂αξ SSchq−5b(t, x, τ, ξ)| �
( ∑
r�q−6

2r(2l+|β|−ρ)
)
‖∂kτ ∂αξ b(., ., τ, ξ)‖Cρ

Sch

� C2q(2l+|β|−ρ)(1 + τ2 + |ξ|44)
m′−2k−|α|

4

� C2q(2l+|β|−ρ+m
′−2k−|α|).
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La formule de Taylor implique l’égalité :

(4.22)

SSchq−5b(s, y, τ, ξ)−
∑

2l+|β|�ρ

(s− t)l(y − x)β

l!β!
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)

=
∑

l+|β|�[ρ]+1�2l+|β|

(s− t)l(y − x)β

l!β!
Bl,β,q(t, x, τ, ξ),

où (4.21) implique que sur le support de ψ(2−2qτ, 2−qξ) :

(4.23) |∂kτ ∂αξ Bl,β,q(t, x, τ, ξ)| � C2q(2l+|β|−ρ+m
′−2k−|α|).

(4.24)

M ′pq(t, x, τ, ξ) =
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>

∑
l+|β|�[ρ]+1�2l+|β|

(s− t)l(y − x)β

l!β!
Bl,β,q(t, x, τ, ξ)SSchp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)

ψ(2−2p(τ − γ), 2−p(ξ − θ))ψ(2−2qτ, 2−qξ)dsdydγdθ

=
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>

∑
l+|β|�[ρ]+1�2l+|β|

∂lγ∂
β
θ (Bl,β,q(t, x, τ, ξ)SSchp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)

ψ(2−2p(τ − γ), 2−p(ξ − θ))ψ(2−2qτ, 2−qξ))dsdydγdθ

=
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>

∑
l+|β|�[ρ]+1�2l+|β|

(tL)[d/2]+2∂lγ∂
β
θ (Bl,β,q(t, x, τ, ξ)SSchp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)

ψ(2−2p(τ − γ), 2−p(ξ − θ))ψ(2−2qτ, 2−qξ))dsdydγdθ,

ce qui implique en utilisant (4.20), (4.23) et |p− q| � 2 :

(4.25)
|∂kτ ∂αξ M ′pq(t, x, τ, ξ)| � 2q(m+m′−ρ−2k−|α|)∫ ∫ ∫ ∫

(1 + 22q|t− s|+ 22q|x− y|2)−[d/2]−21{(γ2+|θ|44)1/4�C2q}dsdydγdθ,
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d’où la majoration par le second membre de (4.17). Pour étudier M ′′pq(t, x, τ, ξ),
écrivons :

(4.26)

M ′′pq(t, x, τ, ξ) =
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>(tL)[d/2]+2

∑
2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

(∂lt∂
β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

− SSchp−5(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ))

ψ(2−2p(τ − γ), 2−p(ξ − θ))ψ(2−2qτ, 2−qξ)dsdydγdθ,

Pour obtenir l’analogue de (4.25), il suffit de montrer que sur le support de
ψ(2−2qτ, 2−qξ) :

(4.27)

|∂kτ ∂αξ (∂lt∂
β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

− SSchp−5(∂
l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ))|

� 2(m+m′−ρ−2k−|α|)q,

pour tout (k, α, l, β) tels que 2l + |β| � ρ. Or :

(4.28)
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)− SSchp−5(∂

l
τ∂

β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ)

= (I − SSchp−5)
(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

)
+ SSchp−5

( (
∂lτ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)− ∂lτ∂

β
ξ a(t, x, τ, ξ)

)
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)

+ ∂lτ∂
β
ξ a(t, x, τ, ξ)

(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)− ∂lt∂

β
x b(t, x, τ, ξ)

) )
.

Nous commençons par le cas 2l+|β| < ρ. Sur le support de ψ(2−2qτ, 2−qξ) :

(4.29)∣∣∣(I − SSchp−5)
(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

)∣∣∣
� 2−p(ρ−2l−|β|)‖∂lt∂βxSSchq−5b(., ., τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(., ., τ, ξ)‖Cρ−2l−|β|

Sch

� 2−p(ρ−2l−|β|)‖SSchq−5b(t, x, τ, ξ)‖Cρ
Sch
‖∂lτ∂βξ SSchp−5a(t, x, τ, ξ)‖Cρ

Sch

� 2−p(ρ−2l−|β|)(1 + τ2 + |ξ|44)
m′
4 (1 + τ2 + |ξ|44)

m−2l−|β|
4 � 2q(m+m′−ρ),
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où nous avons utilisé le corollaire 3.5, (3.3), la définition 4.1 et |p− q| � 2.
Nous obtenons de la même manière et en utilisant la formule de Leibnitz :

(4.30)

∣∣∣∂kτ ∂αξ (I − SSchp−5)
(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

)∣∣∣
� 2q(m+m′−ρ−2k−|α|).

Pour estimer la contribution des deux autres termes de (4.28), nous
raisonnons de la même manière en utilisant les inégalités :

(4.31)

∣∣∣∂kτ ∂αξ (
∂lτ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)− ∂lτ∂

β
ξ a(t, x, τ, ξ)

)∣∣∣
� 2−pρ̄‖∂k+lτ ∂α+β

ξ a(., ., τ, ξ)‖Cρ̄
Sch

,∣∣∂kτ ∂αξ (
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)− ∂lt∂

β
x b(t, x, τ, ξ)

)∣∣
� 2−q(ρ−2l−|β|)‖∂kτ ∂αξ b(., ., τ, ξ)‖Cρ

Sch
.

Nous regardons maintenant le cas 2l + |β| = ρ. En regardant les
spectres des différents termes, nous avons :

(I − SSchp−5)
(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

)
= (I − SSchp−5)

∑
j�q−6,n�p−6,
max(j,n)�p−8

∂lt∂
β
x∆Sch

j b(t, x, τ, ξ)∂lτ∂
β
ξ ∆Sch

n a(t, x, τ, ξ),

et comme :

(4.32)
|∂lt∂βx∆Sch

j b(t, x, τ, ξ)∂lτ∂
β
ξ ∆Sch

n a(t, x, τ, ξ)|

� 2−nρ̄‖∂kτ ∂αξ a(., ., τ, ξ)‖Cρ̄
Sch
‖b(., ., τ, ξ)‖Cρ

Sch
,

nous obtenons sur le support de ψ(2−2qτ, 2−qξ) :

(4.33)∣∣∣(I − SSchp−5)
(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)∂

l
τ∂

β
ξ S

Sch
p−5a(t, x, τ, ξ)

)∣∣∣
� (1 + τ2 + |ξ|44)

m′
4 (1 + τ2 + |ξ|44)

m−2l−|β|
4 � 2q(m+m′−ρ),

car ρ = 2l + |β|. Nous obtenons alors (4.30) en utilisant la formule de
Leibnitz. La première inégalité de (4.31) est encore valable. Pour estimer
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le dernier terme de (4.28), nous remarquons en regardant les spectres des
différents termes :

(4.34)
SSchp−5∂

l
τ∂

β
ξ a

(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)− ∂lt∂

β
x b(t, x, τ, ξ)

)
= SSchp−5

∑
j�q−5,

max(j,n)�p−4ou|j−n|�2

∂lτ∂
β
ξ ∆Sch

n a∂lt∂
β
x∆Sch

j b(t, x, τ, ξ),

ce qui joint à (4.32) implique sur le support de ψ(2−2qτ, 2−qξ) :

(4.35)

∣∣∣SSchp−5∂
l
τ∂

β
ξ a

(
∂lt∂

β
xS

Sch
q−5b(t, x, τ, ξ)− ∂lt∂

β
x b(t, x, τ, ξ)

)∣∣∣
� (1 + τ2 + |ξ|44)

m′
4 (1 + τ2 + |ξ|44)

m−2l−|β|
4 � 2q(m+m′−ρ),

et la formule de Leibnitz permet de majorer le dernier terme de (4.28). Ceci
achève la preuve du lemme. �

Fin de la preuve du théorème 4.6.

(4.36)
Ft,xMpq(σ, η, τ, ξ)

=
1

(2π)d+1

∫ ∫
â(σ + γ, η + θ, τ − γ, ξ − θ)

ϕ(2−2(p−5)(σ + γ), 2−(p−5)(η + θ))ψ(2−2p(τ − γ), 2−p(ξ − θ))

b̂(−γ,−θ, τ, ξ)ϕ(2−2(q−5)(−γ), 2−(q−5)(−θ))ψ(2−2qτ, 2−qξ)dγdθ

−
∑

2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

Ft,x(∂lτ∂βξ a∂lt∂βx b)(σ, η, τ, ξ)ϕ(2−2(p−5)σ, 2−(p−5)η)

ψ(2−2pτ, 2−pξ)ψ(2−2qτ, 2−qξ),

et nous voyons que (Mpq(t, x, τ, ξ))p,q�5,|p−q|�2 vérifie (4.1) avec C1 = 1/4,
C2 = 1/2 et C3 = 2. De plus, (4.2) est satisfait d’après le lemme précédent.
L’opérateur (4.14) est donc borné de Hs

Sch dans Hs+ρ−m−m′
Sch ce qui conclut

le point (ii).

(iii) Nous avons :

OpS(a)∗u =
∑
p�2

∆Sch
p (SSchp−2a(t, x,D)∗u),
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et :
OpS(ā)u =

∑
p�2

SSchp−2ā(t, x,D)∆Sch
p u.

Grâce au lemme 4.5 et au point (i), nous pouvons utiliser (4.7) avec p0 = 3.
Nous nous intéressons donc à :

(4.37)
∑
p�3

∆Sch
p (SSchp−3a(t, x,D)∗u)− SSchp−3ā(t, x,D)∆Sch

p u.

Le terme général s’écrit :

(4.38)

∆Sch
p (SSchp−3a(t, x,D)∗u)− SSchp−3ā(t, x,D)∆Sch

p u

=
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
ei(t−s)γ+i<x−y,θ>ψ(2−2pγ, 2−pθ)

(
SSchp−3ā(s, y, γ, θ)− SSchp−3ā(t, x, γ, θ)

)
u(s, y)dsdydγdθ

=
1

(2π)d+1

∫ ∫
eitτ+i<x,ξ>Mp(t, x, τ, ξ)û(τ, ξ)dτdξ,

où :

(4.39)

Mp(t, x, τ, ξ) =
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
ei(t−s)(γ−τ)+i<x−y,θ−ξ>ψ(2−2pγ, 2−pθ)

(
SSchp−3ā(s, y, γ, θ)− SSchp−3ā(t, x, γ, θ)

)
dsdydγdθ.

Comme :

(4.40)
Ft,xMp(σ, η, τ, ξ) = ψ(2−2p(σ + τ), 2−p(η + ξ))ϕ(2−2(p−3)σ, 2−(p−3)η)

̂̄a(σ, η, σ + τ, η + ξ)− ψ(2−2pτ, 2−pξ)ϕ(2−2(p−3)σ, 2−(p−3)η)̂̄a(σ, η, τ, ξ),
Mp vérifie (4.1) avec C1 = 1/8, C2 = 3/8 et C3 = 17/8. Comme :

|∂lτ∂βξ ∂xjSSchp a(t, x, τ, ξ)| �
∑
q�p−1

2q(1−ρ)(1 + τ2 + |ξ|44)
m−2l−|β|

4 ,

nous avons, compte tenu du fait que ρ �= 1 :

|∂lτ∂βξ ∂xjSSchp a(t, x, τ, ξ)| � 2p(1−ρ)
+
(1 + τ2 + |ξ|44)

m−2l−|β|
4 ,
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et par le même raisonnement :

|∂lτ∂βξ ∂tSSchp a(t, x, τ, ξ)| � 2p(2−ρ)
+
(1 + τ2 + |ξ|44)

m−2l−|β|
4 .

Donc :

(4.41)
SSchp−3ā(s, y, γ, θ)− SSchp−3ā(t, x, γ, θ) = (t− s)A0

p(t, x, s, y, γ, θ)

+
d∑
j=1

(xj − yj)Ajp(t, x, s, y, γ, θ),

où sur le support de ψ(2−2pγ, 2−pθ) :

(4.42)
|∂lτ∂βξ A0

p(t, x, s, y, γ, θ)| � 2p(m−2l−|β|+(2−ρ)+),

|∂lτ∂βξ Ajp(t, x, s, y, γ, θ)| � 2p(m−2l−|β|+(1−ρ)+), 1 � j � d.

De même que (4.22), (4.23) et (4.24) impliquent (4.25), (4.41), (4.42) et
des intégrations par parties du même type que (4.24) impliquent :

|∂lτ∂βξMp(t, x, τ, ξ)| � 2p(m−2l−|β|−1+(1−ρ)+),

ce qui montre que Mp vérifie (4.2). Le lemme 4.4 implique alors (iii). �

Les deux lemmes suivants seront utiles dans la section 8 :

LEMME 4.8. — Soit ρ > 0, r0 > 0 et a(r, t, x, τ, ξ) bornée en r ∈ [0, r0]
à valeurs dans ΣSch,0

ρ (Rd+1), telle que rNa(r, t, x, τ, ξ) est bornée en r ∈
[0, r0] à valeurs dans ΣSch,−N

ρ (Rd+1) pour un N > 1/2. Alors, pour tout s,

OpS(a(r, .)) applique continûment Hs
Sch dans L2(0, r0, H

s+1/2
Sch ).

Preuve. — Nous posons Mp(r, t, x, τ, ξ) = SSchp−2a(r, t, x, τ, ξ)
ψ(2−2pτ, 2−pξ) pour p � 2, et Mp(r, t, x, τ, ξ) = 0 sinon. Nous montrons
comme dans la démonstration du point (i) du théorème 4.6 que Mp vérifie
(4.1) et la forme suivante de (4.2) :

(4.43)
‖∂lτ∂βξMq(r, t, x, τ, ξ)‖ � Cl,β2q(−2l−|β|),

‖∂lτ∂βξMq(r, t, x, τ, ξ)‖ � r−NCl,β2q(−N−2l−|β|).
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(4.5) et (4.6) impliquent alors pour u dans Hs
Sch :

(4.44)
‖SSchp−2a(r, .)∆

Sch
p u‖L2 � 2−psεp et ‖SSchp−2a(r, .)∆

Sch
p u‖L2 � r−N2−pN−psεp,

où (εp) est dans l2(N). Nous en déduisons :

(4.45)∫ r0

0

‖SSchp−2a(r, .)∆
Sch
p u‖2L2dr �

∫ 2−p

0

4−psε2pdr +
∫ r0

2−p
r−2N4−pN−psε2pdr

� 4−p(s+1/2)ε2p,

ce qui joint à (4.1) permet de conclure grâce au lemme 3.3. �

LEMME 4.9. — Soit ρ > 0 et a(γ, r, t, x, τ, ξ) bornée en γ, r dans 0 �
γ � r � r0 à valeurs dans ΣSch,0

ρ (Rd+1), telle que (r − γ)Na(γ, r, t, x, τ, ξ)
est bornée dans 0 � γ � r � s0 à valeurs dans ΣSch,−N

ρ (Rd+1) pour un

N > 1. Alors, pour tout s, l’opérateur u →
∫ r
0
OpS(a(γ, r, .))u(γ, .)dγ est

borné de L2(0, r0, Hs
Sch) dans L2(0, r0, Hs+1

Sch ).

Preuve. — Nous posons Mp(γ, r, t, x, τ, ξ) = SSchp−2a(γ, r, t, x, τ, ξ)
ψ(2−2pτ, 2−pξ) pour p � 2, et Mp(γ, r, t, x, τ, ξ) = 0 sinon. Mp vérifie (4.1)
et la forme suivante de (4.2) :

(4.46)
‖∂lτ∂βξMq(γ, r, t, x, τ, ξ)‖ � Cl,β2q(−2l−|β|),

‖∂lτ∂βξMq(γ, r, t, x, τ, ξ)‖ � (r − γ)−NCl,β2q(−N−2l−|β|).

(4.5) et (4.6) impliquent alors pour u dans Hs
Sch :

(4.47)
‖SSchp−2a(γ, r, .)∆

Sch
p u(γ, .)‖L2 � 2−psεp(γ),

‖SSchp−2a(γ, r, .)∆
Sch
p u(γ, .)‖L2 � (γ − r)−N2−pN−psεp(γ),

où
∑

p�0 ‖εp(γ)‖2L2(0,r0)
< +∞. Nous en déduisons :

(4.48)∥∥∥∥∫ r

0

SSchp−2a(γ, r, .)∆
Sch
p u(γ, .)dγ

∥∥∥∥
L2

�
∫ r−2−p

0

2−ps−pN (r − γ)−Nεp(γ)dγ

+
∫ r

r−2−p
2−psεp(γ)dγ.
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De plus :
(4.49)∫ r0

0

(∫ r−2−p

0

2−ps−pN (r − γ)−Nεp(γ)dγ

)2

dr

� 4−pN−ps
∫ r0

0

(∫ r−2−p

0

(r − γ)−Nε2p(γ)dγ

) (∫ r−2−p

0

(r − γ)−Ndγ

)
dr

� C4−p(s+1)

∫ r0

0

ε2p(γ)dγ,

et :

(4.50)
∫ r0

0

(∫ r

r−2−p
2−psεp(γ)dγ

)2

dr � C4−p(s+1)

∫ r0

0

ε2p(γ)dγ.

(4.48), (4.49) et (4.50) impliquent :

(4.51)∫ r0

0

∥∥∥∥∫ r

0

SSchp−2a(γ, r, .)∆
Sch
p u(γ, .)dγ

∥∥∥∥2

L2

dr � C4−p(s+1)

∫ r0

0

ε2p(γ)dγ.

(4.51) et (4.1) permettent de conclure grâce au lemme 3.3. �

5. Propagation des singularités.

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer un théorème
de propagation des singularités pour l’équation de Schrödinger non linéaire.
Nous adaptons à notre cadre la preuve de [8].

Soit g une métrique C∞ sur Rd, f une fonction C∞ et u ∈
Hs
Sch,loc(R

d+1) solution de :

(5.1) (i∂t + ∆g)u + f(t, x, u, ū,∇u,∇ū) = 0.

Remarque. — Dans [5] et [9], les auteurs obtiennent l’existence locale
de telles solutions sous certaines hypothèses sur f .
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DÉFINITION 5.1. — Un point (t0, x0, τ0, ξ0) dans T ∗(Rd+1) \ {0} est

caractéristique (resp. non caractéristique) si −τ0 + σ2(∆g)(ξ0) = 0 (resp.

−τ0 +σ2(∆g)(ξ0) �= 0). Soit (t0, x0, τ0, ξ0) dans T ∗(Rd+1)\{0} caractéristi-

que, alors la bicaractéristique passant par (t0, x0, τ0, ξ0) est la courbe définie

par :

(5.2)



t = t0,

τ = τ0,

x′(s) = ∂σ2(∆g)
∂ξ (x(s), ξ(s)), x(0) = x0,

ξ′(s) = − ∂σ2(∆g)
∂x (x(s), ξ(s)), ξ(0) = ξ0.

C’est la courbe intégrale de HSch
−τ+σ2(∆g)

où :

HSch
−τ+σ2(∆g)

=
d∑
j=1

∂σ2(∆g)
∂ξj

∂xj −
d∑
j=1

∂σ2(∆g)
∂xj

∂ξj .

Si s > d/2 + 2, la remarque qui suit la démonstration du théorème
3.12 implique :

(5.3)

f(t, x, u, ū,∇u,∇ū) = TSch∂f
∂u (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

u + TSch∂f
∂ū (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

ū

+
d∑
j=1

TSch∂f
∂uj

(t,x,u,ū,∇u,∇ū)
∂xju + TSch∂f

∂ūj
(t,x,u,ū,∇u,∇ū)

∂xj ū + r,

où r ∈ H
2s−3−d/2
Sch,loc (Rd+1). Par conséquent, u est solution de :

(5.4)

(i∂t + ∆g)u + TSch∂f
∂u (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

u + TSch∂f
∂ū (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

ū

+
d∑
j=1

TSch∂f
∂uj

(t,x,u,ū,∇u,∇ū)
∂xju + TSch∂f

∂ūj
(t,x,u,ū,∇u,∇ū)

∂xj ū = r,
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où r ∈ H
2s−3−d/2
Sch,loc (Rd+1). Nous posons alors :

(5.5)

Lu = (i∂t + ∆g)u + TSch∂f
∂u (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

u + TSch∂f
∂ū (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

ū

+
d∑
j=1

TSch∂f
∂uj

(t,x,u,ū,∇u,∇ū)
∂xju + TSch∂f

∂ūj
(t,x,u,ū,∇u,∇ū)

∂xj ū,

et Lu ∈ H
2s−3−d/2
Sch,loc (Rd+1). De plus, L = OpS(l) + OpS(l̃)J , où l est

dans ΣSch,2
s−1−d/2, l̃ est dans ΣSch,1

s−2−d/2, et J est l’application qui à un
nombre complexe associe son conjugué. Le symbole principal de L est
σ2(L) = −τ + σ2(∆g).

Dans la suite, nous aurons besoin de faire commuter J avec des
opérateurs pseudodifférentiels et paradifférentiels. Si a(t, x, τ, ξ) est un
symbole, un calcul montre que

Ja(t, x,D) = aJ(t, x,D)J, où aJ(t, x, τ, ξ) = ā(t, x,−τ,−ξ).

Comme ϕ et ψ sont réelles et peuvent être choisies paires en (τ, ξ), J com-
mute avec SSchp et ∆Sch

p . Par conséquent, JOpS(a) = OpS(aJ)J . Pour un
ensemble V de T ∗(Rd+1)\{0}, nous notons V J = {(t, x, τ, ξ) / (t, x,−τ,−ξ)
∈ V }.

Le théorème suivant décrit le comportement de la solution aux points
(t0, x0, τ0, ξ0) non caractéristiques, tels que (t0, x0,−τ0,−ξ0) est également
non caractéristique.

THÉORÈME 5.2. — Soit s > d/2+2, et u ∈ Hs
Sch,loc(R

d+1) solution de

(5.1). Soit un point (t0, x0, τ0, ξ0) dans T ∗(Rd+1) \ {0} non caractéristique.

Si u est microlocalement Hσ
Sch en (t0, x0,−τ0,−ξ0), alors u est microloca-

lement H
min(σ+1,2s−1−d/2)
Sch en (t0, x0, τ0, ξ0).

En particulier, si (t0, x0, τ0, ξ0) et (t0, x0,−τ0,−ξ0) sont non ca-

ractéristiques, alors u est microlocalement H
2s−1−d/2
Sch en (t0, x0, τ0, ξ0) et

(t0, x0,−τ0,−ξ0).

Preuve. — Quitte à multiplier u et L par une fonction dans C∞0 (Rd+1)
égale à 1 au voisinage de (t0, x0), nous pouvons supposer que u est
dans Hs

Sch(R
d+1) et Lu est dans H

2s−3−d/2
Sch (Rd+1) par le point (ii) du

théorème 4.6. Soit χ dans S0
Sch tel que l(t, x, τ, ξ) �= 0 sur un voisi-

nage S-conique V du support de χ(t, x, τ, ξ), χ(t, x, τ, ξ) est elliptique en
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(t0, x0, τ0, ξ0), et u est microlocalement Hσ
Sch dans un voisinage S-conique

du support de χJ(t, x, τ, ξ). Soit q0 = 1/l sur V qu’on étend en une fonction
de Σ−2

s−1−d/2. Soit R = I −OpS(q0)OpS(l) et :

Q = (1 + R + . . . + R[ρ])OpS(q0),

alors χ(t, x,D)(QL− I) = −χ(t, x,D)R[ρ]+1 + χ(t, x,D)QOpS(l̃)J . Par le
point (i) du théorème 4.6, R est continu de Ht

Sch dans Ht
Sch pour tout t,

et OpS(q0) est continu de Ht
Sch dans Ht+2

Sch pour tout t, donc Q est continu
de Ht

Sch dans Ht+2
Sch pour tout t. De plus, par le point (ii) du théorème

4.6 et le choix de q0 et R, χ(t, x,D)R[ρ]+1 est continu de Ht
Sch dans

H
t+s−1−d/2
Sch pour tout t. Enfin, comme u est microlocalement Hσ

Sch dans
un voisinage S-conique du support de χJ , par le point (ii) du théorème 4.6,
χJ(t, x,D)QJOpS(l̃J)u est dans Hmin(σ+1,2s−1−d/2)

Sch . Comme χ(t, x,D)u =
χ(t, x,D)QLu + χ(t, x,D)R[ρ]+1u− J(χJ(t, x,D)QJOpS(l̃J)u) :

‖χ(t, x,D)u‖
H

min(σ+1,2s−1−d/2)
Sch

� C‖QLu‖
H

2s−1−d/2
Sch

+ ‖χ(t, x,D)R[ρ]+1u‖
H

2s−1−d/2
Sch

+ ‖χJ(t, x,D)QJOpS(l̃J)u‖
H

min(σ+1,2s−1−d/2)
Sch

,

et nous concluons grâce à ce qui précède et au fait que u est dans
Hs
Sch(R

d+1) et Lu dans H2s−3−d/2
Sch (Rd+1). �

Le théorème suivant décrit la propagation des singularités pour
l’équation de Schrödinger non linéaire.

THÉORÈME 5.3. — Soit s > d/2 + 2, et u ∈ Hs
Sch,loc(R

d+1) solution

de (5.1). Soit (t0, x0, τ0, ξ0) dans T ∗(Rd+1) \ {0} caractéristique. Nous

supposons que u est microlocalement Hσ
Sch en (t0, x0, τ0, ξ0) pour σ �

2s − 2 − d/2. Alors u est microlocalement Hσ
Sch en tout point de la

bicaractéristique issue de (t0, x0, τ0, ξ0), et u est microlocalement Hσ+1
Sch en

tout point (t, x, τ, ξ) tel que (t, x,−τ,−ξ) est sur la bicaractéristique issue

de (t0, x0, τ0, ξ0).

Preuve. — Il suffit de montrer que u est microlocalement Hσ
Sch en

tout point de Γ et que u est microlocalement Hσ+1
Sch en tout point de

ΓJ , où Γ est un arc de la courbe intégrale de HSch
−τ+σ2(∆g)

allant d’un
point (t0, x1, τ0, ξ1) à (t0, x0, τ0, ξ0) (pour le cas où Γ va de (t0, x0, τ0, ξ0)
à (t0, x1, τ0, ξ1), il suffit de faire le même raisonnement en remplaçant
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HSch
−τ+σ2(∆g)

par −HSch
−τ+σ2(∆g)

). Soit δ = (s − 2 − d/2)/2 si 2 + d/2 <

s < d/2 + 3, 0 < δ < 1/2 si s = d/2 + 3 et δ = 1/2 si s > d/2 + 3.
Par un argument de type bootstrap, nous pouvons supposer que u est
microlocalement Hσ−δ

Sch sur un voisinage S-conique W de Γ. Si un point
(t, x, τ, ξ) est caractéristique, alors (t, x,−τ,−ξ) est non caractéristique,
donc quitte à diminuer W , nous pouvons supposer que tous les points de
W J sont non caractéristiques, ce qui joint au fait que u est microlocalement
Hσ−δ
Sch sur W implique que u est microlocalement Hσ−δ+1

Sch sur W J par le
théorème 5.2. Soit χ dans S0

Sch à support dans W tel que χ = 1 sur un
voisinage S-conique de Γ et χ(t, x,D)u est dans Hσ−δ

Sch (Rd+1), alors

OpS(l)(1− χ(t, x,D))u + OpS(l̃)(1− χ(t, x,D))ū

est microlocalement dans H
2s−3−d/2
Sch dans un voisinage S-conique de Γ

par le point (ii) du théorème 4.6. Quitte à remplacer u par χ(t, x,D)u,
nous pouvons supposer que u est dans Hσ−δ

Sch (Rd+1) et OpS(l)u est dans
H

min(σ−δ,2s−d/2−3)
Sch,loc . Quitte à multiplier par (1 + D2

t + |Dx|44)−1/4 ce qui
laisse invariant les bicaractéristiques, nous pouvons supposer que l est
dans ΣSch,1

s−1−d/2, et que OpS(l)u ∈ Hσ
Sch,loc. Soit V un voisinage S-conique

de (t0, x0, τ0, ξ0) et φV ∈ S0
Sch tel que φV (t, x,D)u est dans Hσ

Sch et
φV (t, x, τ, ξ) = 1 sur V ∩ {(τ, ξ) / τ2 + |ξ|44 � 1}. Comme HSch

−τ+σ2(∆g)
et

2τ∂τ +
∑d

j=1 ξj∂ξj ne sont pas colinéaires, il existe un voisinage S-conique
U avec Γ ⊂ U ⊂ W , et des fonctions φ et θ dans S0

Sch à support dans U

telles que HSch
−τ+σ2(∆g)

θ > 0 sur suppφ, φ � 0, φ = 0 pour τ2 + |ξ|44 � 1/2,
et pour τ2 + |ξ|44 � 1, φ > 0 sur Γ et HSch

−τ+σ2(∆g)
φ � 0 sur U \ V .

Remarque. — La construction de θ et φ est plus simple que dans [2]
car −τ + σ2(∆g) est C∞ en (t, x, τ, ξ). Il suffit de construire des fonctions
θ et φ C∞ dans un voisinage de Γ et de les étendre en des fonctions S-
homogènes de degré 0. De plus, pour avoir HSch

−τ+σ2(∆g)
θ > 0 sur suppφ et

HSch
−τ+σ2(∆g)

φ � 0 sur U \ V , il suffit de prendre pour φ une fonction de
C∞0 (U) positive et croissante le long des bicaractéristiques incluses dans
U \ V , puis de prendre pour θ une fonction C∞ strictement croissante le
long des bicaractéritiques incluses dans le support de φ.

Pour ε > 0 et λ que l’on fixera plus tard, nous posons :

cλ,ε(t, x, τ, ξ) = φ(t, x, τ, ξ)eλθ(t,x,τ,ξ)(τ2 + |ξ|44)
σ
4 (1 + ε4(τ2 + |ξ|44))−1.

Nous posons Cλ,ε = cλ,ε(t, x,D). Pour ε > 0, cλ,ε est dans Sσ−4
Sch , donc

Cλ,εu est dans H4−δ
Sch . De plus, cλ,ε est borné dans SσSch pour λ fixé.
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Si nous montrons que ‖Cλ,εu‖L2 reste borné quand ε tend vers 0, alors
Cλ,0u ∈ L2 et u est microlocalement Hσ

Sch en tout point de Γ. Enfin, u
est microlocalement Hσ+1

Sch en tout point de ΓJ par le théorème 5.2, ce qui
termine la preuve. Il suffit donc de montrer que pour λ assez grand, ε assez
petit, et pour tout v dans C∞0 (Rd+1), on a

(5.6)
λ‖Cλ,εv‖2L2 � Aλ(‖Cλ,εOpS(l)v‖2L2

+ ‖φV (t, x,D)(1 + ε4(D2
t + |Dx|44))−1v‖2Hσ

Sch
+ ‖v‖2

Hσ−δ
Sch

).

En effet, pour des raisons de continuité, l’inégalité est encore vraie pour
v = u. Comme OpS(l)u ∈ Hσ

Sch,loc, ‖Cλ,εOpS(l)v‖2L2 est borné quand ε

tend vers 0. De plus :

‖φV (t, x,D)(1 + ε4(D2
t + |Dx|44))−1v‖Hσ

Sch
� ‖φV (t, x,D)v‖Hσ

Sch

+ ‖[φV (t, x,D), (1 + ε4(D2
t + |Dx|44))−1]v‖Hσ

Sch
,

où le second terme est borné quand ε tend vers 0 car le symbole du
commutateur est borné dans S−1

Sch et u ∈ Hσ−δ
Sch avec δ � 1/2. (5.6) permet

donc bien d’obtenir une borne sur ‖Cλ,εv‖2L2 .

Il reste à établir (5.6). On part de l’identité :

(5.7)

2Im(Cλ,εOpS(l)v, Cλ,εv)

= 2Im(OpS(l)Cλ,εv, Cλ,εv) + 2Im([Cλ,ε, OpS(l)]v, Cλ,εv)

= i((OpS(l)∗ −OpS(l))Cλ,εv, Cλ,εv)

+ 2Im([Cλ,ε, OpS(l)]v, Cλ,εv), ∀v ∈ C∞0 (Rd+1).

l est dans Σ1
s−1−d/2 avec s > d/2 + 2 et son symbole principal est réel.

Par conséquent, OpS(l)∗ − OpS(l) est borné sur L2 par le point (iii) du
théorème 4.6, ce qui implique :
(5.8)

2Im([Cλ,ε, OpS(l)]v, Cλ,εv) � 2Im(Cλ,εOpS(l)v, Cλ,εv) + M‖Cλ,εv‖2L2

� ‖Cλ,εOpS(l)v‖2L2 + (M + 1)‖Cλ,εv‖2L2 .

Le point (ii) du théorème 4.6 implique :

i[OpS(l), Cλ,ε] = OpS(HSch
l cλ,ε) + Rλ,ε(t, x,D),
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où Rλ,ε est borné de Hr
Sch dans Hr−σ+2δ

Sch pour tout réel r. Par conséquent :

|(Rλ,εv, Cλ,εv)| �M(λ)‖v‖2
Hσ−δ
Sch

.

Pour (τ2 + |ξ|44)1/4 assez grand, il existe A tel que :

Re HSch
l φ � 0 hors de V et Re HSch

l θ � 2/A sur suppφ.

Par conséquent, il existe une constante M(λ) telle que pour (τ2 + |ξ|44)1/4
assez grand Re Tλ,ε � 0 où :

Tλ,ε = HSch
l cλ,ε−λcλ,ε/A+M(λ)φV (t, x, τ, ξ)(τ2+|ξ|44)

σ
4 (1+ε4(τ2+|ξ|44))−1.

Le dernier terme fournit l’estimation dans V . (5.8) implique :

(5.9)
2λ/A‖Cλ,εv‖2L2 + 2Re(OpS(Tλ,ε), Cλ,εv)

� ‖Cλ,εOpS(l)v‖2L2 + (2M + 1)‖Cλ,εv‖2L2

+ 2M(λ)(‖φV (t, x,D)(1 + ε4(D2
t + |Dx|44))−1v‖Hσ‖Cλ,εv‖L2 + ‖v‖2Hσ−δ).

HSch
l ne fait intervenir que le symbole principal de L qui est dans S1

Sch, donc
Tλ,ε est dans SσSch. Dans (5.9), nous pouvons donc remplacer OpS(Tλ,ε)
par Tλ,ε(t, x,D) grâce au lemme 4.3. Comme δ � 1/2, et comme le
symbole principal de l’opérateur C∗λ,εTλ,ε(t, x,D) est dans S2σ

Sch et vérifie
Re(cλ,εTλ,ε) � 0, le lemme 2.5 implique :

Re(Tλ,ε(t, x,D)v, Cλ,εv) � −‖v‖2Hσ−δ
Sch

,

ce qui joint à (5.9) implique (5.6). �

6. S-paramultiplication tangentielle.

Dans cette section, nous définissons un opérateur de paramultiplica-
tion tangentielle adapté à l’opérateur de Schrödinger puis nous étudions
certaines de ses propriétés en adaptant à notre cadre les preuves de [13].
Enfin, nous obtenons l’équivalent du théorème de paralinéarisation tangen-
tielle de M. Sablé-Tougeron [13].

Nous commençons par introduire l’équivalent des espaces Hs,s′ de
Hörmander [7].
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DÉFINITION 6.1. — Pour s et s′ réels et d � 2, nous définissons

l’espace de Sobolev inhomogène :

(6.1)
Hs,s′

Sch(R
d+1)

=
{
u ∈ S ′(Rd+1) / (1 + |ξ|44 + τ2)

s
4 (1 + |ξ′|44 + τ2)

s′
4 û ∈ L2(Rd+1)

}
,

où ξ′ est la variable duale de x′ avec x = (x′, xd) et x′ ∈ Rd−1. Hs,s′

Sch(R
d+1

+ )
est l’ensemble des u dans D′(Rd+1

+ ) tels qu’il existe U dans Hs,s′

Sch(R
d+1)

vérifiant U = u sur Rd+1
+ = {(t, x′, xd)/(t, x′) ∈ Rd, xd > 0}.

Soit deux entiers p et p′, nous définissons S̃Schp′ : S ′(Rd+1) →

S ′(Rd+1) par ̂̃SSchp′ u(τ, ξ) = ϕ( τ
22p ,

ξ′

2p , 0)û(τ, ξ) et SSchpp′ = SSchp ◦ S̃Schp′ .
Nous définissons également ∆̃Sch

p′ par ∆̃Sch
p′ = S̃Schp′+1− S̃Schp′ , c’est-à-dire par

̂̃∆Sch
p′ u(τ, ξ) = ψ( τ

22p ,
ξ′

2p , 0)û(τ, ξ), ∆̃Sch
−1 = S̃Sch0 et ∆Sch

pp′ = ∆Sch
p ◦ ∆̃Sch

p′ .
Alors, la double décomposition de Littlewood-Paley de u ∈ S ′(Rd+1) est :

u =
∑

p,p′�−1

∆Sch
pp′ (u),

où la somme converge pour la topologie de S ′(Rd+1) et où les termes
d’indice (p, p′) tels que p′ > p+ 1 sont nuls. La proposition et les 5 lemmes
suivants se démontrent comme la proposition 3.2 et le lemme 3.3 :

PROPOSITION 6.2. — Soit s et s′ deux réels, alors :

Hs,s′

Sch(R
d+1) =

u ∈ S ′(Rd+1) /
∑

p,p′�−1

4ps+p
′s′‖∆Sch

pp′ u‖2L2 < +∞

 .

De plus, il existe une constante Cs telle que :

(6.2) C−1
s ‖u‖2Hs,s′

Sch

�
∑

p,p′�−1

4ps+p
′s′‖∆Sch

pp′ u‖2L2 � Cs‖u‖2
Hs,s′
Sch

.

LEMME 6.3. — Soit 0 < r1 < r2, n et n′ deux entiers et s et s′ deux

réels. Il existe une constante Css′ indépendante de n et n′ telle que si (uqq′)
est une suite de S ′(Rd+1) avec supp ûqq′ inclus dans

{(τ, ξ) / 2n+qr1 � (τ2+|ξ|44)
1
4 � 2n+qr2, 2n

′+q′r1 � (τ2+|ξ′|44)
1
4 � 2n

′+q′r2}
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et (2qs+q
′s′‖uqq′‖L2)q,q′�0 dans l2(N2), alors :

u =
∑
q,q′�0

uqq′ ∈ Hs,s′

Sch et ‖u‖2
Hs,s′
Sch

� Css′4ns+n
′s′

∑
q,q′�0

4qs+qs
′‖uqq′‖2L2 .

LEMME 6.4. — Soit 0 < r1 < r2, et s et s′ deux réels. Il existe une

constante Css′ telle que si (uq) est une suite de S ′(Rd+1) avec supp ûq
inclus dans

{(τ, ξ) / 2qr1 � (τ2 + |ξ|44)1/4 � 2qr2, (τ2 + |ξ′|44)1/4 � r2}

et (2qs‖uq‖L2)q�0 dans l2(N), alors :

u =
∑
q�0

uq ∈ Hs,+∞
Sch =

⋂
s′∈R

Hs,s′

Sch et ‖u‖2
Hs,s′
Sch

� Css′
∑
q�0

4qs‖uq‖2L2 .

De plus, si s > 0 nous pouvons remplacer la couronne-boule par une bi-

boule de la forme {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ|44)1/4 � 2qr2, (τ2 + |ξ′|44)1/4 � r2}.

LEMME 6.5. — Soit 0 < r1 < r2, n
′ un entier et s et s′ deux réels

avec s > 0. Il existe une constante Css′ indépendante de n′ telle que si

(uqq′) est une suite de S ′(Rd+1) avec supp ûqq′ ⊂ {(τ, ξ) / (τ2 + |ξ|44)1/4 �
2qr2, 2n

′+q′r1 � (τ2 + |ξ′|44)1/4 � 2n
′+q′r2} et (2qs+q

′s′‖uqq′‖L2)q,q′�0 est

dans l2(N2), alors :

u =
∑
q,q′�0

uqq′ ∈ Hs,s′

Sch et ‖u‖2
Hs,s′
Sch

� Css′4n
′s′

∑
q,q′�0

4qs+qs
′‖uqq′‖2L2 .

LEMME 6.6. — Soit 0 < r1 < r2, n un entier et s et s′ deux réels avec

s′ > 0. Il existe une constante Css′ indépendante de n telle que si (uqq′) est

une suite de S ′(Rd+1) avec supp ûqq′ ⊂ {(τ, ξ) / 2n+qr1 � (τ2 + |ξ|44)1/4 �
2n+qr2, (τ2 + |ξ′|44)1/4 � 2q

′
r2} et (2qs+q

′s′‖uqq′‖L2)q,q′�0 est dans l2(N2),
alors :

u =
∑
q,q′�0

uqq′ ∈ Hs,s′

Sch et ‖u‖2
Hs,s′
Sch

� Css′4ns
∑
q,q′�0

4qs+qs
′‖uqq′‖2L2 .

LEMME 6.7. — Soit r1 > 0, et s et s′ deux réels avec s > 0 et s′ > 0. Il

existe une constante Css′ indépendante de n telle que si (uqq′) est une suite
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de S ′(Rd+1) avec supp ûqq′ ⊂ {(τ, ξ) / (τ2+ |ξ|44)1/4 � 2qr1, (τ2+ |ξ′|44)1/4 �
2q
′
r1} et (2qs+q

′s′‖uqq′‖L2)q,q′�0 est dans l2(N2), alors :

u =
∑
q,q′�0

uqq′ ∈ Hs,s′

Sch et ‖u‖2
Hs,s′
Sch

� Css′
∑
q,q′�0

4qs+qs
′‖uqq′‖2L2 .

La proposition suivante étend le résultat de la proposition 3.7.

PROPOSITION 6.8. — Pour tout réels s et s′, soit un réel ρ satisfaisant :

(6.3)
ρ = min(s− 1

2 , s + s′ − d
2 − 1) si s′ �= (d− 1)/2 + 1,

ρ < s− 1
2 si s′ = (d− 1)/2 + 1.

Alors Hs,s′

Sch(R
d+1) s’injecte continûment dans Cρ

Sch(R
d+1).

Preuve. — D’après le lemme 3.1 avec d′ = d− 1 et d′′ = 1,

‖∆Sch
pp′ (u)‖L∞ � C2p

′( d−1
2 +1)+ p

2 ‖∆Sch
pp′ (u)‖L2 ,

donc :

(6.4)

‖∆Sch
p (u)‖L∞ �

p+1∑
p′=−1

‖∆Sch
pp′ (u)‖L∞

� 2−p(s−1/2)

 p+1∑
p′=−1

4p
′( d−1

2 +1−s′)

 1
2

 ∑
p′�−1

4p
′s′+ps‖∆Sch

pp′ (u)‖2L2

 1
2

� 2−p(s−1/2)

 p+1∑
p′=−1

4p
′( d−1

2 +1−s′)

 1
2

‖u‖
Hs,s′
Sch

,

et nous concluons en remarquant que 2−p(s−1/2)(
∑p+1

p′=−1

4p
′( d−1

2 +1−s′))1/2 � 2−pρ. �

Par analogie avec la S-paramultiplication, nous définissons un para-
produit n’agissant que sur les variables tangentielles et un paraproduit à
deux indices.
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DÉFINITION 6.9. — Nous appelons S-paraproduit tangentiel de v par

u et nous notons T̃Schu v l’opérateur bilinéaire suivant :

T̃Schu v =
∑
q′�2

S̃Schq′−2(u)∆̃Sch
q′ (v),

et nous appelons S-paraproduit à deux indices l’opérateur bilinéaire sui-

vant : ˜̃
T
Sch

u v =
∑
q,q′�2

SSchq−2,q′−2(u)∆Sch
qq′ (v).

PROPOSITION 6.10. — Soit s et s′ réels tels que :

(6.5) s >
1
2
, s + s′ >

d

2
+ 1 et s + 2s′ >

1
2
,

alors Hs,s′

Sch est une algèbre multiplicative.

Preuve. — Soit u et v dans Hs,s′

Sch. uv se décompose en :

(6.6)

uv = ˜̃
T
Sch

u v + ˜̃
T
Sch

v u

+
∑

q�2,q′�0

(∆Sch
q S̃Schq′+3(u)SSchq−2∆̃

Sch
q′ (v) + SSchq−2∆̃

Sch
q′ (u)∆Sch

q S̃Schq′+3(v))

+
∑

|p−q|�2,q′�2

(∆Sch
qq′ (u)∆Sch

p S̃Schq′−2(v) + ∆Sch
p S̃Schq′−2(u)∆Sch

qq′ (v))

+
∑

|p−q|�2,|p′−q′|�2

∆Sch
qq′ (u)∆Sch

pp′ (v).

Par symétrie, il suffit de montrer que w1, w2, w3 et w4 sont dans Hs,s′

Sch, où
nous avons posé :

(6.7)

w1 = ˜̃
T
Sch

u v,

w2 =
∑

q�2,q′�0

∆Sch
q S̃Schq′+3(u)SSchq−2∆̃

Sch
q′ (v),

w3 =
∑

|p−q|�2,q′�2

∆Sch
qq′ (u)∆Sch

p S̃Schq′−2(v),

w4 =
∑

|p−q|�2,|p′−q′|�2

∆Sch
qq′ (u)∆Sch

pp′ (v).
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Soit ρ donné par (6.3). La proposition 6.8 implique :

‖∆Sch
qq′ (u)‖L∞ � C2−qρ et ‖∆Sch

q S̃Schq′ (u)‖L∞ � C2−qρ,

et comme ρ > 0 par (6.5), ‖SSchqq′ (u)‖L∞ � C. Le lemme 6.3 implique

w1 ∈ Hs,s′

Sch, et le lemme 6.5 implique w3 ∈ Hs+ρ,s′

Sch . Nous découpons à

l’aide de ∆̃Sch
k′ pour obtenir w4 =

∑
q,k′ wqk′ où :

wqk′ =
∑

p/|p−q|�2,p′,q′/|p′−q′|�2

∆̃Sch
k′ (∆Sch

qq′ (u)∆Sch
pp′ (v)).

En regardant les spectres, nous voyons que q′ � k′− 5 dans la définition de
wq,k′ . De plus, en appliquant deux fois le lemme 3.1 et comme q′ � q + 1 :

(6.8)
‖∆̃Sch

k′ (∆Sch
qq′ (u)∆Sch

pp′ (v))‖L2 � 2k
′( d−1

2 +1)‖∆̃Sch
k′ (∆Sch

qq′ (u)∆Sch
pp′ (v))‖L2

xd
(L1

t,x′ )

� 2k
′( d−1

2 +1)‖∆Sch
qq′ (u)‖L2‖∆Sch

pp′ (v)‖L∞xd (L2
t,x′ )

� 2k
′( d−1

2 +1)2p/2‖∆Sch
qq′ (u)‖L2‖∆Sch

pp′ (v)‖L2

� 2k
′( d−1

2 +1)2−qs2−q
′(s+2s′−1/2)cqq′ ,

où (cqq′) est dans l2(N2). Ceci entrâıne ‖wqk′‖L2 � 2−k
′(s+2s′−d/2−1)2−qscqk′

où (cqk′) est dans l2(N2) car s+2s′ > 1/2. Les lemmes 6.4 et 6.5 impliquent
que w4 est dans Hs,s+2s′−d/2−1

Sch .

w2 est une somme de termes à spectre dans

{(τ, ξ) / 2q−2 � (τ2 + |ξ|44)
1
4 � 9× 2q−2, (τ2 + |ξ′|44)

1
4 � 10× 2q

′}

et il existe (εqq′) dans l2(N2) et (εq) et (εq′) dans l2(N) telles que :

(6.9)

‖∆Sch
q S̃Schq′+3(u)‖L2

xd
(L∞

t,x′ )
�


2−qs−q

′(s′− d−1
2 −1)εqq′ si s′ < d−1

2 + 1,

2−qs+q
′εεqq′ si s′ = d−1

2 + 1,

2−qsεq si s′ > d−1
2 + 1,

pour tout ε > 0. De plus, en utilisant le lemme 3.1 avec d′ = d−1 et d′′ = 1,
et le fait que k � q′ + 1 sur le support de ∆Sch

kq′ (v) et que s > 1/2, on a :

(6.10) ‖SSchq−2∆̃
Sch
q′ (v)‖L∞xd (L2

t,x′ )
� 2−q

′(s+s′−1/2)εq′ ,
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d’où :

(6.11) ‖∆Sch
q S̃Schq′+3(u)SSchq−2∆̃

Sch
q′ (v)‖L2 � 2−qs−q

′(s′+ρ)εqq′ .

Le lemme 6.6 donne w2 ∈ Hs,s′+ρ
Sch si s′+ρ > 0. Pour s′+ρ � 0, nous avons

s′ < 0, et nous découpons w2 avec ∆̃Sch
k′ . Nous estimons les morceaux

dans L2
xd

(L1
t,x′), et les lemmes 6.3 et 6.4 donnent w2 ∈ H

s,s+2s′−d/2−1
Sch .

Finalement, w1, w2, w3 et w4 sont dans Hs,s′

Sch, ce qui implique que uv est
également dans Hs,s′

Sch. �

En comparant l’opérateur T̃Schu à ˜̃
T
Sch

u , nous précisons son action sur
les espaces Hs,s′

Sch.

PROPOSITION 6.11. — Soit deux réels s et s′ vérifiant s > 1/2,

s+s′ > d/2+1, ρ défini par (6.3) et u dans Hs,s′

Sch. L’opérateur T̃Schu est borné

dans Ht,t′

Sch pour −s < t � s avec une norme majorée par C‖u‖
Hs,s′
Sch

. De

plus, T̃Schu − ˜̃
T
Sch

u applique continûment Ht,t′

Sch dans Ht,t′+ρ
Sch pour −s < t � s

avec une norme majorée par C‖u‖
Hs,s′
Sch

.

Preuve. — Nous avons l’égalité :

T̃Schu v = ˜̃
T
Sch

u v +
∑

q�0,q′�2

∆Sch
q S̃Schq′−2(u)SSchq+3∆̃

Sch
q′ (v),

et comme ˜̃
T
Sch

u v est continu sur Ht,t′

Sch pour tout (t, t′) par le lemme
6.3, il suffit de montrer que

∑
q�0,q′�2 ∆Sch

q S̃Schq′−2(u)SSchq+3∆̃
Sch
q′ (v) applique

continûment Ht,t′

Sch dans Ht,t′+ρ
Sch pour −s < t � s. Pour un réel a,

nous notons a+ = max(a, 0) et a− = max(−a, 0). Nous établissons des
estimations similaires à (6.9) et (6.10) et nous en déduisons pour t �= 1/2
et s′ �= (d− 1)/2 + 1 :

‖∆Sch
q S̃Schq′−2(u)SSchq+3∆̃

Sch
q′ (v)‖L2

� 2−q(s−(t−1/2)−)−q′(t′+(t−1/2)+−(s′− d−1
2 −1)−)εqq′ ,

avec ‖(εqq′)‖l2(N2) � C‖u‖
Hs,s′
Sch

‖v‖
Ht,t′
Sch

. Le lemme 6.5 permet alors de

conclure si −s + 1/2 < t � s. Des estimations similaires permettent de
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conclure dans le cas s′ = (d − 1)/2 + 1, et le cas t = 1/2 se traite par
interpolation.

Pour le cas −s < t � −s+ 1/2, nous faisons un découpage à l’aide de
∆Sch
k . Nous estimons les morceaux dans L2

t,x′(L
1
xd

) en utilisant le fait que
t < 0, et nous concluons grâce au lemme 6.3. �

Le lemme suivant est l’analogue du lemme 3.11.

LEMME 6.12. — Soit Cα,l, (α, l) ∈ Nd ×N une suite de constantes, et

(lpp′)p,p′�0 une suite de fonctions de C∞(Rd+1) telles que ‖∂lt∂αx lpp′‖L∞ �
Cα,l2p(m+αd)+p

′(m′+|α′|+2l) pour tout p, p′ � 0, et tout (α, l) où m et

m′ sont réels. Alors l’opérateur L : S(Rd+1) → S(Rd+1) défini par

L(g)(t, x) =
∑

p,p′�0 lpp′(t, x)∆Sch
pp′ g(t, x) se prolonge en un opérateur borné

de Hs,s′

Sch dans Hs−m,s′−m′
Sch pour tout s−m > 0 et s′−m′ > 0, et sa norme

ne dépend que de s, s′, m, m′ et des Cα,l.

Preuve. — Nous fixons δ > 4. Nous avons :

1 =

(
ϕ(δ−22−2pτ, δ−12−pξ) +

∞∑
q=0

ψ(δ−22−2(p+q)τ, δ−12−(p+q)ξ)

)
ϕ(δ−22−2p′τ, δ−12−p

′
ξ′, 0) +

∞∑
q′=0

ψ(δ−22−2(p′+q′)τ, δ−12−(p′+q′)ξ′, 0)

 ,

ce qui donne
lpp′(t, x) =

∑
qq′�−1

lpp′qq′(t, x),

où nous avons posé :

̂lpp′,−1,−1(τ, ξ) = l̂pp′(τ, ξ)ϕ(δ−22−2pτ, δ−12−pξ)

ϕ(δ−22−2p′τ, δ−12−p
′
ξ′, 0),

̂lpp′,−1,q′(τ, ξ) = l̂pp′(τ, ξ)ϕ(δ−22−2pτ, δ−12−pξ)

ψ(δ−22−2(p′+q′)τ, δ−12−(p′+q′)ξ′, 0),

pour q′ � 0,

l̂pp′,q,−1(τ, ξ) = l̂pp′(τ, ξ)ψ(δ−22−2(p+q)τ, δ−12−(p+q)ξ)

ϕ(δ−22−2p′τ, δ−12−p
′
ξ′, 0),
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pour q � 0 et

l̂pp′qq′(τ, ξ) = l̂pp′(τ, ξ)ψ(δ−22−2(p+q)τ, δ−12−(p+q)ξ)

ψ(δ−22−2(p′+q′)τ, δ−12−(p′+q′)ξ′, 0),

pour q � 0 et q′ � 0.

Le lemme 3.1 avec d′ = d − 1 et d′′ = 1 implique ‖lpp′q,−1‖L∞
� C2pm+p′m′−qN , ‖lpp′,−1,q′‖L∞ � C2pm+p′m′−q′N et ‖lpp′qq′‖L∞ �
C2pm+p′m′−qN−q′N pour tout entier pair N et q, q′ � 0.

Nous posons alors Lqq′(u)(t, x) =
∑

pp′�−1 lpp′qq′(t, x)∆Sch
pp′ u(t, x). Le

spectre de lpp′,−1,−1∆Sch
pp′ u est inclus dans

{(τ, ξ) / (τ2 + |ξ|44)
1
4 � (δ + 2)2p, (τ2 + |ξ′|44)

1
4 � (δ + 2)2p

′},

donc d’après le lemme 6.7 :

‖L−1,−1(u)‖2
Hs−m,s′−m′
Sch

� C
∑

pp′�−1

4p(s−m)+p′(s−m′)‖lpp′,−1,−1∆Sch
pp′ u‖2L2 ,

car s−m > 0 et s′ −m′ > 0. Comme :
(6.12)
‖lpp′,−1,−1∆Sch

pp′ u‖L2 � ‖lpp′,−1,−1‖L∞‖∆Sch
pp′ u‖L2 � C2pm+p′m′‖∆Sch

pp′ u‖L2 ,

nous en déduisons que ‖L−1,−1(u)‖
Hs−m,s′−m′
Sch

� C‖u‖
Hs,s′
Sch

grâce à (6.2).

Grâce au choix de δ, le spectre de lpp′qq′∆Sch
p u est inclus dans

{(τ, ξ) / (δ/2− 2)2p+q � (τ2 + |ξ|44)1/4 � (2δ + 2)2p+q,

(δ/2− 2)2p
′+q′ � (τ2 + |ξ′|44)1/4 � (2δ + 2)2p

′+q′}

pour q, q′ � 0, donc d’après le lemme 6.3 :

‖Lqq′(u)‖2
Hs−m,s′−m′
Sch

� C4q(s−m)+q′(s′−m′)

∑
pp′�−1

4p(s−m)+p(s′−m′)‖lpp′qq′∆Sch
pp′ u‖2L2 ,

et comme :

(6.13)
‖lpp′qq′∆Sch

pp′ u‖L2 � ‖lpp′qq′‖L∞‖∆Sch
pp′ u‖L2

� 2pm+p′m′−qN−q′N‖∆Sch
pp′ u‖L2 ,
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nous en déduisons que ‖Lqq′(u)‖
Hs−m,s′−m′
Sch

� C2q(s−m−N)+q′(s′−m′−N)

‖u‖
Hs,s′
Sch

pour tout N grâce à (6.2). Nous montrons par la même méthode

‖Lq,−1(u)‖
Hs−m,s′−m′
Sch

� C2q(s−m−N)‖u‖
Hs,s′
Sch

et

‖L−1,q′(u)‖
Hs−m,s′−m′
Sch

� C2q
′(s′−m′−N)‖u‖

Hs,s′
Sch

pour tout entier pair N en utilisant respectivement le lemme 6.6 et le lemme
6.5. Finalement, nous choisissons N > max(s−m, s′−m′), et nous obtenons

‖L(u)‖
Hs−m,s′−m′
Sch

�
∑

q,q′�−1

‖Lqq′(u)‖
Hs−m,s′−m′
Sch

� C‖u‖
Hs,s′
Sch

.

�

Le théorème suivant est l’analogue du théorème 6.13

THÉORÈME 6.13. — Soit deux réels s et s′ vérifiant (6.5). Alors, pour

tout u dans Hs,s′

Sch(R
d+1) et toute fonction F ∈ C∞(R) telle que F (0) = 0,

nous avons :

F (u) = ˜̃
T
Sch

F ′(u)u + r,

où r ∈ Hs,s′+ρ
Sch (Rd+1) et ρ est défini par (6.3).

Preuve. — Nous avons :

(6.14)
F (u) =

∑
p�0

(F (SSchp+1u)− F (SSchp u)) + F (SSch0 u)

=
∑
p�0

( ∑
p′�0

(F (S̃Schp′+1S
Sch
p+1u)− F (S̃Schp′ SSchp+1u)) + F (S̃Sch0 SSchp+1u)

−
∑
p′�0

(F (S̃Schp′+1S
Sch
p u)− F (S̃Schp′ SSchp u)) + F (S̃Sch0 SSchp u)

)
+ F (SSch0 u)

=
∑
p,p′�0

mpp′(t, x)∆Sch
pp′ u +

∑
p,p′�0

m1
pp′(t, x)∆Sch

p S̃Schp′ uSSchp ∆̃Sch
p′ u

+
∑
p�0

mp(t, x)∆Sch
p S̃Sch0 u + F (SSch0 u),
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où nous avons posé :
(6.15)

mpp′(t, x) =
∫ 1

0

F ′(SSchp+1,p′+1u− (1− s)∆Sch
pp′ u)ds,

m1
pp′(t, x) =

∫ 1

0

∫ 1

0

F ′′(SSchpp′ u + s∆Sch
p S̃Schp′ u + θSSchp ∆̃Sch

p′ u)dsdθ,

mp(t, x) =
∫ 1

0

F ′(SSchp,0 u + s∆Sch
p S̃Sch0 u)ds.

Par conséquent :

(6.16) F (u)− ˜̃
T
Sch

F ′(u)u = r1 + r2 + r3 + r4 + F (SSch0 u),

où nous avons posé :

(6.17)

r1 =
∑
p,p′�2

(mpp′(t, x)− SSchp−2,p′−2F
′(u))∆Sch

pp′ u,

r2 =
∑

p ou p′�1

mpp′(t, x)∆Sch
pp′ u,

r3 =
∑
p,p′�0

m1
pp′(t, x)∆Sch

p S̃Schp′ uSSchp ∆̃Sch
p′ u,

r4 =
∑
p�0

mp(t, x)∆Sch
p S̃Sch0 u.

Comme F (0) = 0 et SSch0 u appartient à H+∞
Sch , F (SSch0 u) est dans

H+∞
Sch . Il suffit donc de montrer que r1, r2, r3 et r4 sont dans Hs,s′+ρ

Sch (Rd+1).

En utilisant le fait que u est dans Cρ
Sch par la proposition 6.8 :

‖∂lt∂αx (SSchp,0 u + s∆Sch
p S̃Sch0 u)‖L∞ � 2pαd ,

pour tout (l, α) dans Nd+1 par le lemme 3.1 avec d′ = d − 1 et d′′ = 1.
Nous en déduisons que ‖∂lt∂αxmp‖L∞ � 2pαd pour tout (l, α) dans Nd+1.
De même, ‖∂lt∂αxmpp′‖L∞ � 2pαd si p′ ou p � 1 pour tout (l, α) dans Nd+1.
Par le lemme 6.12, r2 et r4 sont dans Hs,+∞

Sch . Comme u est dans Cρ
Sch et

ρ > 0, F ′(u) est dans Cρ
Sch (ceci a été prouvé au début de la démonstration

du théorème 3.12). Par conséquent, ‖∂lt∂αx (mpp′ − SSchp−2,p′−2F
′(u))‖L∞ �
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2pαd+p
′(2l+|α′|−ρ) pour tout (l, α) dans Nd+1 (on le montre pour (l, α′) = 0

et 2l + |α′| > ρ avec αd quelconque, puis on conclut par interpolation), et
le lemme 6.12 implique que r1 est dans Hs,s′+ρ

Sch si s′ + ρ > 0.

Si s′+ρ � 0, alors s′ < 0, donc u est dans Hs+s′

Sch avec s+s′ > d/2+1,
et le théorème 3.12 implique que F ′(u) ∈ Hs+s′

Sch si on suppose F ′(0) = 0
ce qu’on peut toujours faire quitte à remplacer F (u) par F (u) − F ′(0)u.
Grâce au lemme 3.1 avec d′ = d− 1 et d′′ = 1, nous obtenons alors :

(6.18)
‖∂lt∂αx (mpp′ − SSchp−2,p′−2F

′(u))‖L∞xd (L2
t,x′ )

� 2pαd+p
′(2l+|α′|−s−s′+1/2),

pour tout (l, α) dans Nd+1 (on le montre pour (l, α′) = 0 et 2l + |α′| >
s + s′ − 1/2 avec αd quelconque, puis on conclut par interpolation). Nous
reprenons la décomposition de r1 en

∑
q,q′�−1 r

1
qq′ obtenue grâce à la

partition de l’unité utilisée dans la démonstration du lemme 6.12. En
utilisant (6.18) et les lemmes 6.5 et 6.3, et en raisonnant comme dans
le lemme 6.12, nous obtenons pour q � 0 et q′ � 0 :

‖r1
−1,q′‖Hs,s+2s′−d/2−1

Sch

� 2−q
′(N−s′−ρ) et

‖r1
qq′‖Hs,s+2s′−d/2−1

Sch

� 2−q(N−s)−q
′(N−s′−ρ),

pour tout entier pair N . Pour les termes qui restent, nous utilisons (6.18)
et les lemmes 6.5, 6.4 et 6.3, et nous raisonnons comme dans le lemme
6.12. De plus, nous découpons avec ∆̃Sch

k′ , nous estimons les morceaux dans
L2
xd

(L1
t,x′) et nous utilisons le fait que s + 2s′ > 1/2. Nous trouvons alors

pour q � 0 :

‖r1
−1,−1‖Hs,s+2s′−d/2−1

Sch

� 1 et ‖r1
q,−1‖Hs,s+2s′−d/2−1

Sch

� 2−q(N−s),

pour tout entier pair N . Nous choisissons N > max(s, s′ + ρ) et nous
obtenons que r1 est dans Hs,s′+ρ

Sch .

Il reste à étudier r3. Comme u est dans Cρ
Sch, ‖∂lt∂αxm1

pp′‖L∞ �
2pαd+p

′(2l+|α′|) pour tout (l, α) dans Nd+1. Nous raisonnons comme pour r1.
Quand s′+ρ > 0, nous utilisons le lemme 6.12 et ‖∆Sch

p S̃Schp′ uSSchp ∆̃Sch
p′ u‖L2

� C2−ps−p
′(s′+ρ)εpp′ où (εpp′) est dans l2(N2). Quand s′ + ρ � 0, nous

décomposons r3 en
∑

q,q′�−1 r
3
qq′ grâce à la partition de l’unité utilisée

dans la démonstration du lemme 6.12. Pour les termes r3
qq′ et r3

−1,q′

q, q′ � 0, le raisonnement est analogue au cas s′ + ρ > 0. Pour les
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termes r3
q,−1 et r3

−1,−1 q � 0, nous découpons avec ∆̃Sch
k′ et nous utili-

sons ‖∆Sch
p S̃Schp′ uSSchp ∆̃Sch

p′ u‖L2
xd

(L1
t,x′ )

� C2−ps−p
′(s+2s′−1/2)εpp′ où (εpp′)

est dans l2(N2). �

Remarque. — Le théorème 6.13 se généralise au cas de N fonctions
uj dans Hs,s′

Sch(R
d+1) et d’une fonction F de C∞(RN ) telle que F (0) = 0.

Alors nous avons :

F (u1, .., uN ) =
N∑
j=1

˜̃
T
Sch

∂F
∂uj

(u1,..,uN )uj + r,

où r ∈ Hs,s′+ρ
Sch (Rd+1).

D’après la proposition 6.11, nous pouvons remplacer la paraproduit

à deux indices ˜̃
T
Sch

par le paraproduit tangentiel T̃Sch. Pour ce dernier,
nous pouvons énoncer une version dans Rd+1

+ :

COROLLAIRE 6.14. — Soit deux réels s et s′ vérifiant (6.5). Soit une

fonction F dans C∞(R
d+1

+ ×RN ) une fonction à support compact en (t, x)

et soient u1, .., uN des fonctions de Hs,s′

Sch(R
d+1

+ ), nous avons :

F (t, x, u1, .., uN ) =
N∑
j=1

T̃Sch∂F
∂uj

(t,x,u1,..,uN )
uj + r,

où r ∈ Hs,s′+ρ
Sch (R

d+1

+ ) et ρ est défini par (6.3).

Remarque. — La proposition 6.11 et le corollaire 6.14 impliquent que
F (t, x, u1, .., uN ) est dans Hs,s′

Sch(R
d+1

+ ).

7. Les opérateurs S-paradifférentiels tangentiels.

Nous définissons l’algèbre des opérateurs S-paradifférentiels tangen-
tiels, puis nous déduisons des résultats sur les opérateurs S-paradifférentiels
certaines de leurs propriétés d’action sur les espaces Hs

Sch et de calcul sym-
bolique.

Nous commençons par définir les classes de symboles ΣSch,m
s,s′ (R

d+1

+ )

et Σ̃Sch,m
ρ (R

d+1

+ ).
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DÉFINITION 7.1. — Pour m ∈ R et s et s′ vérifiant :

(7.1) s + s′ > d/2 + 1 et − ((d− 1)/2 + 1) � s′ < (d− 1)/2 + 1,

nous définissons ΣSch,m
s,s′ (R

d+1

+ ) comme l’ensemble des fonctions de la forme :

(7.2) a(t, x, τ, ξ′) =
∑

j�s+s′−d/2−1

am−j(t, x, τ, ξ′),

avec am−j H
s−j,s′
Sch (R

d+1

+ ) en (t, x) et C∞ en (τ, ξ′) telles qu’il existe C > 0
et :

am−j(t, x, λ2τ, λξ′)=λm−jam−j(t, x, τ, ξ′),∀(λ, τ, ξ′)/λ�1, (τ2+|ξ′|44)
1
4 �C,

pour 0 � j � s + s′ − d/2 − 1. Nous disons que am−j est S-homogène de

degré m− j hors d’un voisinage de l’origine.

Pour m ∈ R et ρ > 0, nous définissons Σ̃Sch,m
ρ (R

d+1

+ ) comme

l’ensemble des fonctions a(t, x, τ, ξ′) =
∑

j�ρ am−j(t, x, τ, ξ
′) avec am−j

continue bornée en xd � 0 à valeur dans les fonctions Cρ
Sch en (t, x′) et

C∞ en (τ, ξ′) telles que am−j est S-homogène de degré m − j hors d’un

voisinage de l’origine pour 0 � j � ρ.

Nous définissons des opérateurs paradifférentiels tangentiels à partir
des symboles appartenant à ΣSch,m

s,s′ (R
d+1

+ ) ou Σ̃Sch,m
ρ (R

d+1

+ ).

DÉFINITION 7.2. — Soit m ∈ R, s et s′ vérifiant (7.1) et ρ > 0. Soit a

dans ΣSch,m
s,s′ (R

d+1

+ ) ou Σ̃Sch,m
ρ (R

d+1

+ ). Nous notons Õp
S
(a) l’opérateur sur

S ′(Rd+1
+ ) défini par la formule :

Õp
S
(a)u =

∑
p′�2

S̃Schp′−2a(t, x,Dt,x′)∆̃Sch
p′ u,

où S̃Schp′ a(t, x,Dt,x′) désigne le symbole obtenu en faisant agir le multipli-

cateur de Fourier S̃Schp′ sur a relativement aux variables (t, x′).

Remarque. — Si a ∈ Hs,s′

Sch(R
d+1

+ ) ⊂ ΣSch,0
s,s′ (R

d+1

+ ), alors Õp
S
(a) =

T̃Scha .

Le théorème 4.6 implique :
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COROLLAIRE 7.3. —

(i) Soit a dans Σ̃Sch,m
ρ (R

d+1

+ ). L’opérateur Õp
S
(a) est borné en xd � 0 à

valeur dans les opérateurs bornés de Ht
Sch(R

d) dans Ht−m
Sch (Rd) pour

tout réel t.

(ii) Soit a dans Σ̃Sch,m
ρ (R

d+1

+ ) et b dans Σ̃Sch,m′
ρ (R

d+1

+ ). La différence

Õp
S
(a) ◦ Õp

S
(b)−

∑
j+k+2l+|β|�ρ

1
il+|β|l!β!

Õp
S
(∂lτ∂

β
ξ′aj∂

l
t∂
β
x′bk),

est un opérateur borné en xd � 0 à valeur dans les opérateurs bornés

de Ht
Sch(R

d) dans Ht−m−m′+ρ
Sch (Rd) pour tout réel t.

(iii) Soit a dans Σ̃Sch,m
ρ (R

d+1

+ ) et ρ �= 1. L’opérateur Õp
S
(a)∗ − Õp

S
(ā),

est un opérateur borné en xd � 0 à valeur dans les opérateurs bornés

de Ht
Sch(R

d) dans H
t−m+1−(1−ρ)+
Sch (Rd) pour tout réel t.

Soit a dans ΣSch,m
s,s′ (R

d+1

+ ) avec s et s′ vérifiant (7.1). Alors a vérifie
(7.2) et les am−j sont continues et bornées en xd � 0 à valeur dans
ΣSch,m−j
s+s′−d/2−1−j(R

d), donc ΣSch,m
s,s′ (R

d+1

+ ) est inclus dans Σ̃Sch,m
s+s′−d/2−1(R

d+1

+ ).
Par conséquent, le corollaire 7.3 est encore valable si a appartient à
ΣSch,m
s,s′ (R

d+1

+ ).

Un opérateur A linéaire continu de C∞0 (Rd+1
+ ) dans C∞(Rd+1

+ ) est dit
proprement supporté si pour tout compact K de Rd+1

+ , il existe un compact
K ′ de Rd+1

+ tel que :

suppu ⊂ K ⇒ suppAu ⊂ K ′ et u = 0 sur K ′ ⇒ Au = 0 sur K.

Afin de définir la version microlocale tangentielle des espaces Hs,s′

Sch,
nous introduisons des symboles S-pseudodifférentiels tangentiels.

DÉFINITION 7.4. — Pour m ∈ R, nous notons SmSch,t(R
d+1) l’ensemble

des a(t, x, τ, ξ′) dans C∞(R2d+1) tels que pour tous (k, α, l, β) il existe Ckαlβ
vérifiant :

|∂kt ∂αx ∂lτ∂βξ′a(t, x, τ, ξ′)| � Ckαlβ(1 + |ξ′|44 + τ2)
m−|β|−2l

4 , ∀(t, x, τ, ξ′).

DÉFINITION 7.5. — u ∈ Ht,t′

Sch,loc(R
d+1

+ ) est dit microlocalement de

classe H̃t,σ
Sch en un point (t0, x0, τ0, ξ

′
0) de R

d+1

+ × (Rd \ {0}) si il existe un
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opérateur proprement supporté Q dans S0
Sch,t elliptique en (t0, x0, τ0, ξ

′
0)

tel que Qu est dans Ht,σ
Sch(R

d+1

+ ).

Soit t un réel et soit u dans H0,t
Sch(R

d+1

+ ). Soit s et s′ vérifiant

(7.1) et ρ > 0. Soit a dans ΣSch,m
s,s′ (R

d+1

+ ) ou dans Σ̃Sch,m
ρ (R

d+1

+ ). Si u

est microlocalement de classe H̃0,σ
Sch en (t0, x0, τ0, ξ

′
0), alors Õp

S
(a)u est

microlocalement de classe H̃
0,min(t−m+s+s′−d/2−1,σ−m)
Sch en (t0, x0, τ0, ξ

′
0)

par les points (i) et (ii) du corollaire 7.3.

PROPOSITION 7.6. — Soit deux réels s et s′ vérifiant s > 1/2, s+s′ >

d/2+1, ρ défini par (6.3) et u dans Hs,s′

Sch. Soit v dans Ht,t′

Sch avec −s < t � s

et soit (t0, x0, τ0, ξ
′
0) dans R

d+1

+ × (Rd \ {0}). Si v est microlocalement de

classe H̃t,σ
Sch en (t0, x0, τ0, ξ

′
0), alors T̃Schu v est microlocalement de classe

H̃
t,min(t′+ρ,σ)
Sch en (t0, x0, τ0, ξ

′
0).

Preuve. — Soit b dans C∞0 (Rd+1). On commence par remarquer que
bT̃Schu −T̃Schu b applique continuement Ht,t′

Sch(R
d+1

+ ) dans Ht,t′+ρ
Sch (R

d+1

+ ) pour
−s < t � s. Par prolongement et restriction, il suffit de le montrer sur Rd+1.

Puis, par la proposition 6.11, il suffit d’étudier l’opérateur b ˜̃TSchu − ˜̃
T
Sch

u b.

On montre d’abord que b− ˜̃
T
Sch

b est infiniment régularisant tangentiel, ce

qui ramène l’étude à celle de ˜̃
T
Sch

b
˜̃
T
Sch

u − ˜̃
T
Sch

u
˜̃
T
Sch

b . A l’aide du lemme 6.3,
on montre que pour tout p0 � 3, l’opérateur

(7.3) ˜̃
T
Sch

u −
∑

q,q′�p0

SSchq−p0,q′−p0(u)∆Sch
qq′

est continu de Ht,t′

Sch dans Ht,t′+ρ
Sch pour tout t, t′. Enfin, le lemme 6.3 montre

la même propriété de continuité pour l’opérateur

(7.4)

∑
q,q′�3

 ∑
p,p′�3

SSchp−3,p′−3(u)∆Sch
pp′ (S

Sch
q−3,q′−3(b)∆

Sch
qq′ )

− SSchq−3,q′−3(u)SSchq−3,q′−3(b)∆
Sch
qq′

 .

Le deuxième terme de la somme étant symétrique en u et b, on en déduit

que b
˜̃
T
Sch

u − ˜̃
T
Sch

u b est continu de Ht,t′

Sch dans Ht,t′+ρ
Sch pour tout t, t′, puis
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que bT̃Schu − T̃Schu b applique continuement Ht,t′

Sch(R
d+1

+ ) dans Ht,t′+ρ
Sch (R

d+1

+ )
pour −s < t � s.

Soit b(t, x) dans C∞0 (Rd+1) et χ(τ, ξ′) dans C∞(Rd) S-homogène de
degré 0 en dehors d’un voisinage de 0 tel que b(t, x)χ(τ, ξ′) est ellipti-
que en (t0, x0, τ0, ξ

′
0). On veut montrer sous certaines conditions sur le

support de b et χ que b(t, x)χ(Dt,x′)T̃Schu v est dans H
t,min(t′+ρ,σ)
Sch (R

d+1

+ ).
D’après ce qui précède, il suffit de montrer que χ(Dt,x′)T̃Schu bv est dans
H
t,min(t′+ρ,σ)
Sch (R

d+1

+ ). De plus, par prolongement et restriction, et en utili-
sant la proposition 6.11 et (7.3), on montre que pour tout p0 � 3, l’opérateur

(7.5) T̃Schu −
∑
q′�p0

S̃Schq′−p0(u)∆̃Sch
q′

est continu de Ht,t′

Sch(R
d+1

+ ) dans Ht,t′+ρ
Sch (R

d+1

+ ) pour tout −s < t � s. Il
reste donc à montrer que

(7.6) χ(Dt,x′)
∑
q′�p0

S̃Schq′−p0(u)∆̃Sch
q′ (bv) est dans Ht,min(t′+ρ,σ)

Sch (R
d+1

+ ).

On note Γ un ouvert S-conique contenant le support de χ. Pour p0 � 2,
on note

(7.7) Γp0 =

{
(τ, ξ′) ∈ Rd \ {0}/dist

(
(τ, ξ′)

(τ2 + |ξ′|44)
1
4
,Γ ∩ E

)
� 2−p0+2

}
,

où E est l’ensemble {(τ, ξ′) / τ2 + |ξ′|44 = 1} et la distance entre (τ, ξ′) et
(σ, η′) est définie par ((τ −σ)2 + |ξ′−η′|44)1/4. Soit χp0(τ, ξ

′) dans S0
Sch(R

d)
égale à 1 dans un voisinage de {(τ, ξ′) ∈ Γp0 , τ

2 + |ξ′|44 � 1}. Alors, on a

(7.8)

χ(Dt,x′)
∑
q′�p0

S̃Schq′−p0(u)∆̃Sch
q′ (bv)

= χ(Dt,x′)
∑
q′�p0

S̃Schq′−p0(u)∆̃Sch
q′ (χp0(Dt,x′)bv).

Comme v est microlocalement de classe H̃t,σ
Sch en (t0, x0, τ0, ξ

′
0), si Γ et le

support de b sont assez petits, et si p0 est assez grand et χp0 à support
assez petit, alors

(7.9) χp0(Dt,x′)bv est dans Ht,min(t′+ρ,σ)
Sch (R

d+1

+ ).

(7.8) et (7.9) impliquent (7.6). �
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8. Un théorème de réflexion des singularités.

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer un théorème
de réflexion des singularités pour l’équation de Schrödinger non linéaire.
Nous adaptons les preuves de [1] à notre cadre. Nous commençons par étu-
dier le cas d’une équation d’évolution paradifférentielle et nous ramènerons
l’équation de Schrödinger non linéaire à un système de deux telles équa-
tions.

Dans Rd × [0, x1
d] nous considérons l’opérateur d’évolution

L(t, x,D) = Dxd − Õp
S
(a(xd, .))− Õp

S
(ã(xd, .))J

où a est dans Σ̃Sch,1
ρ (Rd× [0, x1

d]), et où ã est dans Σ̃Sch,0
ρ (Rd× [0, x1

d]) avec
ρ > 0. L’étude de l’équation d’évolution Lu = h, où la régularité de h est
à préciser, fait l’objet des propositions 8.1, 8.2, 8.3 et 8.4. Les propositions
8.1 et 8.2 étudient ce qui se passe au voisinage conique des points où L

est elliptique, et les propositions 8.3 et 8.4 étudient la propagation des
singularités pour L. Ces propositions permettent de prendre en compte les
différents cas qui apparâıtrons après réduction de l’équation de Schrödinger
non linéaire à un système de deux telles équations.

PROPOSITION 8.1. — Soit (t0, x′0, τ0, ξ
′
0) dans T ∗(Rd) \ {0}. Nous

supposons qu’il existe C > 0 tel que pour (τ2 + |ξ′|44)1/4 � C :

(8.1) Im a1(t0, x′0, xd, τ0, ξ
′
0) � C(τ2

0 + |ξ′0|44)
1
4 pour tout xd ∈ [0, x1

d],

où a1(t, x, τ, ξ′) est le symbole principal de a. Soit u dans L2(0, x1
d, H

s
Sch).

Nous supposons qu’il existe B dans S0
Sch(R

d) elliptique en (t0, x′0, τ0, ξ
′
0) tel

que BLu est dans L2(0, x1
d, H

σ−1
Sch ) et BJu est dans L2(0, x1

d, H
σ−1
Sch ) pour

s � σ � s + ρ. Alors il existe B′ dans S0
Sch(R

d) elliptique en (t0, x′0, τ0, ξ
′
0)

tel que B′u est dans L2(ε, x1
d, H

σ
Sch) pour tout 0 < ε < x1

d.

Preuve. — (8.1) implique qu’il existe un voisinage S-conique de
(t0, x′0, τ0, ξ

′
0) et C > 0 tel que pour (t, x′, τ, ξ′) dans V vérifiant (τ2 +

|ξ′|44)1/4 � C :

(8.2) Im a1(t, x, τ, ξ′) � C(τ2 + |ξ′|44)1/4 pour tout xd ∈ [0, x1
d].

Quitte à modifier B, nous pouvons supposer que son symbole b a son
support inclus dans V et que b ≡ 1 dans un voisinage S-conique de
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(t0, x′0, τ0, ξ
′
0). Soit B′ dans S0

Sch(R
d) elliptique en (t0, x′0, τ0, ξ

′
0) tel que b ≡

1 sur le support de son symbole b′. Soit ap(t, x, τ, ξ′) égal à a1(t, x, τ, ξ′) pour
xd ∈ [0, x1

d] et (t, x′, τ, ξ′) dans V , tel que ap est dans Σ̃Sch,1
ρ (Rd × [0, x1

d])
et pour (τ2 + |ξ′|44)1/4 � C :

(8.3) Im ap(t, x, τ, ξ′) � C(τ2 + |ξ′|44)1/4 pour tout xd ∈ [0, x1
d].

Nous posons p(t, x, yd, τ, ξ′) = exp(i
∫ xd
yd

ap(t, x′, s, τ, ξ′)ds). Alors il existe
C et c, avec c > 0, telles que pour tout (l, α′) ∈ Nd, et pour tout
0 � yd � xd � x1

d :
(8.4)

‖∂lτ∂α
′

ξ′ p(., xd, yd, τ, ξ
′)‖Cρ

Sch
�C(1+τ2+|ξ′|44)

−2l−|α′|
4 e−c(xd−yd)(1+τ

2+|ξ′|44)1/4 ,

ce qui implique que (xd− yd)Np(t, x, yd, τ, ξ′) est borné dans 0 � yd � xd �
x1
d à valeur dans Σ−N,Schρ (Rd) pour tout réel N .

Soit δ = min(1, ρ)/2 si ρ �= 1 et 0 < δ < 1/2 si ρ = 1. Par un argument
de type bootstrap, nous pouvons supposer que Bu est dans L2(ε, x1

d, H
σ−δ
Sch )

pour tout 0 < ε < x1
d. Comme b ≡ 1 sur le support de son symbole b′ et

comme u est dans L2(0, x1
d, H

s
Sch), B

′L(1−B)u est dans L2(0, x1
d, H

s+ρ−1
Sch )

par le point (ii) du corollaire 7.3. Quitte à remplacer u par Bu, nous
pouvons supposer que u est dans L2(ε, x1

d, H
σ−δ
Sch ) pour tout 0 < ε < x1

d

et que B′Lu est dans L2(0, x1
d, H

σ−1
Sch ).

Pour v dans C∞0 ([0, x1
d]×Rd), l’intégration par parties de l’expression∫ xd

ε/2
OpS(p(xd, yd, .))∂ydB

′v(yd, .)dyd donne :

(8.5)
B′v(xd, .) = OpS(p(xd, ε/2, .))B′v(ε/2, .)

+
∫ xd

ε/2

OpS(∂ydp(xd, yd, .))B
′v(yd, .)dyd

+
∫ xd

ε/2

OpS(p(xd, yd, .))∂ydB
′v(yd, .)dyd

= OpS(p(xd, ε/2, .))B′v(ε/2, .) +
∫ xd

ε/2

R(xd, yd)B′v(yd, .)dyd

+
∫ xd

ε/2

OpS(p(xd, yd, .))B′(∂yd − iOpS(a(yd, .)))v(yd, .)dyd

+ i

∫ xd

ε/2

OpS(p(xd, yd, .))[B′, OpS(a(yd, .))]v(yd, .)dyd,
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où :
(8.6)
R(xd, yd) = OpS(∂ydp(xd, yd, .)) + iOpS(p(xd, yd, .))OpS(a(yd, .))

= iOpS(p(xd, yd, .)(a1(yd, .)− ap(yd, .)))

+ i
∑

1�j<ρ
OpS(p(xd, yd, .)a1−j(yd, .))

− iOpS(p(xd, yd, .)a(yd, .)) + iOpS(p(xd, yd, .))OpS(a(yd, .)).

Comme OpS(p(xd, ε/2, .)) est borné en ε � xd � x1
d à valeurs dans

Σ−N,Schρ pour tout N , OpS(p(xd, ε/2, .)) est borné de Hs−1
Sch dans Hσ

Sch pour
tout xd dans ε � xd � x1

d. Par conséquent, on a

(8.7) ‖OpS(p(xd, ε/2, .))B′v(ε/2, .)‖L2(ε/2,xd1 ,H
σ
Sch

) � C‖B′v(ε/2, .)‖Hs−1
Sch

.

Comme ap = a1 sur le support de b′, les points (i) et (ii) du théorème 4.6
impliquent que (xd − yd)NR(xd, yd)B′ est borné en 0 � yd � xd � x1

d à
valeur dans les opérateurs continus de Hr

Sch dans H
r+N−1+min(1,ρ)
Sch pour

tout réels r et N . Nous prenons N = 1− δ. Alors, comme N < 1 :

(8.8)

∥∥∥∥∥
∫ xd

ε/2

R(xd, yd)B′v(yd, .)dyd

∥∥∥∥∥
L2(ε/2,xd1 ,H

σ
Sch

)

� C‖v‖L2(ε/2,xd1 ,H
σ−δ
Sch

).

Le lemme 4.9 implique :

(8.9)∥∥∥∥∫ xd

ε/2

OpS(p(xd, yd, .))B′(∂yd − iOpS(a(yd, .)))v(yd, .)dyd

∥∥∥∥
L2(ε/2,xd1 ,H

σ
Sch

)

� C‖B′(∂xd − iOpS(a(xd, .)))v(xd, .)‖L2(0,xd1 ,H
σ−1
Sch

).

Le point (ii) du corollaire 7.3, le lemme 4.9 et le fait que δ � 1 impliquent :

(8.10)∥∥∥∥∥
∫ xd

ε/2

OpS(p(xd, yd, .))[B′, OpS(a(yd, .))]v(yd, .)dyd

∥∥∥∥∥
L2(ε/2,xd1 ,H

σ
Sch

)

� C‖v‖L2(ε/2,xd1 ,H
σ−δ
Sch

).
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Finalement, (8.5), (8.7), (8.8), (8.9) et (8.10) impliquent :

(8.11)

‖B′v‖L2(ε,xd1 ,H
σ
Sch

) � C(‖B′v(ε/2, .)‖Hs−1
Sch

+ ‖v‖L2(ε/2,xd1 ,H
σ−δ
Sch

)

+ ‖B′(∂xd − iOpS(a(xd, .)))v(xd, .)‖L2(0,xd1 ,H
σ−1
Sch

)).

De plus,

(8.12)
‖B′v(ε/2, .)‖Hs−1

Sch
� C(‖B′v‖L2(ε/2,xd1 ,H

s−1
Sch

) + ‖∂xdB′v‖L2(0,xd1 ,H
s−1
Sch

))

� C(‖v‖L2(ε/2,xd1 ,H
σ−δ
Sch

) + ‖B′(∂xd − iOpS(a(xd, .)))v(xd, .)‖L2(0,xd1 ,H
σ−1
Sch

))

ce qui joint à (8.11) implique

(8.13)

‖B′v‖L2(ε,xd1 ,H
σ
Sch

) � C(‖v‖L2(ε/2,xd1 ,H
σ−δ
Sch

)

+‖B′(∂xd − iOpS(a(xd, .)))v(xd, .)‖L2(0,xd1 ,H
σ−1
Sch

)).

(8.13) est encore vraie pour v = u par continuité et implique B′u ∈
L2(ε, xd1, H

σ
Sch). �

PROPOSITION 8.2. — Soit (t0, x′0, τ0, ξ
′
0) dans T ∗(Rd) \ {0}. Nous

supposons qu’il existe C > 0 tel que pour (τ2+|ξ′|44)1/4 � C, a1 vérifie (8.1).

Soit u dans L2(0, x1
d, H

s
Sch). Nous supposons qu’il existe B dans S0

Sch(R
d)

elliptique en (t0, x′0, τ0, ξ
′
0) tel que BLu est dans L2(0, x1

d, H
σ−1
Sch ) et BJu

est dans L2(0, x1
d, H

σ−1
Sch ) pour s � σ � s + ρ. De plus, nous supposons que

u(0, .) est microlocalement H
σ−1/2
Sch en (t0, x′0, τ0, ξ

′
0). Alors il existe B′ dans

S0
Sch(R

d) elliptique en (t0, x′0, τ0, ξ
′
0) tel que B′u est dans L2(0, x1

d, H
σ
Sch).

Preuve. — Nous reprenons l’argument de type bootstrap de la preuve
de la proposition 8.1. Quitte à remplacer u par Bu, nous pouvons supposer
que u est dans L2(0, x1

d, H
σ−δ
Sch ), que B′Lu est dans L2(0, x1

d, H
σ−1
Sch ) et que

u(0, .) est dans Hσ−1/2
Sch .
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Le lemme 4.8 implique :

(8.14) ‖OpS(p(xd, 0, .))v(0, .)‖L2(0,xd1 ,H
σ
Sch

) � C‖v(0, .)‖
H

σ−1/2
Sch

,

et comme (8.5), (8.8), (8.9) et (8.10) sont vraies pour ε = 0, nous trouvons :

(8.15)
‖B′v‖L2(0,xd1 ,H

σ
Sch

) � C(‖v(0, .)‖
H

σ−1/2
Sch

+ ‖v‖L2(0,xd1 ,H
σ−δ
Sch

)

+ ‖B′(∂xd − iOpS(a(xd, .)))v(xd, .)‖L2(0,xd1 ,H
σ−1
Sch

),

et pour v = u, ceci implique B′u ∈ L2(0, xd1, H
σ
Sch). �

Dans ce qui suit, nous supposons en plus que ρ > 1 et que le
symbole principal a1(t, x, τ, ξ′) de a est dans S1

Sch,t(R
d+1) et est réel. Un

point (t0, x0, τ0, ξ
′
0) étant fixé dans Rd × {0} × (Rd \ {0}), nous notons

γ̃ la projection sur ξd = 0 de la bicaractéristique de l(t, x, τ, ξ) = ξd −
a1(t, x, τ, ξ′) issue de (t0, x0, τ0, ξ

′
0, a1(t0, x0, τ0, ξ

′
0)). Nous supposons x1

d

assez petit pour que γ̃, paramétrée par xd, soit définie pour xd dans [0, x1
d].

PROPOSITION 8.3. — Soit s et σ deux réels tels que s � σ � s+ρ−1 et

soit u dans H1,s−1
Sch (R×Rd+1

+ ). Nous supposons que Lu est microlocalement

de classe H̃0,σ
Sch sur γ̃, que u est microlocalement de classe H̃1,σ−1

Sch en γ̃(x2
d)

avec 0 < x2
d < x1

d, et que u est microlocalement de classe H̃0,σ
Sch sur γ̃J .

Alors u est microlocalement de classe H̃1,σ−1
Sch sur γ̃ et pour 0 � xd � x1

d,

u(., xd) est microlocalement de classe Hσ
Sch au point (t, x′, τ, ξ′) tel que

(t, x′, xd, τ, ξ′) appartient à γ̃.

Preuve. — Soit δ = min(1/2, (ρ − 1)/2) si ρ �= 2 et 0 < δ < 1/2 si
ρ = 2. Par un argument de type bootstrap, nous pouvons supposer que u

est microlocalement H̃1,σ−1−δ
Sch sur un voisinage S-conique W de γ̃([0, x1

d]).
Quitte à diminuer W , nous pouvons supposer que u est microlocalement
de classe H̃0,σ

Sch sur W J . Soit χ dans S0
Sch,t à support dans W tel que

χ = 1 sur un voisinage S-conique de γ̃([0, x1
d]), alors χ(t, x,Dt,x′)u est dans

H1,σ−1−δ
Sch (R

d+1

+ ) et

(Dxd −OpS(a(xd, .)))(1−χ(t, x,Dt,x′))u−OpS(ã(xd, .))(1−χ(t, x,Dt,x′))ū

est microlocalement dans H̃0,s+ρ−1
Sch sur γ̃ par le point (ii) du corollaire 7.3.

Quitte à remplacer u par χ(t, x,Dt,x′)u, nous pouvons supposer que u est
dans H1,σ−1−δ

Sch (R
d+1

+ ) et que (Dxd −OpS(a(xd, .)))u est dans H0,σ
Sch,loc. Soit
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V un voisinage S-conique de γ̃(x2
d) et φV ∈ S0

Sch,t tel que φV (t, x,D)u est
dans H1,σ−1

Sch et φV (t, x, τ, ξ′) = 1 sur V ∩ {(τ, ξ′) / τ2 + |ξ′|44 � 1}. Nous
commençons par montrer que u est microlocalement H̃1,σ−1

Sch en tout point
de γ̃([0, x2

d]). Soit

HSch
l(t,x,τ,ξ) = ∂xd −

d−1∑
j=1

∂ξja1(t, x, τ, ξ′)∂xj +
d−1∑
j=1

∂xja1(t, x, τ, ξ′)∂ξj .

Comme HSch
l(t,x,τ,ξ) et 2τ∂τ +

∑d−1
j=1 ξj∂ξj ne sont pas colinéaires, il existe un

voisinage S-conique U avec γ̃([0, x2
d]) ⊂ U ⊂ W , et une fonction φ dans

S0
Sch,t à support dans U telle que φ � 0, φ = 0 pour τ2 + |ξ′|44 � 1/2, et

pour τ2 + |ξ′|44 � 1, φ > 0 sur γ̃([0, x2
d[), φ(t, x′, x2

d, τ, ξ
′) ≡ 0 pour tout

(t, x′, τ, ξ′) et HSch
l(t,x,τ,ξ)φ � 0 sur U \V (la construction est plus simple que

dans [1] car a1 est C∞ en (t, x, τ, ξ′)). Pour ε > 0, nous posons :

cε(t, x, τ, ξ′) = φ(t, x, τ, ξ′)(τ2 + |ξ′|44)
σ
4 (1 + ε4(τ2 + |ξ′|44))−1.

Nous posons Cε = cε(t, x,Dt,x′). Pour ε > 0, cε est dans Sσ−4
Sch,t, donc

Cεu est dans H1,3−δ
Sch . De plus, cε est borné dans SσSch,t. Si nous montrons

que ‖Cεu(xd, .)‖L2 reste borné indépendamment de xd dans [0, x2
d] quand

ε tend vers 0, alors ‖C0u(xd, .)‖L2 � C pour 0 � xd � x2
d. Donc

u(., xd) est microlocalement de classe Hσ
Sch au point (t, x′, τ, ξ′) tel que

(t, x′, xd, τ, ξ′) appartient à γ̃ et u est microlocalement H̃0,σ
Sch en tout point

de γ̃([0, x2
d]). Puis en utilisant Dxdu = OpS(a(xd, .))u + H0,σ

Sch et le point
(i) du corollaire 7.3, nous en déduisons que u est microlocalement H̃1,σ−1

Sch

en tout point de γ̃([0, x2
d]), ce qui termine la preuve à condition de montrer

que ‖Cεu(xd, .)‖L2 reste borné indépendamment de xd dans [0, x2
d] quand

ε tend vers 0. Il suffit de montrer que pour ε assez petit :

(8.16)

‖Cεv(xd, .)‖2L2 � A

( ∫ x2
d

xd

‖Cε(Dxd −OpS(a(xd, .)))v(s, .)‖2L2

+ ‖φV (t, x′, s,Dt,x′)(1 + ε4(D2
t + |Dx′ |44))−1v(s, .)‖2Hσ

Sch

+ ‖v(s, .)‖2
Hσ−δ
Sch

)
, ∀v ∈ C∞0 (Rd × [0, x2

d]).
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En effet, pour des raisons de continuité, l’inégalité est encore vraie pour
v = u. De plus :

∫ x2
d

0

‖φV (t, x′, s,Dt,x′)(1 + ε4(D2
t + |Dx′ |44))−1u(s, .)‖2Hσ

Sch
ds

�
∫ x2

d

0

‖φV (t, x′, s,Dt,x′)u(s, .)‖2Hσ
Sch

ds

+
∫ x2

d

0

‖[φV (t, x′, s,Dt,x′), (1 + ε4(D2
t + |Dx′ |44))−1]u(s, .)‖2Hσ

Sch
ds,

où le second terme est borné quand ε tend vers 0 car le symbole du com-
mutateur est borné dans S−1

Sch,t et u est dans H0,σ−δ
Sch avec δ � 1/2. (8.16)

permet donc bien d’obtenir une borne sur ‖Cεv(xd, .)‖2L2 indépendante de
xd dans [0, x2

d] et de ε > 0.

Il reste à établir (8.16). Soit v dans C∞0 (Rd× [0, x2
d]). On intègre entre

xd et x2
d l’égalité :

∂xd‖Cεv(xd, .)‖2L2 = −2Im < (Dxd −OpS(a(xd, .)))Cεv(xd, .), Cεv(xd, .) >

− < (OpS(a(xd, .))−OpS(a(xd, .))∗)Cεv(xd, .), Cεv(xd, .) >,

et comme ρ > 1 et a1(t, x, τ, ξ′) est réel, OpS(a(xd, .))−OpS(a(xd, .))∗ est
continu sur L2(Rd) par le point (iii) du corollaire 7.3. Finalement :

(8.17)

‖Cεv(xd, .)‖2L2 � 2
∫ x2

d

xd

Im < (Dxd −OpS(a(xd, .)))Cεv(s, .), Cεv(s, .) > ds

+ C

∫ x2
d

xd

‖Cεv(s, .)‖2L2ds,

où on a utilisé le fait que φ(t, x′, x2
d, τ, ξ

′) ≡ 0 pour tout (t, x′, τ, ξ′). Le
point (ii) du corollaire 7.3 implique :

(8.18) i[Dxd −OpS(a(xd, .)), Cε] = OpS(HSch
l(t,x,τ,ξ)cε) + Rε(t, x,Dt,x′),
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où Rε(t, x,Dt,x′) est borné en xd ∈ [0, x2
d] à valeur dans les opérateurs

bornés de Hr
Sch(R

d) dans Hr−σ+2δ
Sch (Rd) pour tout réel r. Par conséquent :

(8.19)

∣∣∣∣∣
∫ x2

d

0

< Rε(t, x,Dt,x′)v(s), Cεv(s) > ds

∣∣∣∣∣ �M

∫ x2
d

0

‖v(s)‖2
Hσ−δ
Sch

ds.

Pour (τ2 + |ξ′|44)1/4 assez grand, Re HSch
l(t,x,τ,ξ)φ � 0 hors de V . De plus :

(τ2+|ξ′|44)−
1
4 HSch

l(t,x,τ,ξ)(τ
2+|ξ′|44)

1
4 =

d−1∑
j=1

∂xja1(t, x, τ, ξ′)ξ3
j (τ

2+|ξ′|44)−1,

(1 + ε4(τ2 + |ξ′|44))−1HSch
l(t,x,τ,ξ)(1 + ε4(τ2 + |ξ′|44))

= 4
d−1∑
j=1

∂xja1(t, x, τ, ξ′)ε4ξ3
j (1 + ε4(τ2 + |ξ′|44))−1,

sont des fonctions bornées. Par conséquent, il existe une constante M telle
que pour (τ2 + |ξ′|44)1/4 assez grand Re Tε � 0, où :

(8.20) Tε = HSch
l(t,x,τ,ξ)cε+MφV (t, x, τ, ξ′)(τ2+|ξ′|44)

σ
4 (1+ε4(τ2+|ξ′|44))−1.

En effet, HSch
l(t,x,τ,ξ)(φeλθ) � λφeλθHSch

l(t,x,τ,ξ)θ sur U \ V . Donc quitte à
remplacer φ par φeλθ où λ > 0 est assez grand, θ � 0 et HSch

l(t,x,τ,ξ)θ > 0
sur W ∩ suppφ, nous obtenons l’estimation dans U \ V . Le dernier terme
de (8.20) fournit l’estimation dans V . (8.18) et (8.20) impliquent :

(8.21)
i(Dxd −OpS(a(xd, .)))Cε

= iCε(Dxd −OpS(a(xd, .))) + i[(Dxd −OpS(a(xd, .))), Cε]

= iCε(Dxd −OpS(a(xd, .))) + OpS(HSch
l(t,x,τ,ξ)cε(xd, .)) + Rε(t, x,Dt,x′)

= iCε(Dxd −OpS(a(xd, .)))

−MφV (t, x,Dt,x′)(D2
t + |Dx′ |44)

σ
4 (1 + ε4(D2

t + |Dx′ |44))−1

+ OpS(Tε(xd, .)) + Rε(t, x,Dt,x′),
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ce qui joint à (8.17) et (8.19) donne :

(8.22)

‖Cεv(xd, .)‖2L2 + 2Re
∫ x2

d

0

< OpS(Tε(s, .))v(s, .), Cεv(s, .) > ds

� C

∫ x2
d

xd

(‖Cε(Dxd −OpS(a(xd, .)))v(s, .)‖2L2 + ‖v(s, .)‖2
Hσ−δ
Sch

+ ‖φV (t, x′, s,Dt,x′)(1 + ε4(D2
t + |Dx′ |44))−1v(s, .)‖2Hσ

Sch
ds)

+ C

∫ x2
d

xd

‖Cεv(s, .)‖2L2ds.

Comme a1 est dans S1
Sch,t, Tε est dans SσSch,t et le lemme 4.3 montre que

nous pouvons remplacer OpS(Tε(s, .)) par Tε(t, x′, s,Dt,x′). Comme

C∗εTε(t, x,Dt,x′)− (cεTε)(t, x′, s,Dt,x′)

a son symbole dans S2σ−1
Sch et comme RecεTε � 0, le lemme 2.5 implique :

Re
∫ x2

d

0

< OpS(Tε(s, .))v(s, .), Cεv(s, .) > ds � −
∫ x2

d

0

‖v(s, .)‖2
H

σ−1/2
Sch

ds,

ce qui joint à (8.22) et au fait que δ � 1/2 implique :

(8.23)

‖Cεv(xd, .)‖2L2�C
∫ x2

d

xd

(‖Cε(Dxd −OpS(a(xd, .)))v(s, .)‖2L2 + ‖v(s, .)‖2
Hσ−δ
Sch

+ ‖φV (t, x′, s,Dt,x′)(1 + ε4(D2
t + |Dx′ |44))−1v(s, .)‖2Hσ

Sch
ds)

+ C

∫ x2
d

xd

‖Cεv(s, .)‖2L2ds,

et le lemme de Gronwall permet alors de se ramener à (8.16).

Il reste à montrer que u est microlocalement H̃1,σ−1
Sch en tout point de

γ̃([x2
d, x

1
d]). Nous utilisons cette fois l’existence d’un voisinage S-conique U

avec γ̃([x2
d, x

1
d]) ⊂ U ⊂W , et une fonction φ dans S0

Sch,t à support dans U

telle que φ � 0, φ = 0 pour τ2 + |ξ′|44 � 1/2, et pour τ2 + |ξ′|44 � 1, φ > 0

sur γ̃(]x2
d, x

1
d]), φ(t, x′, x2

d, τ, ξ
′) ≡ 0 pour tout (t, x′, τ, ξ′) et HSch

l(t,x,τ,ξ)φ � 0
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sur U \ V . Il suffit cette fois de montrer que pour ε assez petit :
(8.24)

‖Cεv(xd, .)‖2L2 � A

( ∫ xd

x2
d

‖Cε(Dxd −OpS(a(xd, .)))v(s, .)‖2L2

+ ‖φV (t, x′, s,Dt,x′)(1 + ε4(D2
t + |Dx′ |44))−1v(s, .)‖2Hσ

Sch

+ ‖v(s, .)‖2
Hσ−δ
Sch

)
, ∀v ∈ C∞0 (Rd × [x2

d, x
1
d]),

en suivant une démarche analogue au cas γ̃([0, x2
d]). �

PROPOSITION 8.4. — Soit s et σ deux réels tels que s � σ � s+ρ−1 et

soit u dans H1,s−1
Sch (R×Rd+1

+ ). Nous supposons que Lu est microlocalement

de classe H̃0,σ
Sch sur γ̃, que u(., 0) est microlocalement de classe Hσ

Sch au

point (t0, x′0, τ0, ξ
′
0) tel que (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) appartient à γ̃, et que u est

microlocalement de classe H̃0,σ
Sch sur γ̃J . Alors u est microlocalement de

classe H̃1,σ−1
Sch sur γ̃ et pour 0 � xd � x1

d, u(., xd) est microlocalement de

classe Hσ
Sch au point (t, x′, τ, ξ′) tel que (t, x′, xd, τ, ξ′) appartient à γ̃.

Preuve. — Nous utilisons cette fois l’existence d’un voisinage S-
conique U avec γ̃([0, x1

d]) ⊂ U ⊂ W , et d’une fonction φ dans S0
Sch,t à

support dans U telle que φ(t, x′, 0, Dt,x′)u(0, .) est dans Hσ
Sch, φ � 0, φ = 0

pour τ2 + |ξ′|44 � 1/2, et pour τ2 + |ξ′|44 � 1, φ > 0 sur γ̃([0, x1
d]) et

HSch
l(t,x,τ,ξ)φ � 0 sur U quand 0 � xd � x1

d. Il suffit cette fois de montrer que
pour ε assez petit :

(8.25)

‖Cεv(xd, .)‖2L2 � ‖Cεv(0, .)‖2L2 + A

( ∫ xd

0

‖Cε(Dxd−OpS(a(xd, .)))v(s, .)‖2L2

+ ‖v(s, .)‖2
Hσ−δ
Sch

ds

)
, ∀v ∈ C∞0 (Rd × [0, x1

d[).

Nous partons de :

(8.26)
‖Cεv(xd, .)‖2L2 � ‖Cεv(0, .)‖2L2

− 2
∫ xd

0

Im < (Dxd −OpS(a(xd, .)))Cεv(s, .), Cεv(s, .) > ds

+ C

∫ xd

0

‖Cεv(s, .)‖2L2ds,
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puis nous suivons une démarche analogue à la démonstration de la propo-
sition 8.3. �

Soit g une métrique C∞ sur Rd, f une fonction C∞ et u ∈
Hs
Sch,loc(R

d+1

+ ) solution de :

(8.27)

{
(i∂t + ∆g)u + f(t, x, u, ū,∇u,∇ū) = 0, xd > 0,

u|xd=0 = 0.

Nous commençons par définir les régions elliptique et hyperbolique,
ainsi que les bicaractéristiques.

DÉFINITION 8.5. — Un point (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) dans Rd×{0}×(Rd\{0})

est hyperbolique (resp. elliptique) si l’équation en α −τ0+σ2(∆g)(ξ′0, α) = 0
admet deux racines réelles distinctes (resp. aucune racine réelle). Soit

(t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) un point hyperbolique et soit ξ1

d et ξ2
d ces deux racines

réelles distinctes. Au voisinage de (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0), la bicaractéristique

passant par (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) est formée de deux demi-arcs γj , j = 1, 2,

définis par xd(s) � 0, et :

(8.28)



t = t0,

τ = τ0,

x′(s) = ∂σ2(∆g)
∂ξ (x(s), ξ(s)), x(0) = (x′0, 0),

ξ′(s) = − ∂σ2(∆g)
∂x (x(s), ξ(s)), ξ(0) = (ξ′0, ξ

j
d), j = 1, 2.

Remarque. — σ2(∆g)(ξ′0, α) = −α2+β(ξ′0)α+σ2(∆g)(ξ′0, 0), où β(ξ′0)
est une forme linéaire en ξ′0. Comme σ2(∆g)(ξ′0, α) � 0 pour tout réel α,
on a

(8.29) (β(ξ′0))
2 + 4σ2(∆g)(ξ′0, 0) � 0.

Supposons que (t0, x0, τ0, ξ
′
0) est hyperbolique. Alors

(8.30) (β(ξ′0))
2 − 4τ0 + 4σ2(∆g)(ξ′0, 0) > 0,

ce qui joint à (8.29) implique τ0 < 0. Par conséquent, on a

(8.31) (β(ξ′0))
2 + 4τ0 + 4σ2(∆g)(−ξ′0, 0) < (β(ξ′0))

2 + 4σ2(∆g)(ξ′0, 0) � 0,
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ce qui implique que (t0, x0,−τ0,−ξ′0) est elliptique. On a donc prouvé
l’implication suivante :

(8.32) (t0, x0, τ0, ξ
′
0) hyperbolique ⇒ (t0, x0,−τ0,−ξ′0) elliptique.

On suppose que s > d/2 + 2. Comme u vérifie :

(8.33) gdd∂
2
xd
u = −(i∂t + ∆g − gdd∂

2
xd

)u− f(t, x, u, ū,∇u,∇ū),

et comme

(8.34) u ∈ Hr,s
Sch(R

d+1

+ )⇔ u ∈ Hr−1,s+1
Sch (R

d+1

+ ) et ∂xdu ∈ Hr−1,s
Sch (R

d+1

+ ),

(voir [14]), la remarque suivant le corollaire 6.14 implique que u est
dans Hs+α,−α

Sch,loc pour tout α < s − 3/2. En particulier, u est dans

H
2s−2−d/2,−(s−2−d/2)
Sch,loc . Le corollaire 6.14 implique alors :

(8.35)

f(t, x, u, ū,∇u,∇ū) = T̃Sch∂f
∂u (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

u + T̃Sch∂f
∂ū (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

ū

+
d∑
j=1

T̃Sch∂f
∂uj

(t,x,u,ū,∇u,∇ū)
∂xju + T̃Sch∂f

∂ūj
(t,x,u,ū,∇u,∇ū)

∂xj ū + r,

où r ∈ H
2s−3−d/2
Sch,loc (R

d+1

+ ). Par conséquent, u est solution de :

(8.36)

(i∂t + ∆g)u + T̃Sch∂f
∂u (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

u + T̃Sch∂f
∂ū (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

ū

+
d∑
j=1

T̃Sch∂f
∂uj

(t,x,u,ū,∇u,∇ū)
∂xju + T̃Sch∂f

∂ūj
(t,x,u,ū,∇u,∇ū)

∂xj ū = r,

où r ∈ H
2s−3−d/2
Sch,loc (R

d+1

+ ). Nous posons alors :

(8.37)

Lu = (i∂t + ∆g)u + T̃Sch∂f
∂u (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

u + T̃Sch∂f
∂ū (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

ū

+
d∑
j=1

T̃Sch∂f
∂uj

(t,x,u,ū,∇u,∇ū)
∂xju + T̃Sch∂f

∂ūj
(t,x,u,ū,∇u,∇ū)

∂xj ū,

et Lu ∈ H
2s−3−d/2
Sch,loc (R

d+1

+ ).
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Le théorème suivant décrit le comportement de la solution aux points
elliptiques (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) tels que (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) est également un

point elliptique.

THÉORÈME 8.6. — Soit s > d/2 + 2, et u ∈ Hs
Sch,loc(R

d+1

+ ) solution

de (8.27). Soit un point (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) dans Rd × {0} × (Rd \ {0})

elliptique. Si u est microlocalement H̃σ−1
Sch en (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) alors u

est microlocalement H̃
min(σ,2s−1−d/2)
Sch en (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0).

En particulier, si (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) et (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) sont el-

liptiques, alors u est microlocalement H̃
2s−1−d/2
Sch en (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) et

(t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0).

Preuve. — s et s′ = 0 vérifient (7.1) car s > d/2 + 2. L s’écrit :

(8.38) L = −gdd(x)D2
xd

+ (L1 + L̃1J)Dxd + L2 + L̃2J,

où L1 = OpS(l1(xd, .)), L̃1 = OpS(l̃1(xd, .)), L2 = OpS(l2(xd, .)) et
L̃2 = OpS(l̃2(xd, .)) avec l̃1 dans ΣSch,0

s−1,0(R
d+1

+ ), l1 dans ΣSch,1
s,0 (R

d+1

+ ), l2

dans ΣSch,2
s,0 (R

d+1

+ ) et l̃2 dans ΣSch,1
s−1,0(R

d+1

+ ). De plus, comme gdd est C∞ et

gdd(x) � c > 0, quitte à diviser par gdd(x), nous pouvons supposer gdd(x) =
1. Dans un voisinage S-conique du point elliptique (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0), nous

avons la factorisation suivante :

(8.39)

L = −(Dxd −OpS(a(xd, .))−OpS(ã(xd, .))J)

(Dxd −OpS(b(xd, .))−OpS(b̃(xd, .))J) + R + R̃J

= −(Dxd −OpS(b′(xd, .))−OpS(b̃′(xd, .))J)

(Dxd −OpS(a′(xd, .))−OpS(ã′(xd, .))J) + R′ + R̃′J,

où a, a′, b et b′ sont dans ΣSch,1
s,0 (R

d+1

+ ), −a1, −a′1, b1 et b′1 vérifient (8.1),

ã, ã′, b̃ et b̃′ sont dans ΣSch,0
s−1,0(R

d+1

+ ), et R, R̃, R′ et R̃′ sont continus de

H0,t
Sch(R

d+1

+ ) dans H
0,t+s−3−d/2
Sch (R

d+1

+ ) pour tout t. En effet, la première
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égalité de (8.39) est équivalente à :

(8.40)



OpS(a(xd, .)) + OpS(b(xd, .)) = L1,

OpS(ã(xd, .))−OpS(b̃(xd, .)) = L̃1,

−OpS(a(xd, .))OpS(b(xd, .))−OpS(ã(xd, .))OpS(b̃J(xd, .))

−iOpS(∂xdb(xd, .)) + R = L2,

−OpS(ã(xd, .))OpS(bJ(xd, .))−OpS(a(xd, .))OpS(b̃(xd, .))

−iOpS(∂xd b̃(xd, .)) + R̃ = L̃2,

ce qui par le point (ii) du corollaire 7.3 est équivalent à :

(8.41)

a1−j + b1−j = l11−j , 0 � j � s− d/2− 1,

ã1−j − b̃1−j = l̃11−j , 0 � j � s− d/2− 1,

a1b1 + ã1b̃
J
1 = −l22,

ã1b
J
1 + a1b̃1 = 0,∑

l+k+2n+|β|=j+1

1
in+βn!β!

(∂nτ ∂
β
ξ′a1−k∂

n
t ∂

β
x′b1−l + ∂nτ ∂

β
ξ′ ã1−k∂

n
t ∂

β
x′ b̃

J
1−l)

+i∂xdb1−j = −l21−j , 0 � j � s− d/2− 2∑
l+k+2n+|β|=j+1

1
in+βn!β!

(∂nτ ∂
β
ξ′ ã1−k∂

n
t ∂

β
x′b

J
1−l + ∂nτ ∂

β
ξ′a1−k∂

n
t ∂

β
x′ b̃1−l)

+i∂xd b̃1−j = −l̃21−j , 0 � j � s− d/2− 2.

On choisit ã1(t, x, τ, ξ′) = b̃1(t, x, τ, ξ′) = 0, ce qui vérifie bien la deuxième
égalité de (8.41) avec j = 0 et la quatrième. La première égalité de
(8.41) avec j = 0 et la troisième impliquent alors que a1(t, x, τ, ξ′) et
b1(t, x, τ, ξ′) appartiennent à S1

Sch,t et sont les deux racines de l’équation
en α : −τ + σ2(∆g)(ξ′, α) = 0. De plus, comme aucune des deux racines
est réelle, nous pouvons choisir a1 et b1 telles que −a1 et b1 vérifient
(8.1). Supposons qu’on ait trouvé a1−k, ã1−k, b1−k et b̃1−k S-homogènes
de degré 1 − k en (τ, ξ′) et dans Hs−k,0

Sch (R
d+1

+ ) en (t, x) pour 0 � k � j et
j � s− d/2− 2, alors j + 1 � s− d/2− 1 et par la première et la cinquième

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



PROPAGATION ET RÉFLEXION DES SINGULARITÉS POUR NLS 643

égalité de (8.41) :
(8.42)

(a1 − b1)b−j = −l1−jb1 − i
∂b1−j
∂xd

− l21−j

−
∑

l+k+2n+|β|=j+1,
k,l�j

1
in+|β|n!β!

(∂nτ ∂
β
ξ′a1−k∂

n
t ∂

β
x′b1−l + ∂nτ ∂

β
ξ′ ã1−k∂

n
t ∂

β
x′ b̃

J
1−l).

Par hypothèse de récurrence, ∂xb1−j est S-homogène de degré 1 − j en
(τ, ξ′) et dans Hs−j−1,0

Sch (R
d+1

+ ) en (t, x). Si j < s−d/2−2, Hs−j−1,0
Sch (R

d+1

+ )
est une algèbre par la proposition 6.10. L’hypothèse de récurrence implique
que : ∑

l+k+2n+|β|=j+1,
k,l�j

1
in+|β|n!β!

(∂nτ ∂
β
ξ′a1−k∂

n
t ∂

β
x′b1−l + ∂nτ ∂

β
ξ′ ã1−k∂

n
t ∂

β
x′ b̃

J
1−l)

est S-homogène de degré 1− j en (τ, ξ′) et dans Hs−j−1,0
Sch (R

d+1

+ ). De plus,
a1 et b1 sont complexes conjuguées et non réelles, donc a1 − b1 �= 0 et
(a1 − b1)−1 est S-homogène de degré −1 en (τ, ξ′) et dans Hs,0

Sch(R
d+1

+ ).

Donc b−j est S-homogène de degré −j en (τ, ξ′) et dans Hs−j−1,0
Sch (R

d+1

+ )

en (t, x) par (8.42) et le fait que Hs−j−1,0
Sch (R

d+1

+ ) est une algèbre. Par
la première égalité de (8.41) a−j vérifie les même propriétés que b−j .
Si j = s − d/2 − 2, Hs−j−1,0

Sch (R
d+1

+ ) = H
d/2+1,0
Sch (R

d+1

+ ) n’est pas une
algèbre, mais le raisonnement précédent reste vrai en utilisant le fait
que la multiplication est continue de H

d/2+1,0
Sch (R

d+1

+ ) × Ht,0
Sch(R

d+1

+ ) dans

H
d/2+1,0
Sch (R

d+1

+ ) pour tout t > d/2 + 1 par (3.4). Par la deuxième et la
sixième égalité de (8.41), on a :

(8.43)

(a1 + bJ1 )b̃−j = −l̃1−jbJ1 − i
∂b̃1−j
∂xd

− l̃21−j

−
∑

l+k+2n+|β|=j+1,
k,l�j

1
in+|β|n!β!

(∂nτ ∂
β
ξ′ ã1−k∂

n
t ∂

β
x′b

J
1−l + ∂nτ ∂

β
ξ′a1−k∂

n
t ∂

β
x′ b̃1−l).

Si (t0, x0,−τ0,−ξ′0) n’est pas elliptique, alors b1(t0, x0,−τ0,−ξ′0) est réel,
donc bJ1 est réel en (t0, x0, τ0, ξ

′
0). Comme a1 n’est pas réel en (t0, x0, τ0, ξ

′
0),

a1 + bJ1 �= 0. Si (t0, x0,−τ0,−ξ′0) est elliptique, alors b1(t0, x0,−τ0,−ξ′0) a
une partie imaginaire strictement positive, donc bJ1 a une partie imaginaire

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



644 Jérémie SZEFTEL

strictement négative en (t0, x0, τ0, ξ
′
0). Comme a1 a une partie imaginaire

strictement négative en (t0, x0, τ0, ξ
′
0), a1 + bJ1 �= 0. Dans tous les cas,

a1 + bJ1 �= 0, et un raisonnement analogue au précédant implique que ã−j

et b̃−j sont S-homogène de degré −j en (τ, ξ′) et dans Hs−j−1,0
Sch (R

d+1

+ ) en
(t, x). Nous avons donc établi la première égalité de (8.39) par récurrence,
et la deuxième se montre de manière analogue.

Nous posons

u1 = (Dxd −OpS(b(xd, .))−OpS(b̃(xd, .))J)u,

u2 = (Dxd −OpS(a′(xd, .))−OpS(ã′(xd, .))J)u.

Comme u est dans Hs
Sch(R

d+1

+ ), (8.39) et le fait que u|xd=0 = 0 impliquent :

(8.44)



(Dxd −OpS(a(xd, .))−OpS(ã(xd, .))J)u1

= −Lu + Ru + R̃ū ∈ H
0,2s−3−d/2
Sch (R

d+1

+ ),

(Dxd −OpS(b′(xd, .))−OpS(b̃′(xd, .))J)u2

= −Lu + R′u + R̃′ū ∈ H
0,2s−3−d/2
Sch (R

d+1

+ ),

u1 − u2|xd=0 = 0,

et u1 et u2 sont dans H0,s−1
Sch (R

d+1

+ ) en utilisant le point (i) du corol-

laire 7.3. Comme u1 est dans H0,s−1
Sch (R

d+1

+ ) et microlocalement H̃0,σ−2
Sch

en (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0), (8.44) implique que u1 est microlocalement
H̃

0,min(σ−1,2s−2−d/2)
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) par la proposition 8.1 (car

−a1 vérifie (8.1)). En utilisant (8.44), nous en déduisons que u1 est micro-
localement H̃1,min(σ−2,2s−3−d/2)

Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0). Par conséquent,

u1|xd=0 est microlocalement Hmin(σ−3/2,2s−5/2−d/2)
Sch au point (t0, x′0, τ0, ξ

′
0),

ce qui implique la même chose pour u2|xd=0. Comme u2 est dans H0,s−1
Sch

(R
d+1

+ ), microlocalement H̃0,σ−2
Sch au point (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0), et u2|xd=0 est

microlocalement Hmin(σ−3/2,2s−5/2−d/2)
Sch au point (t0, x′0, τ0, ξ

′
0), (8.44) im-

plique que u2 est microlocalement H̃0,min(σ−1,2s−2−d/2)
Sch au point (t0, x′0, 0,

τ0, ξ
′
0) par la proposition 8.2 (car b′1 vérifie (8.1)).

Il reste à en déduire que u est H̃min(σ,2s−1−d/2)
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0,

ξ′0). Comme u est H̃σ−1
Sch au point (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0), (OpS(a′(xd, .))−OpS

(b(xd, .)))ū est H̃0,σ−1
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) par le point (i) du corollaire

7.3. Par conséquent, comme

u1−u2 = (OpS(a′(xd, .))−OpS(b(xd, .)))u+(OpS(ã′(xd, .))−OpS(b̃(xd, .)))ū,
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et comme u1 − u2 est microlocalement H̃
0,min(σ−1,2s−2−d/2)
Sch au point

(t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0), (OpS(a′(xd, .)) − OpS(b(xd, .)))u est dans

H̃
0,min(σ−1,2s−2−d/2)
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0). Comme OpS(a′(xd, .)) −

OpS(b(xd, .)) est elliptique en (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0), on en déduit que u est mi-

crolocalement H̃0,min(σ,2s−1−d/2)
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0).

Comme u est dans H2s−2−d/2,−(s−2−d/2)
Sch,loc , et comme u est microloca-

lement H̃σ−1
Sch au point (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0),

T̃Sch∂f
∂ū (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

ū +
d∑
j=1

T̃Sch∂f
∂ūj

(t,x,u,ū,∇u,∇ū)
∂xj ū,

est microlocalement H̃
min(σ−2,2s−d/2−3)
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) par la

proposition 7.6. Par conséquent :

(8.45)

gdd∂
2
xd
u = −(i∂t + ∆g − gdd∂

2
xd

)u− T̃Sch∂f
∂u (t,x,u,ū,∇u,∇ū)

u

−
d∑
j=1

T̃Sch∂f
∂uj

(t,x,u,ū,∇u,∇ū)
∂xju + r,

où r est microlocalement H̃
min(σ−2,2s−d/2−3)
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0).

Comme u est microlocalement H̃0,min(σ,2s−1−d/2)
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0),

(8.34), (8.45) et la proposition 7.6 impliquent que u est microlocalement
H̃

min(σ,2s−1−d/2)
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0). �

Le théorème suivant décrit la réflexion des singularités pour l’équation
de Schrödinger non linéaire.

THÉORÈME 8.7. — Soit s > d/2 + 2, et u ∈ Hs
Sch,loc(R

d+1

+ ) solution

de (8.27). Soit (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) dans Rd × {0} × (Rd \ {0}) un point

hyperbolique. Nous notons γ1 et γ2 les deux demi-arcs bicaractéristiques,

et nous nous plaçons dans un voisinage ω = ω′ × [0, x1
d] de (t0, x′0, 0)

dans R
d+1

+ dans lequel γ1 et γ2 ne coupent xd = 0 qu’en (t0, x′0, 0). Soit

(t1, x1, τ1, ξ1) un point de γ1 avec (t1, x1) dans ω′×]0, x1
d[ et soit σ tel que

σ � 2s− d/2− 2 et u est microlocalement Hσ
Sch en (t1, x1, τ1, ξ1). Alors u

est microlocalement H̃σ
Sch en (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) et microlocalement Hσ

Sch sur

la bicaractéristique incidente γ1 et sur la bicaractéristique réfléchie γ2. De

plus, u est microlocalement H̃σ+1
Sch en (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) et microlocalement

Hσ+1
Sch sur γJ2 et γJ1 .
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Preuve. — Nous reprenons la factorisation de L (8.39) qui est
également valable dans un voisinage S-conique du point hyperbolique
(t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0). En effet, il suffit de vérifier que a1 − b1 �= 0 et a1 + bJ1 �= 0

dans un voisinage S-conique de (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0), car le reste du raisonne-

ment est identique. Or, comme (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) est hyperbolique, a1 et b1

sont les deux racines distinctes de l’équation −τ0 + σ2(∆g)(ξ′0, α) = 0,
donc a1 − b1 �= 0. De plus, d’après (8.32), (t0, x0,−τ0,−ξ′0) est elliptique,
donc bJ1 (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) n’est pas réel. Par conséquent, comme a1 est réel,

a1 + bJ1 �= 0.

Nous posons de nouveau

u1 = (Dxd −OpS(b(xd, .))−OpS(b̃(xd, .))J)u,

u2 = (Dxd −OpS(a′(xd, .))−OpS(ã′(xd, .))J)u,

et (8.44) est toujours valable. Nous supposons que γ1 cöıncide avec la bi-
caractéristique de (Dxd − OpS(a(xd, .)) et que γ2 cöıncide avec la bica-
ractéristique de (Dxd −OpS(b′(xd, .)). Comme le point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) est

hyperbolique, a1(t, x, τ, ξ′) et b1(t, x, τ, ξ′) sont réels, car ce sont les deux
racines de l’équation en α iτ + σ2(∆g)(ξ′, α) = 0. De même, a′1(t, x, τ, ξ

′)
et b′1(t, x, τ, ξ

′) sont réels. De plus, a1, b1, a′1 et b′1 sont dans S1
Sch,t. Par

un argument de type bootstrap, nous pouvons supposer que u est micro-
localement H̃σ−1

Sch en (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) et microlocalement Hσ−1

Sch sur γ1 et
γ2. Alors, comme (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) est un point elliptique par (8.32), u
est microlocalement H̃σ

Sch en (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) et microlocalement Hσ
Sch

sur γJ2 et γJ1 par les théorèmes 5.2 et 8.6. De plus, comme u est dans
Hs
Sch,loc(R

d+1

+ ) et u est microlocalement Hσ
Sch en (t1, x1, τ1, ξ1) et sur

γJ1 ∪ γJ2 , u1 est dans H1,s−2
Sch,loc(R

d+1

+ ) et u1 est microlocalement H̃1,σ−2
Sch en

(t1, x1, τ1, ξ
′
1), microlocalement H̃0,σ−1

Sch en (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) et microloca-
lement H0,σ−1

Sch sur γJ1 . La proposition 8.3 implique que u1 est microlocale-
ment H̃1,σ−2

Sch en (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) et u1|xd=0 est microlocalement Hσ−3/2

Sch au
point (t0, x′0, τ0, ξ

′
0). Nous avons donc la même chose pour u2|xd=0. Comme

u2 est dans H1,s−2
Sch (R

d+1

+ ), u2|xd=0 est microlocalement H
σ−3/2
Sch au point

(t0, x′0, τ0, ξ
′
0) et u2 est microlocalement H̃0,σ−1

Sch en (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) et
microlocalement H0,σ−1

Sch sur γJ2 , (8.44) implique que u2 est microlocalement
H̃1,σ−2
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) par la proposition 8.4.
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Comme u est H̃σ−1
Sch au point (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0), (OpS(a′(xd, .)) −

OpS(b(xd, .)))ū est H̃0,σ−1
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) par le point (i) du

corollaire 7.3. Par conséquent, comme

u1−u2 = (OpS(a′(xd, .))−OpS(b(xd, .))+(OpS(a′(xd, .))−OpS(b(xd, .)))J)u,

et comme u1 − u2 est H̃0,σ−1
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0), (OpS(a′(xd, .)) −

OpS(b(xd, .)))u est dans H̃0,σ−1
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0). Comme OpS

(a′(xd, .)) − OpS(b(xd, .)) est elliptique en (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0), on en déduit

que u est microlocalement H̃0,σ
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0). Comme dans la

preuve du théorème 8.6, on en déduit que u est microlocalement H̃σ
Sch au

point (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) grâce à l’égalité (8.45).

Il reste à montrer que u microlocalement Hσ
Sch sur γ1 et γ2 et que u est

microlocalement H̃σ+1
Sch en (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0) et microlocalement Hσ+1

Sch sur

γJ2 et γJ1 . Comme u est microlocalement H̃σ
Sch au point (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0), u

est microlocalement Hσ
Sch dans un voisinage de (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) dans Rd+1

+ ×
Rd+1 \ {0}. Alors, u microlocalement Hσ

Sch sur γ1 et γ2 par le théorème

5.3. Ceci implique que u est microlocalement H̃σ+1
Sch en (t0, x′0, 0,−τ0,−ξ′0)

et microlocalement Hσ+1
Sch sur γJ2 et γJ1 par les théorèmes 5.2 et 8.6. �

Remarque. — Nous nous sommes intéressé à la réflexion des singu-
larités dans l’ouvert Rd+, mais l’adaptation au cas d’un ouvert Ω C∞ est
immédiate car tous les raisonnements se font en coordonnées locales.

Remarque. — Les théorèmes 5.2 et 5.3 décrivent ce qui se passe dans
T ∗(Rd+1

+ ) \ {0}. Le théorème 8.6 décrit ce qui se passe pour les points
elliptiques dont l’image par J est un point elliptique, et le théorème 8.7
décrit ce qui se passe pour les points hyperboliques et les points elliptiques
dont l’image par J est un point hyperbolique. Il resterait à étudier le cas
des rayons rasants et glissants et les points elliptiques dont l’image par J

est ni un point elliptique, ni un point hyperbolique, ce qui n’est pas notre
propos.

9. L’opérateur de Dirichlet-Neumann.

On se propose d’appliquer les résultats de réflexion des singularités
obtenus dans la section précédente à la détermination de l’opérateur de

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



648 Jérémie SZEFTEL

Dirichlet-Neumann de l’équation de Schrödinger non linéaire dans le cas
du laplacien plat (∆g = ∆) et de l’ouvert Rd+.

Soit T > 0, soit h dans H
s−1/2
Sch (]0, T [×Rd+), soit f une fonction dans

C∞(C2) telle que f(0, 0) = 0 et u dans Hs
Sch(]0, T [×Rd+) solution de :

(9.1)


(i∂t + ∆)u + f(u, ū) = 0, xd > 0, 0 < t < T,

u|xd=0 = h,

u|t=0 = 0.

Nous appelons opérateur de Dirichlet-Neumann l’opérateur N : h →
∂νu|xd=0 de H

s−1/2
Sch (]0, T [×Rd−1) dans H

s−3/2
Sch (]0, T [×Rd−1), où ν est la

normale extérieure (i.e. ∂ν = −∂xd). Nous allons chercher une approxima-
tion de N par un opérateur de OpΣSch,1

s−d/2+1(]0, T [×Rd−1).

Remarque. — Nous n’étudions pas le cas général où f dépend de
(t, x, u, ū,∇u,∇ū). En effet, nous utilisons dans la démonstration du lemme
9.3 l’effet régularisant microlocal pour l’équation de Schrödinger non
linéaire établi dans [16] dans le cadre plus restreint d’une nonlinéarité f

dépendant uniquement de (u, ū).

Aux régions hyperbolique H et elliptique E de la définition 8.5, nous
ajoutons la région de glancing G :

(9.2) H = {(t, (x′, 0), τ, ξ′) ∈ T ∗(Rd) / τ + |ξ′|2 < 0},

(9.3) E = {(t, (x′, 0), τ, ξ′) ∈ T ∗(Rd) / τ + |ξ′|2 > 0},

(9.4) G = {(t, (x′, 0), τ, ξ′) ∈ T ∗(Rd) / τ + |ξ′|2 = 0}.

Si s > d/2 + 1, le corollaire 6.14 implique :

(9.5) f(u, ū) = T̃Sch∂f
∂u (u,ū)

u + T̃Sch∂f
∂ū (u,ū)

ū + r,

où r ∈ H
s,s−1−d/2
Sch,loc (R

d+1

+ ). Par conséquent, u est solution de :

(9.6) (i∂t + ∆)u + T̃Sch∂f
∂u (u,ū)

u + T̃Sch∂f
∂ū (u,ū)

ū = r,
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où r ∈ H
0,2s−1−d/2
Sch,loc (R

d+1

+ ). Nous posons alors :

(9.7) Lu = (i∂t + ∆)u + T̃Sch∂f
∂u (u,ū)

u + T̃Sch∂f
∂ū (u,ū)

ū,

et Lu ∈ H
0,2s−1−d/2
Sch,loc (R

d+1

+ ). La preuve du théorème 8.6 adaptée au cas où f

ne dépend pas de ∇u et ∇ū implique immédiatement le corollaire suivant :

COROLLAIRE 9.1. — Soit s > d/2 + 1, soit u dans Hs
Sch(]0, T [×Rd+)

solution de (9.1), et soit L donné par (9.7). Il existe a, b, ã et b̃, donnés par

les relations suivantes :

(9.8)

a1−j + b1−j = 0, 0 � j � s− d/2− 1,

ã1−j − b̃1−j = 0, 0 � j � s− d/2− 1,

a2
1 = b21 = −τ − |ξ′|2, ã1 = b̃1 = 0,∑

l+k+2n+|β|=j+1

1
in+βn!β!

(∂nτ ∂
β
ξ′a1−k∂

n
t ∂

β
x′b1−l + ∂nτ ∂

β
ξ′ ã1−k∂

n
t ∂

β
x′ b̃

J
1−l)

+i∂xdb1−j = − ∂f
∂u (u, ū)δj1, 0 � j � s− d/2− 2∑

l+k+2n+|β|=j+1

1
in+βn!β!

(∂nτ ∂
β
ξ′ ã1−k∂

n
t ∂

β
x′b

J
1−l + ∂nτ ∂

β
ξ′a1−k∂

n
t ∂

β
x′ b̃1−l)

+i∂xd b̃1−j = − ∂f
∂ū (u, ū)δj1, 0 � j � s− d/2− 2,

où δj1 = 1 si j = 1 et δj1 = 0 sinon, tels que pour tous χ1(τ, ξ′) et χ2(τ, ξ′)
dans S0

Sch(R
d) nuls dans un voisinage S-conique de G avec χ2 = 1 sur le

support de χ1, alors χ2a et χ2b sont dans ΣSch,1
s+2,0(]0, T [×Rd+), χ2ã et χ2b̃

sont dans ΣSch,0
s+1,0(]0, T [×Rd+), et :

(9.9)
χ1L = −χ1(Dxd −OpS(χ2a(xd, .))−OpS(χ2ã(xd, .))J)

(Dxd −OpS(χ2b(xd, .))−OpS(χ2b̃(xd, .))J) + R + R̃J,

où R et R̃ sont continus de H0,t
Sch(R

d+1

+ ) dans H
0,t+s−1−d/2
Sch (R

d+1

+ ) pour

tout t. De plus, a1 et b1 sont choisies telles que −Im (a1) = Im (b1) � 0 et

−Re (a1) = Re (b1) � 0.
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DÉFINITION 9.2. — Soit (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) dans H. La bicaractéristique

passant par (t0, x′0, 0, τ0, ξ
′
0) est formée de la réunion de (t0, x′0, 0, τ0, ξ

′
0) et

de deux demi-droites ouvertes :

γ1 = {(t0, ξ′0s, ξ1s, τ0, ξ
′
0, ξ

1) / ξ1 = −(−τ − |ξ′|2) 1
2 et s < 0},

et :

γ2 = {(t0, ξ′0s, ξ2s, τ0, ξ
′
0, ξ

2) / ξ2 = (−τ − |ξ′|2) 1
2 et s > 0}.

γ1 est dite bicaractéristique incidente et γ2 bicaractéristique réfléchie.

Nous rappelons la définition de l’ensemble Id introduit dans [16] :

(9.10)

si d = 1, Id =
⋃
k�1

[2k, 2k + 1/2[,

si d = 2, Id =
⋃
k�1

]2k, 2k + 1[,

si d = 3, Id =
⋃
k�1

[2k, 2k + 1/2[∪]2k + 1/2, 2k + 3/2[,

si d � 4, Id =
⋃
k�0

]k + d/2, k + 1 + d/2[.

Nous allons utiliser le lemme suivant qui sera démontré plus tard :

LEMME 9.3. — Soit u dans C(0, T,Hs(Rd+)) solution de (9.1) et soit s

dans Id, où Id est défini par (9.10). Alors u est microlocalement H
2s−d/2+1/2
Sch

sur toute bicaractéristique incidente.

Le théorème suivant montre que−iB = −iOpS(b(0, .))−iOpS(b̃(0, .))J
est une bonne approximation de l’opérateur de Dirichlet-Neumann N hors
de la région G ∪ (GJ ∩ E), où GJ est l’image de G par J .

THÉORÈME 9.4. — Soit χ1(τ, ξ′) et χ2(τ, ξ′) dans S0
Sch(R

d) nuls dans

un voisinage S-conique de G ∪ (GJ ∩ E) avec χ2 = 1 sur le support de χ1,

et soit b et b̃ donnés par les relations (9.8). Soit s > d/2 + 1, soit u dans

Hs
Sch(]0, T [×Rd+) et dans C(0, T,Hs(Rd+)) solution de (9.1). Alors

χ1(Dxdu|xd=0 −OpS(χ2b(0, .))h−OpS(χ2b̃(0, .))h̄) ∈ H
2s−1− d

2
Sch (Rd).
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Preuve. — Soit v = (Dxd − OpS(χ2b(xd, .)) − OpS(χ2b̃(xd, .))J)u.
Alors v est dans H0,s−1

Sch (R
d+1

+ ) par le point (i) du corollaire 7.3. Soit χ(τ, ξ′)
dans S0

Sch(R
d) avec χ2 = 1 sur le support de χ et χ = 1 sur le support de

χ1. Comme Lu est dans H0,2s−1−d/2
Sch,loc (R

d+1

+ ) et par (9.9), v vérifie :

(9.11) χ(Dxd −OpS(χ2a)−OpS(χ2ã)J)v ∈ H
0,2s−1−d/2
Sch (R

d+1

+ ),

ce qui implique que v est dans H1,s−2
Sch (R

d+1

+ ) par le point (i) du corollaire
7.3. Par le choix de a, −a1 vérifie (8.1) pour les points de {χ = 1} ∩ E ,
et comme v vérifie (9.11), v|xd=0 est microlocalement dans H

2s−d/2
Sch (Rd)

en tout point de {χ = 1} ∩ E ∩ EJ par la proposition 8.1. Comme u est
microlocalement H2s−d/2

Sch sur toute bicaractéristique incidente par le lemme
9.3, v est microlocalement H̃0,2s−1−d/2

Sch sur toute bicaractéristique incidente
par les points (i) et (ii) du corollaire 7.3. (9.11) implique alors que v est
microlocalement H̃

1,2s−2−d/2
Sch sur toute bicaractéristique incidente par les

points (i) et (ii) du corollaire 7.3. De plus, sur le support de χ et par
choix de a, les bicaractéristiques de (Dxd − OpS(χ2a)) cöıncident avec les
bicaractéristiques incidentes. Par conséquent, v|xd=0 est microlocalement
dans H

2s−1−d/2
Sch en tout point de {χ = 1} ∩ H et est microlocalement

dans H
2s−d/2
Sch en tout point de {χ = 1} ∩ HJ par la proposition 8.3.

Comme {χ = 1} ∩ (G ∪ (GJ ∩ E)) = ∅ et χ = 1 sur le support de
χ1, nous en déduisons que v|xd=0 est microlocalement dans H

2s−1−d/2
Sch en

tout point du support de χ1. Par conséquent, χ1v|xd=0 = χ1(Dxdu|xd=0 −
OpS(χ2b(0, .))h−OpS(χ2b̃(0, .))h̄) est dans H2s−1−d/2

Sch (Rd). �

Remarque. — Si b et b̃ sont quelconques, χ1(Dxdu|xd=0−OpS(χ2b(0, .))
h − OpS(χ2b̃(0, .))h̄) est au mieux dans H

s−3/2
Sch (Rd). Nous gagnons donc

s + 1/2− d/2 en régularité par un choix judicieux de b et b̃.

Remarque. — Dans la preuve du théorème 9.4, tous les raisonnements
sont locaux et s’etendent donc au cas d’un ouvert C∞. De plus, l’effet
régularisant du lemme 9.3 reste vrai lorsque l’on remplace le demi-espace
par l’exterieur d’un obstacle convexe. Par conséquent, le théorème 9.4
est encore vrai lorsque l’on remplace le demi-espace par l’exterieur d’un
obstacle convexe.

Avant de démontrer le lemme 9.3, nous montrons un résultat d’inter-
polation :
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LEMME 9.5. — Soit s un réel strictement positif et soit < xd >=√
1 + x2

d. Soit u dans Hs(Rd+) tel que < xd >s u est dans L2(Rd+). Alors

pour tout 0 � θ � 1, < xd >
θs u est dans H(1−θ)s(Rd+).

Preuve. — L’opérateur P défini par

P (u)(x) =


u(x) si xd > 0,

[s]+1∑
k=1

αku(x′,−kxd) si xd < 0,

où
[s]+1∑
k=1

(−1)jkjαk = 1, 0 � j � [s],

prolonge continuement les fonctions de Hs(Rd+) en fonctions de Hs(Rd)
(voir par exemple [11]). De plus, l’expression de P implique

‖ < xd >
s P (u)‖L2(Rd) �

1 +
[s]+1∑
k=1

|αk|k−1/2

 ‖ < xd >
s u‖L2(Rd+).

P prolonge donc continuement les fonctions de Hs(Rd+) telles que < xd >
s u

est dans L2(Rd+) en fonctions de Hs(Rd) telles que < xd >
s P (u) est dans

L2(Rd). Il suffit par conséquent de prouver le lemme 9.5 dans Rd.

Soit k un réel et soit θ dans C∞0 (Rd), alors les méthodes habituelles
de calcul pseudodifférentiel fournissent

(9.12)

θ(2−pD) < xd >
k=

∑
0�l<j

2−pl

ill!
(< xd >

k)(l)(∂lξdθ)(2
−pD) + 2−p(j−d)R,

où l’opérateur R a pour noyau

K(x, y) = 2−pd
∫ 1

0

tj−1

ij(j − 1)!∫
Rd

ei(x−y)ξ(< txd + (1− t)yd >k)(j)(∂jξdθ)(2
−pξ)dξdt,

et nous avons immédiatement l’estimation

(1 + |x− y|d+1)|K(x, y)| � C sup
0�t�1

< txd + (1− t)yd >k−j ,
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ce qui implique que R est continu sur L2 si j � k par le lemme de Schur.
Pour [k] + 1 � j1 � j − d, nous posons

R1 =
∑

j1�l<j

2p(j1−l)

ill!
(< xd >

k)(l)(∂lξdθ)(2
−pD) + 2−p(j−d−j1)R,

et nous obtenons

(9.13)

θ(2−pD) < xd >
k=

∑
0�l<j1

2−pl

ill!
(< xd >

k)(l)(∂lξdθ)(2
−pD) + 2−pj1R1,

où R1 est continu sur L2 avec une norme indépendante de p. En passant à
l’adjoint dans (9.13), nous obtenons

(9.14)

< xd >
k θ(2−pD) =

∑
0�l<j1

2−plil

l!
(∂lξdθ)(2

−pD)(< xd >
k)(l) + 2−pj1R2,

où R2 = R∗1 est continu sur L2 avec une norme indépendante de p.

Nous rappelons maintenant l’analyse de Littlewood Paley classique.
Suivant Y. Meyer [12], nous introduisons une fonction positive ϕ dans
C∞0 (Rd) valant 1 pour |ξ| � 1/2 et 0 pour |ξ| � 1. Pour tout entier
p, nous définissons Sp : S ′(Rd) → S ′(Rd) par Ŝpu(ξ) = ϕ(2−pξ)û(ξ).
Nous définissons également ∆p par ∆p = Sp+1 − Sp, c’est-à-dire par
∆̂pu(ξ) = ψ(2−pξ)û(ξ) où ψ(ξ) = ϕ(ξ/2) − ϕ(ξ). Alors, la décomposition
de Littlewood-Paley de u ∈ S ′(Rd) est :

u =
∑
p�−1

∆p(u),

où la somme converge pour la topologie de S ′(Rd) et où on a noté ∆−1 = S0.
L’espace Hs a alors une caractérisation très simple (voir par exemple [4]).
u ∈ S ′(Rd) est dans Hs si et seulement si

(9.15)
∑
p�−1

4ps‖∆pu‖2L2 < +∞,

et la racine carrée de cette quantité fournit une norme équivalente à la
norme usuelle sur Hs.
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Nous appliquons (9.13) avec k = θs, j1 = [s] + 1 et θ = ψ :
(9.16)

∆p < xd >
θs=

∑
0�l<j1

2−pl

ill!
(< xd >

θs)(l)(∂lξdψ)(2−pD) + 2−p([s]+1)R,

où R est continu sur L2 avec une norme indépendante de p. Donc :

(9.17)

2(1−θ)s‖∆p < xd >
θs u‖L2 �

∑
0�l<j1

2p((1−θ)s−l)

l!

‖(< xd >
θs)l(∂lξdψ)(2−pD)u‖L2 + 2−p([s]+1−(1−θ)s)‖Ru‖L2 .

Nous avons

(9.18) 2−p([s]+1−(1−θ)s)‖Ru‖L2 � 2p(s−[s]−1)C‖u‖L2 � Cεp‖u‖L2 ,

où (εp)p�−1 est dans l2(N) car s− [s]−1 < 0. De plus, par Hölder et Young

(9.19)
2p(1−θ)s‖(< xd >

θs)l(∂lξdψ)(2−pD)u‖L2

� 2p(1−θ)s‖((< xd >
θs)(l))1/θ(∂lξdψ)(2−pD)u‖θL2‖(∂lξdψ)(2−pD)u‖1−θL2

� C‖ < xd >
s−l/θ (∂lξdψ)(2−pD)u‖L2 + C2ps‖(∂lξdψ)(2−pD)u‖L2 .

Pour des raisons de support,

(∂lξdψ)(2−pD) = (∂lξdψ)(2−pD)(∆p−1 + ∆p + ∆p+1),

donc, comme u est dans Hs, (9.15) implique

(9.20)
2ps‖(∂lξdψ)(2−pD)u‖L2 � C2ps(‖∆p−1u‖L2 + ‖∆pu‖L2 + ‖∆p+1u‖L2) � εp,

où (εp)p�−1 est dans l2(N).

‖ < xd >
s−l/θ (∂lξdψ)(2−pD)u‖L2 � C‖ < xd >

s (∂lξdψ)(2−pD)u‖L2 ,

donc grâce à (9.15), (9.17), (9.18), (9.19) et (9.20), il suffit de montrer

(9.21) ‖ < xd >
s (∂lξdψ)(2−pD)u‖L2 � εp.
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On applique (9.14) avec k = s, j1 = [s] + 1 et θ = ∂lξdψ :
(9.22)

< xd >
s (∂lξdψ)(2−pD) =

∑
0�n<j1

2−pnin

n!
(∂n+l
ξd

ψ)(2−pD)(< xd >
s)(n)

+ 2−p([s]+1)R,

où R est continu sur L2 avec une norme indépendante de p. Nous en
déduisons

(9.23)
‖ < xd >

s (∂lξdψ)(2−pD)u‖L2

�
∑

0�n<j1

2−pn

n!
‖(∂n+l

ξd
ψ)(2−pD)(< xd >

s)(n)u‖L2 + 2−p([s]+1)‖Ru‖L2 .

Nous avons

(9.24) 2−p([s]+1)‖Ru‖L2 � C2−p([s]+1)‖u‖L2 � εp

où (εp)p�−1 est dans l2(N). Pour des raisons de support,

(9.25)
‖(∂n+l

ξd
ψ)(2−pD)(< xd >

s)(n)u‖L2 � C(‖∆p−1(< xd >
s)(n)u‖L2

+ ‖∆p(< xd >
s)(n)u‖L2 + ‖∆p+1(< xd >

s)(n)u‖L2),

et comme < xd >s u est dans L2, (< xd >s)(n)u est dans L2 et nous
déduisons de (9.15) et de (9.25) que

(9.26) ‖(∂n+l
ξd

ψ)(2−pD)(< xd >
s)(n)u‖L2 � εp,

où (εp)p�−1 est dans l2(N). Finalement, (9.23), (9.24) et (9.26) impliquent
(9.21). �

Preuve du lemme 9.3 . — En multipliant l’équation (9.1) par x2s
d ū,

en intégrant sur Rd+ et en prenant la partie imaginaire, nous trouvons :

(9.27)
1
2

d

dt
‖xsdu‖2L2 + Im

∫
Rd+

(∆u)x2s
d ūdx � ‖xsdf(u, ū)‖L2‖xsdu‖L2 .

x2s
d = 0 en xd = 0 car 2s > 2 + d > 0. En intégrant par parties, nous

trouvons donc

(9.28)
d

dt
‖xsdu‖2L2 − 4sIm

∫
Rd+

∂xdux
2s−1
d ūdx � ‖xsdf(u, ū)‖2L2 + ‖xsdu‖2L2 .
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Comme s > d/2 + 1 > d/2, u est dans C(0, T,Hs(Rd
+)) donc dans

L∞(0, T, L∞(Rd+)). Comme, f(0, 0) = 0, et comme f est C∞, nous en
déduisons donc

|f(u, ū)| � C|u|,
ce qui implique

(9.29) ‖xsdf(u, ū)‖L2 � C‖xsdu‖L2 .

Soit θ et θ1 des fonctions dans C∞0 (R) égales à 1 dans un voisinage de 0
telles que θ = 1 sur le support de θ1, alors

(9.30)

∣∣∣∣∣
∫
Rd+

∂xdux
2s−1
d ūdx

∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣
∫
Rd+

∂xduθ(xd)x
2s−1
d ūdx

∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣
∫
Rd+

∂xdu(1− θ(xd))x2s−1
d ūdx

∣∣∣∣∣
� C‖u‖L2‖∂xdu‖L2 +

∣∣∣∣∣
∫
Rd+

∂xdu(1− θ)(1− θ1)x2s−1
d ūdx

∣∣∣∣∣
� C +

∣∣∣∣∣
∫
Rd+

∂xdu(1− θ)(1− θ1)x2s−1
d ūdx

∣∣∣∣∣ ,
car u est dans C([0, T ], Hs(Rd+)) et s > 1 + d/2 � 1. De plus,

(9.31)∣∣∣∣∣
∫
Rd+

∂xdu(1− θ)(1− θ1)x2s−1
d ūdx

∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣
∫
Rd+

∂xd((1− θ)xs−1/2
d u)(1− θ1)x

s−1/2
d ūdx

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣
∫
Rd+

∂xd((1− θ)xs−1/2
d )(1− θ1)x

s−1/2
d |u|2dx

∣∣∣∣∣
� ‖xs−1/2

d (1−θ1)u‖H1/2‖∂xd((1−θ)x
s−1/2
d u)‖H−1/2 + C‖ < xd >

s−1 u‖2L2

� C‖xs−1/2
d (1− θ1)u‖H1/2‖(1− θ)xs−1/2

d u‖H1/2 + C‖ < xd >
s u‖2L2

� C‖ < xd >
s−1/2 u‖2H1/2 + C‖ < xd >

s u‖2L2 ,

car x
s−1/2
d (1 − θ) < xd >1/2−s et x

s−1/2
d (1 − θ1) < xd >1/2−s sont C∞

et bornées, donc la multiplication par x
s−1/2
d (1 − θ) < xd >1/2−s et
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par x
s−1/2
d (1 − θ1) < xd >1/2−s sont continues sur H1/2(Rd+). Comme

s > d/2 + 1 > 1/2, le lemme 9.5 implique

(9.32)
‖ < xd >

s−1/2 u‖2H1/2 � C(‖ < xd >
s u‖2L2 + ‖u‖2Hs)

� C + C‖ < xd >
s u‖2L2 ,

car u est dans C([0, T ], Hs(Rd+)). Finalement, (9.28), (9.29), (9.30), (9.31)
et (9.32) impliquent

(9.33)
d

dt
‖xsdu‖2L2 � C + C‖ < xd >

s u‖2L2 .

De plus, < xd >2s� 1 + x2s
d pour xd � 0, donc comme u est dans

C([0, T ], Hs(Rd+)) et u(0, .) = 0, (9.33) implique

(9.34) ‖ < xd >
s u(t)‖2L2 � C + C

∫ t

0

‖ < xd >
s u(r)‖2L2dr,

et le lemme de Gronwall implique que < xd >
s u est dans L∞([0, T ], L2(Rd+)).

Soit (t0, x0, τ0, ξ0) avec t0 > 0 un point d’une bicaractéristique
incidente. s est dans Id, u est solution dans C([0, T ], Hs(Rd+)) de (9.1),
< xd >s u est dans L∞(]0, T [, L2(Rd+)) et u(0, .) = 0, donc la proposition
4.1 et le théorème 4.6 de [16] impliquent l’existence de q(t, x, ξ) dans
L∞(0, T,Σ−2

s−d/2), où Σm
ρ désigne la classe de Bony, et de c(x, ξ) dans S0

égal à 1 dans un voisinage conique de (x0, ξ0) tels que

(9.35)
∫ T

0

t2(2s−d/2)+δ‖c(x,Dx)v(t, .)‖2H2s−d/2+1/2dt < +∞,

pour tout δ > 0, où v = u−Tqū, et où Tq désigne l’opérateur paradifférentiel
de Bony agissant sur la variable x et de symbole q(t, x, ξ). Donc :

(9.36)
∫ T

t0/2

‖c(x,Dx)v(t, .)‖2H2s−d/2+1/2dt < +∞.

Soit alors b(t, x, τ, ξ) dans S0
Sch tel que b est nul dans un voisinage S-conique

de {(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x) ∈ Rd+1}, b est elliptique en (t0, x0, τ0, ξ0), b
est nul pour t hors de ]t0/2, T [ et c = 1 sur un voisinage du support de b.
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Alors
(9.37)
b(t, x,D)(1 + |Dx|2)

2s−d/2+1/2
2 v = b(t, x,D)(1 + |Dx|2)

2s−d/2+1/2
2 c(x,Dx)v

+ b(t, x,D)(1 + |Dx|2)
2s−d/2+1/2

2 (1− c(x,Dx))v.

D’après (9.36), comme b est nul pour t hors de ]t0/2, T [, et comme S0
Sch

est continu sur L2(Rd+1),

(9.38) b(t, x,D)(1 + |Dx|2)
2s−d/2+1/2

2 c(x,Dx)v ∈ L2(Rd+1).

Comme b est nul dans un voisinage S-conique de {(t, x, τ = ±1, ξ =
0), (t, x) ∈ Rd+1} et c = 1 sur un voisinage du support de b, la proposition
3.4 de [14] implique

(9.39) b(t, x,D)(1 + |Dx|2)
2s−d/2+1/2

2 (1− c(x,Dx)) ∈ Op(S−∞Sch ).

(9.37), (9.38) et (9.39) impliquent

(9.40) b(t, x,D)(1 + |Dx|2)
2s−d/2+1/2

2 v ∈ L2(Rd+1).

Comme b est nul dans un voisinage S-conique de{(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x)
∈ Rd+1}, b(t, x, τ, ξ)(1 + |ξ|2) 2s−d/2+1/2

2 est dans S
2s−d/2+1/2
Sch , donc (9.40)

implique que v est microlocalement H2s−d/2+1/2
Sch en (t0, x0, τ0, ξ0).

Comme (t0, x0, τ0, ξ0) est caractéristique, (t0, x0,−τ0,−ξ0) est non
caractéristique. L’analogue du théorème 5.2 pour une nonlinéarité du
type f(u, ū) montre que si u est microlocalement Hσ

Sch en (t0, x0, τ0, ξ0),
alors u est microlocalement H

min(σ+2,2s−d/2+1)
Sch en (t0, x0,−τ0,−ξ0). Par

conséquent, pour montrer que u est microlocalement H
2s−d/2+1/2
Sch en

(t0, x0, τ0, ξ0), il suffit de montrer que si u est microlocalement Hσ
Sch

en (t0, x0,−τ0,−ξ0), alors u est microlocalement H
min(σ,2s−d/2+1/2)
Sch en

(t0, x0, τ0, ξ0). Or u = v + Tqū et v est microlocalement H
2s−d/2+1/2
Sch en

(t0, x0, τ0, ξ0). Il suffit donc de montrer que si u est microlocalement Hσ
Sch

en (t0, x0,−τ0,−ξ0), alors Tqū est microlocalement H
min(σ,2s−d/2+1/2)
Sch en

(t0, x0, τ0, ξ0), ce qui revient à montrer que

(9.41)
ū est microlocalement Hσ

Sch en (t0, x0, τ0, ξ0)

⇒ Tqū est microlocalement Hσ
Sch en (t0, x0, τ0, ξ0),

où s � σ � 2s− d/2 + 1/2.
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On suppose que ū est microlocalement Hσ
Sch en (t0, x0, τ0, ξ0). L’analo-

gue du théorème 5.2 pour une nonlinéarité du type f(u, ū) montre que ū est
microlocalement H2s+1−d/2

Sch en tout point de {(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x) ∈
Rd+1}. Donc il existe b(t, x, τ, ξ) et b1(t, x, τ, ξ) dans S0

Sch tel que b est nul
dans un voisinage S-conique de {(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x) ∈ Rd+1} et
elliptique en (t0, x0, τ0, ξ0), b1 ≡ 1 sur un voisinage S-conique du support
de b et sur un voisinage S-conique de {(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x) ∈ Rd+1},
et tel que b1(t, x,D)ū est dans Hσ

Sch. Alors, on a

(9.42)
b(t, x,D)Tqū = b(t, x,D)(1 + |Dx|2)−

σ
2 (1 + |Dx|2)

σ
2 Tqb1(t, x,D)ū

+ b(t, x,D)Tq(1− b1(t, x,D))ū.

Comme q(t, x, ξ) est dans L∞(0, T,Σ−2
s−d/2), Tq est continu de L2(0, T,

Hr(Rd)) dans L2(0, T,Hr+2(Rd)) pour tout r, ce qui implique que
(1 + |Dx|2)σ/2Tqb1(t, x,D)ū est dans L2(0, T,H2(Rd)), donc dans L2.
Comme b(t, x,D)(1 + |Dx|2)−σ/2 est dans Op(S−σSch) par la proposition 3.4
de [14], on en déduit que

(9.43) b(t, x,D)(1 + |Dx|2)−
σ
2 (1 + |Dx|2)

σ
2 Tqb1(t, x,D)ū est dans Hσ

Sch.

Pour montrer que Tqū est microlocalement Hσ
Sch en (t0, x0, τ0, ξ0), il suffit

d’après (9.42) et (9.43) de montrer que

(9.44) b(t, x,D)Tq(1− b1(t, x,D))ū est dans Hσ
Sch.

Par conséquent, pour montrer (9.41), et donc pour conclure, il reste à
prouver que

(9.45)
b(t, x,D)Tq(1− b1(t, x,D)) est continu de L2(R, Hs(Rd))

dans L2(R, Hσ(Rd)),

lorsque b(t, x, τ, ξ) et 1−b1(t, x, τ, ξ) sont des symboles dans S0
Sch nuls dans

un voisinage S-conique de {(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x) ∈ Rd+1}, 1 − b1 est
nul dans un voisinage S-conique du support de b, et s � σ � 2s+1/2−d/2.
Pour cela, nous utilisons le fait que ∂kt q est dans L∞(0, T,Σ−2

s−d/2−2k) pour
2k < s + 2 − d/2, ce qui a été montré dans la proposition 4.1 et le lemme
4.4 de [16]. La preuve de (9.45) fait l’objet du lemme 9.6. �
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LEMME 9.6. — Soit b(t, x, τ, ξ) et b1(t, x, τ, ξ) dans S0
Sch nuls dans

un voisinage S-conique de {(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x) ∈ Rd+1}, tel que

b1 est nul dans un voisinage S-conique du support de b. Soit ρ > 0
non entier. Soit q(t, x, ξ) tel que ∂kt q est dans L∞(R,Σ−2

ρ−2k(R
d)) pour

2k < ρ+ 2. Alors b(t, x,D)Tqb1(t, x,D) est continu de L2(R, Hr(Rd)) dans

L2(R, Hr+ρ+2(Rd)) pour tout réel r.

9.1. Preuve du lemme 9.6.

La fin de cette étude est consacrée à la preuve du lemme 9.6. Cette
preuve va se déduire de formules de composition entre Tq et b(t, x,D),
où b(t, x, τ, ξ) est dans SmSch et nul dans un voisinage S-conique de
{(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x) ∈ Rd+1}. Dans toute la suite, L2(Hs) désigne
l’espace L2(R, Hs(Rd)). Nous commençons par définir la classe de symboles
Σm,µ
ρ (Rd+1).

DÉFINITION 9.7. — Pour m ∈ R, ρ réel et µ > 0, nous définissons

Σm,µ
ρ (Rd+1) comme l’ensemble des fonctions a(t, x, τ, ξ) Cρ en x et C∞ en

(τ, ξ) telles que :

‖∂lτ∂βξ a(t, ., τ, ξ)‖Cρ � Cl,β(1 + |ξ|2)
m−2l−|β|

2 ,

et telles que |τ | � µ(1 + |ξ|2) sur le support de a(t, x, τ, ξ).

Nous définissons des opérateurs paradifférentiels à partir des symboles
de la classe Σm,µ

ρ (Rd+1) et de l’analyse de Littlewood-Paley classique.

DÉFINITION 9.8. — Soit m ∈ R, ρ réel, µ > 0 et a ∈ Σm,µ
ρ (Rd+1).

Nous notons Ta l’opérateur sur S ′(Rd+1) défini par la formule :

Tau =
∑
p�2

Sp−2a(t, x,D)∆pu,

où Spa(t, x, τ, ξ) est le symbole obtenu en faisant agir le multiplicateur de

Fourier Sp sur a relativement à la variable x.

Si b(t, x, τ, ξ) dans SmSch est tel que |τ | � µ(1 + |ξ|2) sur son support,

alors b est dans Σm,µ
ρ (Rd+1).

LEMME 9.9. — Soit m un réel, µ > 0 et a dans SmSch tel que

|τ | � µ(1 + |ξ|2) sur son support, alors a(t, x,D) = Ta + R(t, x,D), où

R est continu de Hs
Sch dans Hs′

Sch pour tous réels s et s′.
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Preuve. — Nous avons l’égalité :

a(t, x,D)− Ta =
∑
p�2

(a(t, x,D)− Sp−2a(t, x,D))∆p + a(t, x,D)S2,

=
∑
p�0

∆pa(t, x,D)Sp+3 + a(t, x,D)S2,

et comme a(t, x,D)S2 est dans Op(S−∞Sch ) par la proposition 3.4 de [14], il
suffit de montrer la même chose pour

∑
p�0 ∆pa(t, x,D)Sp+3. Soit N tel

que N +m � 0 et N +m+1 est un entier et soit (j, α) et (k, β) dans Nd+1.
Alors :

|∂jt ∂αx ∂kτ ∂βξ ∆pa(t, x, τ, ξ)|�C2−p(N+m+1) sup
|γ|=N+m+1

|∂jt ∂α+γ
x ∂kτ ∂

β
ξ a(t, x, τ, ξ)|

� C2−p(N+m+1)(1 + τ2 + |ξ|44)
m−2k−|β|

4 ,

ce qui joint au fait que |ξ| � 2p+3 sur le support de ϕ(2−(p+3)ξ) et
|τ | � µ(1 + |ξ|2) sur le support de a(t, x, τ, ξ) implique :

|∂jt ∂αx ∂kτ ∂βξ ∆pa(t, x, τ, ξ)ϕ(2−(p+3)ξ)| � 2−p(1 + τ2 + |ξ|44)
−N−2k−|β|

4 .

Donc 2p∆pa(t, x, τ, ξ)ϕ(2−(p+3)ξ) est dans S−NSch avec des semi-normes
bornées indépendamment de p, ce qui implique que

∑
p�0 ∆pa(t, x,D)Sp+3

est dans Op(S−NSch) pour tout N tel que N + m � 0 et N + m + 1 est un
entier.

∑
p�0 ∆pa(t, x,D)Sp+3 est donc dans Op(S−∞Sch ). �

Le lemme suivant est utile pour la suite :

LEMME 9.10. — Soit (Mq(t, x, τ, ξ))q∈N une famille de fonctions C∞

en (τ, ξ) telles qu’il existe quatres réels C1, C2, C3, C4, avec 0 < C1 < C2 <

C3, C4 > 0 et

(9.46)
Supp(FxM0(t, η, τ, ξ))

⊂ {(t, η, τ, ξ) / |η| < C1, |ξ| < C3, |τ | � C4(1 + |ξ|2)},

Supp(FxMq(t, η, τ, ξ))

⊂ {(t, η, τ, ξ) / |η| < C12q, C22q < |ξ| < C32q, |τ | � C4(1 + |ξ|2)}, ∀q ∈ N∗.
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Supposons de plus que, pour tout (l, β) dans Nd+1, il existe un réel Cl,β
avec

(9.47) |∂lτ∂βξMq(t, x, τ, ξ)| � Cl,β2q(m−2l−|β|).

Alors pour tout s, l’opérateur
∑

qMq(t, x,D) est borné de L2(Hs) dans

L2(Hs−m). De plus, sa norme s’estime à partir de C1, C2, C3, C4 et Cl,β .

Preuve. — Soit ψ̃ ∈ C∞0 (Rd \ {0}) égale à 1 dans un voisinage de
{ξ /C2 � |ξ| � C3} et ϕ̃ ∈ C∞0 (Rd) égale à 1 dans un voisinage de
{ξ / |ξ| � C3}. Alors, pour q � 0 :

Mq(t, x,D)u =
1

(2π)d+1

∫ ∫
ei(tτ+<x,ξ>)Mq(t, x, τ, ξ)ûq(τ, ξ)dτdξ,

où ûq = ψ̃(2−qξ)û(τ, ξ) pour q � 1, et û0 = ϕ̃(ξ)û(τ, ξ). Posons
mq(t, x, τ, ξ) = Mq(t, x, 22qτ, 2qξ). (9.46) et (9.47) impliquent que :

|∂lτ∂βξmq(t, x, τ, ξ)| � Cl,β2qm,

et que mq est à support dans {ξ /C2 � |ξ| � C3} si q � 1, {ξ / |ξ| � C3} si
q = 0, et {τ / |τ | � C4(1 + C2

3 )} pour tout q � 0.

Soit kq(t, x, s, y) = 1
(2π)d+1

∫ ∫
ei(sτ+<y,ξ>)mq(t, x, τ, ξ)dτdξ, alors :

(9.48) |kq(t, x, s, y)| � C2mq(1 + |s|+ |y|)−d−2,

et comme mq(t, x, τ, ξ) =
∫ ∫

e−i(sτ+<y,ξ>)kq(t, x, s, y)dsdy, alors :

(9.49)
Mq(t, x,D)u

=
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
ei(tτ+<x,ξ>)φq(s, y, τ, ξ)kq(t, x, s, y)ûq(τ, ξ)dsdydτdξ,

=
∫ ∫

kq(t, x, s, y)φq(s, y,Dt,x)uq(t, x)dsdy,

où φq(s, y, τ, ξ) = exp(−i2−2qsτ − i2−q < y, ξ >). Comme :

‖φq(s, y,Dt,x)uq(., .)‖L2(Rd+1) � ‖uq‖L2(Rd+1),

(9.48) et (9.49) impliquent :

(9.50) ‖Mq(t, x,D)u‖L2(Rd+1) � C2mq‖uq‖L2(Rd+1).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Comme u est dans L2(Hs) :

(9.51)
∑
q�0

4qs‖uq‖2L2(Rd+1) � C‖u‖2L2(Hs),

ce qui avec (9.46) et (9.50) donne le résultat. �

Le lemme 9.10 implique le lemme suivant.

LEMME 9.11. — Soit m ∈ R, ρ réel, µ > 0 et a ∈ Σm,µ
ρ (Rd+1). Pour

tout p0 � 3, l’opérateur sur S ′(Rd+1) défini par la formule :

(9.52)
∑
p�p0

Sp−p0a(t, x,D)∆pu,

diffère de Ta par un opérateur continu de L2(Hs) dans L2(Hs+ρ−m) pour

tout réel s.

Preuve. — La différence entre les deux opérateurs s’écrit :

(9.53)
∑

2�p�p0−1

Sp−2a(t, x,D)∆p +
∑
p�p0

p−3∑
q=p−p0

∆qa(t, x,D)∆p,

et comme
∑

2�p�p0−1 Sp−2a(t, x,D)∆p est continu de L2(Hs) dans L2(Hs′)
pour tous réels s et s′, il suffit d’étudier le second terme de (9.53).
Nous posons Mp(t, x, τ, ξ) =

∑p−3
q=p−p0 ∆qa(t, x, τ, ξ)ψ(2−pξ) pour p �

p0, et Mp(t, x, τ, ξ) = 0 sinon. FxMp(t, η, τ, ξ) =
∑p−3

q=p−p0 Fxa(t, η, τ, ξ)
ψ(2−qη)ψ(2−pξ), donc Mp vérifie (9.46) avec C1 = 1/4, C2 = 1/2, C3 = 2
et C4 = µ. Sur le support de ψ(2−pξ), comme p − p0 � q � p − 3, la
définition 9.7 implique :

(9.54)
|∂lτ∂βξ ∆qa(t, x, τ, ξ)| � 2−qρ‖∂lτ∂βξ a(t, ., τ, ξ)‖Cρ

� 2−qρCl,β(1 + |ξ|2)
m−2l−|β|

2 � 2p(−ρ+m−2l−|β|),

ce qui implique (9.47) grâce à la formule de Leibnitz. Le lemme 9.10 permet
alors de conclure. �

Nous montrons certaines propriétés d’action sur les espaces L2(Hs)
et de calcul symbolique.
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THÉORÈME 9.12. —

(i) Soit a dans Σm,µ
ρ (Rd+1) et ρ > 0. L’opérateur Ta est borné de L2(Hs)

dans L2(Hs−m) pour tout réel s.

(ii) Soit ρ > 0 non entier, soit a dans Σm,µ
ρ (Rd+1) et soit b dans

Σm′,µ
ρ (Rd+1) tel que ∂kt b est dans Σm′,µ

ρ−2k(R
d+1) pour tout entier k

avec 2k < ρ + 2. La différence

Ta ◦ Tb −
∑

2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

T∂lτ∂
β
ξ
a∂lt∂

β
x b
,

est un opérateur borné de L2(Hs) dans L2(Hs−m−m′+ρ) pour tout

réel s.

(iii) Soit ρ > 0 non entier, soit a(t, x, ξ) dans L∞(R,Σm
ρ (Rd)) et soit b

dans Σm′,µ
ρ (Rd+1). La différence

Ta ◦ Tb −
∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

T∂β
ξ
a∂βx b

,

est un opérateur borné de L2(Hs) dans L2(Hs−m−m′+ρ) pour tout

réel s.

Preuve. — (i) Nous posons Mp(t, x, τ, ξ) = Sp−2a(t, x, τ, ξ)ψ(2−pξ)
pour p � 2, et Mp(t, x, τ, ξ) = 0 sinon.

FxMp(t, η, τ, ξ) = Fxa(t, η, τ, ξ)ϕ(2−(p−2)η)ψ(2−pξ),

donc Mp vérifie (9.46) avec C1 = 1/4, C2 = 1/2, C3 = 2 et C4 = µ. Sur le
support de ψ(2−pξ), la définition 9.7 implique :

(9.55)
|∂lτ∂βξ Sp−2a(t, x, τ, ξ)| � C‖∂lτ∂βξ a(t, ., τ, ξ)‖Cρ

� Cl,β(1 + |ξ|2)
m−2l−|β|

2 � C2p(m−2l−|β|),

ce qui implique (9.47) grâce à la formule de Leibnitz. Le lemme 9.10 permet
alors de conclure.
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(ii) Ta ◦ Tbu =
∑

p�2,q�2 Sp−2a(t, x,D)∆p(Sq−2b(t, x,D)∆qu) et :

(9.56)

∑
2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

T∂lτ∂
β
ξ
a∂lt∂

β
x b
u

=
∑

2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

(
T∂lτ∂

β
ξ
a∂lt∂

β
x b
S2u +

∑
q�2

T∂lτ∂
β
ξ
a∂lt∂

β
x b

∆qu

)

=
∑

2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

T∂lτ∂
β
ξ
a∂lt∂

β
x b
S2u

+
∑

2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

∑
p,q�2

Sp−2(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)∆p∆qu.

L’opérateur
∑

2l+|β|<ρ
1

il+|β|l!β!
T∂lτ∂

β
ξ
a∂lt∂

β
x b
S2 est continu de L2(Hs) dans

L2(Hs′) pour tous réel s et s′ car c’est le cas pour S2 et grâce à (i). Il suffit
donc de regarder :

(9.57)

∑
p�2,q�2

Sp−2a(t, x,D)∆p(Sq−2b(t, x,D)∆qu)

−
∑

p�2,q�2

∑
2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

Sp−2(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)∆p∆qu.

Grâce au lemme 9.11 et au point (i), nous pouvons utiliser (9.52) avec
p0 = 5. Nous nous intéressons donc à :

(9.58)

∑
p�5,q�5

Sp−5a(t, x,D)∆p(Sq−5b(t, x,D)∆qu)

−
∑

p�5,q�5

∑
2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

Sp−5(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)∆p∆qu.
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Nous remarquons que |q − p| � 2 sur le support de la somme. Le terme
général de (9.58) s’écrit :

(9.59)

1
(2π)2(d+1)

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
ei(t−s)γ+i<x−y,θ>+isτ+i<y,ξ>

Sp−5a(t, x, γ, θ)Sq−5b(s, y, τ, ξ)

−
∑

2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

Sp−5(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ)


ψ(2−pθ)ψ(2−qξ)û(τ, ξ)dτdξdsdydγdθ

=
1

(2π)d+1

∫ ∫
eitτ+i<x,ξ>Mpq(t, x, τ, ξ)û(τ, ξ)dτdξ,

avec :

(9.60)

Mpq(t, x, τ, ξ)

=
1

(2π)d+1

∫ ∫ ∫ ∫
e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>(

Sp−5a(t, x, τ − γ, ξ − θ)Sq−5b(s, y, τ, ξ)

−
∑

2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

Sp−5(∂lτ∂
β
ξ a∂

l
t∂
β
x b)(t, x, τ, ξ)

)
ψ(2−p(ξ − θ))ψ(2−qξ)dsdydγdθ.

Pour tout (k, α) dans Nd+1 :

(9.61) |∂kτ ∂αξ Mpq(t, x, τ, ξ)| � 2q(m+m′−ρ−2k−|α|).

Pour prouver (9.61), nous utilisons l’estimation suivante :

(9.62)

|∂lt∂βx∂kτ ∂αξ Sq−5b(t, x, τ, ξ)|

�

( ∑
r�q−6

2r(2l+|β|−ρ)
)
‖∂lt∂kτ ∂αξ b(t, ., τ, ξ)‖Cρ−2l

� C

( ∑
r�q−6

2r(2l+|β|−ρ)
)

(1 + |ξ|2)
m′−2k−|α|

2 .
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Sur le support de ψ(2−qξ), nous en déduisons pour ρ < 2l + |β| < ρ + 2 :

(9.63) |∂lt∂βx∂kτ ∂αξ Sq−5b(t, x, τ, ξ)| � C2q(2l+|β|−ρ+m
′−2k−|α|).

La formule de Taylor appliqué à la variable y, puis à la variable s implique
l’égalité :

(9.64)

Sq−5b(s, y, τ, ξ)−
∑

2l+|β|<ρ

(s− t)l(y − x)β

l!β!
∂lt∂

β
xSq−5b(t, x, τ, ξ)

=
∑

ρ<2l+|β|<ρ+2

(s− t)l(y − x)β

l!β!
Bl,β,q(t, x, τ, ξ),

où (9.63) implique que sur le support de ψ(2−qξ) :

(9.65) |∂kτ ∂αξ Bl,β,q(t, x, τ, ξ)| � C2q(2l+|β|−ρ+m
′−2k−|α|).

Le reste de la preuve de (9.61) est analogue à la preuve de (4.17).

(Mpq(t, x, τ, ξ))p,q�5,|p−q|�2 vérifie (9.46) avec C1 = 1/4, C2 = 1/2,
C3 = 2 et C4 = µ. De plus, (9.47) est satisfait d’après (9.61). L’opérateur
(9.58) est donc borné de L2(Hs) dans L2(Hs+ρ−m−m′) ce qui conclut le
point (ii).

(iii) Ta ◦ Tbu =
∑

p�2,q�2 Sp−2a(t, x,Dx)∆p(Sq−2b(t, x,D)∆qu) et :

(9.66)∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

T∂β
ξ
a∂βx b

u

=
∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

(
T∂β

ξ
a∂βx b

S2u +
∑
q�2

T∂β
ξ
a∂βx b

∆qu

)

=
∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

T∂β
ξ
a∂βx b

S2u +
∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

∑
p,q�2

Sp−2(∂
β
ξ a∂

β
x b)∆p∆qu.

TOME 55 (2005), FASCICULE 2



668 Jérémie SZEFTEL

L’opérateur
∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

T∂β
ξ
a∂βx b

S2 est continu de L2(Hs) dans L2(Hs′)

pour tous réel s et s′ car c’est le cas pour S2 et grâce à (i). Il suffit donc
de regarder :

(9.67)

∑
p�2,q�2

Sp−2a(t, x,Dx)∆p(Sq−2b(t, x,D)∆qu)

−
∑

p�2,q�2

∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

Sp−2(∂
β
ξ a∂

β
x b)∆p∆qu.

Grâce au lemme 9.11 et au point (i), nous pouvons utiliser (9.52) avec
p0 = 5. Nous nous intéressons donc à :

(9.68)

∑
p�5,q�5

Sp−5a(t, x,Dx)∆p(Sq−5b(t, x,D)∆qu)

−
∑

p�5,q�5

∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

Sp−5(∂
β
ξ a∂

β
x b)∆p∆qu.

Nous remarquons que |q − p| � 2 sur le support de la somme. Le terme
général de (9.68) s’écrit :

(9.69)
1

(2π)2d

∫ ∫ ∫ ∫
ei<x−y,θ>+itτ+i<y,ξ>

Sp−5a(t, x, θ)Sq−5b(t, y, τ, ξ)−
∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

Sp−5(∂
β
ξ a∂

β
x b)(t, x, τ, ξ)


ψ(2−pθ)ψ(2−qξ)û(τ, ξ)dτdξdydθ

=
1

(2π)d

∫ ∫
eitτ+i<x,ξ>Mpq(t, x, τ, ξ)û(τ, ξ)dτdξ,

avec :

(9.70)
Mpq(t, x, τ, ξ)

=
1

(2π)d

∫ ∫
e−i<x−y,θ>

(
Sp−5a(t, x, ξ − θ)Sq−5b(t, y, τ, ξ)

−
∑
|β|<ρ

1
i|β|β!

Sp−5(∂
β
ξ a∂

β
x b)(t, x, τ, ξ)

)
ψ(2−p(ξ − θ))ψ(2−qξ)dydθ.
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Par une preuve analogue à celle de (4.17), on montre que tout (k, α)
dans Nd+1 :

(9.71) |∂kτ ∂αξ Mpq(t, x, τ, ξ)| � 2q(m+m′−ρ−2k−|α|),

en utilisant cette fois l’opérateur

L = (1 + 22q|x− y|2)−1(1− 22q(x− y)Dθ),

qui vérifie L(e−i<x−y,θ>) ≡ e−i(t−s)γ−i<x−y,θ>.

(Mpq(t, x, τ, ξ))p,q�5,|p−q|�2 vérifie (9.46) avec C1 = 1/4, C2 = 1/2,
C3 = 2 et C4 = µ. De plus, (9.47) est satisfait d’après (9.71). L’opérateur
(9.68) est donc borné de L2(Hs) dans L2(Hs+ρ−m−m′) ce qui conclut le
point (iii). �

Preuve du lemme 9.6. — On a

(9.72)
b(t, x,D)Tqb1(t, x,D) = (b(t, x,D)− Tb)Tqb1(t, x,D)

+ TbTq(b1(t, x,D)− Tb1) + TbTqTb1 .

Comme b(t, x, τ, ξ) et b1(t, x, τ, ξ) sont dans S0
Sch et sont nuls dans un

voisinage S-conique de {(t, x, τ = ±1, ξ = 0), (t, x) ∈ Rd+1}, il existe µ > 0
tel que |τ | � µ(1 + |ξ|2) sur leur support respectif. En particulier, Tb et
Tb1 sont continus de L2(Hs) dans L2(Hs) pour tout s par le point (i) du
théorème 9.12. b(t, x,D)− Tb et b1(t, x,D)− Tb1 sont continus de L2(Hs)
dans L2(Hs′) pour tout s et s′ par le lemme 9.9. Enfin, Tq est continu de
L2(Hs) dans L2(Hs+2) pour tout s. Par conséquent, d’après (9.72), il reste
à montrer que

(9.73) TbTqTb1 est continu de L2(Hs) dans L2(Hs+ρ+2) pour tout s.

Par le point (iii) du théorème 9.12, on a

(9.74) TqTb1 =
∑
|α|<ρ

1
i|α|α!

T∂α
ξ
q∂αx b1

+ R,

où R est un opérateur borné de L2(Hs) dans L2(Hs+2+ρ) pour tout réel
s. De plus, ∂kt (∂αξ q∂

α
x b1) est dans Σ−2−|α|,µ

ρ−2k (Rd+1) pour tout entier k avec
2k < ρ + 2, donc le point (ii) du théorème 9.12 implique que

(9.75) TbT∂α
ξ
q∂αx b1

=
∑

2l+|β|<ρ

1
il+|β|l!β!

T∂lτ∂
β
ξ
b∂lt∂

β
x (∂α

ξ
q∂αx b1)

+ Rα,
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où Rα est un opérateur borné de L2(Hs) dans L2(Hs+2+ρ) pour tout réel
s. Comme b1 ≡ 0 sur le support de b, on a

(9.76) ∂lτ∂
β
ξ b∂

l
t∂
β
x (∂αξ q∂

α
x b1) = 0, ∀(l, α, β).

(9.74), (9.75) et (9.76) impliquent (9.73). �
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