i

S %
2oy ANNALES

DE

L INSTITUT FOURIER

Franck SUEUR

Approche visqueuse de solutions discontinues de systemes hyperboliques
semilinéaires
Tome 56, n° 1 (2006), p. 183-245.

<http://aif.cedram.org/item?id=AIF_2006__56_1_183_0>

© Association des Annales de 1’institut Fourier, 2006, tous droits
réserves.

L’acces aux articles de la revue « Annales de I’institut Fourier »
(http://aif.cedram.org/), implique 1’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://aif.cedram.org/legal/). Toute re-
production en tout ou partie cet article sous quelque forme que ce
soit pour tout usage autre que I’utilisation a fin strictement per-
sonnelle du copiste est constitutive d’une infraction pénale. Toute
copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention
de copyright.

cedram

Article mis en ligne dans le cadre du
Centre de diffusion des revues académiques de mathématiques
http://www.cedram.org/


http://aif.cedram.org/item?id=AIF_2006__56_1_183_0
http://aif.cedram.org/
http://aif.cedram.org/legal/
http://www.cedram.org/
http://www.cedram.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
56, 1 (2006) 183-245

APPROCHE VISQUEUSE DE SOLUTIONS
DISCONTINUES DE SYSTEMES HYPERBOLIQUES
SEMILINEAIRES

par Franck SUEUR

RESUME. — On s’intéresse a des systémes symétriques hyperboliques multidi-
mensionnels en présence d’une semilinéarité. Il est bien connu que ces systémes
admettent des solutions discontinues, régulieres de part et d’autre d’une hyper-
surface lisse caractéristique de multiplicité constante. Une telle solution u? étant
donnée, on montre que u¥ est limite quand € — 0 de solutions (u®)ceo,1) du sys-
téme perturbé par une viscosité de taille €. La preuve utilise un probléme mixte
parabolique et des développements de couches limites. On s’intéresse aussi & des
singularités plus faibles comme des sauts de dérivées.

ABSTRACT. — We are interested in some multidimensional semilinear symmet-
ric hyperbolic systems. It is well known that these systems have some discontinuous
solutions which are regular outside of a smooth hypersurface characteristic of con-
stant multiplicity. We suppose that such a solution u? is given and we show that u
is the limit, when € — 0, of solutions (uE)Ee]O’l] of the system perturbated by a vis-
cosity of size €. The key tools of the proof are a parabolic boundary problem and
boundary layers expansions. We also consider weaker singularities as derivatives
jumps.

1. Introduction

On consideére un opérateur
(1.1) Hi=Ag(t,2)0 + Y Ai(t,2)0; + B(t,z)
1<i<n

symétrique hyperbolique. Les matrices (A4;)o<i<n €t B sont de taille N x N,
symétriques, C*° de leurs arguments, constantes hors d’un compact de

Mots-clés : approche visqueuse, couches limites, solutions discontinues.
Classification math. : 35F30, 35K50, 35R05.



184 Franck SUEUR

R™*1. On considere aussi des fonctions (t,z) — f(t,x) et (t,x,u)
F(t,z,u) qui joueront respectivement le role de terme source et de non-
linéarité. Ces fonctions f et F sont & valeurs dans RY. La fonction F
dépend de fagon C*° de ses arguments . On suppose que pour tout (¢, x)
dans R on a F(t,z,0) = 0. On note Qr := (0,7) x R™. On introduit
le probleme

PYT): Hu® = F(t,z,u’) + f(t,x) quand (t,z) € Q.

On s’interesse a des solutions particulieres singulieres sur une hypersur-
face I' de R™*! et régulieres en dehors de I'. Les singularités envisagées
sont des sauts de u ou de ses dérivées, 'hypersurface I' étant supposée lisse
et caractéristique. Comme on s’interesse a des résultats locaux, quitte a
effectuer un redressement, on peut supposer que I' = {z,, = 0}. On note
x = (y,zn), et, pour T > 0,

Ir:={(t,y,0) e R :0<t < T}.

On utilisera les espaces de Sobolev (H®)cr, construits sur L. Une
fonction sera dite H* sur un domaine si toutes ses dérivées sont de carrés
intégrables sur ce domaine. On note p— H*°(Q7) 'espace des fonctions H >
de part et d’autre de I'r et on suppose que f est dans p—H> (7). Le fait
que T' soit une surface caractéristique se traduit par ker A,, # {0}. On
supposera dans ce travail :

HYPOTHESE 1.1. — Le champ d’espace vectoriel sur R ker A, est de
dimension constante sur I'.

C’est en particulier le cas lorsque l'opérateur est strictement hyperbo-
lique. On notera dy la dimension de ker A,, sur I'.

L’étude du probleme P°(T,) pour des opérateurs strictements hyper-
boliques, est menée par G. Métivier dans [17], [18]. Au paragraphe 3, on
effectue une réduction du probleme P°(Tp) qui permet d’appliquer au cas
présent des résultats d’O. Gues [9] et de Pauteur [26].

Dans la suite, on suppose donnés un réel Ty > 0 et une solution u® dans
p — H>(Qq,) du probléeme P°(Ty).

Notons que I’on ne fait aucune hypothese sur la trace de u® & ¢ = 0.

0 comme limite de

Dans cet article, on montre que I'on peut obtenir
solutions du systeme perturbé par une petite viscosité. On considere une

viscosité linéaire £ de la forme

= Z aiEi)l(t,$>8l

1<4,l<n
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APPROCHE VISQUEUSE DE SOLUTIONS DISCONTINUES 185

ou les matrices (E;;)i<ii<n sont de taille N x N, symétriques, C* de
leurs arguments, constantes hors d’un compact de R®*!. On suppose que
le tenseur est dissipatif au sens suivant :

HYPOTHESE 1.2. — Il existe § > 0 tel que pour tout (t,x) € R"*! pour
tout (yi)1<i<n € (RV)",

Y i Ealta) y) =6 llyls,
i=1

1<i,I<n
ott || - |2 désigne la norme euclidienne sur RY.

On consideére donc le probleme

P(T): L°u® =0quand (t,z)€ Qp

Lo :=Hu — (F(t,xz,u) + f(t,z) + cfu)

et € est un coefficient strictement positif destiné a tendre vers 0. On donne
un premier énoncé simplifié. Des résultats plus précis sont donnés & la
section suivante.

THEOREME 1.3. — II existe un temps T} dans ]0,Ty], un réel gy dans
10,1] et une famille (u®)o<e<e, de solutions respectives des problémes
(P#(T1))o<e<e, telles que u® est limite de u® dans L*(Qr,), quand € tend
vers 0, et

[ — w20y, ) = O(¥).

La premiere assertion du théoréme nous renseigne sur 'effet de la semi-
linéarité. Notons que si 'existence, pour un ¢ €]0,1] fixé, d’une solution
réguliere u® au probleme P¢(T.), ou T. > 0, est connue, le théoréeme 1.3
affirme, lui, l’existence des u®, pour € > 0 assez petit, sur un intervalle de
temps non trivial commun. Bien stir, dans le cas linéaire, on peut prendre
Ty = Tp. La convergence des (uf). vers u’ est, & notre connaissance, un
résultat nouveau méme dans le cas linéaire. La méthode employée ici donne
également des estimations dans les espaces de Sobolev H® ainsi que dans
L. Ces derniéres jouent un role crucial dans le cas semilinéaire.

Il se peut que la singularité soit plus faible qu'un saut de la fonction
u® elle-méme et ne concerne que le saut d'une dérivée (et ce ne peut étre
alors qu’une dérivée normale). On peut alors prendre 77 = Tj et la qualité
de 'approximation est alors d’autant meilleure que le saut concerne une
dérivée d’ordre élevée.

TOME 56 (2006), FASCICULE 1



186 Franck SUEUR

Précisons que dans le théoreme 1.3 les traces a ¢t = 0 des u® ne coincident
pas en général avec la trace a t = 0 de u".

Dans cet article, on montre en fait que I’on peut décrire u a ’aide d’un
développement BKW de la forme

k
u(t,x) = Z Ve U (t, x, x?n’ %) + \/ngrl re(t, T)

=0

pour tout entier positif k, oll le profil 47 se décompose en trois termes :

Tn Tn Ln

e VE Ve

Les fonctions L[Z(t,x,&) et U (t,x,z) sont des termes rendant compte

Ln

U (t,x, ) = U (t, ) + U (t,x, )+ug(t,g;,?).

de la présence respectivement de couches limites caractéristiques et non
caractéristiques de part et d’autre de I'. Ces fonctions sont singuliéres a
travers I' et tendent vers 0 lorsque 6 ou z tendent vers £oo. Leur role est
d’assurer le raccord de u et de ,,u® sur I'. On a u® := Y. Le comportement
de Uy est non linéaire. La couche limite non caractéristique n’apparait que
pour j = 2, c’est-a-dire avec une amplitude €. Cela provient de ce que le role
des couches limites non caractéristiques ne concerne que le raccordement
de dérivées d’ordre plus grand que 1 de u°. Si les 7 premieres dérivées de f°
sont continues au passage de T, les profils (U] )o<j<r et (U )ogj<ria sont
nuls. Le terme 7. joue le role de reste.

Les couches limites apparaissent aussi dans des problemes aux limites.
Evoquons quelques travaux mathématiques significatifs sur les couches li-
mites dans ce contexte. L’étude des couches limites non caractéristiques
est menée en une dimension d’espace par M. Gisclon [6], F. Rousset [24]
et en plusieurs dimensions d’espace par E. Grenier et O. Gues [8] sous une
condition de petitesse peu naturelle et par [20] sous une condition spectrale
plus fine. Dans le cas caractéristique, citons les articles d’O. Gues [10] et
de Pauteur [26].

Insistons sur le fait que la singularité est ici portée par une hypersurface
caractéristique, contrairement au cas des ondes de chocs. Dans ce dernier
cas, la variable rapide adéquate est x, /e, ce qui correspond & des couches
limites non caractéristiques de part et d’autre de I’hypersurface. Plusieurs
articles récents traitent de ’approche visqueuse des ondes de choc. En une
dimension d’espace, citons les articles de J. Goodman et Z. Xin [7], O. Gues
et M. Williams [13] pour les chocs faibles, et F. Rousset [23] pour des chocs
de force arbitraire satisfaisant I’hypothese d’Evans. En plusieurs dimensions
d’espace, I’étude est menée dans [11] sous I’hypothése technique que le front

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



APPROCHE VISQUEUSE DE SOLUTIONS DISCONTINUES 187

de choc ne dévie pas trop d’un hyperplan. Cette hypothese, artificielle, est
supprimée dans [12].

On a choisi de travailler dans un cadre H°. Il est tout a fait possible de
travailler avec une régularité tres grande mais finie, au prix d’une analyse
plus laborieuse.

Notons que l'on peut aussi considerer une perturbation £ de la forme

E=0,E,n(t,x)0,

ol la matrice E, ,, est de taille N x N, symétrique, dépend de facon C* de
ses arguments et est constante hors d’un compact de R*+1, et vérifie, pour
tout y € RN, pour tout (t,z) € R"™ (y, B, (¢, z)y) = 6||y||3 ot1 § est une
constante strictement positive. Les résultats de D'article restent vrais pour
une telle perturbation £.

Signalons ici des perpectives d’extension des méthodes et des résultats
présentés dans ce papier.

e Une question mathématique naturelle concerne I’hypothese de syme-
trie des opérateurs H et &£ et I'hypothese 1.2 de dissipativité de la
viscosité £. Peut-on s’en passer en utilisant, par exemple, des symé-
triseurs pseudodifférentiels ? Plus précisemment, le théoreme 1.3 est-il
encore valide lorsque H est un opérateur strictement hyperbolique et
£ un opérateur uniformément elliptique compatible en un sens a dé-
terminer 7

e Une application physique intéressante concerne le micromagnétisme.
La modélisation des matériaux ferromagnétiques fait intervenir un
terme d’échange qui joue un role analogue a la viscosité. La question
du comportement du matériaux quand ce terme d’échange tend vers
0 se pose donc naturellement. On renvoie aux articles de G. Carbou,
P. Fabrie et O. Gues [5], [4] pour un traitement mathématique relatif
a cette question dans le cadre des problemes aux limites.

e Il serait aussi intéressant d’essayer d’appliquer la démarche précédente
a d’autres singularités le long de fronts caractéristiques dans le cas qua-
silinéaire comme les ondes soniques mises en évidence par G. Métivier
dans [19] ou dans des cas favorables de discontinuités de contact.

2. Les principaux résultats

On note Jp := Gy et pour 0 < i <n—1, Z; :== 0; et Z,, := h(z,)0, ou
h est une fonction C*°, a valeurs strictement positives sur R? , bornée sur

TOME 56 (2006), FASCICULE 1
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R4 telle que h(z,) = z, quand 0 < z,, < 1. Ainsi 3 := (Z;)ogign €St une
famille génératrice de ’algebre des champs de vecteurs C'* tangents a I'.
Lorqu’il n’y pas de risque de confusion, on utilise simplement la lettre Z
pour désigner une dérivation quelconque de 3, et, pour j entier naturel, Z7
un produit de j dérivations de 3. On introduit les normes

[l gm.s () == Z ||Zj3;U||L2(QT)

i+j<m;i<s

qui différencient régularités normale et conormale.

On note A, (respectivement E,,) la trace de A, (resp E,,) sur T.
Une conséquence de 1hypothese 1.2 est que la matrice Epn est symetrl—
que définie positive. Comme A, est symétrique, la matrice E An est
R- dlagonahsable Introduisons E (resp. E_) la somme des sous-espaces
propres de E A associés aux valeurs propres strictement négatives (resp.
positives). On note aussi Fy := ker A,. L espace des états RY se décompose
alors en RV = B, ® E_ @ Ey. On note, en tout point de I', IT, IT_ et Il
les projecteurs associés a cette décomposition.

Désignons par R?} := R"~! x R, le demi-espace, pour T > 0, les parties
gauche et droite de I’espace-temps :

Q; ={(t,r) e R**":

Q7 = {(t,z) e R*"™:

Pour r entier positif, une fonction u de p—H> (1) est de classe C” sur
Qp si et seulement si pour 0 < j < 7, les traces Tji de 99 (u|g+) sur T'p
T

vérifient TjJr =T .
Introduisons l’espace de profils

PQr) :={U(t,x,2,0) = U, (t, x) + Up(t,z,0) + U(t, z, 2)

U, € p—H®(Qr), U, € p—H®(Qr,S(Ry)), U.€p—H>®(Qr,SR,)).

Le symbole S désigne ’espace de Schwartz des fonctions C'* a décroissance
rapide. Ecrire Uy, € p—H>® (Qr, S(Ry)) signifie que la fonction Q7 — S(Ry),
(t,x) — Up(t, z,.) est H* de part et d’autre de I'r. On introduit les normes

|U|;LT = Z ‘Zlu|L2(Q;Z)’ ‘“L;,T = Z |Zlu‘L2(Q;)

0<i<m 0<i<m

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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et
gm(T) = {(u5)0<5<1 € (p—H™ Q)01 .

3¢ €0, 1), sup [l < oo}
€€]0,e’] ’

[usl5, 7 —mem((m_7 (e R o/ IO B

Remarquons que si Z/{ est dans P(Qr) alors la famille (a°).cjo,1) définie

par
R o Ty Tp
a®(t,z) ==U(t, x, - ﬁ)

est, pour tout m € N, dans G"(T'). Insistons notamment sur le fait qu’un
profil de couche limite non caractéristique est un O(1/€) dans L? alors qu'un
profil de couche limite caractéristique est un 0(5%).

Le théoréme suivant est le résultat central de I'article. Rappelons que 1’'on
suppose, comme cela est mentionné dans l'introduction, qu'un réel Ty > 0
et qu'une solution v dans p—H® (27,) du probleme P°(Tp) sont donnés.

THEOREME 2.1.

(1) Il existe Ty €]0,Tp)] et des profils (U?) jen dans P(Qr,) tel que pour

tout k entier positif, il existe (R:).¢jo,1) dans [ G™(T1) et un réel
meN
o dans ]0,1] tels que

(i) Pour tout € €]0,&¢], la fonction u® définie par
(2.1) S R VE T Rt
§=0
soit solution de P¢(Ty) ;
(ii) Le profil U? coincide avec u® ;
(iii) Les profils U0 et U} sont identiquement nuls.
(2) Siu® est continue sur Q7,, on peut prendre Ty = Ty.

(3) Soit r un entier positif, si u® est de classe C" sur Qr,, on peut choisir
les profils U’ de telle sorte que I'on ait les propriétés suivantes :

ujj“ =0 pour0<j< {g] ,
Ul =0 pour0
U =0 pour0

T

<J<
<Js<r+2

TOME 56 (2006), FASCICULE 1



190 Franck SUEUR

ou [%] désigne la partie entiére de %.

Le point (3) du théoréme peut se reformuler ainsi : si u® est C", alors la
famille (u®). peut étre décrite a 1’aide de développement de la forme

(5]
Zsjlxlg(t,x Z VE Uit ,In x—n)
j=0 j>r+1 Ve

On peut qualifier la premiere somme de réguliere. En effet, ¢’est un déve-
loppement de ce type que ’on obtient lorsqu’on regarde les approximations
visqueuses de solutions u" régulieres dans tout I'espace (H* sur Qr). Les
termes singuliers (& variation rapide) n’apparaissent qu’avec, au plus, une
amplitude \@TH. A partir de cette amplitude (ie pour des puissances de
Ve plus grande que r + 1), on peut avoir des profils U, (resp. U,.) avec une
amplitude & une puissance impaire de y/e. Cela provient d’un jeu subtil
d’interactions sur I' des différents types de profils U, U, et U... La résolution
du développement — c’est-a-dire I’échelle de ’amplitude — des profils U,
et U, passe ainsi de ¢ & /e

Il est possible de montrer un résultat analogue en terme de propagation.
On peut également caractériser les données initiales susceptibles de donner
de tels développements. Une telle étude, dans un contexte un peu différent,
est menée dans [26].

Le théoreme 1.3 donné en introduction est une conséquence du théo-
reme 2.1. En fait, on peut méme déduire du théoreme 2.1 des estimations
beaucoup plus précises, et optimales, de u® — u®. Les lignes qui suivent
présentent ces estimations.

Bien siir, si ©° admet une discontinuité le long de I', on ne peut pas
espérer que u® soit limite dans H°'/2 (:= N,50H™/?) ou L*® d’une
famille (u®).cj0,1) de solutions des problemes (P*(7p))-cjo,1]- En général,
on a, au contraire, un défaut de convergence uniforme :

lim hm IMou® # lim hm IMou.

x,—0e—0 e—0x,—

Sur Id —IIp, on a I'estimation :

1(1d —TIo) (u® — u°)|| oo (r,) = O(VE),

et pour tout m entier naturel,
(2.2) II(Id —IIp) (u® — u0)||Hm,5(QT1) = 0(5%*%) Vs € {O,

-
Wl

(2:3) [T (u* — 1) || grons () = Ole

[

) Vs € {0,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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La différence d’un facteur 1/ entre les estimations (2.2) et (2.3) traduit
le fait intuitif que la couche limite a plus a faire sur ker An selon lequel le
saut est polarisé. En effet, la condition de Rankine-Hugoniot [25] exprime
que la singularité est « polarisée » selon ker A,

PROPOSITION 2.2. — La fonction (Id —IIy)u® est continue. Si f et u°
sont de classe C" sur Qr, alors (Id —IIy)u® est de classe C"+1 sur Qr,.

Rappelons que la régularité de u se propage au sens suivant : si u|¢—g est
de classe C" sur R™ et f est C" sur Qr, alors u est C” sur {27,. On donne
en annexe une preuve de ces résultats sur les singularités hyperboliques.

Tournons maintenant notre attention vers des singularités plus faibles
comme des sauts de dérivées normales. La proposition 2.2 montre que ces
singularités sont elles-aussi polarisées selon ker An Pour r entier naturel,
si u® est de classe C" sur 7, les estimations suivantes :

1(1d —TIo) (u” — u®)|| Los (27,) = O(€),
Mo (u® = 1) || Loe (@) = O(e + ),

et, pour tout entier naturel m, et

af = ||H0(u5 _ uO)HHm,s(QTO),
. 0 0
b = |- (u® —u )HHM,S(Q;O) + T4 (u® —u )||Hm,s(Q;O)>
€ = ||H+(u5 _ UO)HH""’S(Q;O) + ||H_ (us _ uO)”Hm’S(Q;O)7
on a :
a*=0(+¢ LR S ;SJF%*S) Vs € O,min<r+ §,g+3) ,
v . v r 5 .
b° :O(E—I—e#"'i_§ —I—E%*'%_S) Vs € 0,min<r—|— 5,%—1—2) ,
r s r ) [ 5 .
¢ =0(E+e ERRE +5#+%_5) Vs € 0,min<r+ 57%4-3)

Ces estimations mettent en évidence la compétition de trois catégories de
termes : les termes en ce sont déja présents lorsqu’on regarde ’approxi-
mation visqueuse de solutions régulieres sur Qg [15], [14] tandis que les
autres termes correspondent a des couches limites. On a notamment que
le premier profil i}, de couche limite non nul verifie (Id —IIy)U, = 0, donc
en particulier (Id —IIyp)YY = 0. En ce qui concerne la couche limite non
caractéristique, on verra que la polarisation est différente selon que 'on se
trouve d’un c6té ou de lautre de T' (cf. proposition 6.12).

TOME 56 (2006), FASCICULE 1



192 Franck SUEUR

L’analyse consiste a se ramener a un probleme dans le demi-espace puis
a suivre la stratégie de [26]. Il est bien connu que des conditions de trans-
mission (conditions de Rankine-Hugoniot [25]) sont nécessaires sur 'hyper-
surface. Ces conditions sont mises sous la forme de conditions aux limites.
Le probleme hyperbolique est reformulé en un probleme mixte avec des
conditions aux limites maximales dissipatives, en fait méme conservatives
(section 3). Pour les perturbations paraboliques, on se raméne & des pro-
blemes mixtes paraboliques avec des conditions aux limites de type mixte
Dirichlet-Neumann (section 4.1).

Rappelons les deux grandes étapes de la méthode de [26]. La premiere
consiste a chercher une famille de solutions approchées sous la forme d’un
développement BKW (section 4.2 et 6). On résout pour cela une succession
de problemes pour les profils du développement. Signalons ici que si 'on
utilise des profils similaires & ceux de [26] et que les équations de profils sont
de méme type, les conditions aux limites different. L’ordre de résolution des
problémes pour les profils change en conséquence.

La seconde prouve l'existence d’'une famille de solutions exactes des pro-
blemes mixtes paraboliques ayant pour partie principale la famille de solu-
tions approchées de la premiére étape (section 4.3 et 5). La différence est
une famille de restes que ’on obtient comme solutions de problemes mixtes
paraboliques semilinéaires et pour lesquels on établit des estimations uni-
formes en e.

On utilise, au cours des deux étapes, des lemmes de Borel pour prouver
I'existence de données initiales compatibles avec les conditions aux limites
(cf. propositions 3.4, 5.1 et 6.5).

11 est intéressant de noter que [26] montre que la limite de problémes
mixtes symétriques paraboliques avec conditions de Dirichlet est un pro-
bleme symétrique hyperbolique strictement dissipatif. On voit donc que 'on
atteint avec des conditions aux limites de type mixte Dirichlet-Neumann
un probleme que ’on n’atteint pas avec des conditions de Dirichlet. Ce fait,
de portée générale, est détaillée dans [27]. Il est intimement 1ié & absence
de couche limite non caractéristique de grande amplitude.

3. Réduction du probléme P°(T)

On ramene le probleme P°(T) & un probléme dans le demi-espace dou-
blant le nombre d’inconnues. Les conditions de transmission imposées par
l’équation (les conditions de Rankine-Hugoniot de la proposition 2.2) se tra-
duisent par des conditions aux limites maximales dissipatives (en fait méme

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



APPROCHE VISQUEUSE DE SOLUTIONS DISCONTINUES 193

conservatives). Ceci nous permettra de retrouver des résultats d’existence
de u® et sera utile dans la construction des profils (paragraphe 6).
A toute fonction u définie sur Q7, on associe ut sa restriction & Q}', U

+
défini par u~(¢,z) := u(t,y, —z,) pour tout (t,z) dans QF, et u:= {u ]
u

On a alors que u vérifie PO(T) si et seulement si u vérifie le probleme

(3.1) Hu=F(t,z,u)+£(t,z) quand (¢, z) € QF,
(3.2) Mu=20 quand (t,z) € T'p,
oll
H 0
M = |(Id—1II —(Id —1II =
[(Id—IIp) —(Id-I)], H [0 H]
H = Ay (L2)d+ Y A (62)0; — A, (t,2)0, + B~ (t,2),
1<i<n—1
F(t,z,u™) It
F(t = B f:.= )
o) = oy —xn,u—)} =i
On introduit la matrice normale de 'opérateur H :
A, 0
N
On a le lemme suivant :
LEMME 3.1. — La condition aux limites est maximale dissipative ie la

forme quadratique <An, -} est négative sur le sous-espace ker M et ker M
est maximale pour cette propriété.

+
Démonstration. — Soit u 1= [Z} € ker M. On a donc

(Id —TIp) ut = (Id —TIp) u™

OI' ° ° °
(A,u,u) = (Aput,ut) — (Ayu™,u™).
Utilisant 'identité A,IIy = 0 et la symétrie de A,,, on obtient
(Anu,u) = (A, (Id —IIo)ut, (Id —Iy)ut)
— (A, (1d ~TIp) u™, (Id —Tlp) u™)

=0.

Ainsi la forme quadratique <An, -} est négative sur le sous-espace ker M. De

plus, A,, possede N +d, valeurs propres négatives ou nulles et la somme des
sous-espaces spectraux associés constitue un sous-espace maximal sur lequel
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la forme quadratique (A,-,-) est négative. Comme tous les sous-espaces
maximaux pour cette propriété ont la méme dimension N+dy = dim ker M,
le lemme est prouvé. O

Notons que la preuve du lemme 3.1 montre que la condition aux limites
est conservative c’est-a-dire que

(A u,u) =0 Vu € ker M.

Afin d’énoncer des résultats utiles (cf. paragraphe 6) pour la construction
des parties hyperboliques des profils (les U7), on considere le cas de condi-
tion aux limites non homogene :

(3.3) Hu =F(t,z,u) + f(t,x) quand (t,z) € QF
. Mu = g(t,y) quand (t,x) € T'r

Dans (3.3), M est une matrice constante de taille L x 2N, avec
L = 2(N —dy), de rang L. La fonction g est supposée H™ sur I'r et &
valeurs dans RY. Notons que, quitte & multiplier & gauche par une ma-
trice adéquate, la condition aux limites (3.2) peut se réécrire sous la forme
Mu = 0.

Le théoréme suivant concerne le prolongement des solutions de (3.3) :

THEOREME 3.2. — Si T est strictement positif et u € H®(Qr) est
solution de (3.3) alors il existe To > T et un unique prolongement de u (en
une fonction encore noté u) dans H*(Qr,) solution de

(3.4) {’Hu =F(t,z,u) +f(t,r) quand ({,x) € Q;O,

Mu = g(t,y) quand (¢,x) € I'p,.

De plus, si T* := sup{Ty > T} il existe un prolongement de u en une fonc-
tion encore notée u solution de (3.4) est fini, alors lim;_, 1«

u =
hee HLoc(Qj)
+o00. Dans le cas linéaire, T* = oo.

On peut déduire du théoreme 3.2 I’existence d’une solution réguliere au
probléme mixte :
Hu=F(t,z,u) +f(t,z) quand (t,z) € QF
(3.5) M{(t,y)u = g(t,y) quand (t,x) € I'r
u=a quand ¢t = 0.
Il est nécessaire pour cela d’'imposer certaines conditions de compatibilité

entre données initiales et données au bord. En effet, si u est une solution ré-
guliere de (3.5), avec T' > 0, on déduit de ’équation I’existence de fonctions
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(Hg)ren de classe C° telles que
(3.6) (0Fw)]1=0 = Hi(x, (05 a)ja|<k)-

ol « désigne un n-uplet a := (a1,...,a,) € N, |a| la longueur |o| :=
ap+ -+ a, et Y =07 - 09,
Comme par ailleurs, il existe des fonctions (G )ren de classe C™ telles
que
85(Mu) = Gk(ta Y, (8gu)j<k)’

on a sur {t =z, = 0} les relations :

(Ry) G (0,y, (H;(y,0,(0%a|4,-0)jal<j))o<i<k) = 0 g(0,y).

Le résultat suivant montre que, réciproquement, ces conditions sont suffi-
santes a l’existence d’une solution réguliere locale en temps.

THEOREME 3.3. — Soit a € H*®(R"™! x RT). Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(1) La fonction a vérifie les relations (Ry)ken,

(2) I existe T > 0 et u solution réguliére de (3.5).
Le théoreme précédent est non vide :

PROPOSITION 3.4. — Il existe a € H®(R"~! x RT) qui vérifie les rela-
tions (Rk)keN

Démonstration. — Dans cette preuve, on notera 0 = 858%” ol
a = (¢, ay,). 1l existe des fonctions (f{k)keN* et (@k)keN* de classe O
telles que, pour tout k£ € N*,

Hy,(x, (05a)j<r) = (1) (An) 0%+ Hy(w, (97 a)acr,)

Gr(t,y, (0 u)1<icn) = MOfu + Gi(t,y, (9 u)j<k-1),

ou I, = {a € N*: |a| < k, o, # k}. Ainsi les relations (Rg)gen+ se
réécrivent :

(~1)*M(A,) 0 al,, —0 = (08 9)|1=0 — M Hy(y,0,(0%als,—0)acr,)
- ék(oa Y, (HJ (yv Oa (aga|mn:0)|a\<j))j<kfl)~

On a le lemme algébrique suivant :

LEMME 3.5. — Pour tout entier naturel k, on a Im M (A,,)* = RL.
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Démonstration. — Pour tout k € N*, ker(A,)* = ker A,, C ker M, et
donc Im M (A,)* = ImM = RE. En effet, comme (A,)* est symétrique,
tout vecteur z de RY se décompose en x = x¢ + 21 oll 2o € ker A’fL C ker M
et 71 C Im AX. Un vecteur quelconque y de R* s’écrit doncy = Max = Mxy,
avec 1 C Im Ak, O

De la surjectivité des M (A,)*, on déduit, par récurrence, 'existence
d'une suite (ax)ren de fonctions de H°°(R"™1) telle que Mag = g|i—o et,
pour tout k € N*,

M(An)*ay, = —(—1)* M Hy(y,0, (3;’/%” |z, =0)act,)
~Gr(0,y, (H;(y,0, (05 aa, s, ~0)acr,))j<k—1)

On conclut par une variante du théoréme de Borel [26].

LEMME 3.6. — Il existe une application
B: (H*[R" )N — H*(RY)
(ag)ren — a
telle que
(1) Pour tout k € N, 0Fal,, —o = ax,
(2) 1I existe un réel C > 0 tel que pour tout m € N, il existe Cy,, = 0
tel que pour toute famille (ax)reny € (H*® (R 1)N,
(3.7) lallgm@n) < Cm > llakllgm@e-1y + C.
0<k<m

Le deuxieéme point du lemme précédent n’est pas utile ici mais servira
dans le paragraphe 5.1. O

La démonstration prouve le résultat suivant, qui précise les degrés de
liberté dont on dispose sur les traces au bord des dérivées normales de la
donnée initiale.

PROPOSITION 3.7. — Il existe des fonctions (Ay)ren de classe C* telle
que, pour a € H* (R ), les assertions suivantes soient équivalentes :
(1) La fonction a vérifie les relations (Ry)ken,
(2) Pour tout k € N, pour tout y € R, on a
(050)(3,0) € Ax(y, (920)(y,0))acr,) + ker M,
ouly :={aeN': o<k a,#k}
Remarque 3.8. — Dans le cas linéaire, on peut fournir une preuve un

peu différente se ramenant au cas ou u est nul dans le passé. En particulier,
on verra que les profils (U?) cn- vérifient des problemes linéaires.
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Une preuve du théoreme 3.2 et de la proposition 2.2 est donnée en annexe.

4. Preuve du théoréme 2.1

On utilise encore une fois une réduction a un probléme dans le demi-
espace. On applique ensuite la stratégie de [26] : on commence par prouver
lexistence de solutions approchées sous la forme de développements BKW,
puis on conclut par un théoreme d’approximation. Les trois sous-sections
suivantes présentent respectivement ces trois étapes. La seconde (respecti-
vement la troisiéme) est synthétisée par le théoreme 4.3 (resp. 4.4), dont la
preuve constitue le paragraphe 6 (resp. 5).

4.1. Réduction a un probleme dans le demi-espace

On a que u® est solution de P*(T) si et seulement si u® est solution de

(4.1) Lu® =0 quand (¢, z) € QF
g

(4.2) N {8:;5] =0 quand (t,x) € I'p

ol

Lfu:=Hu— (F(t,z,u) + £(t,z) + e€u),
g .= Z &Ei,jaj
1<4,j<n
B = EZ+J 0
i,j — 0 (_1)5“,,(_1)6,‘”Ei—’j )
0 désigne le symbole de Kronecker et

Id —Id 0 0
N'_[o 0 Id Id}

ou la matrice Id est de taille N x N. La condition (4.2) est une condition de
raccord sur I'. Puisque I'opérateur est d’ordre 2, cette condition concerne
la continuité de la fonction et de sa dérivée normale.

On notera

No(T) := H*(QF, SRy, R*Y)),  N.(T) := H*(Q7, S(RT,R*Y)).
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On introduit I’espace
P(OF) = {Ult,2.0,2) = Ua(t,2) + Uy (t,2,0) + Ut , 2)

ot U, € H(QUF,R2Y), U, € No(T), U, € NZ(T)}
u+

Bien str, si U € P(Qr), la fonction U := [Z/{_]’ ou, pour tout (¢,z,0,z2) €

QF xRy x Ry,
u+(ta $767 Z) = U(ta 377972)’ Z/{_ (t7$797 Z) = u(t7y7 —Tn, —9, _Z)a

est dans P(Q2F).
Une réciproque est donnée par la proposition suivante

+
PROPOSITION 4.1. — Soit U € P(QF), U = {Z_] . 11 existe U €

P(Qr) tel que, pour tout (t,z,0,2) € Qf x Ry x Ry,
Ut z,0,2) =UT(t,2,0,2), Ut,y,—Tn,—0,—2) =U (t,2,0,2).

Démonstration. — On commence par énoncer la variante suivante du
lemme 6.5 :
LEMME 4.2. — Soient (a)ren une suite de fonctions de H> (R ). II

existe une fonction a € H*(R",S(Ry)), (z,6) € R xRy — a(z,0) € RV,
telle que, pour tout entier naturel k, 8§a|9:0 = a.

La démonstration du lemme 4.2 suit directement celle du lemme 6.5.
On ne la détaille pas ici. Le lemme 4.2 assure l'existence de Hbi dans
H>(Q%,S(R™)) et de ﬁci dans H*®(QE, S(R™)) tels que pour tout k € N,
pour tout (¢, ) € QF,

ki 7E k

89“1) |6:0i = 3eui,b|0:0i7
k77E _ kst

89“6 ‘Z:Oi - 802/{0 |Z:0i‘

On définit alors U := U, + Uy + U, avec

U Ut quand (t,x) € QF
“ U; quand (¢,z) € Qf

Uy e Ubi quand (t,z,0) € Q% X Rg‘
b t,z,0) € QF xR,

Ny
SH
o)

c

1)

=]

o

z

€ OF x R;.

z

(
ur (t,2,0)
Z/lgt quand ( )

(t,z,2) € Q5 x R

(t,2,2)

N
SH
Q
o
I
=}
(oW

= {
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Attirons I'attention du lecteur sur le fait que dans les théorémes énoncés
dans cet article, on évalue les profils en

Tpn T
t,x,z,@ = t71‘77n77n ’
(t7,2.6) = (1. 22, 52
c’est-a-dire avec x,, 0 et z de méme signe. La proposition 4.1 montre que
'on peut déplier un profil U € P(2}) en un profilif € P(Qr) en ne faisant
porter une singularité que sur la seule ligne de (dé)pliage {x,, = 0}.
On introduit ’ensemble

G™(T) = {(W)o<ecr € (H" ()"

3’ €]0,1], sup [uf5, p < oo}
€€]0,e’]

||u€mT 7Z€mam0k77 3k a|m T

On a bien sir que (af). € G™(T) & (a®). € G (T).
On cherche u® sous la forme

wa BTV R 1)
7=0

On introduit aussi

HT) = {(u)ocecr € (H™MQE) 2 sup [u]s, 7 < oo}
€€]0,1]

EmT_Z|58 ka

Une propriété remarquable de H™(T) est la suivante : soit V, dans
Nop(T) et V. dans N (T) alors la famille (b%).cjo,1] définie par

Tn

) +e1 vc(taxv ?)

_1 T
(4.3) b®(t,z) ==~ 1 V(1 x, 7
est pour tout m € N dans H™ (7).

Nous allons maintenant énoncer deux théoremes synthétisant les résul-
tats des deux grandes étapes de la démonstration du théoreme 2.1. Les

preuves suivent dans les paragraphes suivants.
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4.2. Solutions approchées

Le théoreme suivant assure ’existence de solutions approchées sous forme
de développements de la forme (4.1) de tout ordre. Par commodité, il est
utile d’introduire un profil de couche limite non caractéristique supplémen-
taire. On introduit aussi, pour tout 1" > 0 et pour tout s € N, les espaces :

= { ve)e € (H® FT))]O 1] :Osug1 10 | s () < oo}.

<exg

THEOREME 4.3. — Il existe Ty dans ]0,Ty] tel que pour tout entier
naturel k, il existe (U?)o<;<r famille de profils de ’P(QE), U dans
N.(T) tel que la famille (a®).¢jo,1) définie par

(4.4) wa ) VA U (e

7’”'
f
vérifie

(4.5) Lfa® = \@k+%R quand (t,z) € Qf,

(46) N { a:;}

otl, pour tout entier naturel m, (RE)‘E est dans H™ (T1), (Rg; 1)e et (R 5)e
sont dans B™(T). Les profils U° et U} sont identiquement nuls. De plus,
les profils (U’ )og <k vérifient les points 2 et 3 du théoréme 2.1.

quand (t,z) € T'p

La preuve du théoreme 4.3 constitue le paragraphe 6.

4.3. Théoreme d’approximation

Le théoréme suivant prouve l'existence d’une famille de solutions exactes
de la famille de problemes (4.1)-(4.2) admettant un développement asymp-
totique dont la partie principale est une famille de solutions approchées des
équations (4.1) et (4.2). On note

Am(T> — {(35)56]0,1} c (Wm,oo(Q;))]O,l] :
sip Y 0 20y < 00}

e€l0 1] e I ik<m
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THEOREME 4.4. — Soit M > %. Alors si (a%).cj01) € () A™(T) est
meN
une famille de solutions approchées de (4.1)-(4.2) au sens ot

(4.7 Lfa® =cMg® quand (t,z) € QF
(4.8) N {83215] =0 quand (t,z) € I'r

avec (g%)z¢j0,1) dans () H™(T) alors il existe un réel g9 €]0,1] et une
meN
famille (u®).¢)o,c,) de solutions exactes de (4.1)-(4.2) telle que

(E—M(us —a%)).qo) € m g™ (T).

meN

Ce théoreme est une variante du théoreme d’approximation prouvé dans
[26]. Seules les conditions aux limites sont différentes. Le point clé est que
le lindarisé de (4.7)-(4.8) est bien posé dans L? [16]. Les estimations sont
ensuite dérivées comme dans [26].

On note alors que pour k& > 2 la solution approchée donnée par le théo-
reme 4.3 vérifie presque les hypotheses du théoreme précédent. Seule la
condition (4.8) n’est pas vérifiée. Mais 'erreur étant d’ordre ﬁkil, on
peut — quitte a faire un relevement et a le retrancher de la solution du
théoreme 4.3 — supposer que les hypotheses du théoreme 4.4 sont satis-

faites. O

Signalons qu’il suffisait de montrer le point 1 du théoréeme 2.1 pour
k grand, la forme du développement elle-méme permettant ensuite de
conclure pour un k quelconque. Comme l’explique [26], 'argument pré-
cedent présente cependant des défauts qui sont ici occultés par le cadre
simplifié de l’article. En effet, si 'on considere ici, par commodité, des pro-
fils de régularité infinie en dehors du front d’onde, on se convainc aisément
que la construction successive des profils consomme de la régularité. Par
ailleurs, si l'on consideére des données initiales (ou dans le passé) plus gé-
nérales, il est intéressant de savoir combien de profils il est nécessaire de
prescrire. Dans cette optique, la démarche proposée ici semble assez robuste
puisque l'on utilise le théoreme 4.3 avec seulement k = 2. C’est la raison
qui nous & conduit & minimiser ’hypothese sur M dans le théoreme 4.4. La
limitation M > i provient de la maniére dont est traitée la non linéarité.
Celle-ci est controlée par une norme L qui est obtenue a I’aide d’un plon-
gement Sobolev (proposition 5.7). On renvoie le lecteur & [26] pour plus de
détails a ce sujet.
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5. Preuve du théoréme 4.4

Nous scindons la preuve en deux parties, traitant préliminairement la
question des données initiales.

5.1. Données initiales

On s’intéressera, pour une famille de données initiales (ug).¢jo,1) donnée,
aux solutions régulieres (u®).¢jo,1 de (4.1), (4.2) vérifiant :

u® =ug quand t=0.

Pour qu’il soit possible d’obtenir une solution réguliere, des relations
de compatibilité entre données initiales et données au bord doivent étre
vérifiées. A 'ordre 0, cela donne :

ug

(75): N[ |10

De plus, notant A(t,,0;) == 3 ¢, Ai(t, 2)0;, (4.1) peut se réécrire
Apou® = —(A —e&)u® + F(t,z,u®) + £(t, x).

Oyu®, et par conséquent aussi les dérivées temporelles d’ordres supérieurs,
peuvent ainsi se réexprimer en fonction des dérivées spatiales. Ainsi si a
la donnée initiale ug correspond une solution réguliere u® de (4.1), les
0/u®|;—o sont déterminés univoquement en fonction de u§ et des données
du systeme. On peut donc introduire a priori sans ambiguité les valeurs
uj attendues pour d7u®|;—o. On définit alors la relation de compatibilité a
Pordre j :

- [

nYj

zn,=0 = 0.

Introduisons les normes :

lull s, vy = Z 12" ul| 2 e

J<s

ol Z' désigne une dérivation prise parmi (Z;)1<i<n, et les espaces :
e 1= { (W5)ecpo € (B (R)OU

S
_1
sup (g s ) + D " 105G o ) < 00}
€€]0,1] P +
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PROPOSITION 5.1. — Sous les hypothese du théoréme 4.4, il existe une
famille de restes initiaux (r®).¢jo,1] dans [ Gin;; tel que pour tout e €
me

10,1], la donnée initiale u§ définie, pour x dans R}, par
(5.1) ug(x) == a®(0,2) + M rf(z)
vérifie les relations de compatibilité (Rj,)ken.

Démonstration. — On suit la méthode de la preuve de la proposition 3.3
de [26]. On déduit de (4.7) 'existence de fonctions (H7);en+, de classe C*°,
telles que
(5.2) (87a%)(0,2) = 1Ay "Enn)? (0,2).(0272%)(0, )

+ M (e, 2, (0°a(0,2))acr,) — M (0]g:)(0, )
oul; :={aeN": |a| <2j;a, # 2j}.

On cherche r® telle que les fonctions (uf);en définies par

ug(z) := a(0,z) + ™ r°(2)
et, pour 5 > 1, par

uj () = eI (A Epn,) (0, 2).(0270%)(0, ) + HI (g, z, (0% u® (0, 7))aer;)

vérifient, pour tout j € N,

ué |
J —
N [n JE |z, =0 = 0.

Compte tenu de (5.2) et de (4.8), cela revient & des identités de la forme
rs ]
(5.3) Nt ] o =0

nTy ]

ou
r§ = sj(AglEml)j((), x).(0%7¢%)(0, x)
+ Z Hb’a(a,m,aM(GarE(O,x))aelj, (0%a®(0,))acr,)-0%r%(0, )

0(61_7‘
- (aggé‘)(oa .23)

On note Ny := [Id — Id] et Ny := [Id Id] ou Id est la matrice identité
de taille N x N. Ainsi, on a

Ng O
N =
[0 Nl]’

ou 0 est une matrice de IV lignes et 2N colonnes remplie de 0.
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On montre, par récurrence que ’on peut construire une famille de fonc-
tions (t5)jen de H>(R"™") telles que

& (Ag Enn)’ (0,9, 0)~t§j(y)
+ Z g 7ya tffn(y))ozelja(a a | t=0 )0161 )

x,=0
a€l;
— (8]g-)(0,y,0) € ker Ny

et

Ej(AalEnn)j(O y70)~t;j+1( ) +5ja ((Ao_lEnn)j)(Ovyvo)'tgj
+ 3 {55y, M0V, (y))aer, (0% 1=0 )aer,)

a€ly

+ Drga(& ZU»EM(aa/tiz” (y>)delj7 (8&ag| t=0 )&te)~aa/tZ"+l<y)

T, =0
+ Dag® (e, v, eM (8a/ti¢n (y))&elj, (85‘a5\;::00)&61j ).0% t‘inﬂ(y)}
- (azange)((), Y, 0) € ker V;

ot a = (o/,an), & = (&, ) , 9%, y,ra) = H>*(e,y,0,eMr a).r,
§“(e,y, 7, a) == 0, H*(g,y,0,eMr a).r, D,g (respectivement D,g) désigne
la dérivée par rapport a r de g (respectivement par rapport & a de g*(e,y,, a)).

(54) YmeN, sup N(e,m) < oo
€€]0,1]

m
ot N(e,m) := [[65llrrm g1y + Y 2[5l prm-s@n-)
k=1

On ne détaille pas 'obtention de (5.4) qui utilise des inégalités de type
Moser - Gargliardo-Nirenberg.

Pour chaque ¢ €]0, 1], le lemme de Borel 3.6 assure l'existence de r* dans
H>(QF) tel que pour tout j € N, djr¢|,, —o = t5. L’identité (5.3) est ainsi
vérifiée pour tout j € N. Ainsi la famille (uf§).¢jo,1] définie par (5.1) vérifie
les relations de compatibilité (RS )xen. De plus, estimation (3.7) combinée

a (5.4) assure que la famille (u§).ejo,1) est dans () G
meN

init*
0

La démonstration assure le résultat suivant :

PROPOSITION 5.2. — IIs existent des fonctions C;, de classe C'*°, telles
que pour tout ¢ €]0,1], pour toute donnée initiale ug € H>(R?), les
assertions 1 et 2 qui suivent sont équivalentes :
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(1) La fonction ug vérifie les relations de compatibilité (RS,)ken.

(2) Pour tout k € N, pour tout y € R"~!, le vecteur (0%u§)(y,0) appar-
tient au sous-espace affine c5,(y) + Fy(y) de R?N | o ¢ (y) désigne le
vecteur de R?N défini par

C2j (57 Y, ((aaas)(ov Y, 0))0461_7'7 ((80‘118)(% 0))046[_7') sij =2k

g (y) = .
M0 oo (200 (0789)0,.0) o (0705) (.00 ) 517 = 20+ 1.

Fy(y) désigne le sous-espace vectoriel de R?N défini par

Fk(y) o E;ﬁ(oaya 0) ker Ny Sl] = 2]{;7
E,7(0,y,0)ker Ny si j=2k+1,

et I; et Ig désignent respectivement les ensembles
Ij:={aeN": |a| <2j, a, #2j}

I?::{aEN": la| <25 +1, a; <2j pour 1 <i<n}.

5.2. Approximation

L’existence d’une famille de données initiales adéquates étant attestée par
la proposition 5.1, on travaille dans la suite dans le cas de données nulles
dans le passé. En effet, si I’'on dispose d’une famille de données initiales

ug(x) == a®(0,2) + M re(z)

donnée par la proposition 5.1, le lemme de Borel 3.6 assure, pour tout ¢,

l'existence de w®f telle que, pour tout j € N, 8/ w®f|,—¢ = rs, ou rj est

définie comme dans la preuve de la proposition 5.1. On travaille alors avec

Ww° = w® — woi L’appartenance de r® & () G, assure que w¢ vérifie
meN

le méme type de probléme que w® avec un terme source modifié g¢ qui

est toujours dans () G™. Notons w® := ¢~ M(
meN

u® — a%) et considerons le
probléeme

(5.5)  (H—e€)w® = G(t,z,a°,eMw)w +g° quand (¢,2) € QF

€
(5.6) N [BZVWE} =0 quand (¢t,z) € T'p
(5.7) w® =0 quand t =0

ou G est telle que F(t,z,u+v) —F(t,z,u) = G(t,z,u,v).v. Considérons
m > 5. Notons que si le probleme est non linéaire, les non linéarités sont
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multipliées par des ¢, ce qui assure l'existence de solutions en temps long.
On commence par établir des estimations conormales pour la famille de
probléemes linéaires :

(5.8) (—e€E+H)w® =f° quand (¢,z) € QF
WE
(5.9) N {&LWE] =0 quand (t,x) € '
(5.10) w=0 quand ¢t = 0.
On définit, pour A > 1 et m entier naturel, les normes a poids :
Wlloat == leMWl2qry,  Wlmar = > X" Z"wW o
( T)
k<m

On note (.,.)o.n,r (respectivement (.,.)oxr) le produit scalaire dans
L*(QF) (vesp. L?(I'r)), muni de la mesure e~ ?*dtdx (resp. e~2*dtdy).
Lorsque deux fonctions u et v sont dans L?(Q}), on notera abusivement
(u,v)ox7 le produit scalaire de leurs restrictions (u|z, =0, ¥|z,=0)o,x, 7. On
note aussi (., .)o,x,7 pour des fonctions & valeurs dans RYV. On omettra dans
les lignes qui suivent l'indice € de w® et f°. Cela ne doit pas entrainer de
confusion.

PROPOSITION 5.3. — Soit m un entier naturel. Il existe \,, > 1 tel que
pour A = A, et pout tout e €]0,1] :
(5.11) E|VIW||3n,)\,T + )‘|W||$n,)\,T < )‘_1)‘m|fH72n,)\,T
Démonstration. — On commence par montrer le cas m = 0. Pour cela,

pour tout temps ¢ € (0,7), on multiplie I'équation (5.8) & gauche par ‘w
et on intégre sur x € R’}. On écrit H := H + A, 0, ou
n—1
H =Y AiZi+ A Z,, Ap=A,+1,A,
i=0
Rappelons que A,, est la trace de A,, sur I'. C’est une matrice symétri-
que. Par conséquent, une intégration par partie donne
o 1 o
/ twA,O,w = 77/ ‘wA,w.
oeR? 2 Jrern-1x{0}

+

Notant w := [;}U } , la condition aux limites (5.6) se traduit par

(5.12) w20 =W |z,=00  OpwT |, 20 = —Opw |4, —0-
Ainsi

(twﬁnw)\znzo = (tw+zéinw+)|m":0 — (tw_/inw_)

z,=0 — 0
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et [ ern twA,d,w = 0. D’autres intégrations par parties donnent les iden-
+

tités suivantes :

—/ tW.Emﬁiw = WO E W
zERY zeR?—1x {0}

+ / tﬁnw.]:]nnanw,
zeRi

n—1 n—1
—t/P tVV. E 8n13njébvv = E J/ tVVIEnTé%VV
xERi j=1 j=1"/%

€Rn—1x {0}
n—1
+’j[ tanVV.E ﬁEnjéyvv
z€R?Y =1
—L/n tVV. E é%thé%VVZZ E L/n %%VVJEUf%VV
z€RY 1<4,j<nsi#n 1<, 5<nsizn Y TERY

Pour 1 < j < n, en utilisant la structure par blocs de Enj (cf. Section
4.1) et des conditions aux limites (5.12), on a

("W B0y w) =0 = (0 B 00 a0 + (~ 1) (0™ 0507 )|a—o
0.

On obtient

— tw.é’w:/ tow.E; 0w,
/xG]R”lx{O} @ Z 7

ER"1x{0} 1 s en

> 5/ |V w2
z€R"~1x {0}

d’aprés I’hypothese 1.2. On a, pour tout temps ¢ € (0,7T),

8t/ w? 46 |V.w|? < c/ w? —|—/ fow.
z€eR?Y z€RT xER™ TzER®

On multiplie par e=2* et on intégre pour ¢ € (0,7). On obtient ainsi

Pexistence d'un réel A\g > 1 tel que pour A > A,
(5.13) E|VacWH(2J,,\,T + >‘|W||%,>\,T <A A[(E, whoa 7.

et donc (5.11) dans le cas m = 0.

On procede ensuite par récurrence sur m, suivant [10], [26]. Supposons
lestimation (5.11) établie avec 0,1,...,m — 1 en lieu et place de m. Pour
a:= (ag,...,a,) € N**1 on note, au cours de cette démonstration, Z% :=
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Zy° - Zom et o] == ap + -+ + a,. Remarquons que pour tout k € N,
l'opérateur 9, (,0, )" est de la forme

On + xp, - (Opérateur en Oy, x,0y) ,

on a
8n(xn8n)kw+‘a;":0 = _an(xnan)kw_Lvn:O'
Pour tout o € N**1, opérateur de dérivation Z% commutent donc exac-
tement avec les conditions aux limites sur I'r. Ainsi, pour tout o € N*+1,
la] < m, Z*w est solution de

(—e€+H)ZW =f quand (¢,z) € QF
ZwW
N [&LZ"‘W] =0 quand (t,x) € '
Z%w =0 quand t =0

ot le second membre f vaut f := Z°f + [H, Z%|w + [—c&, Z%|w.
Appliquant Pestimation (5.13), et multipliant par A2(™=1eD)on a :
eV Z0w a0 r)? + AN Z0w o 0 1)
< )\_1)\0)\2(7”_'0(‘) ‘ <f.7 ZOCW>0’,\,T|.

Pour controler le membre de gauche, il nous faut majorer les termes

(5.14) A2m=leD|(zof zo% Yo a1l
(5.15) N2m=leD ([ H, 2w, Z%W Yo a1,
(5.16) A=l [([—e€&, Z%w, ZW)o 1.

Le terme (5.14) se majore par
()\m_‘al|Zaf||%,>\,T)-()\m_|a||Z(XW||(2),,\,T)
puis par
)\7106)\m7‘a||zaf||g,,\,T + )\5>\m7|a‘|ZaWH(2J,,\,Ta
pour un J assez petit de facon a ce que le terme en v soit absorbé dans le
membre de gauche.
Considérons maintenant le terme (5.16). Pour le majorer, il suffit de

majorer une somme de termes dont les « plus mauvais » contiennent deux
dérivées normales 0,, et sont de la forme :

A2 =1 ([ —£8, By O, Z4W, ZOW)oa1|.

Le commutateur [0,E,, »,0n, Z%] est de la forme

(517) Z qbi(xn)@nAiBnZ"”

el
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ol les matrices A;(t, ) sont carrées de tailles 2N, C*°, bornées, ainsi que
leurs dérivées, diagonales par blocs de la forme

AF 0
0 A

(2

(518) Al = |: :| avec A;ﬁ-|r":0 = Ai_‘itw,:();

Les fonctions ¢; sont scalaires, C'°°, bornées, ainsi que leurs dérivées. L’en-
semble I est fini et pour tout i € I, |oy| < |af — 1.

Plus précisemment, les matrices A;(t,x) sont des combinaisons linéaires
de dérivées conormales de matrices E,, ,, avec pour coeflicients des fonctions
scalaires C'*°, bornée ainsi que leurs dérivées.

Notons, pour tout ¢ € I, I; le terme

I = N2m=leD (20, A0, 2% w, ZoW)o a1
Intégrant par parties, on a
(5.19) (On A0 Z%W, Z W)Yo a1 = —(AiOnZYW,0,ZW)o AT
— (A0 ZYwW, Z%W)o 2T
Utilisant la structure de A;, on a
(A0, Z%w, ZW)o a1 = (A O Z%w™, ZW o a1
+ (A7 00 Z%w™, Z% ™ )oa1-
Tenant compte des conditions aux limites, on a, en z,, = 0,
O Z%wt = =0, Z%w™, Z%w" =Z%w".
Combinées aux conditions (5.18), on a
(A0 Z%wW, Z%W)ox17 =0
et l'identité (5.19) donna alors
I = \2m=leD |9, 2% w, 0, Z%W)o A 1|
< Cste eX2m=19D|9, Z%w||o x 1|00 Z%W] 0.2, 7-
Puisque pour tout i € I, |o;| < |a| — 1. On a donc
1<y I
iel
< Cste €0, W||m—1.27100W|lm 1

£
< §|anw||72n,)\,T + Cel0nwl|Z, 1 ar

Le terme 5[0, w||? | ; est ainsi absorbé dans le membre de gauche.
Le terme |0, w|
tion (5.11) d’aprés ’hypothése de récurrence.

2 | \r est majoré par le membre de droite de I’estima-
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Il reste & controler le terme (5.15). Pour cela, on doit controler des termes
de la forme

(5.20) N2m=leD| (A Z;, 2w, ZW)oar| pour 0 <i<n—1,
(5.21) Nl (A Z,,, 2w, Z%W)o
(5.22) N =leD (A0, 2w, ZOW)o AT

Les termes (5.20) et (5.21) se majorent par cte|w||?, , et sont absorbés
dans le membre de gauche de (5.11). Pour le terme (5.22), on remarque que
I'on a, par I’équation,

Anﬁnw = H'w+ecEw+ f,
ce qui nous ramene a des cas précédents. O

On utilise la famille de schémas itératifs (W*")o<e<1,,>0 définie par
w0 =0 et

(—e€ +H)W' T = G(t,x,a%, eMw ) )w’ T 4 g°  quand (t,z) € QF,

Wa,u+1
N [anws’”“} =0 quand (t,z) € T'r,
wertl =0 quand ¢t = 0.
On notera dans la suite || - || au lieu de || - || (0,)-

PROPOSITION 5.4. — Soit yu > 0 fixé. Il existe Ay > 0 tel que si e™||w="
w alors

oo <

(5.23) eV woV ! qun,A,T + )‘|WE,V+1||$n,)\,T

<A (75 + (W T a4+ M W o™

|m,)\,T)2) .

Démonstration. — 11 s’agit d’estimer en norme |.||2 , ;- des termes de la
forme

(5.24) Al 29 (Gt 2% eMwE v )wer ),

Lorsqu’on développe (5.24), on obtient deux types de termes :

— ceux ol w&

n’est pas dérivé. Ils sont controlés par
Cte|WE’V+1H3n,,\,T

et pour A assez grand sont absorbés dans le membre de gauche de (5.23).
— ceux ol w*¥ est dérivé. Ils sont de la forme

)\m—|a|q)a (f, ,T)Zﬁl ac--- Zﬁi aszm (EMWE,IJ) c 7 (EMWE,V)Z(SWE,V-i-l
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ot ®¢(¢t,x) est uniformément borné dans L et
[Bul+ -+ 1Bl + Il + -+ [l + 6] < al.
On doit donc majorer en |- [[§ |  des termes de la forme
(5.25) Al zo (eMwe vy oz (M wE ) 20w
On utilise les inégalités de Moser suivantes [10] :

LEMME 5.5. — Soient m un entier naturel, ay,...,a; des fonctions de
H™(Qr) et a == (ay,...q) dans N avec |af := |aq |+ -+ |ay| < m. Alors,
pour tout A > 1, on a :

Al zRar L ZRaloar < e (Mg llai]lo) g lm
i

La constante ¢ étant indépendante des a;.
Le terme (5.25) se majore alors par
cte(|W™  H|maz + MW oo | WS | 1)

ce qui acheve la preuve. O

La proposition précédente utilise une norme L° pour contréler la nonli-
néarité dans les estimations conormales. Nous allons maintenant voir com-
ment majorer a son tour cette norme L par plongement de Sobolev. L’idée
est d’étre économe en ¢ et en dérivées normales. On se tourne donc, a I'ins-
tar de [26], vers des plongements de Sobolev anisotropes. La proposition
qui suit est démontrée par O. Gues dans [10].

PROPOSITION 5.6. — II existe p > 0 tel que pour tout w dans H™(Qr)
1Wlloo < PTE (IWlim a7 + 100 W ]| 2, 7)-
On en déduit par un simple changement de variable

PROPOSITION 5.7. — Il existe p > 0 tel que pour tout w € H™(Qr),
pour tout € € [0, 1]

1
e[ Wlloo < TN (|Wllma 7 + VEIORW[lm ).

Fixons un réel p > 0 arbitraire, un réel A; donné par la proposition 5.4,
A =2\ et b= supg..<q |8°|lm.x, 7. On choisit alors 0 < g9 < 1 assez petit
pour que

_1
(5.26) E(J)V[ ThpTer < min(u, 1).
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PROPOSITION 5.8. — La famille (w")., satisfait, pour tout entier na-
turel v, pour tout 0 < € < &g

MW oo <1y WS lmar < R

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur v. La proposition est
vraie pour v = 0. Supposons la vraie pour v quelconque. Alors par la
proposition 5.4, on a

el Vew T o + AW 3 p
AT+ (W L + M R[wW T |oo)?).
On utilise la proposition 5.7 pour contréler ||[w=*+1||,,. Ainsi

E‘VIWE’VJrl Hgn,)\,T + )\‘WE,V+1 ”i%)\,T

< )\71)\1 (h2+ (‘WE7V+1||m7)\7T+€M7ihpT6)\T

X (W o+ VE|D W 'm”)Q)

donc
E\VIWE’VHH?n,,\,T + MWEWHHZm,A,T
SATIN(R? 4+ 2w a7+ VE[B w1 x 7))
et, par suite,
E‘VmWE7V+1H72n,)\,T + )\‘Wa7y+1||72n,)\,T
SATIA(R? A+ 8w T, ) 1+ 2600w TR, ) )
d’ou
1
§5|vwwe7”+1”%~b7)\,T + )‘|W67V+1||3n,)\,T
SATIN (B2 + 8w T2, p)
ainsi [w |, < 2 et VE|VwE e < 2 dlott
€IVI||W5,V+1||OO < EMﬁ%pTe)\Th < .

O

On obtient alors classiquement une solution réguliere de (5.5))-(5.6)-
(5.7 qui vérifie par passage a la limite (v — +00) eM||w|o = O(1) et
|[We||mar = O(1). Les dérivées normales itérées sont estimées ensuite par
récurrence par ’équation.
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On a ainsi obtenu un réel ¢ et une famille (W®).¢jo,<,) solution de (5.5)-
(5.6)-(5.7) vérifiant sup.¢) .,
dépend de m car dans (5.26), la quantité h dépend de m. Cependant,
la théorie classique des systemes paraboliques, et en particulier le critere
d’explosion, assure que les (We).¢jo,¢,] sont dans H>(QF).

1 [we[5,.7 < oco. Notons que le choix de &g

6. Preuve du théoréme 4.3

Dans cette section, nous prouvons le théoreme 4.3. La preuve est tech-
nique et se fait en plusieurs étapes. La premiere sous-section établit une
propriété de préservation par composition non linéaire de ’espace de profil
P(QF). Dans les sous-sections 6.2 (resp. 6.3), on substitue le développe-

ment ,

> VE U )

>0
a la place de u® dans (4.1) (resp. (4.2)). La question est de savoir quels
sont les profils U’ qui fournissent une famille de solutions approchées (au
sens donné par le théoréme 4.3). On résout pour cela une cascade d’équa-
tions de profils. La sous-section 6.4 (resp. 6.5) donne des résultats sur les
équations vérifiées par les profils de couches limites caractéristiques (resp.
non caractéristiques). Dans la sous-section 6.6, on résout effectivement, en
cascade, les équations de profils. La sous-section 6.7 conclut la preuve.

6.1. Composition non linéaire des profils

On commence par donner une définition qui donne un sens rigoureux
aux développements que nous allons utiliser.

DEFINITION 6.1. — On dira qu’une famille de fonctions réguliéres (u®).
satisfait

ut ~ Z\/Ejuj(tx’xl’xl
>0 e Ve

pour une suite donnée de profils U’ de ’P(Q;) si pour tout k entier naturel,
la famille (rf,)o<c<1 définie par

)

est dans [ G"(T).

meN
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L’espace P(Q4) a la propriété de préservation par composition non li-
néaire suivante :
PROPOSITION 6.2. — Soit (u®).>o une famille de fonctions de
H® (Q;R R2N)

satisfaisant

X X
ut~ Y VEW(Ex, T 2R
j=0 \/E

pour une suite donnée de profils U’ := U° +u2+u2 de P(Q}) et F(t,z,u)
une fonction C*°(Q x RN, R2N) telle que F(t,z,0) = 0. Alors,

(1) Pour tout € > 0, la fonction (t,z) — F(t,z,u°(t,x)) est dans
H>(Q+ R?N). De plus, il existe des profils (V’);>o dans P(27)
tels que

F(t,z, 0 (t VE VIt I ‘i").
2 E

(2) Le profil V° se décompose en V° = V° + V) + V? avec
V. =TF(t,z,U),
V) = F(t,z,U° + UY)) — F(t,2,U°),
VO = B2, U + Uy +U°) — F(t, 2, U + 1)),
Lorsque u est dans Ny(T), 1 désigne la trace de u en 6 = 0.

(3) Pour tout j > 1, il existe des fonctions (QJ,Q],Q%), C> de leurs
arguments, tels que le profil V? se décompose en V = VI +V] Env
avec

Vi =T, (2, Up) U, + Q) (t, =, U rej—1),
Vi =, (2, UG + U). (U, +UY) — F,(t,2,U0) U,
+QUt, T, (UL U r<j—1),
To=QIt w2, UL U k<, (OBUE)i4r<s)-
De plus QF = Q} = 0.

L’esprit de la proposition est le suivant : notre analyse fait intervenir des
développements avec des profils et un reste. Aussi, la propriété d’algebre
n’est pas essentielle si I'erreur commise peut étre incluse dans le reste. La
stratégie de la démonstration se résume ainsi : on introduit la plus petite
algebre contenant ’P(Q+) Celle-ci contient des profils dépendants a la fois
de = et de & T C’est un développement avec de tels profils que I’on obtient
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a priori par composition non linéaire. On redéveloppe les profils couplés
en un développement de couche limite non caractéristique en controlant
lerreur & tout ordre.

Démonstration. — Considérons
P(QF) = H*(QF, R*N) © Ny(T) © H*(QF, S(Rf x RF,R*Y))

et étendons la définition 6.1 & de tels profils. ﬁ(ﬂ;) est I'espace considéré
par O. Gues dans [10]. C’est la plus petite algebre contenant P(Q5).
On a, pour (U’);>0 famille de profils de P(QF),

F(t,o,Y Ve )~ V&V
j=0 j=0

-0
ot V = F(t,z,U°) et, pour j > 1, Vo= Vj(t,x, (Uk)kgj) avec, pour
tout (t,z, (uF)ockgj) € Uf x (RZV)I+1

y 1
VY (t,z, (uF) 0<k<s) Z Z EDZF(t,a;uo)(u’“,...,u’“")7

n=1ki+-+kn,=j
la somme portant sur des k; # 0 pour 7 compris entre 1 et n.
Les V’ sont dans P(Q) et se décomposent en V= V + Vb +V avec

Vo=V (b2, UE)ey),
f;i = v] (t7$7 (ufi +u’l§)’€<j) - VJ (t’x7 (ul;)kgj%
Y)i = V (tvx’ (uk)kéj) - \”/J (tvxa (u’; +ul]f)k<j)'

Nous allons maintenant redévelopper les termes \N)Z en développements
de couches limites non caractéristiques. Avant cela, on réalise une manipu-
lation préliminaire qui sera importante pour asurer la décroissance rapide
des profils du développement obtenu. Elle consiste essentiellement a fac-
toriser par des termes de couches limites non caractéristiques. Effectuant
un développement de Taylor en 6, on a l'existence de matrices de taille
2N x 2N régulieres (\N/J’k’b)ogkgj telles que pour tout (¢, x) dans 2}, pour
tout u:= (ug)o<ks; et v := (vg)ogrs; vecteurs de (R2V)I+L

J
V(tzuto) =V (taou) = V' (t2,u,0)0
k=0

Ainsi, notant iy := (U5)0<k<j, ou d désigne a, b ou ¢, on a

J
vizz (b, 8o + Sy, 41 U
k=0
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Or pour tout 0 < k < 7, le proﬁl Z/tb admet pour développement de
Taylor : ZZ>0 T Gllxlb Le profil V' admet donc également un développe-
ment de Taylor de la forme Zi>0 0° WP avec

Wil = ZV]” tx, 8o + 4y, 4e) UL
et, pour 5 > 1,

=y T ZD“VJ Pt g+ thy, ) AT 0 N,

Onz k=0
Dans l'expression précédente, la somme porte sur I’ensemble des in-
dices n = (no,.. nN) € NV*1 et des indices (k:fn)l/m>0 € N* tels
que Zl o> mM_ kb, = i. On a désigné par D! le produit de dérivées

Dy = Dyo---DyN ou, pour 0 < I < N, Dy! est la dérivée d’ordre ny
par rapport & la variable u! de

~ 7.k,b
\% (t,.i?, (ul)0<k§j7uc)'

L.\ o oLk
Sutr) on ukl = et

Par suite, on a f/’i ~ >0 ﬁl W avee W' = 21 Wi dans N(T).
Notant \%) = V., vi=vy, Vi= Z”k:j Whiet VI .= VI L V] +
V7 on a que V’ € P(QF), qu'il existe Q7 tel que

Vi=Qi(t,x, 2, (UL UL )o<ks) (OUS)irr<s)
et que ) . VEUW ~ Y50 NGAY O

La proposition suivante compléte la proposition 6.2. C’est un corollaire de

la démonstration de cette derniere o sont explicitées les fonctions Q7. Ces
propriétés seront utiles dans la démonstration du point 3 du théoreme 2.1.

Cette dérivée est évaluée en u' :

l._ (ul,kl1’

PROPOSITION 6.3. — Si les (U§j+1)0<j<[g] sont nuls, alors les
(V§j+1)0<]‘§[%] le sont aussi. Si les (U])o<j<r (resp. les (UL)o<;<r) alors
les (Vi)o<j<r (resp. les (V1)ogj<r) le sont aussi.

La preuve de la proposition 6.2 est reportée a la fin de 'article.

6.2. L’ansatz de résolution

Un développement de Taylor au premier ordre assure l’existence de ma-
trices A” (t, ) ( respectivement E’ (¢, z)) de taille 2N x 2N avec une régu-
larité C* en (t, z) tel que A,, = Aﬂ—i—asnAb (resp. E,, p, = En,n—i—aanb n)-
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Remarquons que pour tout profil U, € Ny(Ty) (respectivement U. €
N, (Tp)), la fonction 00U, (resp. z0.U.) est encore dans Ny(Tp) (resp.
N.(Tp)). De plus, on a

A, 0pUy ~ Anagub + \/gAELZ/{b,

A0 U, ~ AndU, + eA) 20U,
Ennaﬁub ~ En,naaub + \/gEz,neaQZ/{ba
Ennd:Ue ~ B 20U, + B, 20.U..

La substitution du développement

7 xn Ty,
Z € UJ \/g)

7=0

a la place de u® dans (4.1) donne, par la proposition précédente un déve-
loppement (I’ansatz de résolution)

x x
V& Fitx, T I
j>z:2 < \/g

olt les profils F7 sont dans P(Q}) et se décomposent de la maniére sui-
vante :

F2=F;2=0, F;?=A,0.U°—E,,0..U’
Fl=0, F'=A0U), F'=A0.U —E,.0..U.,
=HU? — F(t,z,U°) — £(t,x),
FY = A0l + HUY) + A°009UY — E,,,, 090U
—F(t,z,U° +UY)) + F(t,z,U),
F2= A 0.UL — B0 U2 + ¢,

et pour j > 1

Fi = HUj, — F(t, 2, U )Uj, + g,
Fl = A, 00U + HUL + A’000U] — E,,0polh]

— F0 (6,2, U + UR) (U, + UY) + B, (8, 2, UDU, + g,
Fl=An0Ul"? — B0 UL + gl
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ou l'on a regroupé un certain nombre de termes de la fagon suivante :
@0 = —F(t,o, U + U] +U°) + F(t,2,U° + U),
4o =0, ¢ =0,
0 = —QL(t, 2, (UL + UL ), (Ui <),
et, pour k > 2,
Gq = —EUG 2 = Qult,x, (U}) j<r—1),
gy = =&MUyt — BUL T — QF(t, @, (UL, UY) j<r),
¢ = (H - EJUE — EUL?
Q1.2 U, U) < (O <),

ou &, et €, désignent respectivement les opérateurs

n

Ep =Y (Bin + Eni)090;,
i=1

Ec: = (Ein+ Epn;)0.0;.

i=1

6.3. L’ansatz de résolution des conditions aux limites

Rappelons que 'on note Ny := [Id — Id] et Ny := [Id Id} ou Id est la
matrice identité de taille N x N. Ainsi, on a

No O
N =
v )

ol 0 est une matrice de N lignes et 2N colonnes remplie de 0. La condition
aux limites (4.2) se réécrit donc :
Nou® = N19,u®* =0 quand (¢,x) € I'p.
La substitution du développement } .- VE U (t,z, & 2 A uf dans

) e /e
(4.2) donne I’ansatz de résolution des conditions aux limite

Zj;o \/gj ;Fi-l'o(tay)
Zj>72 ﬁ] -7:111(73 Y)
ol

f&? = Nlazug T, =2=0) c_l} = Nl (8zui|zn:z:0 + 80“2

:Irn:9:0)
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et pour 5 >0
filo = NOuj T,=0=2=0;
fill = Nl (azuljg-‘rl |:1:n:z:0 + 39ug|zn:9:0 + anuj_l lznzezz:O)'

On note I, := [HO 0}, Id .= [Id O].

0 I 0 Id
Définissons les problemes (S;;'(T)) :
(6.1) NiOUY,—o =0 quand (t,z) € QF,
(Sa(T)):
(6.2) MU |g—.—o =0 quand (t,z) € T'p,
(6.3) N0H0U0|9:Z:0 =0 quand (¢t,z) € Q;,
(6.4) N1 (OUL 4 0gUY)|g=2=0 = 0 quand (t,2) € QF,

et pour j > 1, (Szl(T)):

(6.5) MU |p—.—o =0 quand (t,z) € I'7,
(6.6) NoIlgU/ |g=.—0 =0  quand (¢, z) € QF,
(6.7)  Ni(O.UIT 4 0l + 0, U7 ) gm0 =0 quand (¢, ) € Q..

On notera que Ny = NoIIy + M. On a choisi comme dans [26] de garder
une dépendance en z,, au niveau de la couche limite et de faire baver les
conditions aux limites (6.1), (6.3), (6.4), (6.6), (6.7).

Remarquons que si le probleme (S;") est vérifié alors F, (ﬁ est nul. Pour

§ =0, si(87) est vérifié alors F/ ;' et F/,, sont nuls. La résolution des

(s’ ‘

C

(T));j>—1 assure 'annulation des (F7,,);>0 et (F2);)j>—2.

6.4. Probleme hyperbolique-parabolique

On donne ici un résultat pour une équation de type hyperbolique-para-
bolique (cf. [10]). Ceci nous sera utile au moment de résoudre les équations
de profils vérifiées par les termes de couche limite caractéristique (cf. sous-
section 6.6).

Considerons Ty > 0, les matrices de taille 2N x 2N : K := tHOA?LHO,
E = tHoEnnHQ et opérateur H := *TIyHIIy + K09y qui est un opé-
rateur symétrique hyperbolique sur 'espace des fonctions W telles que
(Id —IIy)W = 0.
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On considere, pour 0 < T < Tp, le probleme mixte :

(6.8) (Id—-IIy) W =0, quand (t,z,0) € Qf x RS,
(6.9)
(-E0; + M)W =TIy f(t,z,p, W) quand (¢, z,0) € Qf x Ry,
(6.10)
N { W ] lo=o = Nb quand (t,z) € Qh
Og W ’ L
(6.11) W =a quand (t,z,0) € {0} x R} x R,

ot f(t,x,p, W) est une fonction de classe C>°, & valeurs dans R*V et vé-
rifiant f(¢,2,0,0) = 0. La fonction p(¢,z,0) joue le role de parametre et
appartient & Ny(7p). On suppose que b est dans H>(Q2}), a valeurs dans
RN | et vérifie

(6.12) N(Id-II))b=0

ot 'on a noté II; les matrices de taille 4N x 4N définies par
Iy 0

619 w0,

La donnée initiale a est dans 'espace H®(R". x R) et vérifie
(614) (Id —Ho)‘t:() a = 0

Notons que les conditions (6.12) et (6.14) sont nécessaires a 'existence
de solutions régulieres de (6.8), (6.9) et (6.11). En effet, si W est solution
réguliere de (6.8), (6.9) et (6.11), avec T' > 0, alors par restriction & t = 0
et application de (Id —IIy) |¢=0, on obtient la condition (6.14) sur la donnée
initiale a. Pour obtenir la condition (6.12) sur la donnée au bord b, on prend
la restriction a # = 0 et on applique les matrices Id —IL,. Remarquant
que les matrices Id —ITy commutent avec la matrice constante N et avec
Popérateur de dérivation Jy, on a bien la condition (6.12).

Examinons maintenant la compatibilité des données initiales et au bord
sur le coin {t = 6 = 0} : si W est solution réguliere de (6.8), (6.9), (6.10)
et (6.11), avec T > 0, alors il existe des fonctions (Ix)gen :

R:L_ « R+ > (RQN)k(k+l) L R2N
(2,0, (ui,j)iJr%gk) = Ii(z, 0, (ui,j)i+%<k)

de classe C™ telles que les fonctions (Wy)ren définies par

Wi (z,0) := (OFW)(0, z,6)
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vérifient

(6.15) Wi(z,0) = I (2,0, (0:0)a),, 1 1,)-

ol

Si, de plus, W est solution de (6.10), on a nécessairement sur le coin {t =
6 =0}
Wi
oW
ot les fonctions (by)ken € H*(R™) sont définies par by (z) := (9;b)(0, z).
Ainsi la donnée initiale a doit satisfaire les relations de compatibilité
(R}.)ken définies par

} lo=o = Nby,

/ ak _
(Rk) N |:69ak:| ‘9:0 - ka7

ot les fonctions (ak)ren € H>® (4 x RY), sont définies par

ag(x,0) == Ip(2.0, (0,05a),, 1 ).

La réciproque est contenue dans le théoreme suivant
THEOREME 6.4. — Soit a € H*(R",S(R4.)) . Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
(1) La fonction a vérifie les relations (R}, )ken,
(2) II existe T €]0,Ty] et W € Ny(T) solution réguliere de (6.8), (6.9),
(6.10) et (6.11).

La relation (R}) dépend des termes sources par l'intermédiaire des

1 1
@ Flick—1, (DY Flick-1, (D} Flick-1 et (9}b)i<k
De méme que pour le probleme mixte hyperbolique, on a le résultat
d’existence de données compatibles a tout ordre :

PROPOSITION 6.5. — II existe a € H*(R%},S(Ry)) vérifiant les rela-
tions (R}, )ken.

Démonstration. — On commence par remarquer qu’il existe des fonc-
tions (Ix)ren de classe C*° telles que pour tout (z,6,a) € R} x Ry x
H>(RY),

(6.16) Ii(x,0.(9;050),, 5 <)
= Ek(07 x)agka + jk(xv 0, (8iaga)i+%§k,j<2k)'
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On note, pour tout couple d’entiers positifs (i,7) vérifiant ¢ + j/2 < k
D, ;Ix, la différentielle partielle de I}, par rapport a sa variable u; ;. A toute
fonction a € H*(R"}), associons la fonction

ot RT xRy — RT x Ry x (RN )R+
(@,0) = ra(2,0) = (2,0, (0505(2,0)); 1 <h j<on)-
On a
aO(Ik(?a)) aOIk Z -Duz i Fa azaj+1

it+i<k
Par conséquent, il existe des fonctions (I;)ren
R? x R, x (R2V)k(+D-1 _, g2N
(z,90, (Ui,j)iJr%gk, j<2k+1) = I, (z,0, (ui7.7')i+%<k, j<2k+1)
de classe C* telles que pour tout (z,0,a) € R} x Ry x H*(RY),

(6.17) 9 (Ik(ra)) = Ek(0a$>8gk+la + fk(m,e, (8aicaga)i+%<k+1, j<2k+1>‘

LEMME 6.6. — Il existe une suite de fonctions (ay)ren € H*(RY) telles
que, pour tout k € N,

Ii(2,0,(0%a;), . 5
6.18) N |_, (2,0, ( J)ﬁz@“) = by
E7,(0,2)agk 41 + Ik (z,0, (azaj)i+%<k+1,j<2k+1)

Démonstration. — On note, pour tout k € N,
bo k:|
b, = 1,7,
b |:b1,k
co,k (respectivement ¢ ) un antécédent par Ny (resp. Np). Tenant compte
de (6.16), la relation (6.18) équivaut &
(6.19) No(E*(0, )azi + I, 0, (9305),4 3 < jeon)) = bo.ks
k 7 i
(6~20) NI(E (Oax)a%-&-l + Ik(xaov (awaj)i+%gk+1’j<2k+1)) = bLk-

On procede par récurrence. Pour montrer les relations (6.19) et (6.20)
pour k = 0, on prend (ag,a1) := (co,0,¢1,0). Supposons que 'on ait défini
des fonctions (a;)og <2k vérifiant les relations (6.19) et (6.20). On définit
alors deux fonctions de H>(R" ) par

agy. = B0, ) (o — T, 0, (9505), 1 5 < jon)):

O2k+1 = E_k(ov x)(cl,k - jk(337 0, (a;aj)i+%gk+1,j<2k+1))'

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



APPROCHE VISQUEUSE DE SOLUTIONS DISCONTINUES 223

Le lemme 4.2 assure I'existence d'une fonction a € H* (R}, S(R;)) telle
que, pour tout k € N, (95a)|p=o = a. Utilisant les identités (6.17), on peut
reformuler les relations (6.18). On obtient ainsi que la fonction a vérifie les
relations (R},)ken- O

Notons qu’un examen attentif de la preuve conduit a un résultat similaire
a celui de la proposition 3.7 :

PROPOSITION 6.7. — Il existe des fonctions (A} )ren de classe C™ telles
que, pour a € H*(R), les assertions suivantes soient équivalentes :

(1) La fonction a vérifie les relations (R},)ken,

(2) Pour tout k € N, pour tout y € R"™1, on a
(084a) (2, 0) € by (1, (22040) (2, 0))1 4 ey can) + B0, ) ker No,
(05 a)(w,0) € Abyys (x, (9,050a) (x, 0))i+g<hrd jcon) T EH(0,) ker Ny,

On peut caractériser le temps d’existence maximal des solutions régu-
lieres du théoreme 6.4.

THEOREME 6.8. — Lorsque lassertion 2 du théoréme 6.4 est vérifiée,
si T' est pris maximal et si T' > Ty alors [|[W| (g, xr+) — +00 quand
g 2]

t — T~ . Dans le cas ot ’équation (6.9) est linéaire, on peut prendre T = Ty.

Le probleme mixte (6.8), (6.9), (6.10) et (6.11) est tres proche du pro-
bleme étudié et résolu dans [10]. Le changement essentiel concerne les condi-
tions aux limites. Nous allons ici seulement montrer comment la méthode
de [10] s’adapte au cas qui nous intéresse ici. La proposition 6.5 assurant
Iexistence de données initiales compatibles a tout ordre, on se contente de
traiter le cas ol pour tout entier naturel k, la trace W|;—¢ est identiquement
nulle.

6.4.1. Réduction a une condition aux limites homogene

=]

et on comnsidere ¢ € Ny(Tp) tel que glg—o = by et Jpqlo—=o = b1. Un tel q
existe : prendre par exemple

On écrit

q(t,z,0) := (2bg + by)e? — (b + by)e .
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Notant ® := W — ¢, on a alors que W vérifie (6.8) si et seulement si
(Id —IIy) ® = 0, que W vérifie (6.10) si et seulement si
P
N =
[30‘1’} ’

et que W vérifie (6.9) si et seulement si

quand (¢, z,0) € QF x Ry

Le second membre, dans 1’égalité précédente, peut se mettre sous la forme
Ty f(t, z,p, ®) ol f, p vérifient les mémes hypotheses que f et p. On peut
ainsi se ramener au cas ou b est nul.

6.4.2. Réduction matricielle

Introduisons une base orthonormée (pour le produit scalaire usuel) de
RN, (e1(t,z),...,en(t,x)) ot les e;(t,z) sont des fonctions C* telles que
(ei)1<i<d, est une base de ker/in. Soit U la matrice N x N orthogo-
nale dont les colonnes sont les (e;)1<i<ny. On a ainsi que U est dans
C> (R, O(RY)), ot O(RY) désigne le groupe des matrices N x N or-
thogonales. Considerons les matrices, de taille 2N x 2N,

U 0
U .=
o o]
et T la matrice de symétrie :
Idg, 0 0 0
T 0 0 Idg, 0
’ 0 Idy—g, O 0
0 0 0 Idy_g,

Considerons la nouvelle inconnue W (t, x) := TU~*(t, )W (¢, z). On note
Wr i (W, Waay) € B0 ot Wip o= (Wadyin, ., Way) € REV—d0),
LEMME 6.9. — La condition de polarisation (6.8) s’écrit
Wir =0 quand (t,2,0) € Qf x RS
tandis que la condition aux limites (6.10) s’écrit
N {8?%1/}} =0 quand (t,z,0) € QF x {0}
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avec
- Id -Id 0 O
N= 0 0 Id Id

ot les matrices Id et 0 sont de taille dy X dy.

Démonstration. — En effet, écrivant

Wi =U"Wy =t (Wi,l, cey Wi,N)a
Wj;[ = (Wi,la ey Wi,do) S Rd07

Wi = Wedgra,- -, Wen) € RN,
la condition de polarisation (6.8) s’écrit :
Wi =W, =0 quand (t,2,0) € Qf x R

et la condition aux limites (6.10) s’écrit :

W _ +
N [%W} =0 quand (¢, z,0) € Q. x {0}.

On remarque alors que

T W_A,_J 4 _ W+,II
Wr = [W_J ; Wrr = |:W—,II:| .

O

Multipliant (6.9) & gauche par *(UT), on obtient alors un systéme équi-
valent 2dy x 2dy de la forme

(—EW92 + HIYW; = q(t, 2, p, Wr).
L’opérateur HI! est un opérateur symétrique hyperbolique qui s’écrit :

HU = 3" Cy(t,2)9; + Crga(t,2)005.

0<j<n

Les matrices C;(t, x) sont symétriques de taille 2dy x 2dy extraites res-
pectivement des matrices "(IIJUT)A;(II,UT)(t,x) si j < n et, si j =
n+1, "(UT)K(UT)(t,x). La matrice Cy est définie positive. Les matrices
Ell(t,y) sont de taille 2dy x 2dy extraites’(IIoUT)E(IToUT)(t,y). Elles
sont symétriques définies positives. Elles sont de la forme

Ell o

n._
E=1y EV
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1 _ gl

avec E[+ E_I]. On est donc ramené au probleme

(—EV105 + HIYW = q(t,2,p,W) quand (t,z,0) € Qf x R

W
N [(%W} lo=0 =0 quand (¢, z) € QF
W =0 quand (¢,z,0) € {0} x R} x Ry

ot W est & valeurs dans R2%,

6.4.3. Estimation L? pour le probléme linéaire

On introduit les normes a poids :
Wl L2 i xrpy = ||67)\tWHL2(Q;><JR9+)

) LY. : L T2 + + :
et Uon note (-, '>L§(9¥ XE) le produit scalaire dans L* (27 x R;") muni de la
mesure e 2Mdtdrdf. Lorsque deux fonctions, disons Wi et Wa, sont dans
L2(Q; X R;r), on notera, par abus, (W1, Wa)o . le produit scalaire de
leurs restrictions a # = 0. On considere le probléeme linéaire :

6.21)  (—EUZ +HNHYW =h  quand (t,,0) € QF x Ry

W
(6.23) W =0 quand (t,z,6) € {0} x R} x R,.

(6.22) N { W ] lo—o =0  quand (t,z) € QF

PROPOSITION 6.10. — II existe un unique W dans L*(2, x R}) tel que
0pW est dans L?(Q2f x RY) solution de (6.21))-(6.22)-(6.23. De plus, il
existe ¢ > 0 tel que pour tout A > ¢, on a

2 2
(6'24) ”aGWHLi(Q;XR:}r) + )\”WHLi(Q;X]R;’) < C|<h, W>L§(Q;><R9+)|'

Démonstration. — On se contente ici de montrer l'inégalité d’énergie
(6.24). L’existence et 'unicité d’une solution au probleme (6.21)-(6.22)-
(6.23) s’en déduisent par les arguments de [10]. On multiplie (6.21) & gauche
par ‘W et on intégre par parties en remarquant que :

(i) L'opérateur —E192 + HI est tangent & {z,, = 0} (Cela provient
de I'identité Iy A, Iy = 0 qui montre que 'opérateur H est tangent
a {z, =0}),

(ii) L’opérateur HU est tangent & {6 = 0},

(iil) — fyoo WEUZW = [,_ 0sWEWW + (*W.E W )|9—0.
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W,
W_

W =W_, 0gW;=—-0gW_ quand 6 =0.

Notant W = { } (6.22) se traduit par

Ainsi

(‘W.EHW)|g=o = ‘Wi EV W, +* w_E"g,w_ = 0.

O
6.4.4. Estimation des dérivés pour le probleme linéaire
Pour tout entier naturel m, on introduit les normes a poids :
HW”m,)\,T = Z )\m—\a| Hag‘O R 8gn (969)0%+1W||L§(QT><R9+)’
lor|<m
— [e20)
|W|m,)\,T = Z A\ \aluag‘ﬂ <00, HW”Li(QTx]Rg')
lor|<m
olt a:= (g, ...,0ny1) est dans N2,
PROPOSITION 6.11. — I existe \,, > 1 tel que, pour tout A > \,,,
Am
(Wl + Wiz < ==(blnaz + [ hllmar)-
Démonstration. — On commence par estimer les dérivées conormales au

bord {# = 0}. Le point important est que les conditions aux limites (6.22)
alent de bonnes propriétés de commutation avec les dérivées conormales :
en effet, pour tout entier naturel n, 9p(09)" est de la forme

0p + 0. (Opérateur en 9y, 09y) .
On a donc que

09(009)" W4 = —0p(009)"W_ quand 6§ = 0.

Plus généralement, notant Z, 11 := 09y et pour a = (ag,...,Qn+1),
Z% = Z§°--- Zy'1", on a, pour tout v € N"*2 |a| < m, que Z*W est
solution de
(6.25) (~EU3Z +HI)Z W =h  quand (t,2,0) € Qf x RS

ZW
N [5‘9Z°‘W
(6.27) Z“W =0 quand (t,z,0) € {0} x R} x Ry

(6.26) } lo=o =0 quand (t,z) € QF

ot h:= Z%h + [HY, z]W + [-EW3, Z*|W .
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Notons que I'un des intéréts de la réduction matricielle précédente était
d’éliminer les problemes de commutation des opérateurs de dérivation avec
la condition de polarisation (6.8).

Le deuxieéme terme du membre de droite de (6.25) se majore par

cteX™ (|hllmat + Wl a2 Wl xr-

Pour le troisitme terme, puisque [EM19Z,9;] = 0 si i € {0,...,n} et
[02,000] = 207, le commutateur [93, 2] s’écrit comme une somme de
termes de la forme A92Z°W ot les matrices A(t, ) sont carrées de tailles
2N, C*°, bornées, ainsi que leurs dérivées, diagonales par blocs de la forme

+
(6.28) A= {‘% jf_} avec AT = A" et |B| < |af — 1.

Plus précisemment, les matrices A (¢, x) sont des combinaisons linéaires de
dérivées conormales de matrices EU] avec pour coefficients des fonctions
scalaires C'*°, bornée ainsi que leurs dérivées.

En intégrant par parties en 6, on a

(AGFZPW, ZOW) 12 = (03 2°W,' AZ°W) 12
= —(092°W, aefAZO‘W>L§
— (A ZPW, Z°W o A 1-

Tirant parti de (6.26), on obtient (AdyZ W, Z*W)o 7 = 0. Le troi-
sitme terme du membre de droite de (6.25) se majore donc par

teA ™| 06W |1 071106 W lmor, 1 < cteX™2(|0gW |12, -
En sommant ces inégalités, on obtient donc pour \ assez grand
c
186 W (I3 5z + MW7 a7 < Ul + (Wl A )W [, 27
et, quitte a augmenter c,,, pour A = ¢,
VMOW [[mxt + MW [moaz < ComllBllmoaz-

On estime ensuite les dérivées normales, remarquant que ’on peut ré-
écrire 'équation : EU1O2W = —h + HIW. 0

6.4.5. Conclusion

On procede ensuite comme dans [10], utilisant un schéma itératif et des
inégalités de type Gagliardo-Nirenberg, pour résoudre le probléme non li-
néaire. On montre également a 'aide d’estimations sur le linéarisé et du
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schéma itératif, la décroissance rapide de la solution. La condition d’explo-
sion provient de ce que la non linéarité est controlée, dans le shéma itératif,
a I'aide de la norme L*°.

6.5. Couche limite non caractéristique

L’étude des couches limites non caractéristiques fait intervenir des équa-
tions de la forme

(6.29) (= +E; AL0.0U =@ quand (t,,2) € QF x RY,
ol & € N,(T) et des conditions aux limites de la forme :
(6.30) N10,U =K quand (t,z,2) € QF x {0}

ot K est dans H>°(2}), & valeurs dans RY. Il s’agit d'une équation dif-
férentielle ordinaire linéaire en z paramétrée par (t,z). Introduisons les
matrices 2N x 2N :

Inm- o
6.31 Pol. := .
(631) ° { 0 HJ
PROPOSITION 6.12.

(1) Les matrices Pol, commutent avec (—02 + E;}A,9.).
(2) Si®=0etU € N,(T) solution de (6.29) alors U = 0.

(3) Si Pol,® = 0 alors (6.29) admet une et une seule solution U €
N.(T) telle que Pol. U = 0.

(4) Si(Id—Pol,)® =0 et si (Id—1IIy) K = 0 alors (6.29)-(6.30) admet
une et une seule solution U € N,(T) telle que (Id — Pol.)U = 0.

Remarquons que dans le cas du point 2, on peut dire que le profil U est
polarisé selon Pol.. Revenant au probleme dans tout ’espace, cela signifie
que U est polarisée selon TI_ (resp. I1;) pour x,, > 0 (resp. z, > 0) i.e.
(Id —TI_ )Y = 0 (resp. (Id —II;)U = 0). L’esprit des points 3 et 4 est que
pour la partie polarisée ie Pol. U, il est possible de prescrire une condition
en z = 0, ce qui n’est pas possible pour (Id — Pol.)U = 0.

Démonstration. — Notons (e;)1<;<n une base de R de vecteurs propres
de E; }LAn de valeurs propres associées (\;)1<i<n. On notera respective-
ment Iy, I_ et I les ensembles des indices ¢ pour lesquels la valeur propre
correspondante \; vérifie \; > 0, \; < 0 et A\; = 0. Pour z € RY quel-
conque, on écrit z = YN | zie;. On a done Iz = Y
21‘1\;1 /\ia:ie,- et /inH_,_ZL’ = Z

o, 1A —
ier, Ti€i, E Ay =

_ —1 A . . .
iel, Aizie; = L B Ay x. Ainsi, les matrices
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E;1A, et T, commutent. On procéde de méme avec II_. Par suite, la
matrice Pol. commute avec I'opérateur (—9% + E;ifinaz).

Pour le point 2, si ® = 0 et la fonction U est solution de (6.29) alors U
peut s’écrire sous la forme

N
Uu= {Zﬂ avec U (t,x, z) := Za?(t,x)eiki(t’z)zei(t,x),
i=1
ou les fonctions (a;)1<icn sont scalaires. Une telle fonction U est dans
N.(T) si et seulement si ;" = 0 pour tout i ¢ I+ c’est-a-dire si et seule-
ment si (Id — Pol.) U = 0. La condition de décroissance & l'infini permet de
conclure.
Pour le point 3, on commence par résoudre le probleme :

Trouver UM € N, (T) tel que
(6.32) (—0: + Epp A UM =& quand (t,2,2) € Of x RT,

Pol. UM =0 quand (¢,2,2) € Qf x R},

ot ® € N, (T) vérifie Pol. ® = 0. On écrit & = [iﬂ avec

by(t,z,2) = Z DE(t, 2, 2)ei(t, x)
¢l

ou les fonctions (<I>fc)z sont scalaires, régulieres en (t,x,z), & décroissance
rapide en z. La méthode de variation de la constante consiste a chercher
une solution UM au probléme (6.32) sous la forme

(1]
(6.33) ull = [ZE]] avec Z/{[il] = af(t,z, 2)etN D¢ (t, 1)

*
K3
—eFNit2)29 oF(t,x,2) = ®F(t, 2, 2). On utilise alors une version & para-
metres du lemme suivant dans lequel on a choisi, par souci de simplicité,

ou les fonctions scalaires a;" vérifient les EDO en z, paramétrées par (¢, x),

de ne faire figurer que la variable z :

LEMME 6.13. — Soit ® une fonction scalaire dans S(R*) et A un réel
positif. La fonction ® définie par ®(z) := e** [*° ®(2')e=**'d2' est aussi
dans S(R™T).

Démonstration. — On écarte d’emblée le cas A = 0, qui est trivial. Défi-
nissons, pour tout entier naturel [, I’assertion de récurrence :
(IL(1)) VEeN, ZFoW(z)e LA(R]).
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Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
~ oo oo 1 oo
1(2)* < 62’\Z/ |<I>(z’)|2dz'./ e~ dz' < <5 |®(2")|?d2’

Ainsi, pour tout entier naturel k,

22k |®(2)|2dz < / 2k/ 2)2d7 dz,

L, ).

/ 22K19(2)|%dz < / / 22K\ ® () *d7 dz.
>0 >0

Comme [,_, fo 26| ®(2')|2dzdz’ = Lo 221 B(2')2d2’ < 0o car @ €
S(R™), le principe de Fub1n1 assure que z*®(z) est dans L?(R*1). Ainsi
lassertion II(0) est vérifiée.

Supposons l'assertion II(1) vérifiée, alors on remarque que & = A\® — ®.
Dérivant [ fois , on a ) = A\&D — &), Par conséquent, la fonction
2#®W(2) est dans L*(R1), pour tout entier naturel k. Le principe de ré-
currence assure que l'assertion II(l) est vraie pour tout entier naturel I, ce

qui acheve de démontrer le lemme. O

Ainsi le probleme (6.32) admet une et une seule solution UM de la
forme (6.33) avec

o0
ozii(t,x,z)z/ OF(t,x, 2 )e TN B2 g
z

Aussi l'unique solution U dans N, (T) de (6.29) telle que Pol.U = 0 est
donnée par
Uy
u =
<]

avec Uy (t,z,2) = ZZQ& BE(t, x, 2)ei(t, z) ol la fonction scalaire 3 est la

Xz qui ’annule en z = co.

Pour le point 4, la stratégie est similaire au point précédent : on com-
mence par chercher un profil U € N, (T)) solution du probleme

(=0, +E A UM =& quand (¢,2,2) € QFf xR
MUY = K quand (t,2,2) € QF x {0}
(Id—Pol ) UM =0  quand (¢,z,2) € Qf x Rf

primitive (en z) de afe

par la méthode de variation de la constante. Puisque (Id —Pol.) ® =0, ®
s’écrit

Dy
(I):Lbj avec Dy(t,z,z) = ZCP (t,x, z)ei(t, x).
i€lx
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Puisque Il K = 0, K peut s’écrire

K(t,z) =Y Ki(t,z)ei(t, ).

i#1o
Les fonctions (q)ii)ig; et (Kj)igr, sont scalaires régulieres en (t,x, 2) et

les (®F

i )ier, sont a décroissance rapide en z. On cherche le profil U™ sous

ult
la forme Yt = [JE] ou
u-
Utz 2) = > aff(t,m, 2)e et x)
ISV ES
avec, pour i € I,
_ei)\i(t,a:)zaza?:(t’x,z) = @f(t,m,z) quand (¢,z,z) € QJTr x R},
af = K; quand (¢, z,z) € QF x {0}.

On utilise le lemme suivant :

LEMME 6.14. — Soit ® une fonction scalaire dans S(R;.) et A\ un réel
strictement n’egatif. La fonction ® définie par ®(z) := e** foz B(2 e dz’
est aussi dans S(R4.).

Démonstration. — Définissons, pour tout entier naturel /, I’assertion de
récurrence :
(TI(1)) VkeN, ¢oW(z)e L2(RT).

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, |®(!)(2)[2 < Ce?**. Ainsi II(0) est véri-
fiée. Supposons II() et remarquons que ' = A® + &’. On déduit II(I 4 1)
comme dans le lemme précédent. O

Aussi l'unique solution U € N,(T') de (6.29)-(6.30) telle que
(Id — Pol,) U = 0

=

oun Uy (t,x, z) = Zie& BE(t, @, 2)ei(t,z) ot BF est la primitive (en z) de
aiei)\lz
3

est donnée par

qui s’annule en z = 400 avec

z
af(t,x,2) = / eTMEDTOE (N d 4 Ki(t, x).
0
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Notons que ’on peut préciser la décroissance des profils de couches limites
non caractéristiques mises en jeu dans cet article. Pour une telle étude, dans
un contexte voisin, on renvoie a [26].

6.6. Le tableau de la cascade
On considere alors, pour j > —1, les problemes
(SU(T)) FL7H="(1d-Tho) F ! = I F} = F = 0
quand (t,2,0,2) € QFf x Rf x R

et on illustre notre statégie de résolution en cascade par le tableau suivant :

(571 (89) (s
FL FoLoHId -Tp) F, !
FO I, F) ; Fo Fo i H(1d -T1,) Fy
F! I,F, ; Fh

Chaque terme de la premiere colonne est la somme de la ligne correspon-
dante. Lors de la résolution du probleme (S7), les profils inconnus sont U7,
L{i et Ll{,“. Notons que ce tableau présente une différence essentielle avec
celui de [26] : les profils F. sont ici décalés d’une colonne vers la gauche.

Lorsque les problemes (S7(T))o<j<n sont vérifiés, les premiers termes
non nuls de 'ansatz de résolution sont

VEV(FY 4+ 1(1d~Tp) FY).

On a ainsi un reste de la forme \@NJF%RE, avec R, € H™(T1), pour tout
entier naturel m.

Voyons comment résoudre les problemes (S7 (T))—(Sgl(T)) pour j > —1.
Les cas j = —1 et 5 = 0, particuliers, sont détaillés. Rappelons, pour
le confort du lecteur, que le probleme (S,;'(T)) est constitué de I’équa-
tion (6.1), le probleme (SY(T)) est constitué des equations (6.2), (6.3)
et (6.4). Enfin, pour j > 1, le probleme (Sgl(T)) est constitué des equa-
tions (6.5), (6.6) et (6.7).

6.6.1. (STYT)) et (S;"(T))
Le profil Ug doit satisfaire le probleme
—Band?UC + AL0.UY =0 quand (t,z,2) € Qf x RS
{ N13ZM8|ZZO =0 quand (¢t,z) € QJTr
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dont 1'unique solution est U° = 0.

6.6.2. (S°(T)) et (S9(T))

Définissons les problemes

. HUL = F(t,2,U°) +f(t,z) quand (t,z) € QF
6.3
( ) MUS =0 quand (¢,x) € T'p,
HId -TIp)U) =0
. ( ) o) g pour (t,z,0) dans Q. x R
(6.35) (—En,0; +H)U, =T

u) ul
80;{2] lo=0 = —NII, [ 0 1 quand (¢, z) € QF

ot T := Ty (F(t, z,US +UY) — F(t,z,U%)) et
(6.:36) (~Epnd? + AL 0UL =0 quand (t,z,2) € QF x RY

’ NOUL.—0 =0 quand (t,2) € QF

Résoudre (S°(T)) et (SY(T)) revient & résoudre le probléme limite (6.34)
puis dans l'ordre que 1’on veut les problemes (6.35) et (6.36), ce que l'on

(6.35)
(6.36)

note . En effet, compte-tenu des conditions de polarisation

(Id —TIo)UY = 0 et (Id — Pol )UL =0
(cf. proposition 6.12 2.), la condition aux limites
N1 (0aUY)|o=0 + O.UL|.—0) =0
est équivalente a
N19sUY o—0 = N10.UL|.—o = 0.

On constate que (6.34) n’est autre que le probléeme hyperbolique consti-
tué des équations (3.1) et (3.2). On prend U := u®. L'unique solution du
probleme (6.36) est U = 0.

Aux ordres supérieurs, les différents types de termes composant les profils
sont couplés par les conditions aux limites. La résolution des problemes
(S9(T))-(S7,(T)), pour j > 1, s’en trouve compliquée.
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6.6.3. (S7(T))-(S4(T)); j > 1

Pour chaque j > 1, lors de la résolution (S7(T)), on est confronté au
probléeme suivant :

HU) = I quand

A0y (1d —11,) L{g = @iJ quand
(—Edj + H)IToU] = @], quand
(—Bpn0? + A0 U = BT quand

t,x) € QF
t,z,0) € Qf x Rf
t,1,0) € Qf x RS

t,x,2) € Uk x RY

z

(6.37)

~ o~ o~ o~

ou les membres de gauche valent :
(I)ZL = _qg + F;(ta z, Uo)ui’
B =gl
O | = —(Id—"TIo) (HUJ " + An000Uy " — 05Ut +q) "),
O] , ="My (—H(Id —TIo)U3 + F, (t,x, 0’ + Uy) - (U}, + U)
—F,(t,z,u°) - U, —q]).

La fonction ®J est dans H>°(€7.), les fonctions @i’l et <I>g’2 dans Ny(Tp)
et ®JT1 dans N, (Tp). Les termes ®/ contiennent donc des termes d’ordre
0 en les profils des membres de gauche et des termes sources.

Définissons, pour (t,,2) € Qr x RY,

(6.38) (Id — Pol,)(—E,,,8? + AL0. ) U = (Id — Pol,.) ®7*1.

Les équations (6.37) et (6.38) jouent un role important dans la réso-
lution des problemes (S7(T)) et (Sﬁl(T)) En effet, on a dit que la dif-
ficulté provenait du couplage induit par les conditions aux limites. Or
les équations (6.37) et (6.38) déterminent univoquement (Id —HO)U{; et
(Id — Pol,) ng“. Cela provient d’une part de ce que I'opérateur de dériva-
tion Oy réalise un automorphisme de Ny(T) et d’autre part des propriétés
1 et 3 de la proposition 6.12. Les traces

(Id —TTo) U [9—o et (Id — Pol) U™ |.—

sont donc imposées par I’équation et ne peuvent pas étre prescrites. Ces
traces vont étre compensées (dans la condition (6.5)) par la partie réguliere
du profil. Les relations (6.6) et (6.7) sont, quant & elles, assurées par les
profils de couche limite.
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Pour chaque j > 1, lors de la résolution (Sgl(T)), on est confronté au
probléeme suivant :

MU’ =0 quand (t,x) € T'r
NoTIoU}|g—o = —NoTLy (U + UI|,—)
N ILdpU] = — N T (0,U7 4+ 0,UIT =)
Ny (Id —To) .U ,—o = — N1 (Id —Tp) (9,47~ + Bplh]| .=0)
quand(t, z) € QF

Pour chaque j > 1, définissons les problemes
HU! = &) quand (¢,z) € QF
(6:39)  { MU = —MUjlo—o +Ul|.=0)
quand (t,z) € T'p
et
(—~EdZ + H)IU] = <I>i72 quand (¢, z,0) € O x Ry,

uj N U +Ull.—o
(640) NI [agug] lo=0 = —NIlo [anw’—l Lo,

quand (¢,z) € QF

et
(6.41) ‘
Pol,(—Ed? + A,0.)U™! = Pol, ®I+! quand (t,z,z) € QOf x R},

Ny(1d ) UL . = — N1 (Id —TLo) (9,17~ + Opl|9—0)
quand (¢, 7) € QF.

La condition aux limites précédente peut se réécrire sous la forme (6.30)
avec

B ¥ 77 s T L i1 j
K= Lh O}azu(z o Lh HJ (07 + Bl o).

En effet, commencgons par remarquer que ker(Id —IIp) = ker(II; + II_).
Par application des projections

om0 B P
H, = |: 0 H_:| s H+ = |: 0 H+:| et 1_’[07
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la condition aux limites
Ny (Td =) UL .—p = — N1 (Id —Tp) (9, U~ + Bplh]|9=0)
quand (¢,z) € QF
est équivalente a
I Q.U |omg = T (017" + 39U} |9—0)
_ _ , quand (¢, z) € QF,
20U+ .o = T (9, U7~ + DU |9—0)

ol HE,E := [lI4 II4]. Notons que I'on a (Id — Pol,) K = 0.

Résoudre (S7(T)) et (Sgl (T")) revient & résoudre successivement Egg;;
. (6.40) , .
puis (6.39) et enfin (6.41) ° Remarquons notamment que la résolution de

(6.39) n’exige la connaissance que d’une partie de Lli, a savoir MU{;|9:0
et cette quantité est déterminée par (6.37). Les problemes (6.40) et (6.41)
sont bien découplés puisque le probleme (6.40) ne dépend de Uf;“ que
par l'intermédiaire de HOU({H qui est déterminé par (6.38) et le probleme
(6.41) ne dépend de Z/lg que par lintermédiaire de (Id —Hg)ug qui est
déterminé par (6.37). Dans notre analyse, le couplage entre couche limite
caractéristique et non caractéristique se fait donc par I'intermédiaire de la
partie réguliére du profil.

6.7. Conclusion

Les théoremes 3.2 et 6.4, les propositions 3.4, 6.5 et 6.12 assurent 1’exis-
tence d’'un temps 77 et de solutions aux problemes (Sj(Tl))—(SZl (T1)) pour
j > 0. Le temps Ty ne dépend que de U° car seuls Ug et ng vérifient
des problemes non linéaires. L’erreur commise est contrélée par la propo-
sition 6.2.

7. Preuve du point 3 du théoréme 2.1

Définissons 'assertion de récurrence :

Ut = pour 0 < j < [7],
Z/{g:O pour 0 < j < n,
(T(n)) : ‘
u =0 pour 0 < j<n—+2
U est C""% pour 0 < j < [g]
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Montrons I'assertion II(0) : le fait que U2 = U! = 0 est acquis. Tenant
compte de la continuité de u", le probleme (6.40) se rééerit :

(Id—Po)Up) =0

. quand (t,z,0) € QFf x RS
(—E,, 02 + HUY) =T (1,2,6) € r Ry

Uu°
N [591;2] lo—o =0 quand (¢,z) € QF

Rappelons que Y = ‘TIy(F(t, 2, U° + UY) — F(t,z,U2)). Ainsi, on peut
prendre U = 0. On a alors (I)ég = 0. Ainsi, par (6.37), on obtient
(Id —TTo) U} = 0
et le probleme (6.39) pour j = 1 se réécrit :
HUL = F (t,,u®)U. quand (t,z) € QF
MU =0 quand (t,x) € I'p
On peut ainsi prendre Ll(ll = 0. Comme par la proposition 2.2, la fonction
(Id —ITp)u® est de classe C"*+' et que ®2 = —¢2 = 0 car U2 = 0, le
probleéme (6.41) pour j = 1 se réécrit :
(~Epnd? + And. U =0 quand (t,,2) € QF x R
MU .—o =0 quand (t,z) € QF
L’unique solution de ce probleme est U2 = 0. L’assertion T1(0) est mon-
trée. Si r = 0, c’est fini. Supposons maintenant que r # 0 et procédons par
récurrence finie. Supposons vérifiées les assertions II(k) pour 0 < k < j ou

j <r—1 et montrons II(j + 1). Par la proposition 6.3, on a @I])'ng =0d’ou
par (6.37), que (Id —ITo)U; ™" = 0. Distinguons deux cas :

e Si j est pair, on a, par hypothese, d’une part que Uffl =0 et d’autre
part que U7, est C"~7. Comme r — j > 1, cela implique que

N19,UL =0 quand (t,z) € T'p

avec I'hypothese de récurrence et la proposition 6.3, on a UZH =0et
qi“ = 0. Ainsi le probléme (6.40) avec j + 1 en lieu et place de j se
réécrit :

(—-E02 + 11']1)1_1()1/ngrl =TI, F), (t, z,u®) -U{;H quand (¢,7,0) € Qf x Ry,

utl
NII, 891/blj+1 lo=0 =0 quand (t,x) € Q.
b
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On peut ainsi prendre L{i'|r1 = 0. Par la proposition 6.3, il vient
@iff = 0, et donc, par (6.37), (Id 7H0)ug+2 = 0. Comme par la
proposition 6.3, on a ®I+3 =0, (6.41) avec j + 2 en lieu et place de j
se réécrit :

(~Epnd? + AL0.)0UTP =0 quand (t,,2) € Qf x R
{ NOUIT? g =0 quand (t,z) € QF

d’ott UIT? = 0. Lassertion II(j + 1) est dans ce cas démontrée.

e Si j est impair, on a, par hypothese, L{i =0et blf;l est C"=U-1 11
s'en suit que ¢/t est C"~U~D=2 Le probleme (6.39) avec j + 1 en
lieu et place de j s’écrivant :

- L .
{ HUT =F (t,2,u®) .U + ¢ quand (t,7) € QF

a

MUt =0 quand (¢,z) € I'p

on a, par la proposition 2.2, que UZH est C"~U=D=2 Comme r— (j —
1)-2=r—j—1>0,0ona
NoUltt =0 quand (t,z) € T'p

avec I’hypothese de récurrence et la proposition 6.3, on a ng =0et
U = 0. Ainsi (6.40) avec j + 1 en lieu et place de j prend la méme
forme que dans vle cas ou j est pair. On en déduit, de méme, que 'on
peut prendre I/{{)Jrl = 0, puis que (Id —I'IO)L{{)+2 =0ect U™ =0. Par
la proposition 6.3, on obtient ¢/*2 = 0, et donc (6.39) avec j + 2 en
lieu et place de j s’écrit :

HUIT? = F (t,2,u®) U quand (¢, 2) € QF

MU =0 quand (¢,z) € I'p

On prend U2 = 0 et Phérédité de Dassertion TI(j) est prouvée.

Annexe A. Preuve du théoréme 3.2
et de la proposition 2.2

On introduit des espaces de régularité Sobolev anisotrope pour lesquels
une dérivée normale vaut deux dérivées conormales.

DEFINITION A.1. — Soit HO™(QF) := {u € L*(Q}) : VI < k,Z'u e
L2(Q5)}; E™T = {u e HO™(QF) : 0Fku e HO™2K(QF) V0 < 2k <
m} muni de la famille de normes a poids :

|l \ = Z )\m_k_m||€_MZka£Lu||L2(Q;)
o<k +2l<m
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ou A est un réel plus grand que 1.
On a le résultat suivant qui prouve en particulier le théoreme 3.2

THEOREME A.2. — Si f est dans E™ alors il existe Ty strictement
positif et une et une seule u € E™70 solution de
Hu = F(t,z,u) +f(t,z) quand (t,z) €
M(t,y)u=0 quand (t,z) € T'g,
u=20 quand t =0
Si T est pris maximal et si T est fini, alors lim; .7~ [[ul| e (q,) = +00.

Dans le cas linéaire, on peut prendre T = oco.

La preuve repose de maniere essentielle sur une estimation pour le pro-
bleme linéaire :

(A1) Hu="f quand (¢, z) € Qr,
(A.2) Mu=0 quand (¢,z) € 'y,
(A.3) u=20 quand ¢ = 0.

Compte-tenu de ’hypothese 1.1, on a l'existence de O(t,y) matrices N x
N inversibles C* de leurs arguments telles que t0A,0 = D ol D est
la matrice diagonale par blocs ® := diag(Idg, ,—1Id4_,04,). Définissons
les matrices diagonales par blocs O := diag(O,0) et ® := diag(D,—D).
Introduisons la matrice de permutations par blocs :

[1ds, O 0 0 0
0 Idgo 0 0 0
0 0 0 Idg,
0 Idg, 0 0

0 0 Idg. 0 0
0 0 0 0 Idg,|

o O O O

Remarquons que
‘QoQ=¢
ot € est la matrice diagonale € := diag(Idy, , —Idg_, —Idg4,, —Idg_,024,)-
Effectuant le changement de variables consistant a remplacer u par
(0OQ)~'u et multipliant & gauche par *(OQ), on se rameéne au cas ol

An = Q:, M = [Idedo Idedg OQdO} .

La preuve du théoréeme 3.2 ne nécessite nullement de prendre en consi-
dération la symétrie du probléeme. Aussi, nous ne ferons que la distinction
entre les composantes qui sont caractéristiques et celles qui ne le sont pas.
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On note u := {V} ol v (resp. w) est un vecteur colonne de R*(N—do)
w

(resp. R2d0),

THEOREME A.3. — On a les estimations
A
VmeN d\,>1: VA=A, |u|,‘?l7/\,TO < )\—|f|fw\,TD.
m
Démonstration. — 11 s’agit d’estimer pour 2k + |I| < m le terme

AR ON Zha| -
Estimation L?. — C’est un cas particulier de [22].
p

k=0.— Z'uvérifie (A.1)-(A.2)-(A.3) avec f := Z!'f + [H, Z']u en lieu
et place de f.

Le commutateur [H, Z!]u peut étre estimé facilement, notamment par-
ceque l'on s’est ramené au cas A,, = €. On obtient que f est dans L? d’ott
par Pestimation L? que

m—2k—1| 7l | E Cer
A |Z u|0,)\,T0 < X|f|m,)\,To'
k # 0. — On estime séparément les dérivées de v et celles de w. On
écrit

H=H +A,0, H =) Al(t,x)Z;+B(tx)
j=0
et si D est une matrice 2N x 2N, on écrira

DI D
::[I)B] [)M{

ott DI est de taille 2dy x 2dy. En écrivant les matrices par blocs, (A.1) se
réécrit :
Z Aja[llzjv + Z Ajv[Q]ij + By + Blw + ¢y, v = £lU
Jj=0 j=0
Z AP 7y 4 Z A 7w 4+ BBly + Blw = £l2
§=0 3=0
ce que l'on abrege en
(A.4) A zZv + AP zw + By + BPlw + ¢, v = £l
(A.5) AP Zy 4+ AW Zw + BFly + Bldw = £2

ot €V = diag(Idg, , —1dg , —1dg, ,Idg ).
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v.— Onald,v[E_, <5l0nvIE_ \ 1 Deplus, [0,v[EZ_, |, peut
étre estimé grace a (A.4).

w. — Notons X := AMZ + BU. X est un opérateur symétrique hy-
perbolique linéaire agissant sur des fonctions & valeurs dans R%. Le bord
{z,, = 0} est totalement caractéristique pour 'opérateur X. Alors (A.5) se
réécrit

Xw =f — ABlZy — BBy,
Ainsi,
(A.6) |anXW‘572,A,TO < C(|“‘£,A,To + ‘f|1§1,)\7T0)'

Ensuite, on a que X0FZ'w vérifie X0%Z'w = f ou f = 9 Z'xw +
[X,0kZ!|w. Ecrivant k = k' + 1, on a

f:=(0,)" 2 (0, Xw) + [X,0F 2w
Le premier terme est controlé par (A.6) (2k" +1 < m — 2). Pour le second,
on écrit
(X, 082w = [AW 2, 0% 2w + [BY 9k Z!|w.

Voyons comment controler le premier terme qui est le « pire » (il contient
une dérivée supplémentaire). [Al4Z,0F Z!|w est une somme de terme de

types

(0)" 21 AH) (0,42 2 Z)w
avec k1 +ko =k, Iy +12 =l et 0 < 2k +|I;| < m. L’estimation L? appliquée
a X donne alors 'existence de A, > 1 tel que

C
YAZ A [(00)FZ'wls < X(|“‘£,A,TO + ‘f|7En,)\,To)‘

O

Pour montrer la proposition 2.2, on prend en compte la symétrie. On

renvoie & [25] pour la preuve de la continuité de w. Suivant les effets de

la permutation Q, on remarque que les (A[i])lgi@, les (Bm)lgi@ et elll
sont diagonaux par blocs de la forme

. Al o . Bl 0 ell 0
] — [l — 1 —

Par conséquent, X peut aussi s’écrire

!
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Les équations (A.4) et (A.5) se découplent ainsi en quatre équations :

(A7) AN Zyy + AP zw, + By, + By, +elg,vy = £
(A.8) Xwi = f:[E] — A[3]ZU:|: — B[?’]Ui
ou

=] =l

Dans le cas semilinéaire, il convient de remplacer, pour ¢ = 1 ou 2, fj[i] (t,x)
par fj[i] (t,z) + Fj[ti] (t,z,u). On soustrait alors les deux égalités données
par (A.7), ainsi que celles données par (A.8), ce qui donne respectivement
AN Z[w) + AR Z[w] + BM[v] + B w] 4+ (8,04 + d,v_)
= [£1] 4 [P

et
X[o] = [fP) + [FP) - AP 2] - BF o)

uﬁj,

[u] désigne [u] = uy —u_. La propagation de la régularité de u et la seconde
assertion de la proposition 2.2 se montre alors par récurrence en notant que
¢l est inversible.

oli, pour
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