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REPRESENTATIONS CRISTALLINES DANS LE CAS
D’UN CORPS RESIDUEL IMPARFAIT

par Olivier BRINON

RESUME. — Soit K un corps de valuation discréte complet de caractéristique 0,
dont le corps résiduel kg est de caractéristique p. On suppose que ki admet
une p-base finie. Soient K une cloture algébrique de K et G = Gal(K/K). On
construit et étudie des anneaux de périodes p-adiques Bris C Bgr qui généralisent
ceux définis par J.-M. Fontaine dans le cas ou le corps résiduel ki est parfait.
Ces anneaux sont munis des structures supplémentaires habituelles ainsi que d’une
connexion. Ils permettent d’étendre les notions de représentation p-adique cristal-
line et de représentation p-adique de Rham de G au cas ol ki n’est pas parfait.
Le résultat principal de ce travail est le fait que la catégorie des représentations
p-adiques cristallines de G est équivalente & la catégorie des F-isocristaux fil-
trés sur K faiblement admissibles, ce qui généralise un théoréme de P. Colmez
et J.-M. Fontaine.

ABSTRACT. — Let K be a complete discrete valuation field of characteristic 0,
with residue field kg of characteristic p. We assume that kx admits a finite p-
basis. Let K be an algebraic closure of K and G = Gal(K/K). We construct and
study p-adic periods rings Beris C Bgr generalizing those defined by J.-M. Fontaine
when kg is perfect. Those rings are endowed with the usual extra structures plus
a connection. They allow to extend the notions of crystalline and de Rham p-
adic representations of G to the case of non perfect kg . The main result of this
work, generalizing a theorem of P. Colmez and J.-M. Fontaine, is the fact that the
category of crystalline p-adic representations of G is equivalent to the category
of weakly admissible F-isocrystals filtered over K.

Introduction

Dans tout ce travail, p est un nombre premier et K un corps de valuation
discrete de caractéristique 0 complet, de corps résiduel kx de caractéris-
tique p. On suppose [k : k%] fini. On fixe une cloture algébrique K de K et

Mots-clés : Corps locaux, périodes p-adiques, représentations galoisiennes.
Classification math. : 11F80, 11F85, 11S15, 11520, 11S25.



920 Olivier BRINON

on pose G = Gal(K /K). L’objet de ce travail est I'introduction et 1’étude
des représentations p-adiques de de Rham et des représentations p-adiques
cristallines® du groupe G (par représentation p-adique, on entend Q,-
espace vectoriel de dimension finie muni d’une action linéaire et continue

de GK)

Dans le cas ol le corps résiduel kx est parfait, J.-M. Fontaine a construit
(cf. [15]) des anneaux de périodes Beyis C Bsy C Bar et établi (cf. [16]) une
hiérarchie dans la catégorie des représentations p-adiques de G en défi-
nissant les notions de représentation cristalline, semi-stable et de de Rham.
Rappelons que les applications les plus importantes de ces dernieres sont
les isomorphismes de comparaison entre la cohomologie étale p-adique et
la cohomologie de de Rham des variétés propres et lisses sur K, démon-
trés en toute généralité par G. Faltings [10], [11], [12] et T. Tsuji [25]. Par
ailleurs, un théoréme de P. Colmez et J.-M. Fontaine [7, th. 4.3] implique
une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations semi-
stables (et en particulier cristallines) et la catégorie des « (¢, N)-modules
filtrés admissibles », ramenant 1’étude de ces représentations a de I’algebre
(semi-)linéaire.

Revenons au cas général. On construit une Q,-algebre topologique
Bmax,K = Amax,K[t_l]

(cf. [5, IIL.2]), ol ¢ est I’élément habituel (cf. section 2.3). Cette derniere est
une K-algebre munie d’'une action de G . Les représentations p-adiques
qui sont Byax, k-admissibles (cf. section 3.1) sont dites cristallines. Les re-
présentations cristallines forment une sous-catégorie tannakienne de la ca-
tégorie des représentations p-adiques de G .

Par ailleurs, on dispose de la catégorie des F-isocristaux sur kx. Un
objet D de cette catégorie est dit filtré sur K si I’évaluation de D en un
(Ok, (p),s) (avec s: kx — Ok /pOk), qui est un K-espace vectoriel de
dimension finie, est munie d’une filtration (indexée par Z) séparée décrois-
sante et exhaustive. Comme D est un isocristal, c’est alors le cas pour
toutes les évaluations en Ok et les K-espaces vectoriels filtrés qui s’en dé-
duisent sont deux & deux isomorphes. Un tel objet est appelé F-isocristal
filtré sur K. On définit deux fonctions additives sur la catégorie des F'-
isocristaux filtrés sur K. La premiere, ¢y, associe au F-isocristal D la va-
luation du déterminant du Frobenius sur I’évaluation de D en tout corps de

(D Le cas semi-stable, treés semblable, sera traité dans un article ultérieur, dans un cadre
plus général.
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REPRESENTATIONS CRISTALLINES 921

valuation discrete complet, absolument non ramifié de corps résiduel kg .
La deuxieme, tg, associe au F-isocristal filtré D ’entier

Z rdimg (Gr" Doy, (p).5))
reZ

ot Gr* D (o (p),s) st le gradué de I’évaluation de D en (O, (p), 5). Comme
D est un F-isocristal, les entiers tn(D) et tgx(D) ne dépendent pas du
choix du corps absolument non ramifié et de s respectivement, et sont
donc bien définis. Un F-isocristal filtré D est dit faiblement admissible
si tn(D) =ty (D) et tn(D') > tg(D') pour tout sous-F-isocristal fil-
tré D’ de D. Les F-isocristaux filtrés sur K qui sont faiblement admissibles
forment une sous-catégorie de la catégorie de F-isocristaux sur kg.

Le résultat principal de cet article, généralisant le théoreme de Colmez
et Fontaine (évoqué plus haut) dans le cas cristallin, est que les catégo-
ries des représentations cristallines et celle des F-isocristaux filtrés sur K
faiblement admissibles sont équivalentes (théoréme 4.34).

Le degré [kg : k%] est fini, de la forme p? pour un entier d > 0. Choisis-
sons un sous-corps fermé Ky de K, de méme corps résiduel ki et admet-
tant p pour uniformisante (i.e. absolument non ramifié). Son anneau des

entiers est un anneau de Cohen pour kg. Soit £1,...,t4 une p-base de kx
et t1,...,tq des relevements de tq,...,¢4 dans anneau des entiers Ok,
de Ko.

L’extension K/K, est de degré ex ol ey est I'indice de ramification
absolu de K. Remarquons que, contrairement au cas ou kg est parfait,
si ex # 1, le corps Ky n’est pas unique. L’anneau kx est muni d’un Frobe-
nius. On choisit un Frobenius o sur Ky qui releve ce dernier. Remarquons
aussi que o n’est pas unique.

Le foncteur d’évaluation en (Ok,, (p)) induit une équivalence de catégo-
ries (cf. [3], [22]) entre la catégorie des F-isocristaux filtrés sur K et la caté-
gorie des (¢, V)-modules filtrés sur K relativement & K. Les objets de cette
derniere sont les Ky-espaces vectoriels D de dimension finie munis d’une
connexion quasi-nilpotente V: D — D ®x, Q (on Q ~ Eszl Kodt; est
le module des différentielles continues de Kj), d’un Frobenius (o-linéaire)
@: D — D horizontal, et d’une filtration indexée par Z décroissante, sé-
parée et exhaustive sur K ®g, D qui vérifie la transversalité de Griffith
(cf. section 4.1). Dans ce qui suit, on utilise cette description explicite de
la catégorie des F-isocristaux filtrés sur K.

TOME 56 (2006), FASCICULE 4



922 Olivier BRINON

On construit deux Q,-algebres topologiques Beris C Bgr, munies d'une
action de G . L’anneau Byg est une K-algebre munie d’une filtration dé-
croissante séparée et exhaustive et d’une connexion intégrable V: Bgr —
@5:1 Bar dt;. L’anneau B, est une Kp-algebre munie d’un Frobenius (o-
linéaire) ¢ et la connexion V induit une connexion sur B,s, pour laquelle
le Frobenius est horizontal. Comme dans le cas classique (ki parfait), on
a BSF’{ =K, Bgfg = Ky, et 'homomorphisme naturel K ® g, Beris — Bar

est injectif. Si V' est une représentation p-adique, on pose
Dar (V) = (Bar ®va)GK et Dais(V) = (Beris ®QpV)GK

et on dit que V est de de Rham (resp. cristalline®) si dimg (Dgr(V)) =
dimgq, (V') (resp. dimg, (Deis(V)) = dimg, (V). On obtient ainsi des sous-
catégories (pleines) de la catégorie des représentations p-adiques. Par
ailleurs, le K-espace vectoriel Dggr (V) est naturellement muni d’une fil-
tration décroissante séparée et exhaustive, ainsi que d’une connexion in-
tégrable. De méme, le Ky-espace vectoriel Deyis(V) est muni d’un Frobe-
nius ¢ qui est o-linéaire et d’une connexion intégrable quasi-nilpotente tels
que ¢V = V. On a un homomorphisme injectif K ® g, Deris(V) — Dar(V)
induisant une filtration sur K @, Deris(V') et compatible aux connexions.
Le Kp-espace vectoriel Deis(V) muni de ses structures supplémentaires est
donc un (¢, V)-module filtré sur K relativement a Ky (il définit donc un
F-isocristal filtré sur K).

Comme dans le cas classique, la restriction du foncteur D, a la caté-
gorie des représentations p-adiques cristallines est & valeurs dans la sous-
catégorie de la catégorie des (p,V)-modules filtrés sur K constituée de
ceux qui sont « faiblement admissibles » (maintenant, on dit plutét « ad-
missibles »). L’existence d’une « suite exacte fondamentale » (comme dans
le cas classique) assure que ce foncteur est pleinement fidele. Finalement, on
montre (en utilisant, bien sir, le théoréme de Colmez et Fontaine de fagon
essentielle) que c’est une équivalence de catégories (« faiblement admissible
implique admissible »).

La plupart des démonstrations sont tres paralleles a celles du cas clas-
sique, mais certaines difficultés apparaissent, notamment liées & I’existence
d’une connexion et a la non unicité de Kg. C’est en particulier le cas pour
la proposition 2.9, ol 'on voit que, contrairement au cas d = 0, l'an-
neau Bgr n’est pas un corps si d > 0, la proposition 2.16 ou on calcule

(2) Bien qu’en général il n’y ait pas d’inclusion entre K ® g, Beris €t Bmax,x et que
l’anneau B;is dépende du choix de Kj, cette définition coincide avec celle du début de
cette introduction (c’est I’objet de la section 3.6).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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les invariants de Bgr sous G, la section 2.2 ou on construit la connexion,
la proposition 2.39 ou on explicite les anneaux Ay et Anax en termes
des coordonnées t;, la proposition 3.33 ou on classifie les représentations
cristallines et de de Rham de dimension 1 et bien str la section 3.6.

Ce travail n’est que la premiere étape d’un programme visant a mettre en
place la théorie des représentations semi-stables sur une base qui ne serait
pas nécessairement affine, et a l'introduction de coefficients. Une partie
importante de ce qui suit est contenue implicitement ou explicitement dans
les travaux de J.-P. Wintenberger [26], G. Faltings [10], [11], [12] et dans un
travail en préparation de T. Tsuji.

Une grande partie de cet article est contenue dans ma these. Je remer-
cie J.-M. Fontaine pour ’aide et les conseils qu’il m’a apportés. J’ai aussi
bénéficié de nombreuses discussions avec A. Abbes : je lui en suis tres recon-
naissant. Enfin, j’exprime ma profonde gratitude envers T. Tsuji, pour son
aide et de nombreuses remarques, qui m’ont été tres utiles, ainsi qu’envers
K. Kato pour m’avoir signalé un probleme dans une version antérieure de
ce travail. Enfin, je remercie le rapporteur pour sa lecture minutieuse et ses
nombreuses suggestions.

1. Notations

On note C' le complété de K pour la topologie p-adique. C’est un corps
algébriquement clos et I’action de G i s’étend par continuité a C'. Il est muni
de la valuation p-adique v, normalisée par v(p) = 1. Si F' est un sous-corps
de C, on note Op I'anneau des entiers de F' (i.e. {x € F, v(x) > 0}).

Notons kg le corps résiduel de O ic» c’est une cloture algébrique de k.
On note k la cloture radicielle de kx dans kg . Le choix du relevement o
de Frobenius détermine un plongement i,: Ok, — W(k) compatible aux
Frobenius (que N. Katz appelle le « point o-Teichmuller » universel de Ok,
cf. [22, 2.4]). On peut le voir par approximations successives : pour n entier
non nul, et € Ok,, notons i, ,(x) le vecteur de Witt obtenu & partir
de i,(z) en remplacant par 0 ses composantes d’indice > n. On a bien

SUr i,1(z) = [z] ou T désigne I'image de = dans kx. On a
io(x) =tion(x) +p"%

avec z € W(k). Comme i, est compatible aux Frobenius, on a i,(o(z)) =
J(ia,n(x)) + an(Z), d’ou

io(0(x) — 2P) = 0 (ign(2)) +p"0(2) — (ion(z) +p"2)".

TOME 56 (2006), FASCICULE 4



924 Olivier BRINON

Il existe y € Ok, tel que o(x)—z? = py. On a donc i, (o(z) —2P) = Pie.n(y)
mod p" ! W(k), d’ou

p"o(2) = plon(y) + ion ()’ — O’(Z.gm(l‘)) mod p" ! W(k),
ce qui détermine I'image de z dans k et donc i, ,,+1(z) de fagon unique.

Fixons une cloture algébrique K du corps des fractions Ko de W(k) et C le
complété de K pour la topologie p-adique. L’application i, se prolonge en un
morphisme injectif de K dans K, d’image dense et donc en un isomorphisme
de C' sur C, qu’on note encore i,. On note K ’extension composée de Kq
et i,(K) dans K. son corps résiduel étant parfait (c’est k), on peut lui
associer des anneaux de périodes Bz C Bar, Acris € B, € Beyis (cf. [15,
) et Apax € B, C Buax (cf. [5, IIT]).

— max —

Posons
T—xP
C’est un anneau parfait de caractéristique p (le Frobenius de Oz /pOj; est
N
neN € OC
telles que (x("“))p = 2" pour tout n € N : si £ = (z,,)nen € R, alors

surjectif). Il est en bijection avec I’ensemble des suites (x(”))

(n) _ . ~p
" = lim Z .,
m—00

ol Zptm désigne un relevement quelconque de x,1,, (la limite est indé-
pendante des choix, cf. [15, I 1.2.2]). Le Frobenius de O /pO3 étant sur-
jectif, Papplication R — O¢ ; & — (9 est surjective. Comme O /P05 =
Oc/pO¢c ~ Oc¢/pOc, anneau R est de valuation, de corps des fractions
algébriquement clos. C’est une kg-algebre par ’homomorphisme

ar— (a,07(a),07%(a),...).

On dispose d’un homomorphisme surjectif de W (kx )-algebres (cf. loc. cit.)
0: W(R) — O¢, (xg,21,...)+— Zp"o:ﬁl").
n=0

On choisit des éléments ¢,p € R tels que @ =1, e £ 1 et 5O = p. De
(0)

g

méme, pour i € {1,...,d}, on choisit t; € R tel que

§=I[p]—pe W(R).

=t;. Posons

C’est un générateur de Ker(9).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Posons k=", kf: le plus grand sous-corps parfait de kg, et W =W (k).
L’anneau O, étant une W-algébre de Cohen, c’est une W-algebre formel-
lement lisse (cf. [18, th. 19.8.2]). On note

) : 1 nl
1= (@QOKO/Z/p Q(’)KO/Z) Rok, Ko
neN
le module des différentielles continues de Ky. C’est un Ky-espace vectoriel
de dimension d, dont une base est {dlog(¢;) }1<i<a (cf. [19, prop. 4.2]). 1
est muni de la différentielle canonique d: Ky — €. Si D est un Ky-espace
vectoriel, une connexion sur D designera ici un homomorphisme

V:D— D&k, Q tel que V(Az)=AV(z)+z®dA
pour A € Kget z € D.

2. Anneaux de périodes et leurs propriétés.
2.1. Les anneaux Bggr et BXR

DEFINITION 2.1 (cf. [15, IT, 1.5]). — On note BYg le séparé complété
de W(R)[p~!] pour la topologie Ker()-adique.

C’est une W([p~1]-algebre qui ne dépend que de C. L’isomorphisme
iy : C' = C induit donc un isomorphisme i, : B(Yg' = ]B’:IR. D’apres loc. cit.,
deg est donc un anneau de valuation discrete admettant 1’élément

= tog (1) = Y-y L

comme uniformisante (la série converge dans BYg car [¢] — 1 € Ker(f)).
On note
Bir = Big [t 7]

son corps des fractions. Il est muni (par fonctorialité) d’une action de G, et
d’une filtration fil* décroissante séparée et exhaustive définie par fil” BYy =
t" B(Yg' pour r € Z.

L’homomorphisme d’anneaux §: W(R)— O¢ induit un homomorphisme
de Og-algebres 0k : Ox ®z W(R) — Oc¢. Ce dernier est surjectif.

DEFINITION 2.2. — Notons Aj,;(Oc/Ok) le séparé complété de Ok Ry,
W(R) pour la topologie définie par 'idéal 0 (pO¢) (engendré par p et
Ker(0k)), et

O Aint(Oc/OKk) — Oc
I’homomorphisme induit (cf. [15, 1.2.2]).

TOME 56 (2006), FASCICULE 4



926 Olivier BRINON

L’homomorphisme
Ainf(Oc/OK) — OC (resp. Ainf((’)C/OK)/Ker(GK)m+1 — Oc)

est un O -épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal d’ordre < m)
formel p-adique universel de O¢ (cf. loc. cit.). Cela signifie que

Aint(Oc/Ok) — Oc  (resp. Aint(Oc/Ok)/ Ker(0g)™ ™ — O¢)

est un objet initial de la catégorie dont les objets sont les homomorphismes
de Og-algebres 04: A — O¢ tels que A est séparé et complet pour la
topologie (Ker(64) + pA)-adique (resp. et tels que Ker(84)™! = 0), avec
les morphismes évidents.

Notation 2.3. — Pour i € {1,...,d}, on pose

U =t,1-1® [ti] € Ok ®z W(R).
On note encore u; son image dans Aj,s(Oc/Ok).

On a un homomorphisme naturel W(R) — Aj,s(Oc/Ok,). Comme u; €
Ker(fg,) pour tout ¢ € {1,...,d} et Ains(Oc/Ok,) est complet pour la
topologie Ker(fk,)-adique, il donne lieu & un homomorphisme de W(R)-
algebres

fr W(R)[[ur, ... ual] — Aint(Oc/Ok,).
Par ailleurs, I’homomorphisme de W-algebres 0: W(R) — O¢ s’étend en
un homomorphisme
0% W(R)[[u1,...,uq)]] — Oc,
avec 0% (u;) = 0 pour ¢ € {1,...,d}. Bien stir, ce dernier coincide avec le
composé O, o f.

LEMME 2.4. — Pour tout m € N, ’homomorphisme f induit un isomor-

phisme

fr W(R)ug,. .. ug)/(&ur, ... ug)™ ™ — At (Oc/Ok, )/ Ker(0x, )™ .
Démonstration. — Tout d’abord, ’anneau
W(R)[u, ... ug)/(&ur, ... ug)™
peut étre muni d’une structure de O, -algebre de sorte que
W(R)[u1,...,uql/(&u1,. .. ,uq)" — O¢

est un Ok, -épaississement infinitésimal d’ordre < m formel p-adique de O¢
et f est un morphisme d’épaississements, i.e. est O, -linéaire. En effet,
cela résulte de ce que Ok, est une W-algebre formellement lisse (cf. [18,
th. 19.8.2]) : il existe un unique homomorphisme de W-algeébres Ok, —

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



REPRESENTATIONS CRISTALLINES 927

W(R)[u1,- . ual/(&ury ... ug)™ T relevant O, — O¢ et qui envoie t;

sur [t;] + w; pour tout 7 € {1,...,d}.

W ——= W(R)[u1, ..., ual/(&u1, .., ua)™ "

Ok, - Oc.

L’homomorphisme 6% est Ok, -linéaire par construction et f l’est par uni-
cité.
Par universalité de Ains(Oc/Of,)/ Ker(0k, )™, il existe un unique ho-
momorphisme de O, -épaississements infinitésimaux
g: Aint(Oc/0k,)/ Ker(0x, )" — W(R)[uy,...,uq]/(E ur, ... ug)™
Par unicité, le composé f o g est l'identité. Mais g est surjectif vu qu’il
est W(R)-linéaire et qu'on a u; € Ajs(Oc/Ok,) pour tout i € {1,...,d}.
C’est donc un isomorphisme, et il en est de méme de f. O
L’homomorphisme 0k : Ainf(Oc/Ok) — O¢ induit un homomorphisme
surjectif

Ok : Aine(Oc/Ok)p™1] — C.

DEFINITION 2.5. — On note B le séparé complété de Aing(Oc/Ok ) [p~]
pour la topologie Ker (0 )-adique.

On obtient ainsi une K-algebre munie (par fonctorialité) d’une action
de Gg. L’homomorphisme 6 s’étend en un homomorphisme K-linéaire
surjectif

Ok : B:R — C.
L’anneau B(Ji“R est aussi muni d’une filtration fil* décroissante séparée et ex-
haustive définie par fil” BXR = Ker(0k)". Notons provisoirement par BZ{R7 K
la dépendance en K de B(J{R.

PROPOSITION 2.6. — Pour tout m € N, ’'homomorphisme naturel
Aint(0c /O, )P~ 1/ Ker(0x, )" — Aint(Oc/ Ok )[p™"]/ Ker (0 )"+

est un isomorphisme. En particulier, ’homomorphisme naturel Bji'R Ko
+ ! o i
Big i est un isomorphisme.

Démonstration. — Construisons l'inverse. On dispose de I’homomorph-
isme naturel

Ok ®0y, Aint(Oc/OK,) — Aint(Oc/Ok).

TOME 56 (2006), FASCICULE 4



928 Olivier BRINON

Montrons que c¢’est un isomorphisme. Par universalité de A (Oc/Ok) —
O¢, il suffit de vérifier que ’homomorphisme composé

Ok ®0y, Aint(Oc/Ok,) — Oc

(qui n’est autre que 1 ® Ok,, déduit de Ain(Oc/Ok,) — Oc¢ par Ok-
linéarité) est un O k-épaississement pro-infinitésimal formel p-adique de O¢.

Pour le voir, il suffit de vérifier que Ox®o,, A (Oc/Ok,) est sé-
paré et complet pour la topologie définie par 1'idéal I engendré par p et
Ker(1 ® 0k,). Soit w € Ok une uniformisante de K et w € R tel que
@® = w. Posons &, = w — [@]. Le Aipnt(Oc/Ok,)-module Ok R0,
Aint(Oc/Ok,) est libre de base {{L}ocj<e et I est engendré par p,
{w =w — [@] et Ok ®o,, Ker(fk,). L'assertion résulte alors de ce que
£ € p(Ok @0y, Aint(Oc/Ok,)), car w® € pOk.

Comme Ker(ff,) est nilpotent dans A, (Oc/Ok,)[p~t]/ Ker(fx, )™
et K est étale sur Ky, la structure de K-algebre de

C = At (Oc/Ok,)[p~ "]/ Ker(0k,)

se releve en une structure sur A (Oc /O, )[p~ 1]/ Ker(0k, )™ de fagon
unique :

K— C
KO —— Aini(Oc /O, ) [p~ "]/ Ker (0, )™
On en déduit un homomorphisme
K @k, Aint(Oc /O, ) [p ']/ Ker(0x, )™
— Aini(Oc/Ok,)[p~ "]/ Ker(0x,)"™ !
ie. Anr(Oc/Ok)[p~1]) Ker(0x )™ — Ani(Oc/Ok, ) [p~ 1]/ Ker(0, )"+t

d’apres ce qui précede, qui par unicité est l'inverse recherché.
b)

L’assertion concernant B:R x Tésulte alors de ce que

Bir,x = im Aint(Oc /O ) [p~"]/ Ker(05)™ .

m
O
PROPOSITION 2.7. — L’anneau By est une K -algebre.
Démonstration. — L’anneau B[ /fil' Bl ~C est une K-algébre, comme

By est une K-algebre et K est ind-étale sur K, la structure de K -algébre se
releve de fagon unique a B:;R /fil" BIR pour tout r € N5 et donc a Bj{R. |
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Notation 2.8. — Pour ¢ € {1,...,d}, on note encore u; 'image dans
BT, de
dR

t;®1-1® [t;] € Ox @z W(R).

On a un homomorphisme naturel By — Bl;. Comme u; € Ker(fx)
pour tout ¢ € {1,...,d} et BCTR est complet pour la topologie Ker(x )-

adique, il donne lieu & un homomorphisme de B(YI;r -algebres
f: ng[[ul, N ,ud]] — B(TR

Par ailleurs, 'homomorphisme de W-algebres 6: ng — (' g’étend en un
homomorphisme

T ng[[ul, cougl] — G,
avec 07 (u;) = 0 pour i € {1,...,d}, qui coincide avec le composé O o f.
On filtre BYF [[u1, . . ., uq]] par les puissances de 1'idéal Ker(6%).
PROPOSITION 2.9. — L’homomorphisme f: BYg [[u1,...,ud]] — Blg

est un isomorphisme de W [p~1]-algébres filtrées.

Démonstration. — La compatibilité aux filtrations résulte de I'égalité
0y = O o f. Comme les anneaux BYq [[u1,...,uq]] et Bl; sont séparés
et complets pour la topologie définie par leurs filtrations, il suffit de voir
(cf. proposition 2.6) que l'application

B(Yg[[ula e audH/Ker(G%)mH - BXR,KO /Ker(eK)m“

induite par f est un isomorphisme pour tout m € N. Il suffit donc de voir
que '’homomorphisme naturel

fr W(R)ug, ... ugl/(&ur, . uq)™ T — A (Oc/Ok,)/ Ker(0x, )™
est un isomorphisme, ce qui n’est autre que le lemme 2.4. O

Remarque 2.10. — 1) Il résulte de la proposition précédente que I’an-
neau B(‘fR est integre. Par ailleurs, ’lhomomomorphisme naturel B(Yg —
BjR est injectif. Dans ce qui suit, on identifie B(ij a un sous-anneau de
BjR et I’ isomorphisme qui précede sera vu comme une égalité.

2) La proposition précédente montre que 'anneau BIR et inchangé quand
on remplace K par une extension finie (ce qui a été démontré dans un
cas particulier dans la proposition 2.6), et donc de fagon explicite le fait,

démontré dans la proposition 2.7, que BCTR est une K -algebre.

PROPOSITION 2.11. — (i) On a gr(BYy) =~ C[t], la graduation étant
donnée par le degré (on note encore t son image dans grl(deliIr ).
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(ii) Pouri € {1,...,d}, notons u; I'image de u; dans gr'(B1g). On a
gr(BjR) ~ C[t,uy,...,uq,

la graduation étant donnée par le degré total.

Démonstration. — (i) Comme on a un isomorphisme B(Yg = IB%(J{R, cela
résulte de [15, IT, 1.5].
(ii) On a Bl; = BY [[u1, - - -, ua]] (proposition 2.9), donc

ng(BIR) ~ @ gr’ (deg) Qw gr’ (W[ul, .. ,ud]).
§=0

Comme gt~ (Wuy, . .., uq]) = Sym” 7 (Wit @ --- & Wiig) (ot @; désigne
limage de u; dans gr'(Wlui,...,u4])) et g/ (BYg) =~ Ct/ = Sym? (Ct)
d’apres le 1), on a gr"(Bjg) ~ Sym"(Ct @ Ciuy @ - @ Cig) et donc
gr(Big) ~ Clt, U1, .., U4). O

Remarque 2.12. — Comme ’a observé K. Kato, on ne peut pas, dans
la construction de B(‘fR, remplacer Ai,¢(Oc/Ok) par A = O @w W(R).
Si J désigne le noyau de la surjection canonique 0k : O @w W(R) — Og¢,
on a en effet la suite exacte

I/ — Qwir) /T wiry — Qoo wir — 0-
Comme Q}QC/W(R) =0et Q}4/W(R) ~ W(R)®@w Q%?;(/W ~ A®o, Q%QK/W
soit

Qs wiry/ T wir) = Oc ®ox o, yw

on a donc une surjection
Mais le module O¢ ®o, Q}QK/W est « trop gros », de sorte que J/.J? I'est
aussi et (J/J?)[p~!] n’est pas le C-espace vectoriel de base {u1,...,uq}
(cf. proposition 2.11).

DEFINITION 2.13. — On pose Bqr = BIz[t71].
L’anneau Bgr est une K -algebre. Comme BIR est integre (cf. remar-

que 2.10), c’est une sous-K-algebre de Bgr. Par ailleurs, B(‘fR étant une
depf -algebre, Byr est une BZR—algébre. Notons

x: Gx — 2,

le caracteére cyclotomique. Rappelons (cf. [15, II 1.5.5]) que g(t) = x(g9)t
pour tout g € Gg. L’action de Gk sur BQ'R s’étend donc naturellement
a Bgr. Nous allons calculer les invariants de Byqr pour cette action.
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Notation 2.14. — On pose :
o« K = (J K[e™] et I" = Gal (K*/K) : le groupe I s’identifie, via
neN
le carathre cyclotomique x, a un sous-groupe ouvert de Z; ;
e Kow = U K™ [tgm),...,tfim)] : c’est une extension galoisienne de
oo ; meN
o Hg =Gal (K /K) et T'x = Gal (Koo /K) ~ G /Hk.
Pour i € {1,...,d}, on note v; 1'élément de Gal(Ko,/K>) C I' défini
par par
pour j € {1,...,d} et m € N (§; ; désignant le symbole de Kronecker de ¢
et de 7). Le choix des ~; détermine un isomorphisme Zg ~ Gal (K /K Oo).

o Kooy = U K[, 1],
meN

Le groupe Gal (KOO/K(OO)) s’identifie au groupe I"”. On choisit un géné-
rateur topologique 7o de la partie libre de Gal (Koo /K (o). Le groupe '
est topologiquement engendré par les v; pour ¢ € {0,...,d} et le sous-
groupe de torsion de Gal (KOO/K(OO)). Il s’insere dans la suite exacte de
groupes

IHZZHFKHF/HI.
Remarquons que le complété du corps K., pour la valuation v s’identifie,
via i,, au complété de I'extension cyclotomique du corps K.

Comme Ker(f) est stable sous l'action de Gk, il en est de méme de
fil"” B(J{R pour tout r € N. L’action de G sur BXR induit donc une action
de Gg sur gr(BIR). Nous allons d’abord calculer les invariants sous G g
de B;fR et de ses tordus a la Tate.

Pouri e {1,...,d},onau; =t,®1-11®[t;] € Ok, ®zW(R). Si g € Gk,
on a
g(w) =t;21-10[g(;)] = t:@1-10[]*D[t] = u;+10 (1— [ D) [£],

ou z;(g) € Z,. L’application g + [¢]*(9) est un 1-cocycle de Gk & valeurs
dans Z, (1) noté multiplicativement. Comme [¢] = exp(t), on a 1 —[¢]*(9) =
—2(g)t mod ?BJg . Dans gr'(Bjy), on a donc g(ii;) = u; — t;zi(g)t.
Le Gg-module gr'(B};) est donc extension d'un G-module trivial iso-

morphe & C? par le G-module C(1).
LEMME 2.15. — Sii,j € Z aveci >0, on a
, 0 sir+j#0
H (G, t/ gr" (BIL)) = ’
(G 8" (Ban) {K sir+j=0.
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Démonstration. — Rappelons que (Ct”)GK =0sin#0et CCx = K
(cf. [19, th. 1]). D’apres la proposition 2.11, si r > 0, on a

g’ (BiR) ~€B GB Ct"~ "Hu”
n=0

In|=

Soit
I d
T = Z Z Tt I Hﬂ?’ € H(Gk,t gr"(BiR)).
n=0|n|=n i=1
avec z, € C pour tout n = (n1,...,nq) € N tel que |n| = ny+---+ng <7
L’action de Hg étant triviale sur ¢ et w; pour ¢ € {1,...,d}, on a

z, € CH% pour tout n. Pouri € {1,...,d} et m € N, on a o (tl(,m)) = tgm).
Si A € Z, on a donc

d
)z = Z > (0x() TN = 1) (@)t [
=1

n=0|n|=n

et donc (’y@x(%)(’”*‘j—")/\ —1)(z,) = 0 pour tout n. Si r+ j # n, pour A
convenable, 3 — x(70) ="~ est injectif sur CHx (cela résulte de [24,
prop. 2 (d)] appliquée au corps K). On a donc z,, = 0 des que r + j # n.

Rappelons que si g € Gg et i € {1,...,d}, on a g(u;) = u; — t;z(g)t.
Pour tout ¢ € {1,...,d}, on a

yilw) = D vlwa)apt e (@ = tt)" g,

[n|=r+j

Si |n| = r + j, le coefficient de t™u]* 5? ~uy® dans y;(z) (qui est

nul si n; # 0 d’apres ce qui précede) est v;(zy,)(—t;)™. Comme ¢; # 0,

n; # 0 implique z,, = 0. C’est vrai pour tout ¢ € {1,...,d}, donc |n| # 0

implique 2, = 0. Ainsi,x =0sir+j #Oet x € COx =Ksir+j=0. O
PROPOSITION 2.16. — On a HY(Gx,Bgr) = K.

Démonstration. — Comme Bgr = | ti le'R, il suffit de montrer

JEZ<o
que l'on a HO(GK,tj Bj‘R) = K pour tout j € Zgo. Pour r € N, on a la
suite exacte

0— t/ il Bl — ¢/ il" By — ¢/ gr"(BJR) — 0
d’ou la suite exacte

0 — H (G, i Blz ) — H°(Gk,#/ fiI" Blz ) — H(Gk,t/ gt"(BiR)).
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D’apres le lemme 2.15, on a H* (G, t/ gr" (BJz)) = 0 dés que r +j # 0 :
on a H(Gg,t/ il""' B}, ) ~ H° (G, ¥/ fil" BY; ) pour r # —j. On a donc
H(Gk ¥ fil" VBl ) =0 et H(Gg,t'Bly) =H(Gk,t il 7 BJR).
Comme H(Gg,t/ gr7(Bjy)) = K (lemme 2.15), on a
HO(Gk,t' Blz ) = H*(Gk,t/ i1/ Bl ) C K.

L’inclusion réciproque est triviale. 0
Rappelons que anneau Bqr = BYg [[u1, - . ., ug]][t™!] est integre.
Notation 2.17. — On note Cqgg le corps des fractions de Bgg.

PROPOSITION 2.18. — On a H*(Gg,Cyr) = K.

Démonstration. — D’apres la prop. 2.9, on a Bly = BYg [[u1, - . ., ud]].
Comme ng est un anneau de valuation discrete, admettant ¢ pour uni-
formisante, B(‘IR est un anneau local régulier, donc un anneau factoriel
(théoreme d’Auslander et Buchsbaum, [23, th. 20.3]). Soit € C§& —{0}.
On peut écrire z = a/b avec a,b € Bji'R premiers entre eux, a,b # O.
Comme B;’R est factoriel et a, b sont premiers entre eux, si g € Gk, ’éga-
lité g(a)b = ag(b) implique g(a) = v4a avec v, € (BIR)X. On a alors

b= Y byu®

neNd

g(b) = vyb. Ecrivons

avec b, € BYF et olt u® désigne u}* - - u}* pour n = (ny,...,n4) € N%
Montrons que b = ¢ avec b’ € (Bj)* et i € N. Clest vrai si by ¢
filt B(Yg, car alors by est inversible dans B(Yl;j'7 et donc b € (BIR ) X
Supposons que by € filt (B(YF'{"). 1l existe ¢ > 0 tel que b € fil’ BIR et
b ¢ fil""! BI;. Notons b* (resp. v}) Vimage de b (resp. de v,) dans gr'(Bgg)
(resp. dans gr’(Blz) = C). Par construction b*, vy # 0 (vg est inversible).

On a gr'(Big) =~ @;_(B), =, Ct'/u?) donc une écriture unique
b* = § Cﬂyﬂtl_m‘
0<|n|<io

avec ¢, € C ol 49 = max{|n|, ¢, #0}. Si g € Gk, on a

vpb* = g(b*) = x(g)" "t > gleg)u®

[n|=io io—1
+ termes dans @ ( @ Ct’_]gﬁ).
=0 |n|=j
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On a donc g(cpt'™") = vicat'™" des que |n| = ig. Or parmi les ¢, tels
que |n| =g, il y en a au moins un, ¢, , qui est non nul donc inversible

dans C. On a alors
b* b*
g(cﬂoti—io) - cﬂoti—io

pour tout g € G, i.e. b*/(cy, t*7%°) € HO(Gg, gr' (BR))- Sidp >0, on a
HY(Gk, g (BlR)) =0
(lemme 2.15) soit b* = 0 ce qui n’est pas. On a donc ig = 0.

Ainsi, b = by + [ avec by € ti(deg)X et § e fil't! BS{R. Montrons que b
est divisible par t' dans BjR. Quitte & remplacer b par bt’ /bo (c’est un

élément de BIR car bg/ti € (BXQ)X), on peut supposer by = t' et donc
vy = x(g9)" mod fil' B:IR-

Montrons par récurrence sur N > i que b € t* BjR+ﬁlN B(J{R, le cas
N = i+ 1 étant trivial. Supposons donc que b € t° B§R+ﬁ1N BXR, et
posons

My = (B + 1V (Bl)) /(¢ Big + i1V (BlR)) ~ @ ctVnlun

N i<|n|<N
Soit by = >\ _ i<|n|<N Cnl tNV=lzlyn Pimage de b dans My. L’action de B(J{R
sur My se fait & travers gr’(Bly) ~ C. Pour g € G, I'image de v,b dans
My est donc x(g)'by.

Supposons by # 0. Soit alors iy = max{|n|, ¢, #0}. On a iy > N —i.
Pour g € Gk, on a

gbn) = D glea)x(g)VTIHEN T mlg(um).

N—i<|n|<in

Mais
> glewx(@ Vg wt) = (DD gleax(g)V Y )
In|=in In|=in

appartient a @N—i<|n|<m CN=Inly2 Comme g(b) = vgb pour g € Gk,
on a
9(en)x(9)V ™ = x(9)'cn

soit g(cy) = x(9)" N "N ¢, des que |n| = iy. Comme (CtV=in— z) =0
(car N —iy —i # 0), on a ¢, = 0 dés que |n| = iy, ce qui contredit
la définition de in. L’hypothese by # 0 est donc absurde : on a by = 0,
et b € ' Blg + AV TH(BlR).

On a bien b = t' avec i/ = ZQ b’ﬂgﬂ et b'g #01ie b € (Bg‘R)X7 ce
qu’on voulait.
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Dans tous les cas, on a = a/b = t~'ab/~! € Bji[t7!], i.e. € Byr.
Comme Bdglf = K (proposition 2.16), on a C(Cfl{ =K. O

2.2. Filtration et connexion sur Bggr

Rappelons que Bl = ng[[ul,...,ud}] est muni de la filtration fil®
définie par fil" B = Ker(fx)" pour » € N. L'idéal Ker(fx) est engendré
par t,uq,...,uq. On définit une filtration sur Byg, en posant

Fil’ Byg = Zt‘"ﬁl"Bj{R_BdR[ Y, ot g,
n=0

Fil" Byg = t" FilBgg  pour r € Z.
On note Bt = Gr(Bgr) le gradué de Bgr pour cette filtration.

PROPOSITION 2.19. — La filtration (Fil" Bgr)rcz est décroissante, sé-
parée et exhaustive, stable par Gg. De plus, on a

GrO(BdR)zC[vl,...,vd] et BHTEC[vl,...,vd,t,fl],

ol1 v; désigne I'image de t~'u; dans GrO(BdR).

Démonstration. — On a
Gr’(Bar) = BIg[t  ur, .o oot ug] [t BIR [t un, - t )
(car FilBgr = Blg[t 'ur,...,t7'ug)). On a u; = t -t~ 'u; = 0 dans

GrY(Bqr) pour i € {1,...,d}, d’ott
Gr(Bar) ~ (BYy /tBYR)[v1,.- .., vd]

et donc GrO(BdR) ~ Clv1,...,vq] ol v; désigne I'image de t~'u;. Pour
r € Z,on a Gr" (Bgr) ~ t"Cluv1, . ..,v4]. On a donc
BHT ~ C[’Ul, N ,’Ud,ttil].

O

Soit r € N. On a

Fil' Bqr = t" Fil’Bag = " Y _ ¢ " fil" Bj, D fil" B, .
n=0

PROPOSITION 2.20. — L’inclusion fil" Bj‘R C B;fRﬁFilr Bgr est une
égalité pour r € N.
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Démonstration. — Procédons par récurrence sur r, le cas r = 0 étant tri-
vial vu que Bj C Fil° B4g. Supposons qu'on a fil” BJr = B+ NFil" Byr.
L’inclusion fil" ™! B(J{R C B, ar N Fil"*! Byr donne alors heu & un homomor-
phisme surjectif

At gr"(BiR) — (Biz NFil"Byr ) /( Bz NFil"*' Bar ).

Par ailleurs, le composé B rNFil"Bqr — Fil" Bgr — Gr"(Bar) se facto-
rise par Bl NFil" Bqr — (B+R NFil" Bgr )/( Biz N Fil" "' Bar ) en

pr: (B NFil"Bagr ) /(Big NFil"™ Bar ) = G1"(Bar).

Rappelons (propositions 2.11 et 2.19) que

gr’ (Bqr) ~ Sym/, (Ct @ (é Cm))
i=1

ol u; désigne I'image de u; dans gr'(BR), et Gr"(Bqr) ~ t"Clv1,. . ., val,
ot v; désigne 'image de t~'u; dans Gr’(Bgr). Le composé

r Ar
gr (B:{R) -

s’identifie & ’homomorphisme C-linéaire

(Big NFil"Bar ) /(Big NFil""! Byr ) - G1" (Bar)

d
Sym¢ (Ct ® (@C’ﬁ») —1"Clug, ... v4), U a0l
i=1

pour (ro,...,ra) € N avec 7o+ 71 4 ---+74 = 7. Ce dernier est injectif :
A est donc un isomorphisme d’ou f1m 1 BgR = ]_D,Jr NFil"" ! Byg. 0

Remarque 2.21. — (a) D’apres la proposition 2.20, la filtration induite
par Fil® sur By est la filtration fil®.

(b) L’action de Gk sur les v;. Rappelons que pour g € Gk on a g(u;) =
u; — t;z;(g)t mod Fil? Bagr, ol z; est un l-cocycle de Gk & valeurs dans
Zp(1). L’action de g € Gk sur v; est donc donnée par g(v;) = v; — t;2:(g)-

Posons
M = (hm(QO /OK ) i torsion) ®Zp Q;D(f]')

n

Dans [10, IIT, Thms. 1.3, 3.3], Faltings a construit une extension canonique
0—-C— M — Oc¢ ®po, Q})K/W(—l) — 0.
Dans [19], Hyodo pose

n
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les morphismes de transition étant ;1 ® -+ Rz, — 1 R 1 ® - - - ® x,. Cet
anneau lui sert a définir la notion de représentation de Hodge-Tate dans le
cas relatif (cf. loc. cit. 2.1).

Notons F la cloture algébrique de W[p~!] dans K. Le module M et la
suite exacte ci-dessus peuvent se construire a partir de la suite exacte

Q%op/w ®opr O — Qé);/OK — Q}og/oKoF — 0.
En effet, on a un homomorphisme surjectif (cf. [13])
Or ®z, (Qp/Zy)(1) — QOF/W, a®e™ — adlog(e™)
dont le noyau est tué par une puissance de p. Il induit un homomorphisme

OC’ e hm(QO /W ®OF O )p" torsion

n

dont le noyau et le conoyau sont tués par une puissance de p.
Par ailleurs, le K-espace vectoriel K ®o Q}OK/W a {dlog(t;) }1<ica pour
base. L’application naturelle Q%QK W Q%OE W induit un homomorphisme

Qe pw o K — Q. dlog(ts) @ p" — dlog(t}")

donné par le choix des tgn), d’ot1 un homomorphisme
Qo w Qox (K/Of) — Q}QE/OK.
On en déduit un homomorphisme
Qo yw Qox (K/Of) — Q%QE/OKOF

(indépendant des choix) dont Faltings a démontré que le noyau et le co-
noyau sont tués par une puissance de p (cf.[10, III, Thms. 1.3, 3.3]). 1l
induit un homomorphisme Q}DK/OF Rox Oc — @n(gé;/ox(% )p-torsion

dont le noyau et le conoyau sont tués par une puissance de p.

Explicitement, on a

M:Cdlog @

ot dlog(e) = (dlog(e™))pen et dlog(fi) = <dlog<t§”>>>neN pour i €
{1,...,d}. L’action de Gk est est semi-linéaire et vérifie

g(t ' dlog(e)) =t~ dlog(e),

g(t~ " dlog(t;)) = x(9)~"t " dlog(t;) + x(g) ' zi(g)t™ " d log(e)
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ol z: Gg — Z, est défini par g(t™) = (€M)=@™ pouwr g € Gk
et n € N.

PROPOSITION 2.22. — On a des isomorphismes G i -équivariants
Soo ~ GI‘O(BdR) et BHT ~ Soo[t,t_l].

Démonstration. — Munissons I'anneau de polynémes C[Vi,...,Vy] de
Paction (semi-linéaire) de Gk donnée par

9(Vi) = x(9) (Vi + z:(9))
pour i € {1,...,d}. On définit une application C-linéaire suivante
Fu: CIVi,y .o Vil — Suc
ni ng -1 ®("“ﬁ|) -1 ®mn1
Vit Vi e— [(t dlog(a)) (t dlog( ))
- (t 1d10g( ))®nd]

pour n = (ni,...,nq) € N tel que |n| =ny +--- +ng < n. La description
explicite de M montre que c’est un isomorphisme G k-équivariant (remar-
quons qu’ici t~!d log(g) « joue le role » du 1 dans la formule [1®z1®- - -®@2,]
donnant les morphismes de transition).

Un isomorphisme Gg-équivariant f: S, — Gro(BdR) est donc donné
par 'homomorphisme de C-algebres défini par (cf. remarque 2.21)

f(V;) = —t;lvi S C[Ul, e ,’Ud] ~ GI‘O(BdR),
O

Construisons une connexion sur Bgr. Rappelons que le module des dif-
férentielles continues Q de K, o est un Ky-espace vectoriel dont une base est
{dlog(t:)}1<iga (cf. [19, Prop. 4.2]). 1l s’agit donc de se donner d dériva-
tions de Byggr.

On a BY; = BY{ [[u1, ..., ud]]. Pour i € {1,...,d}, on note N; I'unique
depf—dérivation continue de B:er telle que N;(u;) = 6; ;t; (o 0;; désigne
le symbole de Kronecker de ¢ et j). On a N;(t) = 0 : elle s’étend en une
Bgﬁ—dérivation continue de Bgr. On définit la connexion V sur Bgr en
posant

V: Bar — Bar ©x,Q, 2+ ZN ® dlog(t;).

On obtient ainsi une connexion intégrable (les Ni commutent deux a deux).

PROPOSITION 2.23. — Soit 7 € Z. On a N;(Fil"Bar) C Fil" ! Byr
pour i € {1,...,d}. On a V(Fil' Bar) C Fil' ! Byg @, ) (transversalité
de Griﬁth).
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Démonstration. — Pouri € {1,...,d}, on a Nj(u;) = u;+1®[t;] et donc
N;(t uy) =t~ u;+10t71[t;] € Fil~! Bgg. Donc N;(Fil° B4r) C Fil ™! Byg.
La premitre partie de la proposition résulte de Fil"Bqgr = t" Fil° Byg.
La deuxieme partie en résulte. O

PROPOSITION 2.24. — La connexion V commute & 'action de G .

Démonstration. — Soit g € Gi et x € Bgqr. On a

d
g(V(gc)) = Zg(NZ(m)) ® dlog(t;).
i=1

Il suffit donc de vérifier que g(N;(z)) = N;(g(z)) pour i € {1,...,d}.
Par ng—linéarité, il suffit de le vérifier pour z = u2, o u? = ngl (e
pour n = (ny,...,nq) € N% Posons e¢; = (0,...,0,1,0,...,0) (le 1 en i-
itme position). On a N;(z) = n;u2~ %t; d’ou g(N;(z)) = n;g(u2~%)t;. Par
ailleurs, on a

d
Ni(g(z)) = ang(u@_gﬂ')Ni(g(uj))-

On a u; —t; € By, donc g(u;) —uj € BYy d’ott Ny(g(uj)) = Ny(u;) =
d;jti. On a bien g(N;(x)) = N;(g(x)). O

PRrROPOSITION 2.25. — L’application induite par V sur K est la diffé-
rentielle canonique d: K — K ®g, (2.

Démonstration. — Soit z € K. On a g(V(z)) = V(g(z)) = V(z) d’apres
la proposition 2.24 pour tout g € Gg. On a donc V(z) € K ®k, ) =
(BdR ®K, ﬁ) Gx (proposition 2.16, 'action de Gk sur Q étant triviale). La

proposition résulte alors du fait que V(t;) = V(u; + [t;]) = dt; pour tout
ie{l,...,d}. O

PROPOSITION 2.26. — On a (Bl )" =B et BY:’ = BYg.

5 ot Yoat bt et + _nV+
Démonstration. — C’est évident pour I'assertion Bjg ~B g [u1, - - ., ud)].
La deuxieme assertion résulte de la premiere en inversant ¢, sachant que ce
dernier est horizontal. a

LEMME 2.27. — Le noyau de la différentielle d: Ok, — (AZOKO est W.

Démonstration. — Notons o 'unique relevement a Ok, du Frobenius
de kg tel que o¢(t;) = t¥ pour tout i € {1,...,d}. 4

L’anneau Ok, est libre sur 09(Ok,), et une base est donnée par t¢ =
1" tht pour j = (ji,...,Ja) avec 0 < j; < p. En effet, Papplication
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naturelle
P ok, — Ok, () — > oolay)t?
J J
est un isomorphisme car ¢’en est un modulo p (car ¢4, ..., ¢4 est une p-base

de kx) et parce que Ok, est séparé et complet pour la topologie p-adique,
sans p-torsion.
Soit 2 € O, tel que dz = 0. Ecrivons = = >, 00(z;)t?. On a

da = Z dao(xz)ﬁ + Uo(zj)dﬁ.
J

Mais on peut écrire
doo(z;) = > Ni(oo(z))tddlog(t;) et dtf = jitd dlog(ts).
i=1 =1

Comme o¢(t;) = t¥, on a N;o9 = pooN;, et donc

d
dz =YY oo (pNi(;) + jix;)tL dlog(t;) = 0.
j oi=1
D’apres ce qui précede, on a donc pN;(x;)+j;2; = 0 pour tout i € {1,...,d}
et tout j. Si j # 0, il existe 4 € {1,...,d} tel que 0 < j; < p:ona
vp(25) = vp(pNi())) = 14 vp(zs), d’olt z; = 0. Ainsi z = oo(20).
On en déduit que z € of(Ok,) pour tout n. On conclut en observant
que

Mo (©x,) = W,

ce qui résulte du fait que ), kf, = k. O
Comme K est ind-étale sur Ky, la différentielle canonique d: Ky — Q
induit une différentielle d: K — K ®p, Q.

PROPOSITION 2.28. — On a Ker(d: K — K g, Q) = F (on F désigne
la fermeture algébrique de W[p~!] dans K) et donc

KV=0 = Ker(d: K —» K ®, Q) = KNF.

Démonstration. — Soit o € K tel que daw = 0 i.e. N;a = 0 pour

i € {1,...,d}. Quitte & multiplier o par une puissance de p, on peut
supposer a € Op. Soit " + Z?:l /\ja”’j = 0 (avec A\; € Oko pour
j € {1,...,n}) une relation de dépendance intégrale de degré minimal.

On a alors >0, N;(A\j)a™™ 7 = 0 et donc N;(Aj) = 0 dou \; € W
pour j € {1,...,n} (lemme 2.27), et donc o € Op. La réciproque est
évidente. O
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Notation 2.29. — On note :

o KV = KV=Y; c’est une extension finie de W[p~1].

e Ky = Ky~ 0, c’est le corps des fractions de 'anneau des vecteurs de
Witt & coefficients dans la fermeture algébrique de k dans kx = O, /pOk,
(fermeture qui est une extension finie de k).

Comme lextension K /Ky est totalement ramifiée, il en est de méme de
KV/Ky = KV N K.

COROLLAIRE 2.30. — On a H(Gg,BYR) = KV.

Démonstration. — On a Byg = BJg " et comme V commute & I'action
de Gk (proposition 2.24), on a (BXR)GK = (Bff{ )VZO = KV (proposi-
tion 2.16). 0

ProrosITION 2.31. — L’application uqr: K Qgv BZR — Bgr est in-
Jjective.

Démonstration. — Supposons uqr non injective. Soit x = 25:1 k; ® b;

avec k; € K, b; € BZR et 7 > 1 minimal pour les propriétés = # 0 et
uar (z) = 0. En particulier, kj # 0 et b; # 0 pour j € {1,...,7}. Quitte &
diviser par k,., on peut supposer k. = 1. On a Z;Zl k;b; = 0 donc

Ni( ki) = D0 Nalks)b; =
j=1 j=1

pour i € {1,...,d}. Comme N;(k,) = N;(1) =0, on a ZT LN, (k;)b; = 0.
Par minimalité de r et le fait que b; # 0 pour j € {1,. —1}, on a donc
Ni(kj) =0pourie{1,...,d} et j€{l,...,r—1}, i.e. kj € KV=9 = KV
pour tout j € {1,...,r}. On conclut en utilisant I'injectivité de BgR — Bar
(proposition 2.9). O

2.3. Les anneaux BY.;,

et Bcris-

Rappelons qu’au corps K (dont le corps résiduel est parfait) sont associés
des anneaux de périodes Agris € BT .. C Beyis (cf. [15, I1]), Apmax C B, C

Brnax €t Amaxk € B o € Brayx (cf. [5, TI1.2]).

max,K =

DEFINITION 2.32. — (cf. [15, I 2.3] et [5, IIL.2], [6, 7.5]) On note :

. ACrls le séparé complété, pour la topologie p-adique, de I’enveloppe a
puissances divisées de W(R) relativement a I'idéal Ker (), compatibles avec
les puissances divisées canoniques sur I'idéal engendré par p.

TOME 56 (2006), FASCICULE 4



942 Olivier BRINON

o AV . le séparé complété, pour la topologie p-adique, de la sous-W (R)-
algebre de W(R)[p~?] engendrée par p~! Ker(9).
Ce sont des W-algebres qui ne dépendent que de C. L’isomorphisme

~

ig: C' = C induit donc les isomorphismes ig: AV, = Acris €t ig: AV, =
Amax. Ils sont munis (par fonctorialité) d’une action de Gk et d’un Frobe-
nius ¢ qui est o-linéaire (o désignant ici le Frobenius de W).
Si xz € W(R) appartient & Ker() et n € Nsg, on peut écrire z" =
") (z/p)» € AV (ot on note z[" la puissance divisée n-ieme de z). 11
exmte donc un homomorphisme naturel AY,,. — AV, . Par ailleurs, pour
tout n € Nyg, on a un homomorphisme naturel de la sous-W(R)-algebre
de W(R)[p~'] engendrée par p~' Ker(6) dans By /Ker()". Comme ce
dernier est un C-espace vectoriel de dimension ﬁme donc complet pour
la valuation v (proposition 2.11), il se prolonge en un homomorphisme

AV — BYF / Ker(#)™. Ils sont compatibles et donnent lieu & un homo-

ax

morphisme Amax — BYg . Bien siir, le composé AV, — AV — BYq est
I’homomorphisme naturel de [15, IT 2.3].
PROPOSITION 2.33. — Les homomorphismes AV .. — AV et AV . —

B + sont injectifs.

Démonstration. — Montrons que h: ACrls Bgf{ est injectif (remarque :

~

on dispose d’isomorphismes i, : Azris — Agis et g B(Yg 5 BT aRr 5 Via s,
I’homomorphisme h s’identifie a 'application naturelle de A5 dans BdR.
La preuve de U'injectivité de cette derniére dans [15, II, 4.1.2] étant incom-
pléte, on en donne ici une autre).

On a un homomorphisme canonique W(R) — Acm et donc un homo-
morphisme BYy — (AV[p~'])" (ot (AV,[p~1])" est le séparé complété
de AV, [p~!] pour la topologie Ker(f)-adique). Cet homomorphisme est
eris €St séparé pour la

topologie définie par les sous-groupes {h~!(Ker(6)" )}HGN .

un isomorphisme. Il s’agit donc de montrer que AY

Si m est un entier non nul, on note J" I’adhérence (pour la topologie
p-adique) de 'idéal de ACrlb engendré par les ") pour r > n. On a

JW =h71 (Ker(9)) et JM C 7! (Ker(0)™).
Montrons par récurrence qu’on a égalité pour tout n € Nyg. Soit n > 1,
supposons que J"~1 = A1 (Ker(9)" 1) et soit x € h~!(Ker()™). Alors
z =gy + 3y

avec 9 € W(R) et x; € JIM. On a alors k(¢ Uzg) € Ker(9)", ie.
ro € Ker(f) = ¢ W(R), soit x € &P UW(R) + J" = Jl". On a donc
h=Y(Ker(9)") = J".
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L’anneau AV, /p AV, s'identifie & (R/(P))[00,01,---]/(68)m>0 Ot Oy,
est 'image de ’ym“(ﬁ) (v désignant Papplication = +— xP/p). Si N € N5,
'image de JIP ™1 dans AV /p AV est incluse dans I'idéal engendré par les
dm pour m > N — 1. On a donc (), eN. J[”]CpA

L’anneau AY

cris*

étant sans p-torsion, on a [ Jr C opm AY L pour

cris n€Nso
tout m € N>0 Comme Acm est séparé pour la topologie p-adique, on a
MNnen., Jr = {0}, ce qu’on voulait.

On montre de fagon analogue l'injectivité de Amax — B(Yg , en remar-
quant que la topologie induite sur A, .« par la topologie Ker(ﬁ) adique sur
de+ est la topologie I-adique, ott I = p~1¢ AV, et que Amax /pA o~

(R /(p))[p~ €] est séparé pour la topologie I-adique. O

V .« & un sous-anneau de AY et AV

sous-anneau de BdR , et les isomorphismes qui précedent seront considéres

comme des égalités.
L’homomorphisme 6 s’étend & A,

I’élément

max?

Désormais, on identifie AY a un

et a A . De plus AY... contient

cris cris

t =log (| Z “n—1)! ([]fl)w

(la série converge dans AY, ;. car [¢]—1 € Ker(6) qui est un idéal & puissances

cris

divisées dans AZHS) On note :
B,Zix AZax[ et BYnax BZix[t 1}
D’apres [15, I1.2], on a g(t) = x(g)t pour g € G et p(t) = pt. Ceci
permet d’étendre 'action de G et de o & BV, et a BY,, .

L’homomorphisme surjectif de W-algebres §: W(R) — O¢ induit un
homomorphisme surjectif de O, -algebres O, : Ok, @z W(R) — Oc.

DEFINITION 2.34. — On note :

o A.is le séparé complété, pour la topologie p-adique, de I'enveloppe
a puissances divisées de Ok, ®z W(R) relativement a l'idéal Ker(fk,),
compatibles avec les puissances divisées canoniques sur l'idéal engendré
parp;

o Ay ax le séparé complété, pour la topologie p-adique, de la sous-Ok, ®z
W (R)-algébre de Ko ®7 W(R) engendrée par p~1 Ker(fx,).

On obtient ainsi des O, -algebres munies (par fonctorialité) d’une action
de Gk et d’un Frobenius ¢ qui est o-linéaire (o désignant ici le Frobenius
de Ok, ), parce que 'idéal engendré par p et Ker(fk,) dans O, @z W(R)
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est stable par ¢. L’homomorphisme 0k, s’étend a Agis et & Apax. No-
tons provisoirement Agyis i, (resp. Amax k) la dépendance en Ky de Ay
(resp. Amax)-

Remarque 2.35 (interprétation cristalline de Ayis). — Soit n un entier.
Pour tout schéma X, on note X,, sa réduction modulo p™. Si X — Y est
un morphisme de schémas, on pose (cf. [17, I 1.2])

OS™(X 1Y) = H((X,, | Yo )eis, faisceau structural)

ou 'idéal a puissances divisées considéré sur Y,, est I'idéal engendré par p. Si
Ap est un anneau commutatif et A une Ag-algebre, on dénote OSFS(A | Ag)
la Ag/p"Ag-algebre O (Spec(A) | Spec(Ay)).

Alors Acris /P Acris s'identifie & O (O | O, ) et AV /™ A, s'iden-
tifie & OF=(O% | W).

PROPOSITION 2.36. — Si L est une extension non ramifiée de Ky, les
homomorphismes naturels

Acris,Ko — Acris,L et Amax,Ko — Amax,L
sont des isomorphismes.

Démonstration. — Comme Agis i, €t Acris, 1, sont séparées et complets
pour la topologie p-adique, il suffit de voir que pour tout n € N5 g, I'homo-
morphisme induit

. n n
In: Acris,KO /p Acris,KO — Acris,L /P Acris,L

est un isomorphisme. L’anneau A yis, 1, /2™ Acris,, (1€SP. Acris, ko /D™ Acris, Ko )
est un Op-épaississement (resp. O, -épaississement) & puissances divisées
universel d’ordre < n (cf. [15, IT 2.2]). Il suffit donc de voir que la structure
de Ok, /p"Ok,-algebre de Acyis Ky /D™ Acris, Kk, e releve (de fagon unique)
en une structure de Or/p"Op-algebre. Cela résulte de l'existence et de
Punicité d’une fleche (en pointillé) faisant commuter le diagramme suivant

OL/p"0Oy, en Oc/p"Oc¢

can

OKo/pnOKO — Acris,Ko /pn Acris,Ko .

En effet OL/p"OL est une Ok, /p"Ok,-algebre étale, et Ker(fg,) étant
un idéal a puissances divisées dans Acyis, i, il & une image nilpotente dans
ACI‘iS,K[) /Pn Acris,Ko .
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La preuve de la bijectivité de Amax x, — Amax, est identique, car
Ker(fk,) a une image nilpotente dans Amax i, /P" Amax,k, (Parce que
Ker(fk,) = pI ou I est un idéal de Anax i, )- O

Notation 2.37. — On note :

o KJ* (resp. K") Pextension maximale non ramifiée de Ky (resp. de K)
dans K ;

o Ko* (resp. K™) Padhérence de K2* (resp. K™) dans C.

PROPOSITION 2.38. — Les anneaux A is et Anax sont des (’)gm—algébres,
0

Démonstration. — D’apres la proposition 2.36, pour tout sous-corps L
de K qui est extension finie et non ramifiée de K, ’homomorphisme natu-
rel Acis — Acris,z, est un isomorphisme. Comme Agjs 1, est une Op-algebre,
il en est de méme de A.s. Ce dernier est donc une (’)Kgr—algébre. Comme
Acris est complet pour la topologie p-adique, c’est en fait une O, -algebre.
Méme raisonnement pour A ax- ’ O

Rappelons que pour i € {1,...,d}, on a posé

U =tL1-1® [tl] € OKO ®ZW(R)

On note encore u; son image dans A.s et dans A ax.

L’homomorphisme W — O, induit des homomorphismes AY, ;. — Acris
et AV — Apax. Comme u; € Ker(fx,) pour tout i € {1,...,d} et
Ker(fg,) est un idéal & puissances divisées dans A5 (resp. Ker(fk,) est
divisible par p dans Ayay), il donne lieu 4 un homomorphisme de AY. -

algebres (resp. de A, . -algebres)

f: Azris<u17 cee ,ud> - Acris (resp. f: Azlax[ul/pa s 7ud/p} - Amax )7

ott AV (uy,...,ug) désigne 'anneau des polynomes & puissances divisées
en ui,...,uq & coefficients dans Azris. L’anneau Acys (resp. Apax) étant
séparé et complet pour la topologie p-adique, ce dernier s’étend en un ho-

momorphisme de AY; -algebres (resp. de AY, . -algebres)

f : (Azris<u1a s ,Ud>)/\ - Acris (resp. f : AYnax{ul/pa B Ud/p} - Amax);

ol (AV (U1, . .., uq))" désigne le séparé complété de AV (uy, ..., uq) pour
la topologie p-adique (resp. AYnaX{ul/p, ..., ug/p} désigne le séparé com-

plété de AYMX [u1/p,...,uq/p] pour la topologie p-adique).
PROPOSITION 2.39. — Les homomorphismes

f: (Avcris<u17 ey ud>)/\ — Acris et f: AYnax{ul/p7 B Ud/p} — Amax

sont des isomorphismes de W-algébres.
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Démonstration. — Soit n un entier non nul. Posons
Bn = Wn (R)[tlv e >td] et ’An = Zris /pn AZris .

Notons I I'idéal de B,, engendré par les images de {t; ® 1 — 1 ® [E] h<i<d
et de &, et Dg, (I) 'enveloppe a puissances divisées de 'anneau B,, relati-
vement a I, compatibles aux puissances divisées sur I’idéal engendré par p.
On a un isomorphisme W,,(R)[uy, . .., uq] — B, envoyant u; sur I'image de
t;®1—1® [t;]. On en déduit un isomorphisme A, (u1, ..., uq) — Dg, (I)
qui envoie u; sur 'imagede t;, ® 1 — 1 ® [E]

Montrons que '’homomorphisme naturel f,,: Dg, (I) — Acis /p™ Acris €5t
un isomorphisme. Il suffit pour cela de montrer (cf. preuve de la proposi-
tion 2.9) que Dg, (I) peut étre muni d’une unique structure de Ok, /p" Ok, -
algebre telle que f,, est Ok, /p"Ok,-linéaire. En effet, cela implique I’exis-
tence d’une unique application Ok, /p" O, -linéaire

9n: (Ok, ®2 W(R))/p" (Ok, @z W(R)) — Dg, (1)

et donc un unique homomorphisme g¢,: Acis /P Acis — Dg, (I) (car
I'image de Ker(fg,) dans Dg, (I) a des puissances divisées), inverse de f;,
par unicité.

Cela résulte de ce que Ok, /p" Ok, est formellement étale sur W/p"W
et du fait que I'idéal Ker(fk,) C Dg, (I) ayant des puissances divisées, il
est nilpotent vu que p"Dg, (I) = 0. La structure de Ok, /p"Ok,-algebre
de O¢/p"Oc = Dg, (I)/ Ker(0k,) se releve de fagon unique en un homo-
morphisme de W/p"W-algebre Ok, /p" Ok, — Dg, (I) tel que t; s’envoie

sur 'image de [t;] 4 u;.

W/p"W ——— Dg_(I)

Ok, /P" Oy —> Oc [p"Oc:.

D’aprés ce qui précéde, Phomomorphisme (AY . /p™ AV ) (u1, ... ug) —
A s /p™ Acris envoyant u; sur la classe de 1 ® [5] —t; ® 1 est un isomor-
phisme. La proposition s’en déduit par passage a la limite.

Comme pour la preuve de la proposition 2.36, le cas A .x se traite de

fagon identique, parce que 'idéal engendré par p et Ker(6xo) a une image

nilpotente modulo p”. O

Remarque 2.40. — 1) 1l résulte de la proposition précédente que les
homomomorphismes naturels AY, .. — Aqs et A — A, sont injectifs.
Dans ce qui suit, on identifie AV ;. (resp. AY,. ) & un sous-anneau de Ay
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(resp. de Apax) et les isomorphismes qui préceédent seront vus comme des
égalités.

De méme, ’homomorphisme naturel A is — Amax est injectif (rappelons
E"] sur pl™ (ui/p)™) : désormais, on voit A5 comme un sous-
anneau de A, ax.

2) La proposition précédente montre de fagon explicite le fait, démontré

dans la proposition 2.36, que les anneaux Acys €t Amax sont inchangés

qu’il envoie u

quand on remplace Ky par une extension finie non ramifiée.

Notation 2.41. — On pose :
* B;is = Acris [p_l] et Beris = B;’;is[t—l} :

e Bl = Anax[p!] et Buax = B [t71].

max max

Ce sont des K -algeébres munies d’une action de G et d’un Frobenius

o-linéaire® .

2.4. Relations entre B.,;; et Byr.

Pour n € Ny, on dispose de 'homomorphisme
Ok, ®z W(R) — Bl /Ker(0x,)".

CommeB, /Ker(0x,)" ~ Aint(Oc/ Ok, ) [p~1]/ Ker(f, )™ admet des puis-
sances divisées relativement a 'idéal Ker(fg,)/ Ker(0x,)™ (car p est in-
versible), il induit un homomorphisme de I’enveloppe & puissances divisées
de Ok, ®z W(R) relativement & l'idéal Ker(fg,) dans Bl / Ker(fx,)".
Comme le gradué de By / Ker(f,)" (pour la filtration définie par les
puissances de l'idéal Ker(6x,)/ Ker(6k,)™) est un C-espace vectoriel de di-
mension finie (proposition 2.11), donc complet pour la valuation v, il se
prolonge en un homomorphisme

Acris — BXR/Ker(QKO)”.

Ces homomorphismes sont bien stir compatibles entre eux pour n € Ny :
on a un homomorphisme naturel Ag;s — B('IR. De méme, on a un homo-
morphisme naturel A . — Bj{R.

On dispose aussi d’homomorphismes naturels AV, — BYq et AV —

deg . Notons qu’avec les isomorphismes des propositions 2.9 et 2.39, les

(3) Les anneaux Acris, Bj—ris’ Beris, ete, dépendent du choix de Kp. On adopte cette
notation (ot Ko n’apparait pas) parce qu’elle est conforme & 'usage et & cause de la

proposition 3.42.
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homomorphismes A¢is — BZ{R et Apax — B(J{R s’identifient alors respecti-
vement aux homomorphismes naturels

(Avcris<u17 ey ud>)A - B(Yg[[ulv o 7ud]]7
AYnax{ul/p, cooug/pt — B(Yg[[ul, cooug]]
PROPOSITION 2.42. — Les homomorphismes

Acris — B;{_R et Amax I BIR
sont injectifs.

Démonstration. — L’injectivité de ’'homomorphisme

(Alpis(un, - ua) ™ — By [[un, - ud]

(vesp. A w1 /ps .- ua/p} — B ([, - - ., ug]]) résulte de celle de I'ho-
momorphisme naturel AY,;; — By (resp. A — BYg) prouvée dans la

proposition 2.33. O

Remarque 2.43. — 1) 1l résulte de la proposition précédente que les
anneaux Acys et Apax sont integres. Ils s’injectent donc dans leurs localisés
B:_ris C Beris €t B:{lax C Buax respectivement.

2) Les homomorphismes de la proposition 2.42 se localisent. On en déduit
des injections

¢ B — B — Bl (resp. BY — BYL — BY),

¢ Beris — Bumax — Bar (resp. BY.., — BV — BYR).

Dans ce qui suit, on voit ces injections comme des inclusions.

Rappelons que V'extension K/Kj est totalement ramifiée, d’extension
résiduelle triviale : on a Og = Ok, [w] o w est une uniformisante de K.
Choisissons un élément @ € R tel que @(*) = w et posons

(o =w®1-10® (@] € Og ®2 W(R).

DEFINITION 2.44. — On note Kmax,K le séparé complété, pour la topo-
logie p-adique, de la sous-Ok ®z W(R)-algeébre de K ®; W(R) engendrée
par ot et {u;/ph<ica. On pose

~+ ~ _
Bmax,K = AmaxﬁK[p 1]‘

L’anneau Ay i est une Og-algebre. Comme

Amax = AYnaX{Ul/pa cee 7ud/p}

(proposition 2.39), on a des homomorphismes naturels

~+
Bmax,K'

OK ®OK0 Amax — Amax,K et K ®Ko B+

max
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~+
PROPOSITION 2.45. — L’homomorphisme K ®p, Bl — Binax k. €st

max
un isomorphisme.

Démonstration. — Si e = ek est le degré de I'extension K/Kj, ’élément
w est racine d’un polynome d’Eisenstein : w® = pu ot u € O est une
unité. Il existe alors u € R* tel que @® = pu, et on a ([@]/w)¢ = a([p]/p)
ol @ = [u]/u est une unité de O ®z W(R). En particulier, si s € N s’écrit
s=eq+ravecqgeNet0<r<e, ona

([@)/@)" =p~ (alp)/p)" (p/=")[@]" € p~" (OK, @2 W(R)[[P]/p)-
On a donc des inclusions

(Ox @z W(R))[[p]/p, ui/p] € (O @z W(R))[[@]/w, ui/p]
Cp ' ((Ok ®2 W(R))[[p]/p, ui/p])
d’ott les inclusions Ox ®0,, Amax C fAmax,K C p Ok ®0x, Amax) (en
~ ]§+ O

max, K *
Comme & /w,u;/p € Ker(0k) et Bly est une Ox ®z W(R)-algebre
séparée et compleéte pour la topologie Ker(6)-adique, on dispose d’un homo-

passant aux complétés) et I'isomorphisme K ®g, B,

morphisme
h: Amax,x — BIR.
PROPOSITION 2.46. — L’homomorphisme h : :&maX’K — BIR est injec-
tif.
Démonstration. — On procede de fagon identique a la preuve de le pro-

position 2.42 : il s’agit de montrer que A . x est séparé pour la topologie

définie par les sous-groupes {hfl(Ker(Q))n}neN, i.e. pour la topologie I-

adique, ou I est I'idéal engendré par & /w et {u;/p}igica. Comme /Kmax’K
est séparé pour la topologie p-adique et donc pour la topologie w-adique,
cela se vérifie modulo z. On a

/Xmax,K/WJKmax,K ~ (kx ®r, R)/(@)[[@]/=, ui/p].

L’énoncé résulte donc du fait que (kx ®r, R) /(@) |[[@]/@, ui/p| est séparé
pour la topologie I-adique. O

PROPOSITION 2.47. — Les homomorphismes naturels
K @k, Beris — Bar et K @k, Bmax — Bar

sont injectifs.
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Démonstration. — On a Uinclusion A € Apax- elle induit une injec-
tion K ®k, Bis = K @k, Bhax ~ B, x (proposition 2.45). D’apres la

proposition 2.46, 'homomorphisme A ax, x — B(J{R est injectif : il en est de

méme de BY — BCTR et de K ®k, Bmax — Bar. En outre, le composé

max, K
K ®k, BCrls — B+ et son localisé K ®g, Beris — Bar sont injectifs. O
Notation 2.48. — On note Cgis (resp. Cpax) le corps des fractions de

Panneau Bes (resp. Bmax, cf. remarque 2.43).
PROPOSITION 2.49. — On a H%(Gg, Ceis) = HY(Gx, Crnax) = Ko-

Démonstration. — D’apres la proposition 2.47, I'application naturelle
K ®Kk, Bais — Bar est injective. En localisant, on en déduit que l'ap-
plication naturelle K ®k, Ceris — Car est injective. Comme elle est bien
stir G-équivariante et comme K est libre sur Ky, elle induit une injection
K ®k, CCGrls CC?K D’apres la proposition 2.18, on a CdR =K. On a

donc dimg, (ng) 1, ie. Cgfg Kjp. On raisonne de la méme fagon

avec Chax- O
PROPOSITION 2.50. — On a H%(G g, Buis) = HY(Gx, Bimax) = Ko.

Démonstration. — On a Ko C Bgf; C BY% C CYx = K, (proposi-
tion 2.49), d’ou I'égalité. O
Rappelons que A et Apnax sont des sous-anneaux de Bqr. Ce dernier
est muni d’une connexion intégrable V, telle que V(u;) = dt; et BZR est

horizontal. Pour z € Ker(fx,) C Acis et n € N5g, on a
V(z") = 21V ().

La connexion V induit une connexion intégrable V: B, — Bl ® KOQ et
donc une connexion

V' Baris — Boris @ .
On a de méme V(z/p) € p~! Apax ®0K0§%9K pour z € Ker(fk,) : la

4 .
connexion V induit une connexion intégrable V: Bf —— Bl @k Q et

donc une connexion
V: Bnax — Bmax ®KOQ~

LEMME 2.51. — Soit A un anneau séparé et complet pour la topologie p-
adique, dans lequel p n’est pas diviseur de zéro. Soit M = (A{X1, ..., X4))"
le séparé complété pour la topologie p-adique de I'enveloppe a puissances
divisées de A[ X1, ..., X | relativement a I'idéal (X1,...,X4). Soit V: M —
MdX; @ ---@® MdX, la connexion standard (déduite de la différentielle
canonique). Alors MY=° = A.
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Démonstration. — Remarquons déja que 'on a A € MV~ Si n €
N, soit I'™ Padhérence de l'idéal & puissances divisées de M engendré
par les X{m1]~-~X([imd] pour les m = (mq,...,mq) € N? qui vérifient
|m| = my + -+ +mgq = n. Soit x € MV=C. Supposons d’abord que z € I
avec n > 0. On peut écrire

x—Z)\ HXml +

|m|=n
avec A\, € A pour le m tel que |m| =n et 2’ € I, Sim; #0, on a
v(ximhy = xI™ Y ax;.
On a donc V(II"TU) C 1M @, (MdX, @ - @ MdX,). Ainsi, on a

d

i=1 |m|=n VE)
et donc, pour tout i € {1,...,d},
ST XU X =0 mod 1,

|m|=n i

[m

Comme la famille { H?Zl ij'] }\m'|:n—1 est une base du A-module

1=/ "on a A, = 0 pour tout m tel que |m| = n et m; > 0. Comme
c’est vrai pour tout 7 € {1,...,d}, ona \,, = 0 pour tout m tel que |m| =n
(car n > 0), et donc 2 = 2’ € I"*1. On a donc x € oy /M. L'image de
cette intersection dans

M/pM = (A/pA)[Tz(m)]lglgd 7rLEN/((Ti(m))p)

étant nulle, on a x € pM et donc = € (,.yp"M = {0} (car p est non
diviseur de zéro dans A).

Dans le cas général, on écrit & = Ao+’ avec g € A et 2’ € I, Comme
V(xo) = 0, on a V(a’) = 0, et donc 2’ = 0 d’apres ce qui précede, i.e.
T =X\ €A O

PROPOSITION 2.52. — On a

AV 0 AV

cris cris? Cris cris’? Ccris

B"FV 0 BV-‘r BV 0 BV

cris *

Démonstration. — On a Acs = (AV(u1, ..., uq)) d’apres la proposi-
tion 2.39. Comme ACrlS est séparé et complet pour la topologie p-adique,
et que p n’est pas diviseur de zéro dans AC“S, il suffit d’appliquer le lemme

précédent dans le cas A = AV et X; = u; (rappelons que V(u;) = dt;.

cris
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Les deux autres assertions résultent de ce qui précede, par localisation par

un élément horizontal. g
COROLLAIRE 2.53. — OnaH°(Gg,BY,.) = KY (cf. notation précédant
le corollaire 2.30).
Démonstration. — D’apres la proposition 2.24, la connexion V com-
mute & Paction de Gg. Comme BYZ = BY,. (proposition 2.52), on a
v \G G \V=0
(BCI'IS) Kﬁ(Bcrf;) :KO' U
PROPOSITION 2.54. — L’application ucis: Ko Oy chs Beis est
injective.
Démonstration. — On procede de fagon identique a la preuve de la pro-
position 2.31. O

COROLLAIRE 2.55. — L’homomorphisme de K" -algébres
KY @y By, — Bir

cris

(déduit de I'injection BY,,, — BYg) est injectif.

cris

Démonstration. — D’ aprés la proposition précédente, 'homomorphisme
de Ky-algebres K Oy BY

phisme injectif K Oy BCrls
KY @yv By — K@y By,
que ’homomorphisme composé KV ® KY BY

oris — Beris est injectif. On en déduit un homomor-

— K ®g, Beris- De méme, ’homomorphisme

s est injectif car K est un corps. On en déduit

cris
eris — K ® Ky Beris est injectif.

L’injectivité cherchée résulte de la commutat1v1té du diagramme

h
K ®K0 Bcris E—— BdR

} !

KV <®I(v Bcrls - BgR

I’homomorphisme h étant injectif d’apres la proposition 2.47. g

Notation 2.56. — On note CY.._ le corps des fractions de I'anneau BY,

cris cris*

COROLLAIRE 2.57. — On a HY(Gg,CY,.) = K.
Démonstration. — L’homomorphisme injectif du corollaire 2.55 se loca-

lise en un homomorphisme injectif KV ® KY CY,. — BYgr. Comme on a
(BYR)¢x = KV d’apres le corollaire 2.30, on a donc dimgy (CY)6%) < 1,
soit (C¥,,)0x = K. O

Remarquons que Q est muni d'un Frobenius, qui est I'unique application
o-linéaire sur Q vérifiant dy(a) = ¢(da) pour tout a € K.
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PROPOSITION 2.58. — Sur Bg,is, on a Vo = pV.

Démonstration. — Il suffit de le vérifier sur Aggs = (A (up, ..., ug) )
Par semi-linéarité, il suffit de montrer que Vip(u?) = ¢V(u?), ot u =
Hle ul' pour n = (ni,...,nq) € N%. On a

<
S

—
I

3

~—
Il

d
V(p(w)™) =" Ni(p(w)™)) ® dlog(t;)
=1

d d
= Z > np(u)® % Ny (p(uy)) @ dlog(t;)

=1 j=1
d d
= Z nje(u)* % ( Z Ni(p(u))) ® d log(ti))

d
= njpw)" % Ve(u)).
Par ailleurs, on a ¢(u;) — o(t;) € By, donc V(u;) = do(t;), on a donc

d
V(u?) = Z%s@(u)”_% ® do(t;).

Comme do(tj) = ¢(dt;), on a bien Vp(u?) = @(ijl S @ dt;) =
©V(u), ce qu’on voulait. O

PROPOSITION 2.59. — La suite

V=0 V=0
0—-Q, — B& —BRk"/(Bfr) —0

est exacte.

Démonstration. — D’apres les propositions 2.26 et 2.52, cette suite se
réécrit

)"~ — Bl /Bi —0.

On dispose d’isomorphismes i, : BZiS

\%
0— QP (Bcris
= Beriss to: BXR = Bgr ainsi que

iy By = Bjy. Via ces isomorphismes, elle s’écrit

0—-Q — Bfri:; - IBng/IBgchrR — 0,

qui est exacte d’apres [7, Prop. 1.3]. O

Remarque 2.60. — Les propriétés qui précedent, énoncées pour Beyis,
sont valables avec Bpax (les démonstrations étant identiques). En particu-
lier,

B+ V=0 _ BV-‘r BV:O _ BV-‘:— HO(GK, Bmax) _ KOV

max max? max max?
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et sur Bpax, on a Vo = ¢V. Enfin (voir [5, Prop. II11.3.1]), on a la suite
exacte

)VZO — 0.

v=0

0~ @ — Bim — B /(B

On verra plus tard (proposition 3.38) que les anneaux Be,is et Bpax défi-

nissent la méme catégorie de représentations admissibles (cf. définition 3.1).

Dans la suite, la plupart des résultats relatifs & ces dernieres seront énoncés

avec I’anneau B,is, parce que ce dernier a une interprétation cohomologique

(cf. remarque 2.35). Néanmoins, a bien des égards, ’anneau By, est plus

simple que Bgs (cf. [5, II1.2]), et facilite un certain nombre de preuves
(cf. propositions 2.47 et 3.42).

3. Représentations p-adiques.

3.1. Représentations admissibles, premiéres propriétés.

Dans cet alinéa, GG est un groupe topologique arbitraire. On se donne
un corps F' muni d’une topologie et on note Repy(G) la catégorie des
F-représentations de G : les objets sont les F-espaces vectoriels de dimen-
sion finie munis d’une action linéaire continue de G et les fleches sont les
applications F-linéaires G-équivariantes. Lorsque F' = Q,, on parlera de
représentation p-adique.

Soit B un anneau commutatif réduit muni d’une structure de F-algebre
topologique et d’une action F-linéaire de G compatible avec cette structure.
Si V est une F-représentation de G, on pose

Dp(V) = (B®r V)°.

C’est un B¢-module, et on a un homomorphisme naturel de B-modules,
fonctoriel en V'

ag(V): BRge Dp(V) — BRrV, b®d+— bd.

DEFINITION 3.1. — Une F-représentation V de G est dite B-admissible
si ’homomorphisme ap(V') est un isomorphisme. On note Repg _,qm(G)
la sous-catégorie pleine de Repr(G) constituée par les F-représentations
de G qui sont B-admissibles.

LEMME 3.2. — Si B est un corps, ’lhomomorphisme ap (V) est injectif.
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Démonstration (voir [15, Proposition 1.6.1]). — Supposons ap(V) non
injectif. Soit r le plus petit entier tel qu'il existe x € Ker(ap(V)) \ {0}
admettant une écriture de la forme 22:1 b;®d; avecb; € Betd; € Dg(V)
pour j € {1,...,d}. On a alors

i b;d; = 0.
j=1

Par minimalité de r, aucun des b; n’est nul, et quitte a considérer z/b,,
on peut supposer b, = 1. Si g € G, on a > ;_,(g(b;) — b;)d; = 0 soit
Zg;}(g(bj) —bj)d; = 0 vu que b, = 1. Par minimalité de r, on a

r—1

> (g(by) —b;) @d; =0

j=1
ie. g(z) = . Comme B est un corps, il en est de méme de B, d’ou
(BopeDp(V))¥ =Dg(V). Onadonc x € Dg(V). La restriction de ag(V)
a Dp(V) étant I'inclusion dans B®p V', on a x = 0, ce qui est absurde. [

PROPOSITION 3.3. — Si B est intégre, plat sur BY et si (Frac(B))Y =

Frac (BY), alors I'homomorphisme ap (V) est injectif.

Démonstration. — Notons C' = Frac(B). On a le diagramme commutatif

|4
B®BG DB(V) L()>B®FV

|

ac(V
C ®ce Da(V) v

CerV.

D’apres le lemme 3.2, 'application ac (V') est injective, car C' est un corps.
Pour montrer que ap (V') est injective, il suffit de montrer que f l’est. On
a la factorisation

B ®po Dp(V) — = C @pe Do(V)
Idp ®il Tw@)IdDC(V)
B®pe Do(V) =——= B ®pc ce ®ce De(V).

otti: Dp(V) — De(V) et w: B®ge C¢ — C sont les applications natu-
relles. L’homomorphisme i est injectif, car induit par 'injection BpV —
C ®@p V. Comme B est plat sur B¢, il en est de méme de I’homomor-
phisme Id g ®i. Par hypothése, on a C¢ = Frac (BG), I’homomorphisme w
est donc injectif. Comme C'“ est un corps, il en est de méme de w®Idp (V)
L’homomorphisme f est donc injectif. ]
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PROPOSITION 3.4. — Supposons BS noethérien et B fidélement plat
sur B¢. Si ag(V) est bijective, alors Dg(V) est un B%-module projectif
de rang constant dimp (V).

Démonstration. — Le B-module B ® ge Dp(V') étant isomorphe au mo-
dule libre B @ V, c’est un B-module de type fini. Il est donc engendré
par une famille finie (1 ® d;)1<j<r ot d; € Dp(V) pour j € {1,...,r}.
Si M est le sous-B%-module de D (V) engendré par {d; }1<j<r, 'injection
M < Dg(V) induit un isomorphisme aprés tensorisation par B sur B¢.
Comme B est fidélement plat sur BE, c’est un isomorphisme et Dz (V) est
de type fini sur B®.

L’anneau B¢ étant noethérien, le module Dp(V) est de présentation
finie sur B¢. On a donc un isomorphisme naturel

B ®BG Hoch (DB(V),N) ~ HOmB (B ®BG DB(V),B ®BG N)

pour tout B¥-module N (cf. [23, Thm 7.11]). C’est donc un foncteur exact
en N vu que B®pe Dp(V) ~ B®p V est projectif comme B-module, et
que B est plat sur BC.

Comme Best fideélement plat sur B¢, le foncteur N +— Hompge (Dg(V),N)
est exact et donc Dg (V) est projectif (de type fini d’apres ce qui précede)
sur BY.

Si p € Spec(BY), le (BY),-module Dp(V), est libre de rang fini et la
bijection ap (V) localisée en p implique que ce rang est égal & dimp (V). O

PROPOSITION 3.5. — Supposons B fidélement plat sur B¢, et que pour
tout V€ Repr(G), ’homomorphisme ap(V) est injectif. Soient Vi, Vs
deux F-représentations de G.

(i) Si V1 et Vi sont B-admissibles, alors V& p Vo Pest aussi et la fleche na-
turelle Dp (V1) ® ge Dp(Va) — Dp(Vi ® Va) (induite par la multiplication
dans B) est un isomorphisme.

(ii) Si V est une extension de V, par Vi qui est B-admissible, alors V;
et Vo le sont aussi et la suite 0 — Dg(V1) — Dg(V) — Dg(V2) — 0 est
exacte.

(iii) Si h est un entier et V une représentation B-admissible, il en est
de méme de N\"V et la fleche naturelle A" Dp(V) — Dp(A"V) est un
isomorphisme.
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Démonstration. — (i) On a un diagramme de B-modules

ap(V1)®ap(Va)
B ®pc Dp(Vi) ®pe Dp(Va) ——————> B@p Vi @p Vs

l/ ap(Vi®Va) ‘
B®pe Dp(Vi @F Vo) (B®Fr V1) @5 (B ®F V2).

La fleche du haut étant bijective, celle du bas est surjective, donc bijective
(on a supposé les applications ap injectives) i.e. Vi ® p V5 est B-admissible.
La fleche de gauche est donc bijective. Elle est déduite de l’application
naturelle Dp(V1) @ ge Dp(V2) — Dp(Vh ®F Vi) par tensorisation par B
sur BY. Comme B est fidelement plat sur BY, I'application Dg(V}) ®ge
Dp(V2) — Dp(V; ®F Va) est un isomorphisme.

(ii) On a le diagramme commutatif & lignes exactes :
0——B ®pgc DB(Vl)*)B(X)BG DB(V)HB Rpa DB(VQ)

OCB(VI)J \L@B(V) ap(Vz)
0—B®pr V3 BerV B®p Vo——0.

Comme ap(V) est un isomorphisme, les applications ap(V;) et ap(Va)
sont surjectives, ce sont donc des isomorphismes (elles sont injectives par
hypothese) : les représentations V; et V sont B-admissibles. La suite

0 — B®pge Dp(V1) — B®ps Dp(V) — B ®pe Dp(Va) — 0

est alors exacte. Par fidele platitude de B sur BY, la suite 0 — Dg(V;) —
Dp(V) — Dp(Va) — 0 est exacte.
(iii) Résulte de (i) et (ii). O

Remarque 3.6. — Si Vi et V5 sont B-admissibles et V' est extension
de V5 par V7, la représentation V n’est pas B-admissible en général.

PROPOSITION 3.7. — Supposons B fidélement plat sur B€, que pour
tout V € Rep(G), ’'homomorphisme ag(V) est injectif et B¢ noethérien.
Supposons de plus que pour toute F-représentation de G de dimension 1
qui est B-admissible, il en est de méme de la représentation duale. Alors
pour toute F-représentation B-admissible V' de G, la représentation duale
V'V est B-admissible, et la fleche naturelle

Dy (V) — Hompe (Dp(V), BY)

est un isomorphisme.
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Démonstration. — Soit h = dimg (V). D’apreés la proposition 3.5, les
représentations det(V) = A"V et A"~V sont B-admissibles. Comme on a
dimp(det(V)) = 1, la représentation duale det(V)" = det(V)~! est B-
admissible. Comme VV ~ (A"~1V) @ det(V) ™1, la représentation V" est
B-admissible. Ceci dit, on a un isomorphisme de G-modules

B®r VY = B®p Homp(V,F) = Homp(B ®F V, B).
On a donc
B®pa Dp(VY) S Homp (B ®pe Dp(V), B)
= B®pe Hompe (Dp(V), BY)

vu que B est plat et Dp(V) est de présentation finie sur B¢. Cet isomor-
phisme est induit par 'homomorphisme canonique

Dp(VY) — Hompe (Dp(V), BY).

Comme B est fidelement plat sur B¢, ce dernier est aussi un isomorphisme.
O

DEFINITION 3.8. — Appelons sous-catégorie tannakienne de Repr(G)
toute sous-catégorie pleine stable par sous-objet, quotient, somme directe,
produit tensoriel, dual et contenant 'objet unité (F muni de ’action triviale
de G). Soit C une telle catégorie et A un anneau commutatif. Appelons A-
foncteur fibre sur C tout ®-foncteur (cf.[9]) de C dans la catégorie des
A-modules qui est exact, fidéle et a valeurs dans les A-modules projectifs
de type fini.

Remarque 3.9. — Ce qui précede peut se reformuler de la fagon sui-
vante. Soit B une F-algebre topologique réduite munie d’une action conti-
nue d’un groupe G. On dit que B est G-réguliere si elle vérifie les propriétés
suivantes :

(i) B est fidelement plat sur BY,

(ii) pour tout V € Repp(G), Phomomorphisme ag (V) est injectif (c’est
le cas par exemple si B est integre et (Frac(B))G = Frac (BY)),

(iii) BE est noethérien,

(iv) si V est une F-représentation B-admissible de G, de dimension 1,
alors la représentation duale VV est B-admissible
(cette définition est moins restrictive que celle de Fontaine (cf. [15, ITT 1.4])
qui demande en plus que B soit un corps).

La catégorie Repg 41, (G) des F-représentations B-admissibles de G est
alors une sous-catégorie tannakienne de Repr(G), et le foncteur Dp est
un BY-foncteur fibre.
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3.2. Représentations discrétes et représentations non ramifiées.

PROPOSITION 3.10. — (a) Une représentation p-adique V de Gk est
discréte (i.e. le noyau de action de Gk sur V est un sous-groupe ouvert
de G) si et seulement si V est K -admissible.

(b) La sous-catégorie pleine de Repg, (Gr) constituée des représenta-
tions discrétes est tannakienne, et la restriction du foncteur

Di: Repgy, (Gk) — Mod(K), V+— (K ®q, V)<
est un foncteur fibre.

Démonstration. — (a) Supposons que V est K-admissible. Comme

est un isomorphisme, on a dimg (D (V') = dimg, (V). Le K-espace vec-
toriel D=(V') étant de dimension finie, il existe une extension L/K finie
contenue dans K telle que Di(V) € L ®q, V. Quitte a remplacer L
par une extension finie, on peut supposer L/K galoisienne et donc que
le groupe G est un sous-groupe ouvert invariant de Ggx. On a alors

(K ®g, V)¢5 = (L®g, V)9 = (L®g, VFr)GUE/K) et donc
K ®q,VCK®LL®g, Vi* =K ®g, VO,

i.e. V=V et le noyau de 'action de G sur V est un sous-groupe ouvert
de GK.

Réciproquement, si 'action de Gi est discrete, son noyau est un sous-
groupe ouvert invariant G’ de Gg. Soit L = K % (est une extension
galoisienne de K de groupe J = G/G’. 1l suffit de voir que I'homomor-
phisme naturel L ® (L ®q, V)’ — L ®q, V est bijectif. Cela résulte de
la descente fidélement plate (cf. [8, Exposé 1, th. 4.5]), i.e. du théoreme de
Hilbert 90.

(b) La Qp-algebre K vérifie clairement les conditions (i), (ii) (proposi-
tion 3.3) et (iii) de la définition 3.8, et la condition (iv) d’apres I’équivalence
du (a), vu que la catégorie des représentations discretes est stable par dual.
L’énoncé en résulte. ]

Notation 3.11. — On note Ik (resp. Ik,) le sous-groupe d’inertie dans
Gk (resp. dans Gk, ).

Rappelons que K™ (resp. K§*) désigne 'extension maximale non rami-
fiée de K (resp. de K) dans K. C’est une extension galoisienne de K (resp.
de Ko)
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ProOPOSITION 3.12. — On a
K" =K)" K>~K})"®rg, K et Ix=1Ig,NGk.

Démonstration. — Comme K/Kj est totalement ramifiée et K§"/Kj
n’est pas ramifiée, on a Kj' - K ~ Kj§" ®g, K. Si w désigne une uni-
formisante de K, w est encore une uniformisante de K§" - K, et le corps
résiduel de K§" - K s’identifie a celui de K§'. Comme le corps résiduel
de Ky est ki (le corps résiduel de K), le corps résiduel de Kj* - K est la
cloture séparable k%" de kx dans kx. Comme K C K3* - K, on a donc
K™ CK{"- K, et donc K™ = K{"- K.

L’application de restriction r: Gal(K™/K) — Gal(K§*/Ky) est donc
injective (c’est en fait un isomorphisme), i.e. Ix = Ix, N Gk. |

DEFINITION 3.13. — Une représentation V de G est dite non ramifiée
quand laction de I'x = Ix, N Gk sur V est triviale.

On dénote par K™ (resp. IA{(‘)“) ladhérence de K™ (resp. K{") dans C.
L’action de Gk se prolonge par continuité & K™ (resp. K§").

PROPOSITION 3.14. — On a un homomorphisme G g -équivariant

7>nr +
K™ — Bjg -

Démonstration. — L’anneau BjR est une K ®p, B}, -algebre. Comme
B, est une K{*-algebre (proposition 2.38), Bl est un K ® x, K3*-module.

L’extension K/Ky étant finie, on a K ®p, K§* ~ K&y, K. Comme
K" @Ko K ~ K™ d’apres la proposition 3.12, ’anneau BXR est donc
une K" -algebre. O

Comme CY9% = K (cf.[19, Thm 1]), on a (IA(HY)GK = K. De méme, on

a IA{(‘)“ C Bais (proposition 3.14) et donc (I/(\'gr)GK = Kj (cf. proposition
2.47). Si V est une représentation p-adique de Gk, on pose

D2,(V) = (K" @0, V) (resp. Due(V) = (B™ ®g, V) ™).

C’est un Kj-espace vectoriel (resp. /{{—espace Vectgriel). Comme K" ~
K§* ®k, K (proposition 3.12), on a K™ ~ K ®f, K§* et donc
Dy (V) =~ K @5, D2.(V).
On dispose de 'application
Al (V): K3 @, DO(V) — K3¥ @q, V

nr

(resp. ane(V) = Idg @a2 (V): K™ @ Dyr(V) — K™ @q, V).
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Elle est toujours injective, car f(gf (resp. K™) est un corps (cf. lemme 3.2).
Le Ko-espace vectoriel (resp. K-espace vectoriel) D2 (V) (resp. Dy, (V))
est donc de dimension finie.

PROPOSITION 3.15. — Soit V' une représentation p-adique de G . Alors
V' est non ramifiée si et seulement si V' est I?gr—admissible (ou, ce qui re-
vient au méme, K™ -admissible), i.e. si et seulement si lapplication o2, (V')
(ou ane(V)) est bijective, ce qui équivaut & dimg,(D%.(V)) = dimg, (V)
ou encore a dimg (Dp, (V) = dimg, (V).

Démonstration. — Supposons V non ramifiée et montrons qu’elle est
I?gr—admissible. L’action de Gk se factorise alors par Gg /I ~ G, avec
Gry = Gal (k)" /ki ), ou k" désigne la cloture séparable de kg dans k.
Soit V un réseau de V stable par Gy, (il en existe car Gy, est compact).
Si 'on choisit une base de V sur Z,, 'action de Gy, sur Ol?gf ®z, V est
décrite par un cocycle continu

fi:Gr,e — GL, (Ol?gf)
ou n = dim(V). Montrons que f est cohomologue au cocycle trivial. On
procede par approximations successives.

La réduction modulo p de f est un cocycle f: Gy, — GL,, (k3") (ou ki®
est muni de la topologie discrete). Comme H'(Gy,, GL, (k37)) = {1}, il
existe by € GL, (ki) tel que g(go_l)f(g)l;o = 1 pour tout g € Ggy-

Notons by un relevement de by dans M, ((9 . Comme la réduction

Ko )

modulo p de by est inversible, on a en fait by € GL, ((9 . On pose

gcx;r)
f1(g) = g(bg ") f(g)bo pour tout g € Gy, . Par construction, on a fi(g) = 1

mod pM,, (Ogm) .

On construit alors par récurrence des suites (b, )m>1, (fm)m>1 ol by, €
1+pm™M, ((’) et fr: Gi, — GL, (Ol?nr) est un cocycle tel que
0
fm(g) el +pm+1 Mn (Ok\gr) et fm+1 (g) = g(b;zh-l)fm(g)berl

pour tout g € Gk, et m > 1. Supposons f,, est construit, il induit un co-
cycle additif f,,: Gr,e — (1+p" ' M, (0%,,))/(1+p" M, (04,,)) =~
0 0

M, (k%"). Le théoreme de Hilbert 90 affirme que H!(Gy,, k%") = {0}. 11
existe donc b, 11 € 1+ p™ T M, ((9 tel que pour tout g € G,

)

f{g')
F1(9) = 9(bs1) fn(9)bm1 € 14 p™ T2 M (O, ).
Par construction, le produit infini b = Hf:;zo b, converge dans GL,, (Ogm)
0
et par continuité, on a g(b=1)f,,(9)b = 1 pour tout g € G, ce qu’on
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voulait. La trivialité du cocycle f signifie qu’il existe une base de OI?,,,. ®z,V
0

sur O, constituée de vecteurs fixes sous G, , soit encore que 'application
0
Gy . .
Ror ®z, V) — Ol?gr ®z, V est un isomorphisme.

En inversant p, on en déduit la bijectivité de I’homomorphisme af (V).

naturelle Of{gr Q0 (0

Réciproquement, si V' est une représentation p-adique I?é“—admissible,
Vaction de Ix = I, N G sur K&* Rq, V ~ K2 @, DO.(V) est triviale.
Elle est donc triviale sur V.

L’équivalence entre « IA((‘}r—admissible » et « K™-admissible » résulte du
fait que pour toute représentation p-adique V de Gg, on a Dy, (V) ~ K®g,
DY (V) et donc dimg, (D2, (V)) = dimg (Dye (V). 0

PROPOSITION 3.16. — La sous-catégorie pleine de Repg (Gk) consti-
tuée des représentations non ramifiées est tannakienne, et la restriction
0
du foncteur Dy, : Repg (Gx) — Mod(Kjy) (ou de Dy,: Repg (Gk) —
Mod(K)) est un foncteur fibre.

Démonstration. — Les Q)-algebres IA((“)“ et K™% étant des corps, elles vé-
rifient les conditions (i), (ii) et (iii) de la définition 3.8. Elles vérifient aussi
la condition (iv) d’apres la proposition 3.15, vu que la catégorie des repré-
sentations non ramifiées est stable par dual. O

Ce qui suit un cas particulier de [14, 1.2].

DEFINITION 3.17. — Un p-module sur Ky est un Ky-espace vectoriel
D de dimension finie muni d’un endomorphisme o-linéaire ¢: D — D (i.e.
tel que p(Ax) = o(N)p(x) pour A € Ky et € D). Un tel objet est dit
étale s’il existe un réseau D de D (i.e. un sous-Og,-module D de D tel que
Ko ®o,, D = D) stable par ¢ qui est étale, c’est-a-~dire tel que le linéarisé

@: 0*D — D est un isomorphisme.
Les p-modules étales sur Ky forment un catégorie qu’on note M‘%go(go).

Remarque 3.18. — (i) Le Frobenius o: Ky — Ky n’est pas surjectif
si kg n’est pas parfait. Dans la définition qui précede, le fait d’étre étale
pour D est alors une propriété plus forte que l'injectivité de .

(ii) Soit D un O,-module libre muni d’'un endomorphisme o-linéaire
@: D — D. Soit B une base de D et ¥ € M,, (OKo) la matrice de ¢ dans
cette base. C’est aussi la matrice de ¢ : le module D est donc étale si et
seulement si ¥ € GL, (OKO).

Soit V' une représentation non ramifiée de G et

D =D (V) = (R ®g, V)"
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D’apres la proposition 3.15, c’est un Kg-espace vectoriel de dimension
n = dimg, (V). Il est muni d’'un endomorphisme o-linéaire ¢ déduit du
Frobenius de IA(S“, c’est donc un @-module sur Kj.

On a (Kgr)"~"

= Q, (cela résulte de ((’)IA(M)J=1 = Zy qui, modulo p,
0

n’est que 'égalité (ki?p)gzl =TF,). Comme Ko @y, D 5 Kpr ®q, V, on
a Vo~ (K @, D).

PROPOSITION 3.19. — Le foncteur DY
z . Za . . ZAac 7z . 't
catégorie des représentations non ramifiées et la catégorie Mg (¢) des -

induit une équivalence entre la

r

modaules étales sur Ky. Un foncteur quasi-inverse est donné par
~ -1
Vo.: D+ (K3 @K, D)7,

Démonstration. — Soient V' une représentation non ramifiée de G et
D =D (V) = (K™ ®q, V) ¥ Avec les notations de la preuve de la
proposition précédente, il existe un réseau V de V stable par G, et si
D= (O ®z, V)GK, ona 0= R0k, D 504 ®z, V. Comme o induit

Kpr Kpr
un isomorphisme O’*Oﬁm — Ol?nr’ il en est de méme de Id ®p: Ol?m ®0k,
0 0 0

c*D — Of(gr ®oy, D et donc de g: "D — D : le p-module D est étale.

Réciproquement, soit D un ¢-module étale sur K et n sa dimension. Il
s’agit de montrer que dimg, (Vgr(D)) = n. Soit D un réseau de D stable
par ¢ qui est étale. Choisissons une base B de D sur Og,. L’action de ¢
sur D est décrite dans la base B par une matrice ¥ € GL, (OKO) :six €D
(resp. ¢(z)) a pour coordonnées (z1,...,x,) (resp. (y1,...,yn)) dans la
base B, on a Y = Yo (X) ou X (resp. Y) est la matrice colonne dont les
composantes sont 1, ..., (resp. y1,...,Yn).

Il s’agit donc de voir que le Z,-module des solutions, dans (O

I'équation o(X) = £7'X contient une base de (O

~
nr
K§

n
k\(’)") s de
I?m.)n. 11 suffit pour cela

0

de construire une matrice M € GL,, (O telle que o(M) = X1 M. On

i Oy
procede par approximations successives.

Ecrivons £71 = [s; j]1<; j<n €t posons

Ay = Ok, [Xl,...,Xn}/<X7::D - En:si’ij)KKn'
=1 o

Le critére jacobien montre que c’est une Ok, -algebre étale (parce que X
est inversible). Il en résulte que

Homo, -alg (A1, Oz, )2Homo, _alg (A1, k")~ Homp e atg (Ar/pAs, k")

~
nr
K(J
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est un Fp-espace vectoriel de dimension n (car dimy, (A1/pA;) = p).

Soit alors {mgl), . ,m%l)} C Homo, -aig (A1, O%,.) une base de ce der-

0
. . 1 /
nier. Pour tout j € {1, e ,n}, m§- ) est donné par un vecteur colonne

(m(lj))lgign a coefficients dans Of(gr- Par construction, on a
1) s 150
o(m;’) = m;

ou les barres désignent la réduction modulo p, et la famille {m }1 <j<n est
libre sur FF,,. Montrons qu’elle l'est sur k}". Supposons le contraire : apres
renumeérotation, il existe une relation de dépendance linéaire Z 1 Ajm *(1) =
0 avec A\; € k%" et r minimal. En particulier, A, # 0 : quitte & d1v1ser

par A,, on peut supposer A, = 1. On a alors
(L) =57 (") <o

=1 . , _
Comme ¥ est inversible, on a 337, A mgl) =0 et donc

1
A2 = x)mit = 0.
1

r

J
Par minimalité de r, on a )\f = )\j, i.e. \; € IF,, pour tout j, ce qui contredit

I’indépendance linéaire des m(,” sur [F,,. La matrice M® eM, (O}?m) dont
(1)

la j-eme colonne est donnée par m; * est donc inversible modulo p, i.e. est
inversible. Comme A; est finie sur Ok,, on a en fait M @ e Mn(OK;;r)-
Par ailleurs, elle vérifie o(M™) = X~'M®) mod p M (Okpr).

On construit par récurrence une suite de matrices (M (T))TGN>0 a coefhi-
cients dans O+ telle que pour tout r € N5, on a

(a) M+ =M™ mod p” M, (Ofenr) ;

(b) o(M™) =57 M™ mod p" M, (Ogr).

Remarquons que comme M (D est inversible, il en est de méme de chacune
des M. On procede de la facon suivante. Soit r > 2. Si MM ... M =1
sont construites, on pose M) = M (=1 4= 1N(T) avec N () E M, (Okar)
& déterminer. La condition (b) s’écrit alors

oMUY 4 pr ANy = =L (MY 4 pr=INT)) mod ptM,, ((’)I?gr).
Par construction, il existe B("™) € M,, (OI?) tel que

O.(M(T-—l)) — E—lM(r—l) _'_pT'—lB(r).
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1l s’agit de trouver N() de sorte que

o(N") =7 !N — B™' mod p M, (Okzr).
Ecrivons B(") = [b(r)]1<”<n avec bgrj) € Ogpr. Pour j € {1,...,n}, on
pose A, ; = Ok, [bﬁfj}lgi@[)ﬁ, e 7Xn]/(sz - Z? 155X, b(r )1<'L<n

Le critere jacobien montre que c’est une Ok, [b(r)] —algebre étale.

(r)
J
a coefficients dans O telle que 0( r )) - n b(r) mod p My, (Ogcr),

ou b§ ") est la j-éme colonne de B("). La matrice N dont les colonnes sont

les ny)

1<ign
Comme précédemment, cela implique I’existence d une matrice colonne n;

répond alors a la question.
La condition (a) implique que la suite (M) ),cy., converge dans

M, (Of(m) vers une matrice M, et que cette derniére est congrue a M)
0

modulo p, donc inversible. Enfin, la condition (b) implique que o(M) =

¥~1M, ce qui acheve la preuve. O

En particulier, la catégorie M4 () est tannakienne.

COROLLAIRE 3.20. — Soit \g € OF, . Alors il existe a € (I?(‘)”)X tel
que o(a) = \; o

Démonstration. — Le p-module D = Kyz défini par p(x) = Aoz est étale
car A\g € OIX(O. D’apres la proposition 3.19, cela implique que (I?{)“ R, D)?=!
est un Qp-espace vectoriel de dimension 1 : il existe a € (IA((I)“)X tel que
pla®r) =a®uz,ie. tel que o(a) =\ a. O

3.3. Représentations de de Rham et représentations cristallines.

Rappelons que G opere sur les Q,-algebres Byr, Bng Beris, BY.

Cris*
Notation 3.21. — On désigne par
¢ Dar (V) (resp. Deis(V), DYg(V), DY (V) les modules Dy, (V) (resp.
Dg... <V>7 DBXR(V), DBZiS(V)) ;
* aqr(V) (resp.aeris(V), afr (V), agiss (V) pour ap,, (V) (resp.ag,,,(V),
aps (V). age_(V).

D’apres la proposition 2.16 (resp. la proposition 2.50, resp. le corollaire
2.30, resp. le corollaire 2.53), Dar(V) (resp. Deris(V), Dyg(V), DYis(V))
est un K-espace vectoriel (resp. un Kg-espace vectoriel, resp. un K" -espace
vectoriel, resp. un K -espace vectoriel).

TOME 56 (2006), FASCICULE 4



966 Olivier BRINON

PROPOSITION 3.22. — Si V est une représentation p-adique, les homo-
morphismes suivants sont injectifs :

aqr(V): Bar ®x Dar(V) — Bar ®q, V,
acris(v) : Bcris ®K0 Dcris(V) — Bcris ®Qp V7
ayr(V): Big ®xv Dyr(V) — Bir ®q,V,

agis(V): BY, Ory DYis(V) — Blis ®g, V.

cris cris
Démonstration. — D’apres la proposition 2.16 (resp. la proposition 2.50,
resp. le corollaire 2.30, resp. le corollaire 2.53), ’anneau Bg;f{ = K (resp.
Bgfg = Ky, resp. (BZR)GK = KV, resp. (BZiS)GK = K{) est un corps.
Par ailleurs, d’apres la proposition 2.18 (resp. la proposition 2.49, resp. le
fait que BYg est un corps, resp. le corollaire 2.57), on a Cfé( = K (resp.

CSE = Ky, resp. (BYR)“" = KV, resp. (C%,,)%" = KY). L'injecti-

cris cris
vité de 'homomorphisme a¥g (V) (resp. a¥;(V), etc.) résulte alors de la
proposition 3.3. O

En particulier, pour toute représentation p-adique V' de Gk, on a
dimg (Dar(V)) < dimg, (V) (resp. dimg, (Deris(V)) < dimg, (V), etc.).
Notation 3.23. — On note
Repyr(Gk), Rep.(Gk), RGPZR(GK ), Repzris(GK )
au lieu de Repg,. _aam(GK),
Repg,,,. -adm (GK), RepBgR —adm(GK), Reijm —adm (GK),
et on appelle représentation de de Rham (resp. cristalline, de de Rham

horizontale, cristalline horizontale) les objets de cette catégorie®.

Ainsi, une représentation p-adique V' de G est de de Rham (resp. cris-
talline, etc.) si et seulement si on a dimg (Dar(V)) = dimg, (V) (resp.
dimKO (Dcris(v)) = dime (V), etc.).

PROPOSITION 3.24. — On a

Dar(V)V=0 =DYR(V) et Deis(V)V=" = DY, (V).

cris

O] priori, la notion de représentation cristalline dépend du choix de Ko, et on devrait
parler de représentations Ko-cristallines et noter cette catégorie Rep j_ cris(Gk ). On
verra dans la section 3.6 que cette derniere est en fait indépendante du choix de Ko, ce
qui jusifie a posteriori cette terminologie et ces notations.
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Démonstration. — D’apres la proposition 2.26, on a

—_ V= —
Dar(V)¥=" = ((Bar ®g,V)*)" " = (BYz* ©q, V)¥x

= (BYr XQ, V)6x =Dyr(V).

On procede de méme avec D,i5(V), en utilisant la proposition 2.52. O

Remarque 3.25. — SiV est de de Rham, on a le diagramme commutatif

V=0 ~
(Bar @x Dar (V)" —— BYgr ®g,V

T %

BXR Qv DXR(V)'

En général, cela n’implique pas que la fleche verticale est un isomorphisme
i.e. que V est de Rham horizontale. Méme remarque avec les représentations
cristallines.

PROPOSITION 3.26. — Les applications naturelles

Bar(V): K ®v Dig(V) — Dar(V),

Beris(V): Ko ®K0V DZis(V) — Dais(V)
sont injectives.

Démonstration. — On a la factorisation

Bar(V)
K @gv DY (V) ———> Dyr(V)

g

K ®gv BYg ®q,V — > Byr ®g, V-

Comme KV est un corps et DY (V) — By ®q,V est une inclusion, I'ap-
plication a est injective. Par ailleurs, ’homomorphisme b est injectif car
K ®yv BYr — Bar l'est d’apres la proposition 2.31. L’application Bqr (V)
est donc injective. L’injectivité de Beis(V') se prouve de la méme fagon. O

PROPOSITION 3.27. — L’homomorphisme a3 (V) (resp. oY (V)) est
bijectif si et seulement si les homomorphismes Bar(V) et agr(V) (resp.

Beris(V) et aeris(V')) sont bijectifs.
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Démonstration. — On a le diagramme commutatif
Idg ,, ®ayg (V)
Bar @ v Dyg (V) i Bar ®g,V
‘ j\adR(V)
Idg g ®Bar(V)

Bar ®x K @ v DI (V) —————> Bar @k Dar (V)

Si aYg(V) est bijectif, il en est de méme de Idg,, ®a3g (V) et aqr(V)
est surjectif donc bijectif. De plus, Idp,, ®B4r(V) est bijectif. Comme K
est un corps, Bqr (V) est bijectif. Réciproquement, si B4r(V) et aqr(V)
sont bijectifs, ’homomorphisme Idg,, ®a¥g (V) aussi, et donc a¥y (V) est
bijectif. Le cas cristallin se traite de la méme facon. O

Remarque 3.28. — Le résultat précédent signifie qu'une représentation
V est cristalline (resp. de de Rham) horizontale si et seulement si elle est
cristalline (resp. de de Rham) et la connexion sur Des(V) (resp. Dar(V))
est triviale.

PROPOSITION 3.29. — L’homomorphisme naturel de K-espaces vecto-
riels

K ®k, Deris(V) — Dar(V)

est injectif. De méme, I’lhomomorphisme naturel de KY -espaces vectoriels

KY Ory D%is(V) — Dir(V)

cris

est injectif.

Démonstration. — D’apres la proposition 2.47, 'homomorphisme natu-
rel K ®k, Beris — Bar est injectif. Il en est donc de méme de ’homomor-
phisme K-linéaire (K ®f, Beris ®g, V)% — Dqr(V). Comme K est libre
sur Ky et invariant sous 'action de Gk, on a

(K ®ky Beris ®g, V)% = K @5, Deris(V)

et donc un homomorphisme K-linéaire injectif K ® g, Deris(V) — Dar(V).
De fagon analogue, l'injectivité de KV ®Ky DY, (V) — DYg (V) résulte du

corollaire 2.55. O

PROPOSITION 3.30. — SiV est une représentation cristalline (resp. cris-
talline horizontale), alors V' est de de Rham (resp. de de Rham horizontale)

et ’homomorphisme naturel
K ®Ky Deris(V) — Dar(V) (resp. KY Oky DY, (V) — DZR(V))

cris

est un isomorphisme.
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Démonstration. — D’apres la proposition 3.29, ’homomorphisme K ®,
Deris (V) = Dar(V) (vesp. KY @gv Dyig(V) — DR (V) est injectif. On a

cris
donc
dimKO (Dcris(v)) g dlmK (DdR(V)) < dlm(@p (V)

(resp. dimgy (DZiS(V)) < dimgv (DZR(V)) < dimg, (V)). Si V est cris-
talline (resp. cristalline horizontale), ces inégalités sont des égalités : V est
alors de de Rham (resp. de de Rham horizontale) et K ®x, Deris(V) —
Dar (V) (resp. KV OKy DY,;.(V) — DYR(V)) est un isomorphisme. O

Soit V' une représentation p-adique. D’apres les propositions 3.27 et 3.30,
on a les implications suivantes

V est cristalline horizontale =———= V est cristalline

! !

V est de de Rham horizontale =——= V est de de Rham.

Remarque 3.31. — On a vu que les représentations discrétes (resp. non
ramifiées) sont de de Rham (resp. cristallines). En général, elles ne sont pas
horizontales.

Un exemple. Soient i € {1,...,d} et X; = G,,/(t¥). Soit

Ty (X,) = lim (K7/47)

" -tors

son module de Tate. On a

T, (X) = lim {(™)'(¢), 0 < j <p"}
et donc Tp(X;) = Zpes ® Zyes ot &g = lln e et ey = h£1n tl(n). L’action
de Gk sur V,(X;) est alors donnée par g(e1) = x(g)e1 et glea) = ¢;(g)er +
ez, ou ¢;: Gg — Z, est le 1-cocycle décrivant I'action de Gi sur les tl(")
(on a g(tgn)) = (5("))Ci(g)t§")). La matrice de g dans la base (eq,es) est
donc

(i),

Si fi =t ey, on a g(f1) = f1. Posons
B = log (1 *[ti])-

Comme [t;] = u; +t;, on a f; = log(1+t; 'u;) = 300 (—1)" " (n—1)! ugn]
et donc B; € Agis. On a

9(51‘) _ log (t;l I:E(TL):IC'i(g) [E]%
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i.e. g(B;) = cit + B;. En particulier, si fo = —t 13,61 + €2, on a g(fa2) =
—(cit 4+ Bi)t""er + (ci(g)er + e2) = fa.
Soit maintenant

v = Xey + pez € (Bar ®q, Vp(Xi))GK

(avec A, p € Bgr). La relation g(v) = v s’écrit g(A)x(g) + g(p)ci(g) = A et
g(p) = p dans la base (e1,e2). On a donc p € Bgf{ = K et on peut écrire
v=MNei+pufo avec N € Bgr. On a alors g(\)x(g) = N ie. tA € Bgﬁf =K
et (f1, f2) est une base du K-espace vectoriel Dyr(V,(X;)).

La représentation V,(X;) est donc de de Rham. Elle est méme cristalline
(contrairement au cas « classique » de la courbe de Tate V(G /(¢%)), cf. [2,
I1.4]) vu que t=1, 3; € Beys. Par contre, comme 3; & BXR, elle n’est pas de
de Rham horizontale (elle n’est méme pas K ® xv BYg-admissible).

3.4. Représentations de dimension 1 et Gx-régularité
de B et de Bygr

Rappelons que IA({)“ C Besis €t que K, Ko ¢ Bar (proposition 3.14).
PROPOSITION 3.32. — Une représentation non ramifiée est cristalline.

Démonstration. — L’inclusion [?6“ ®q, V C Bais ®q, V' (cf. prop. 2.38)
induit une application injective D2 (V') — Deyis(V). On a donc

dimKo (Dgr(V» < dimKO (Dcris(v)) g dlm@p(v)

Si V est non ramifiée, ces inégalités sont des égalités, Deyis(V) = D (V)
et V est cristalline. O

Soit n: Gk — Z, un homomorphisme continu. Soit V; la représentation
p-adique de dimension 1 qui est Q, sur lequel Gk agit via le caractere 7.
On dit que 7 est de de Rham (resp. cristallin, resp. non ramifié) si V,, l'est.

PROPOSITION 3.33. — Soit n: Gk — Z,; un homomorphisme continu.
Alors :

(i) le caractére n est de de Rham si et seulement si 1) peut s’écrire 1 =
NeNarX™ O Mg est un caractére d’ordre fini, n,, un caractére non ramifié et
nezw,

(ii) le caractere n est cristallin si et seulement si ) peut s’écrire n = 1y, X"
ol My un caractére non ramifié et n € 7.

En particulier, une représentation de de Rham de dimension 1 est poten-
tiellement cristalline.
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Démonstration. — Soit V = V,, = Q,v la représentation p-adique définie
par le caractere 7).

(i) Supposons V de de Rham. Soit D = Dgr(V) = (Bar®g,V)C*.
C’est un K-espace vectoriel de dimension 1 : il existe b € Bgr tel que
D = K(b®v). Il est muni d’une connexion intégrable V déduite de la
connexion de Bgr. Si n € Z, la représentation Qp(n) est de de Rham.
D’apres la proposition 3.5, la représentation V(n) est donc de de Rham.
Par ailleurs, remplacer V' par V(n) revient a remplacer n par nx™, et D par
K(t~"b®uw). En choisissant n assez grand, on se rameéne au cas ot b € BCTR.

Rappelons qu’on a BIR = Bv ([, ..., uql] Ecrivons
b= baut
neNd
ou u = H?:l uyt pour n = (n1,...,nq) € N¢. La donnée de la connexion

V sur D, équivaut a celle de d dérivations N;: D — D. On en déduit qu’il
existe k; € K pour i € {1 ...,d} tels que N;(b) = k;b. Notons

5(1{31,.. {l’GB |VZ€{1 d}, Nz(x):szﬂ}

C’est un ng -module. Ecrivons

avec T, € B(Yg‘ pour n € N. Soit ¢; le multi-indice (0,...,0,1,0,...,0)
(le 1 étant & la i-éme coordonnée). On a

anxnuf g ut—|—1®[ ])

neNd

et done Ny;(x) = >, cna (nizy+(ni+1)(18 1 DTnre, )u . Ecrivons alors k;

comme un élément de Bl = BYg [[u1, ..., ud]] :
e X e
neNd
L'égalité N;(z) = k;a se traduit alors, dans BYg [[u1,. . .,uq]] par les égali-
tés

%y + (N + 1)(1 ® [t; xn+e Z K )xn ms

msn
et donc pour tout n € N% et tout i € {1,...,d}, on a
! 7 (i
Tnte, = e+ 1 (1ot )( Z K Tpm = ”zwﬂ)

msn
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On en déduit que les z,, se calculent de proche en proche & partir de xg;
en particulier, ils sont tous divisibles par zo. L’application £(ky, ..., kq) —
deg; x — xo est donc un isomorphisme de ng—modules et E(k1,...,kq)
est un ng—module libre de rang 1. Par ailleurs, si © € £(k1,. .., kq), alors
zg = 0 = x = 0. En particulier, comme b € £(ki,...,kq), on a by # 0.
1l existe donc m € N tel que by € Fil™ By \ Fil"™*! B{z. D’aprés ce qui
précede, by divise b, pour tout n € N, et donc t~™b € B et 0(t~™b) # 0.
Soit ¢ = O(t~™b), on a g(c) = (7 1x"™)(g) - ¢ pour tout g € Gk. Quitte &
tordre V' a la Tate, on peut supposer m = 0.

La représentation Vest donc C-admissible, i.e. la C-représentation (cf. [4])
associée est triviale. Ses endomorphismes de Sen sont donc triviaux : ’ac-
tion de l'inertie I est donc finie (cf. loc. cit. Prop. 3.6).

On peut le voir directement de la fagon suivante. On a un plongement
iy : K — K (fourni par le choix d’un relévement de Frobenius) qui se pro-
longe en un isomorphisme C = C. Il induit un homomorphisme injectif de
groupes ir: Gx — Gx. Notons Ik le sous-groupe d’inertie de Gx. La repré-
sentation de Gk déduite de V est C-admissible. D’apres [24, cor. du th. 11],
I’action de I est finie. Reprenons les notations qui suivent la définition 2.13.
Onanivy = fin(%)ufyg‘ pour tout « € Zj,. Soient alors 4; pour ¢ € {1,...,d}
des relevements des ; dans Gg. On a

n(7) = n(7:)X0) " u

ol u est une racine de 'unité (parce que ﬁ;lig%f”")aﬁg € ix(Ig), ou 7y

désigne un relevement de vy dans G ). L’élément 7(%;) est donc une racine
de 'unité : on en déduit que laction de I (qui est extension de % (Ix) par
Ker(x: I' — Z,)) est finie.

Comme Z) ~ (fini) x (1+pZ,), le caractere n peut s’écrire n = ¢y, ot
n¢ est d’ordre fini et 7y, est & valeurs dans 1 + pZ,. L’action de Ix étant
finie et 1 + pZ, sans torsion, 7y, est trivial sur I, il est donc non ramifié.

Réciproquement, soit n = ¢y x™ avec 1y d’ordre fini, 7, non ramifié
et n € Z. D’apres la proposition 3.10, le caractere n; est K -admissible, donc
de de Rham. D’apres la proposition 3.32, le caractere mn,, est cristallin,
donc de de Rham (proposition 3.30). Comme " est de de Rham pour tout
n € Z, le caractére 7 est de de Rham d’apres la proposition 3.5 (’anneau
Bar vérifie les hypotheses de la proposition 3.5 d’apres la proposition 3.22).

(ii) Supposons que V est cristalline. Le caractere n est donc de de Rham
d’apres la proposition 3.30. D’aprés ce qui précede, il s’écrit n = nenl, X"
avec np d’ordre fini, 1}, non ramifié a valeurs dans 1+ pZ, et n € Z. Comme
nn, est a valeurs dans 1 + pZ,, la démonstration de la proposition 3.15
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montre que le cocycle n), est trivialisé par un élément b,, € 1+ pOIA(m.. On
0

vu que Oi?gr C Beris- On en déduit que 1/t est cristallin.
Par ailleurs, x ™" est cristallin. D’apres la proposition 3.5 (I'anneau Beis
vérifie les hypotheses de la proposition 3.5 d’apres la proposition 3.22), le
caractere 7y = /-1y~ est donc cristallin. Comme 7; est d’ordre fini, on
a N € Ny tel que 7Y = 1 et donc 77;1 = an*l est cristallin d’apres la
proposition 3.5.

Montrons que le caractére s est aussi non ramifié. Le noyau Ker(7¢) est
un sous-groupe ouvert distingué de G . Il existe L/ K finie galoisienne telle
que Ker(nf) = Gp. Si b € Beis est tel que g(b) = ne(g)b, alors b € BCEL
On a donc b € BS% = L. La proposition 2.47 implique que I’homomor-
phisme K @ rpr Beis — Bar est injectif, donc que Beis NK = Ki*. On a
donc b € K§" N L, ce qui montre que la représentation associée au carac-
tere 7¢ est non ramifiée.

Le caractere n,, = n¢n), est donc non ramifié d’apres la proposition 3.5
(Panneau K, 0" vérifie les hypotheses de la proposition 3.5 d’apres la propo-
sition 3.16). On a donc 7 = 7, X™ avec 7y, non ramifié et n € Z.

Réciproquement, supposons 1 = 7, X" avec 7, non ramifié et n € Z.
D’apres la proposition 3.32, le caractere n,, est cristallin. Comme x™ est
cristallin pour tout n € Z, le caractére 0 est cristallin (proposition 3.5). O

X
cris

a alors b,, € B

—n

cris®

COROLLAIRE 3.34. — Les catégories

Rede(GK)’ Repcris (GK) ’ RepY:lR(GK)’ Reeris (GK)

sont des sous-catégories tannakiennes de Repr(G K ), et la restriction du
foncteur Dgr & Repyr(Gr) (resp. de Des & Repo(Gk), de Dyg a
Repyr(Gk), de DY, a Repy.(Gk)) est un K-foncteur fibre (resp. un

Ko-foncteur fibre, un KY -foncteur fibre, un K -foncteur fibre).

Démonstration. — Cela résulte du fait que les anneaux Byr, Beris, BZR
et BY,. sont Gg-réguliers (cf. définition 3.8). Les propriétés (i) et (iii) de
la définition 3.8 sont évidentes et la propriété (ii) découle de la propo-
sition 3.22. Reste a prouver la propriété (iv). Soit V une représentation
p-adique de Gk de dimension 1. Elle est donnée par un homomorphisme
continu n: Gg — Z,.

Supposons 1 de de Rham (resp. cristallin). D’apres la proposition 3.33 et
sa preuve, 1 peut s’écrire n = NNy X" oun € Z, nr est un caractere d’ordre
fini (resp. et cristallin) et n,, un caractére non ramifié a valeurs dans 1+pZ,
tel que n,,! est lui aussi non ramifié (parce qu’il est trivialisé par un élément
de 1 +pO=,, C BX.), donc cristallin d’apres la proposition 3.32. Comme

Kpr cris
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’ : N __ -1 _ , N-1
n¢ est d’ordre fini, on a N € Ny¢ tel que 7' = 1 et donc 0y~ = 7;
est de de Rham (resp. cristallin) d’apres la proposition 3.5. Par ailleurs, le
caractére x " est cristallin, donc aussi de de Rham (proposition 3.30). Le

U= ntnntx ™" est donc de de Rham (resp. cristallin) d’aprés

caractere 7~
la proposition 3.5, i.e. V'V est de de Rham (resp. cristalline).

Supposons V' de de Rham horizontale (resp. cristalline horizontale). La
représentation V' est de de Rham (resp. cristalline) d’apres la proposi-
tion 3.27. Il en est donc de méme de la duale V'V d’aprés ce qui pré-
cede. D’apres la proposition 3.27, il s’agit de montrer que la connexion
sur Dar (V') (resp. Deis(V'Y)) est triviale.

L’homomorphisme naturel fqr : K @ gv Dyg (V) — Dar(V) (respective-
ment Beris: Ko @y DY..(V) = Deis(V)) est un isomorphisme (d’apres la
proposition 3.27). On en déduit un isomorphisme

Homp (Dar(V), K) — Homg (K ®gv Dyg(V), K)
(resp. Hom g, (Deyis(V), Ko) = Homp, (Ko OKy DY.(V), Ko)) de K-espaces

cri

vectoriels (resp. Ko-espaces vectoriels) & connexion. Comme KV et Ky
sont des corps, on a

Homp (K ®gv DYR(V), K) ~ K @ v Homgv (Dyg (V), KY)
(resp. Homp, (Ko @y Diis(V), Ko) = Ko @y Homyy (Ds(V), Ko))-

cris

On a donc un isomorphisme
Dar(VY) > K ® v Homgw (DY (V), KV)
(resp. Deris(VY) = Ko ® iy Homycy (DY,

vis(V), KY)) de modules & connexion
sur K (resp. Kj), et la connexion sur Dgr (V") (resp. Deyis(V'Y)) est bien

triviale. O

3.5. Structures supplémentaires sur Dgg (V) et Deis(V).

Les modules Dy (V) (resp. Deris(V)) et DYg (V) (resp. DYy (V) sont
munis de structures supplémentaires.

(i) Le K-espace vectoriel D = Dgr(V') est muni d’une filtration décrois-
sante, séparée et exhaustive {Fil" D},cz. En effet, 'anneau Bqr est muni
d’une filtration Fil®, stable par ’action de Gg. Elle induit une filtration
sur Bar ®q, V' et donc sur Dgr(V) € Bar ®q, V.

Le K-espace vectoriel D = Dgg(V') est aussi muni d’une connexion inté-
grable V vérifiant la transversalité de Griffith

V(FiI"D) CFi' ' D&k, Q, reZ
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En effet, I’application

~

V ®q, Bar — (V ®q, Bar) ®x, 2, v®@b+— v® V(D)

induit une application D4gr (V) — Dar(V) ®x, Q car V commute & Iaction
de Gk (proposition 2.24). Comme V est une connexion intégrable, c’est
encore une connexion intégrable, on la note encore V. Comme V vérifie la
transversalité de Griffith sur Bqr (proposition 2.23), il en est de méme de
la connexion induite sur Dgg (V).

(ii) Le Ko-espace vectoriel Dy = Dgyis(V) est muni d’un opérateur ¢
semi-linéaire par rapport au Frobenius absolu sur K. En effet, 'anneau
Beris est muni d’'un opérateur ¢ semi-linéaire par rapport au Frobenius
absolu sur Ky qui commute & l'action de Gg. Il induit donc un opéra-
teur ¢ semi-linéaire par rapport au Frobenius absolu sur Ko sur Beis ®q, V
par ¢(b®v) = ¢(b) ® v, et comme ¢ commute a action de G, il laisse
stable le sous-Ky-espace vectoriel De,is (V).

Par ailleurs, le K-espace vectoriel Dox = K ®k,, Do est isomorphe & un
sous-espace vectoriel de D = Dgr(V') (proposition 3.29). Il est donc muni
d’une filtration {Fil” Do }recz décroissante, séparée et exhaustive et d’une
connexion intégrable V induites par 'homomorphisme injectif Do — D.
De plus on a Vo = ¢V sur Dy (en effet, d’apreés la proposition 2.58,
lopérateur ¢ et la connexion V commutent sur B, il en est donc de
méme sur De,is(V)).

(iii) Le KV-module IV = DY (V) est muni d’une filtration {Fil” DV },.cz
qui est décroissante, séparée et exhaustive.

(iv) Le KY-module D} = DY, (V) est muni d’un opérateur ¢ semi-
linéaire par rapport au Frobenius absolu sur Ky . Par ailleurs, le KV-
module IV, v = K¥ ® Ky D} est isomorphe & un sous-espace vectoriel de
DV = DY (V) (propostition 3.29). Il est donc muni d’une filtration décrois-
sante {Fil" DY < }recz séparée et exhaustive induite par ’'homomorphisme
injectif DXKV — DV.

PROPOSITION 3.35. — Si V est une représentation p-adique de de Rham
(resp. cristalline, de de Rham horizontale, cristalline horizontale), I’isomor-
phisme aqr(V): Bar ®x Dar(V) — Bar ®q, V' (resp. etc.) est compatible
aux structures supplémentaires énumérées ci-dessus. De méme, les isomor-
phismes et suites exactes qu’on déduit de la proposition 3.5 — du fait que
Dar (resp. Deyis, resp. etc.) induit un K-foncteur fibre (resp. etc.) sur la
catégorie Repyr(Gk) (resp. etc.) — respectent les structures supplémen-
taires.
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Démonstration. — Le point non trivial est la stricte compatibilité aux
filtrations. On dispose du foncteur gry qui & un K-module filtré associe
son gradué. C’est un foncteur exact de la catégorie des K-modules filtrés
vers la catégorie des K-modules gradués, qui commute en outre au produit
tensoriel. Soit

Bur == grg (Bar)
(cf. proposition 2.22). O. Hyodo a montré (|20, Proposition 2.1]) que pour
toute représentation p-adique V', ’homomorphisme naturel

ant(V): Bur ®k Dur(V) — Bur ®QPV

est injectif, ot Dyr(V) = (Bur ®g,V)C*.
Soit V' une représentation p-adique de de Rham. On a gry(Dggr) =
Dyt (V) et le diagramme commutatif

8k (Bar ®x Dar(V)) — 8rx (Bar ®g, V)
H ey
grx (Bar) ®k gryx(Dar) — Bur ®q, V.
L’injectivité de apr(V) implique celle de I’application
gry (Bar @k Dar(V)) — gry(Bar ®q,V)
et donc la stricte compatibilité de aqgr (V') aux filtrations.

Soient V7 et V5 deux représentations p-adiques de de Rham. Montrons
que I'isomorphisme Dggr (V1) @k Dar (V2) — Dar (V1 ®q, V2) est compatible
aux filtrations. On a le diagramme commutatif

Bar ®k Dar (V1) ®k Dar(V2) — Bar @k Dar(V1 ®q, V2)

OédR(Vl)®OédR(V2)\L J/adR(V1®QPV2)

(Bar ®q, V1) ®B4r (Bar ®q,V2) — Bar ®g, V1 @q, V2
ot agr(V1) ® agr(V2) et agr (Vi ®q, V2) sont des isomorphismes de mo-
dules filtrés sur K d’apres ce qui précede. Il en est donc de méme de 'ho-
momorphisme Byr ®x Dar(V1) ®k Dar(V2) — Bar @k Dar (V1 ®q, V2).
En passant aux gradués, on a un isomorphisme

Bur ®x8r (Dar (V1) ®k Dar(V2)) = Bur @k gr ( Dar (Vi ®q, V2))

et donc un isomorphisme

gri (Dar(V1) @k Dar(V2)) = gri (Dar(Vi ®q, V2))

vu que K est un corps.
Raisonnement analogue pour le dual. 0
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Notation 3.36. — On note Ko, (resp. Beris,,) le corps Ky (resp. 'an-
neau Bgis) vu comme Kp-algebre (resp. Beis-algeébre) via o (resp. via ).

PROPOSITION 3.37. — SiV est cristalline (resp. cristalline horizontale),
I’homomorphisme Ky-linéaire (resp. Ky -linéaire) @: Koo @Ky Deris(V) —
Deis(V) (resp. ¢: Ky, OKy DY (V) — DY..(V)) est un isomorphisme.
En particulier, le Kq-espace vectoriel Dis(V) (resp. le K -espace vectoriel

DY..(V)) est engendré par ¢(Deis(V)) (resp. par ¢(D%q (V).
Démonstration. — Supposons que la représentation V est cristalline. On

a un isomorphisme
Bcris ®K0 (K070' ®K0 Dcris(V)) ~ Bcristp ®K0 Dcris(V)

et le diagramme commutatif

ldp,, ®$
Bcris,ap ®K0 Dcris(v) —— Bcris ®K0 Dcris(v)

iz
Bcris,ap QBeris (Bcris R K, Dcris(v)) | ceris (V)
ldg,,;, ®o¢cris(v)iz

Bcris,go ®Bcr;s (Bcris ®Qp V) 4N> Bcris ®va

I’homomorphisme du bas étant donné par b; ® by ® v — byp(by) ® v. Il en

résulte que 'homomorphisme Idg_. ®@ est un isomorphisme. I’homomor-

phisme Kjy-linéaire ¢: Ko » @y Deris(V) — Deris(V') est donc un isomor-
phisme.

Le cas ol V est cristalline horizontale se traite de fagon identique. O
SiV e Repr(GK), posons Dpax(V) = (Bmax ®QPV)GK. C’est un K-

espace vectoriel.

PROPOSITION 3.38. — On a Dy,ux (V') = Deis(V). En particulier, les re-
présentations Bp,.x-admissibles ne sont autres que les représentations cris-
tallines.

Démonstration. — Soit x € Ok, ®7 W(R) tel que z € Ker(fg,). Il existe
y € Ok, ®z W(R) tel que ¢(x) = 2P + py, d’ou
plx/p)=(p— 12 +y e Aus.

Comme A.s est un anneau et ¢ un morphisme d’anneaux, on a donc
@(Amax) g Acris' AinSiu on a (p(Bmax) g Bcris g BmaX7 d’ou L;D(IDmaX(Vv)) g
Deris(V) € Dimax(V). Un raisonnement identique a celui de la preuve de la
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proposition 3.37 montre que (Dmax(V)) engendre le Ky-espace vectoriel
Dpax(V) : on a bien Deyis(V) = Diax (V). O

3.6. Représentations cristallines : indépendance des choix.

L’objet de cette partie est de montrer que la notion de représentation
cristalline ne dépend pas des choix faits pour Kj et o.

Rappelons qu’on a K = Ky[w] olt w est une uniformisante de K. On
choisit @ € R tel que @(®» = @ et on pose

Ew = w — [’5] e OK ®(9K0 Acris g B(erR .

Notons e = ex l'indice de ramification absolu de K (c’est aussi de degré
de Pextension K /Ky vu que lextension résiduelle est triviale).

DEFINITION 3.39. — On note A i le séparé complété, pour la topo-
logie p-adique, de la sous-Ok ®7 W(R)-algeébre de K ®7; W(R) engendrée
par @ Ker(0f).

On obtient ainsi une Ok-algebre qui ne dépend que de K. On pose
BIT]&X,K = Amax,K[p_l]'
PROPOSITION 3.40. — On a Apax,x € p ' (Ok R0, Amax ) -

Démonstration. — Le noyau de 0k dans Ok ®7 W(R) est engendré par
le noyau de 0k, dans Ok, ®z W(R) et &. Par ailleurs, on peut écrire
@’ = up ot u € O est une unité, et donc @® = up dans R. On a donc
([@]/w)e = a[p]/p, ol « est une unité, et

([@]/w)" =p~" (alp)/p)" (p/=")[]"
ou s = eq + r est la division euclidienne de s par e. La sous-Og ®z
W(R)-algebre Ax de K ®z W(R) engendrée par o /w et w ! (O ®0x,
Ker(ff,)) est donc incluse dans p~'(Ox Q0 A), ot A est la sous-
Ok, ®z W(R)-algebre de Ky ®7 W(R) engendrée par p~! Ker(fg,). Le
séparé complété de cette derniere pour la topologie p-adique est A, ... Par
ailleurs, pil(OK R0, Amax) est lui aussi séparé et complet pour la to-

pologie p-adique (car Ok est un Ok, -module libre de rang e). L’énoncé
s’obtient donc en passant au complété pour la topologie p-adique. O

z . . . + +
On en déduit une inclusion B, € K ®k, B

max-*
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PROPOSITION 3.41. — Si N est un entier tel que pN > e, on a
N n+ +
¥ (Bmax) - Bmax,K .

)C BF et comme

Démonstration. — Il suffit de vérifier que o™ (A max, K

max
Anax = Azwbx{ul/p7 ..., uq/p} d’apres la proposition 2.39, il suffit de voir
que ™V (¢/p) € B;aX)K et o™V (u;/p) € B;aX?K pour tout ¢ € {1,...,d}. On

a§/p=1-[p]/p donc
e&/p)=1-p" 1 ([p)/p)" =1 —p" o P ([&]/@)" € Amax.i

(avec les notations de la preuve précédente). On a

p—1
p(ui) = o(t:) — (b — ) = o(t;) —t7 + (=1)P 'l = <p'>tf(—ui)p_j'
: J
j=1
Comme o(t;) — t! € pOk,, on a ¢(u;) = pal(-l) + (—=1)P~ 'l avec agl)
dans Ok, ®z W(R). Une récurrence immédiate montre alors que pour tout

n € Ny, il existe ag”) € Ok, ®z W(R) tel que

o (u;) = pal™ 4 (1P ud"

On a alors
" PV
N(%i) _ (N) 1% (N) -1, %
P (?) =a; A+ (=17 l? =a;  +(=1)""u 1;6 € Amax.K
vu que p”¥ > e (rappelons que u € O est tel que @w® = up). O

En particulier, on a t € B

max,

K - Ol pose

Bmax,K = B:‘lax,K[til}'
PROPOSITION 3.42. — Soit V' une représentation p-adique. Alors V' est

Beris-admissible si et seulement si elle est Byax, k -admissible. En particulier,
la notion de représentation cristalline ne dépend que de K et pas du choix
de Ko.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.38, on a Dyax (V) =Deyis(V).
Par ailleurs, si p¥ > e, on a @N(Bmax) C Bmax,k, donc K Qo N (Ko)
©™ (Bmax) € Bmax,k € K ®k, Bmax. On a donc

K ®0’N(K0) @N(Dcris(v)) C (Bmax,K ®QPV)GK - K ®K0 Dcris(V)~

Comme ¢(Deyis(V)) engendre Deis(V) (proposition 3.37), on a K ®k,
Dais(V) = (BmaX,K ®QPV)GK. Comme Bpax,x ne dépend que de K, la
dimension de D5 et donc le fait que V' est cristalline ou non ne dépendent
que de K (et pas du choix de Kjp). O
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Notation 3.43. — Notons Auis i le séparé complété pour la topologie
p-adique de 'enveloppe & puissances divisées de O ®7 W(R) relativement
au noyau de I’homomorphisme 6, compatibles avec les puissances divisées
canoniques sur l'idéal engendré par p.

PROPOSITION 3.44. — L’anneau A.s i est le séparé complété pour la
topologie p-adique de I’enveloppe a puissances divisées de Ok ®0k, Acis
relativement a l’idéal engendré par &, compatibles avec les puissances
divisées sur I'idéal engendré par p et Ok ®o,, Ker(0k,).

Démonstration. — On a un homomorphisme naturel Acyis — Acris k€t
donc un homomorphisme Og R0y, Acis = Agis, k. Ce dernier induit un
homomorphisme

h: (OK ®OK0 Acris)DP - Acris7K

ou (O R0y, Acris)DP désigne I’enveloppe a puissances divisées de O R0y,
Ais relativement a 1'idéal Ker(fk), compatibles avec les puissances di-
visées sur I'idéal engendré par p et Ok ®o, Ker(fg,). D’apres la pro-
priété universelle des enveloppes a puissances divisées, la réduction mo-
dulo p™ de h est un isomorphisme pour tout n, on a donc un isomorphisme
(Ok R0k, Ais)PP T — Acris, i entre les complétés pour la topologie p-
adique. Comme l'idéal Ker(0g,) de Aqis a déja des puissances divisées, il
suffit donc de voir que le noyau de i dans Og R0k, A s est engendré
par & et Ok ®OK0 Ker(HKO).

Soit x € Ok ®oy, Agis avec O (z) = 0. Le Og,-module Ok est libre de

base {1,w,...,w* 1} : écrivons x = EZ_:B w" ® an. On a
e—1 e—1
a::Z(w"®171®[%]”)(1®an)+1®y avec y:Z[%}”an,
n=0 n=0

soit # = {pz + 1 ®y avec z € Ok ®oy, Acris €6 Yy € Ker(fg,). L’idéal
Ker(fx) dans Ok Rok, A s est donc engendré par £ et le noyau de 6k,
de Ais, ce qu’on voulait. O

Remarque 3.45. — Une facon naturelle et intrinseque de définir les re-
présentations cristallines consiste a dire que ce sont les représentations
Beris, k-admissibles, olt Beris, x = Acris, i [1/pt] (on a

Agris, k. = Im O3 (0 /pO5| Ok /p" Ok )

n
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(cf. [17, I 1.2])). Cette définition coincide avec celle donnée plus haut
lorsque e < p— 1 (i.e. quand il y a une structure d’idéal & puissances divi-
sées sur I'idéal maximal de Ok ), parce qu'alors Acris, k C Amax, k- J’ignore
si c’est le cas pour e quelconque.

4. Les (¢, V)-modules filtrés

4.1. La catégorie des (¢, V)-modules filtrés

Les objets que 'on va considérer dans cette section sont des objets de la
catégorie des F-isocristaux sur kx qui sont munis d’une filtration sur K.
Cette catégorie est équivalente (par le choix du sous-corps fermé K, de K
de méme corps résiduel et admettant p pour uniformisante), & la catégorie
(plus explicite) des Ky-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une
connexion formelle quasi-nilpotente, d’un opérateur de Frobenius qui est
o-linéaire et horizontal pour la connexion, ainsi que d’une filtration apres
extension des scalaires & K (parce que Of, est une W-algebre formellement
lisse d’apres [18, Théoreme 19.8.2]), cf. [3, §6] ou [22, 2.4]). C’est dans cette
catégorie qu’on va travailler.

On a
d

O~ @ Kydlog(t;).
i=1
Soit D un K-espace vectoriel. La donnée d’une connexion V: D — D®g, Q
est équivalente & la donnée de d dérivations N;: D — D (correspondant a la
projection Q— Kydlog(t;)). Rappelons que la connexion est intégrable si
et seulement si les dérivations NN; commutent deux & deux (cf. [21, 1.0]). La
catégorie des K-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une connexion
intégrable est abélienne.

DEFINITION 4.1. — Un V-module D sur K est la donnée d’un K -espace
vectoriel de dimension finie D, muni d’une connexion intégrable V: D —
D ®k, Q. Un morphisme de V-modules f: D — D’ est une application
K-linéaire horizontale. On obtient ainsi une catégorie abélienne W [p~!]-
linéaire. On la note Mg (V).

PROPOSITION 4.2. — Soit D un Ky-espace vectoriel de dimension finie,
muni d’un opérateur de Frobenius ¢: D — D qui est semi-linéaire par
rapport au Frobenius sur K. Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i) L’homomorphisme Ky-linéaire ¢: Ko, @, D — D déduit de ¢ est
un isomorphisme.
(ii) (D) engendre le Ky-espace vectoriel D.

Démonstration. — En prenant la puissance extérieure maximale, on se
ramene au cas d’un espace vectoriel de dimension 1 pour lequel c’est évident.
O

DEFINITION 4.3. — Soit D un Ky-espace vectoriel 4 connexion. On dit

que la connexion V est quasi-nilpotente s’il existe un sous-Og,-module D
de D qui est séparé et complet pour la topologie p-adique, stable par V (i.e.
tel que V(D) C D ®o,, ﬁoKo) tel que D = D[p~!], et que la connexion
induite par réduction modulo p est nilpotente (cette derniére condition re-
vient a demander qu’il existe des entiers e; tels que H?:l (N;/t;)P¢ envoie D
dans pD (ot les N; pour i € {1,...,d} sont les dérivations associées a V).

DEFINITION 4.4. — Un (¢, V)-module sur Ky est un V-module D sur
Ky tel que la connexion soit quasi-nilpotente, qui est muni d’un opérateur
de Frobenius ¢p: D — D semi-linéaire par rapport au Frobenius sur K
tel que ¢(D) engendre le Ky-espace vectoriel D et tel que oV = V. Un
morphisme de (¢, V)-modules f: (D1,p1) — (D2, ¢2) est la donnée d’un
morphisme f entre les V-modules sur K sous-jacents tel que fop, = paof.
On obtient ainsi une catégorie Q,-linéaire, notée M, (p, V).

Remarque 4.5. — Contrairement au cas ou d = 0 (i.e. lorsque kg est
parfait), le Frobenius o: Ky — Kj n’est pas surjectif si d > 0 (cela se voit,
par exemple, en remarquant que U(QOKO) - pﬁoko). En particulier, les
conditions de la proposition 4.2 ne sont alors pas équivalentes a I'injectivité
de ¢ sur D. C’est pour cela que dans la définition qui précede, on demande
que D vérifie les conditions de la proposition 4.2 et pas seulement que ¢
soit injectif, comme on le fait d’habitude (cf. [16, 4.2.1]).

PROPOSITION 4.6. — La catégorie M, (¢, V) est abélienne.

Démonstration. — Compte tenu du fait que la catégorie Mg, (V) est
abélienne, il s’agit de vérifier que pour un morphisme f de (¢, V)-modules
sur Kj, les Frobenius induits sur Ker(f) et Coker(f) (dans la catégo-
rie Mg, (V)) sont tels que o(Ker(f)) (resp. p(Coker(f))) engendre Ker(f)
(resp. Coker(f)), et que les connexions induites sur Ker(f) et Coker(f)
sont quasi-nilpotentes. Il suffit de voir que si (D1, V1), (D2, Va) sont des
V-modules sur Ky, munis d’opérateurs ¢y, @2 semi-linéaires par rapport
au Frobenius sur Ky, si (D,p,V) est un (g, V)-module sur Ky tel que
(D, V) est extension de (D, V) par (D1, V1), et tel que ¢ induit ¢; sur D;
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(pour i € {1,2}), alors (D1, ¢1, V1) et (Da, p2, Va) sont des (¢, V)-modules
sur K.

D’apres la proposition 4.2, il suffit de voir que les homomorphismes li-
néarisés ¢ et Yo sont des isomorhismes, sachant que ¢: Ko, @k, D — D
Pest. Comme (D, ¢) est extension de (Da, p2) par (D1, 1), on a det(@) =
det(p1) @ det(P2). Si det(@) est un isomorphisme, il en est donc de méme
de det(p7) et de det(@2).

Supposons V quasi-nilpotente : il existe un sous-Og,-module D de D
séparé et complet pour la topologie p-adique, stable par V, tel que D =
Dlp~1], et des entiers e; tels que Hle(Ni/ti)pei envoie D dans pD. On voit
que V7 et Vs sont quasi-nilpotentes en considérant D; = D N Dy et Dy
I'image de D dans Ds. O

Si Dy et Dy sont deux (¢, V)-modules sur Kp, on a une structure de

(¢, V)-module sur Ky sur Dy @, D2 donnée (avec des notations évidentes)
par

p(r1 ®@12) = p1(21) @ p2(72) et V(z1®w2) =21 @ V(22) + 22 ® V(71)

pour x1 € Dy, x9 € Ds. Le linéarisé ¢ = 1 ® pa est bien un isomorphisme.
On note
D1 ® Do

le (¢, V)-module sur Ky ainsi défini. La catégorie Mg, (¢, V) a un objet
unité : 1 = (Ko, ¢, d) (connexion triviale). De méme, si h est un entier et
D un (¢, V)-module sur Ky, le Kg-espace vectoriel A" D est naturellement
muni d’une structure de (p, V)-module sur Kj.

Par ailleurs, on a un Hom interne dans la catégorie des (¢, V)-modules
sur Ko : si D1,Dy € Mg, (¢, V), alors Hom(Dy, D) est le Kp-espace
vectoriel Homg, (D1, D2) muni du Frobenius ¢ et de la connexion V définis
(avec des notations évidentes) par

(f)(x) = G2(d@f) (@7 ')
(Ko,, @K, Hompg, (D1, D) s'identifie & Homg, (Ko,, ® x, D1, Ko, @i, D2),
on voit par ailleurs ainsi que @ est un isomorphisme) et avec

V(f)(z) = Vo f(z) = foVi(z)
pour f € Homg, (D1, Ds) et x € D;y.

Ce qui précede implique que la catégorie Mg, (p, V), qui est une caté-
gorie abélienne Q,-linéaire, est tannakienne (cf. [9]).

Remarque 4.7. — L’équivalence entre la catégorie des F-isocristaux
sur ki et la catégorie Mg, (¢, V) (cf. [22, 2.4]) montre que cette dernieére
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ne dépend pas (& équivalence pres) du choix de Ky et du relevement o du
Frobenius.

Sin € Z, on note 1(n) le (¢, V)-module sur Ky donné par (Ko,p~ "0, d)
(connexion triviale). On a 1(0) = 1. Si D est un (¢, V)-module sur Ky, on
note

e D(n) = D ®1(n) (tordu & la Tate),

e DV =Hom(D,1) (dual de D).

Soit D un (¢, V)-module sur Ky de dimension h. On dispose alors du
(¢, V)-module A"D sur Kjy. Son Kj-espace vectoriel sous-jacent est de
dimension 1. Soit # un vecteur non nul de A"D. 1l existe A € K tel que
o(x) = Az. La valuation p-adique v(\) est un entier (car Ok, est un anneau
de Cohen pour k).

Notation 4.8. — On note ty (D) V'entier ainsi obtenu.

Remarque 4.9. — (i) Si B = {e1,...,en} est une base de D, et M la
matrice dont la j-ieme colonne est formée des composantes de ¢(e;) sur B,
la matrice M et son déterminant dépendent du choix de la base B (car ¢ est
seulement semi-linéaire), mais v(det(M)) n’en dépend pas, et c’est ¢ (D).

(ii) Si D est un (p, V)-module de rang h sur Ky et n un entier rationnel,
onaty(DV)=—ty(D) et tn(D(n)) =tn(D) — nh.

PROPOSITION 4.10. — La fonction ty est additive.

Démonstration. — Soit 0 — D’ — D — D" — 0 une suite exacte dans
la catégorie Mg, (¢, V). Notons h, h' et h” les dimensions de D, D’ et D"
respectivement. On a h = ' + h" et APD ~ (/\h/ D’) ® (/\h” D”) et donc
ty(D) =ty (D) +tn(D"). O

DEFINITION 4.11. — Un V-module filtré sur K est la donnée d’un V-
module A sur K, et d’une filtration (Fil" A),cz sur le K-espace vectoriel
A sous-jacent qui est décroissante, séparée (i.e. Fil" A = {0} pour r > 0),
exhaustive (i.e. FiI" A = A pour r < 0), telle que

V(Fil" A) C Fil' ' A @, O

(transversalité de Griffith). Un morphisme de V-modules filtrés f: Ay —
As est un morphisme entre les V-modules sous-jacents qui respecte les
filtrations i.e. tel que f(Fil" Ay) C Fil" Ay. On obtient ainsi une catégorie
additive W [p~1]-linéaire, notée MF (V).
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Remarque 4.12. — La catégorie MF i (V) n’est pas abélienne. Cela ré-
sulte du fait que la catégorie MF i des K-espaces vectoriels filtrés n’est
pas abélienne, et que tout morphisme f: A; — Ay dans MF g est 'image
par le foncteur d’oubli d’un morphisme de MF (V). Pour voir ce dernier
point, il suffit de choisir des bases de Ay et Ay adaptées a f et aux filtra-
tions (c’est possible vu que f respecte les filtrations) et de munir Ay et Ag
des connexions triviales pour ces bases (i.e. dont la matrice est d’identité
dans ces bases).

Si A1 et Ag sont deux V-modules filtrés sur K, on a une structure de
V-module filtré sur K sur A; ® g Ay donnée par la connexion habituelle
et la filtration définie (avec des notations évidentes) par

Fil' (A1 @k Ag) = > Im(Fil* Ay @ Fil'™* Ay — A @k Ay)
SEZ
pour r € Z. Le gradué est alors
Gr' (A1 @k Ag) ~ P Gr* (A1) @k G’ *(Ay).
SEZL

On note A1 ® A le V-module filtré sur K ainsi défini. On a un objet
unité : 1x = (K, d,Fil*) (connexion triviale) avec Fil" 1 = 1x sir < 0
et Fil"1x = 0 si 7 > 0. De méme, si A est un V-module filtré et h un
entier, on a une structure naturelle de V-module filtré sur le K-espace
vectoriel APA.

Par ailleurs, on a un Hom interne dans la catégorie des V-modules filtrés
sur K : si A, Ay € Mg(V), alors Hom(Aq, As) est le K-espace vec-
toriel Homg (A1, Ag) muni de la connexion habituelle et de la filtration
définie par

FIIT (Hom(Al, Ag))
= {f € Homg (A1, As), (Vs € Z) f(Fil® Ay) CFil**" Ay}
pour 7 € Z. On a alors
Gr" (Hom(A1, Az)) ~ @D Homg (Gr® (A1), Gr*t7(Ay)).
SEZ
Tout cela fait de MF (V) une catégorie tensorielle additive (cf. [9]).

Pour n € Z, on pose
1(n)k = (K, d)
muni de la filtration définie par Fil" 1(n) g =1(n)k sir<—net Fil" 1(n) g =
0sir>—n.Si A est un V-module filtré sur K, on note :
e A(n) = A®1(n)k (tordu & la Tate),
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e AV =Hom(A,1k) (dual de A).

Soit A un V-module filtré sur K de dimension h. Le K-espace vectoriel
AP A est alors de dimension 1. II existe donc un entier r tel que Gr" (A"A) ~
APA et Gr¥(A"A) =0 si s #£ 7.

Notation 4.13. — On note ¢tz (A) Pentier ainsi obtenu.

Remarque 4.14. — Si A est un V-module filtré de dimension h sur K et
n un entier rationnel, on a tgz (DY) = —tg(D) et ty(D(n)) = tg(D) — nh.
En effet, en prenant la puissance extérieure h-ieme, il suffit de le voir dans
le cas ou h = 1, cas dans lequel les égalités sont évidentes.

PROPOSITION 4.15. — La fonction ty est additive.

Démonstration. — Soit 0 — A’ — A — A” — 0 une suite exacte dans
la catégorie M (V). Notons h, h' et h” les dimensions de A, A’ et A"
respectivement. On a h = k' + b et A"A ~ (AM' A’) @ (A" A”) et done
ta(A) =tg(A) +tg(A”). O

Remarque 4.16. — Soit A un V-module filtré sur K, alors

tr(A) = rdimg(Gr"(A))
reZ
(ot Gr*® désigne le gradué pour la filtration Fil®).

En effet, le K-espace vectoriel filtré A est isomorphe (non canonique-
ment en général) a @, ., Gr'(A), la filtration sur le membre de gauche
étant donnée par Fil° (@D, o, Gr"(A)) = D, <, Gr"(A) pour s € Z. Par
additivité de ¢ty (proposition 4.15), il suffit de vérifier la formule pour le
K-espace vectoriel filtré Gr"(A) donné par Fil*Gr"(A) = Gr" A si s < r
et Fil* Gr"(A) = 0 si s > r, cas dans lequel elle est évidente.

DEFINITION 4.17. — Un (¢, V)-module filtré sur K relativement & K
est la donnée d’un (¢, V)-module D sur Ky, et d’une filtration sur Dg =
D ®g, K faisant de ce dernier un V-module filtré sur K (la connexion sur
Dy est la connexion induite par celle de D). Un morphisme de (¢, V)-
modules filtrés f: D — D’ est un morphisme entre les (¢, V)-modules
sous-jacents tel que fix: Dx — D% est morphisme de V-modules filtrés
sur K. On obtient ainsi une catégorie tensorielle additive Q,-linéaire, notée
MF gk, (¢, V). Si aucune confusion n’en résulte, on parlera simplement
de modules filtrés sur K.

Remarque 4.18. — La catégorie MF g i, (¢, V) ne dépend pas (& équi-
valence pres) du choix de K est du relevement o du Frobenius d’apres la
remarque 4.7.
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Soit V' une représentation p-adique. Le K-espace vectoriel Dggr (V) est
muni d’une filtration et d’une connexion. Par ailleurs, le Ky-espace vectoriel
Deyis(V) est muni d’un Frobenius, d’une connexion et d’une filtration apres
extension des scalaires a K.

PROPOSITION 4.19. — (i) Dgr(V) est un objet de MF g (V).
(ii) Deris(V) est un objet de MF g/, (¢, V).

Démonstration. — (i) Le K-espace vectoriel D = Dggr (V) est de dimen-
sion finie d’apres la proposition 3.22. D’apres la partie 3.5, il est en outre
muni d’une connexion intégrable V: D — D®K§ et d’une filtration Fil® D
décroissante séparée et exhaustive telle que V vérifie la transversalité de
Griffith. C’est donc un objet de MF g (V).

(ii) D’apres la proposition 3.22, le Ky-espace vectoriel D = D¢i5(V) est
de dimension finie. D’apres la partie 3.5, il est muni d’'un opérateur de
Frobenius semi-linéaire par rapport au Frobenius o sur Ky dont le linéarisé
est un isomorphisme, d’une connexion intégrable V: D — D ®k, Q telle
que Vo = oV et d’une filtration Fil®* D décroissante séparée et exhaustive
sur Dg = K ®k, D telle que V vérifie la transversalité de Griffith (c’est un
sous- K -espace vectoriel de Dggr(V), cf. partie 3.5). Le Ky-espace vectoriel D
étant de dimension finie, on a D = D[p~!] avec D = (t*” Agsis ®va) G
pour n entier assez grand. Par construction, D est stable par V. Pour
i€{l,...,d}, on a N’(Acis) C pAcyis : la connexion V sur D (et donc
sur Dk ) est quasi-nilpotente. Par ailleurs, 'image de Frobenius engendre le
Ky-module D d’apres la proposition 3.37. Le Ky-espace vectoriel Deis(V)
est donc un objet de MF gk, (¢, V). a

Notation 4.20. — On note MF x (p, V) I'image essentielle du fonc-
teur

Dcris : Repcris(GK) I MFK/KO (907 V)

Ses objets sont appelés les (¢, V)-modules filtrés admissibles.

DEFINITION 4.21. — Un (¢, V)-module filtré D sur K relativement a
K est dit faiblement admissible si les conditions suivantes sont remplies :

(a) On aty(D) =tn(D).

(b) On aty(D') < ty(D') pour tout sous-objet D’ de D (dans la caté-
gorie MF i/, (0, V)).

Notation 4.22. — On note MF&‘}/KO(@,V) la sous catégorie pleine de
MF g/, (¢, V) constituée des (¢, V)-modules filtrés D sur K relativement
a Ky qui sont faiblement admissibles.
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4.2. Le foncteur Vg

Soit D un module filtré sur K. Le K-espace vectoriel Byr ® x D est
alors muni d’une filtration donnée par

Fil" (Bqr @k Dk ) = Z Im(Fil® Byr ®x Fil"™* D — Bar ®x Di)
SEZL

pour 7 € Z. Il est aussi muni d’une connexion donnée par
Vbed) =d V(b)+ b V(d).

Elle induit une connexion sur le sous-Ky-module Beyis @i, D. Ce dernier
est aussi muni d’un Frobenius donné par ¢(b ® d) = p(b) ® ¢(d).

DEFINITION 4.23. — Si D est un module filtré sur K, on pose :

=1
Veris(D) = (Beris @1, D)¥=0 N Fil(Bar @5 D¢ ).

On obtient ainsi un foncteur de la catégorie MF g (p,V) dans la ca-
tégorie des (Q-espaces vectoriels topologiques munis d’une action linéaire
continue de G .

THEOREME 4.24. — (i) La catégorie MF i (¢, V) est abélienne.

(ii) Si Dy et D5 sont deux modules filtrés sur K admissibles, D1 ® Ds
(vu comme objet de MF g, (¢, V)) aussi. De méme, si D est un module
filtré sur K admissible, son dual D (vu comme objet de MF gk, (¢, V))
aussi.

(iii) Munie de ces structures, la catégorie MFy . (¢, V) est tanna-
kienne.

(iv) Le foncteur D5 induit une équivalence de catégories tannakiennes

Rep,,; (Gr) — MF% ), (0, V)
et le foncteur induit par Vs est un quasi-inverse.
Démonstration. — Soit V' € Rep,,;s(Gx). Par définition,
eris(V) 1 Beris @k Deris(V) = Beris ®g, V
est un isomorphisme de B,js-modules. On a donc a fortiori
Bar @k Daris(V)k — Bar ®g,V
et donc

=1
Vcris(Dcris(V)) - (Bcris ®Qp V)@ZO N Fﬂo(BdR ®va)

cris

p=1
~ (BYZNFil’Bar ) ®g, V-
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D’apres la proposition 2.59, on a BCVHSO NFil" Bgr = Q,. L’application na-
turelle V' — Viis(Deris(V)) est donc un isomorphisme. On en déduit la
pleine fidélité du foncteur induit par Dy et le fait que Vs induit un
foncteur quasi-inverse.

L’assertion (i) découle de la pleine fidélité du foncteur induit par D s.

Le corollaire 3.34 affirme que la restriction du foncteur D.,is & Rep,,;s(Gk)

est un Ko-foncteur fibre. Les assertions (ii), (iii) et (iv) en résultent. O
LEMME 4.25. — Pour tout n € Ns, il existe
n) _ [p(n)
6( [0 g }1<z J<d € Md (OKO)

tel que dans Bes, on a
Nig" =p" Z%’i)w”N

pour tout i € {1,...,d}.

Démonstration. — Pour # € Ok,, on a o(z) = 2P mod pOg, d’on
o(dz) € pQ}DKO. Il existe donc © = [0; ;]1<ij<d € Ma (OKO) tel que pour
tout ¢ € {1,...,d}, on a

o(dlog(t; pZQz]dlog

Si n € N5g, on pose
0" =¢"1(0)0" %(0) - ()0 € My (Ok,).
On a alors o™ (d log(t;)) = p™ 3¢ 6" )dlog( t;) pour tout i € {1,...,d}.

j=1"1]
On a V™ = "V (proposition 2. 58) soit

Z]\Mp ® dlog(t; Zg& N; ® o™ (d log(t)))

1=1 j=1
iLe. Y1 Nip™ @ dlog(t;) = ZJ LN e (0 Gj(f)dlog( ;) et donc
N =p» 2?21 9;2)@" ; pour tout i € {1,...,d}. O

PROPOSITION 4.26. — Soit D un (¢, V)-module filtré sur K relative-
ment a Ky, de dimension 1. Alors

0 si tN(D) >t
dime (Vcris(D)) = 1 si tN<D) = tH(D),
+oo sity(D) <t
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De plus, si x € D\ {0}, il existe § € (Bcris ) " tel que Vyis(D) = Qp(8Rx)
dans le cas ot tiy (D) =ty (D).

Démonstration. — Ona D = Koz, et ¢(z) = Az. Comme ¢(D) engendre
D,ona #0.Posonsr = ty (D) = v()). Ecrivons A = p"Ag avec Ao € O,
Posons s = tg (D). On a Fil! D = D sij<set Fil Dg =0sij > s.
On a

Veris(D) = (Beris ©x, D)?~ V=0 N Fil®(Bar ®x, D)
= {b®x, b € Beyis, p(b) @ Az = b® x,
Vib@z)=0,b®x € Fil’ (Bar ®x,D) }
o~ {b € Beyis, (0)p" Ao =0, V(b® ) =0, b € Fil™* BdR}
~ ¢t~ "{by € Beris, ¢(bo) Ao = bo, V(by @ z) =0, by € Fil""* Bar }
avec b = t~"by dans le dernier isomorphisme (rappelons que ¢ est horizontal
pour la connexion). D’apres le corollaire 3.20, il existe « € Oli(g,” tel que

ola) = )\ala : 81 by € Beyis, 01 & ©(bg) = Aobp si et seulement si b’ = aby
vérifie p(b') = v. Comme a € (’);{W c Fil° BdR\F111 Bgr, on a by €
0

Fil"™* Bar & v eFil"? Bar d’ou
Veris(D)~a™ 7" {V €Beyis, (b)) =V, V(¥ ®a™'z) = 0,b' € Fil""*Bar }.

Soit b € Beis tel que V(b ® a™'z) = 0. Pour tout i € {1,...,d}, on
a N;(ba=1lz) = 0, i.e. a7 *N; (V') + ' N;(a Hk; = 0 (ot k; € Ko ne dé-
pend que de a et x). On a donc N;(b') = Kb avec k| € K. D’aprés le
lemme 4.25, pour n € Nyg et i € {1,...,d},on a

Nig" =p Z%?w
avec 953) € Og,. On a donc
=p Zoﬁ’w %)

Le. KU = p Y0 0 on (KDY soit k) = p 0, 00 on (k) si b # 0.

j=1 ]Z
Ainsi k = 0 pour tout ¢ € {1,...,d} si ¥/ # 0. Dans tous les cas, on a
N;(V) = kb =0, ie. V(¥') =0. On a donc

p=1
Vearis(D) ~ o 't (BYZ° NFil"™° Byr ).

Cris
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Via i,, on a
p=1
BY=0NFil""* Byr ~ B¥=' N Fil""* Byg.

cris cris

D’apres [7, Prop. 1.3], on a

0 sir—s5>0,

B NFil ™ Bar = { Q, si r—s=0,
un Q,-vectoriel de dimension infinie si 7 —s <0.

La proposition en résulte, avec f = a1t~ ". O
PROPOSITION 4.27. — Tout (¢, V)-module filtré sur K (relativement

a Ky) admissible est faiblement admissible.

Démonstration. — D’apres la proposition 4.19, le foncteur D5 envoie
la catégorie Rep,,;(Gk) dans la catégorie MF g i (0, V). Soit V' appar-
tenant & Repg,(Gr); il s’agit de voir que D = Dg,is(V) est faiblement
admissible. Soit D’ un sous-objet de D, et r sa dimension. Montrons que
tg(D') < tn(D'). Le sous-objet A"D’ de A"D est de dimension 1. Par dé-
finition de tx et ty, on a tg(D') = tg(A"D') et ty(D') = tn(A"D').
Quitte a remplacer D par A"D, on peut supposer r = 1. On a alors
Veais(D') € Veis(D). Comme D = Dgs(V) avec V€ Rep,,i(Gk), le
théoréme 4.24 implique que "homomorphisme naturel V' — V(D) est
un isomorphisme. Il en résulte que V,is(D’) est de dimension finie sur Q,,.
D’apres la proposition 4.26, on a bien ty(D’) < ¢tn(D’). Montrons enfin
que tg (D) = ty(D). Si D est de dimension h, la considération de A"D
nous ramene comme précédemment au cas h = 1 et la proposition 4.26
permet de conclure. O

On a donc le diagramme de catégories

Deris
Repcris(GK) < ~ MF?{/KO ((P7 v) g MFI}?’/KU (@7 v) C MFK/KQ (903 V)
Veris
PROPOSITION 4.28. — Si D un (¢, V)-module filtré faiblement admis-

sible sur K relativement a Ky, alors V = V5(D) est un Qp-espace vectoriel
de dimension finie, V' € Rep,,;s(Gk) et D' = D¢,is(V) est un sous-objet
de D.

Démonstration. — 11 suffit de traiter le cas V' # 0. Rappelons que 'on a
Ceris = Frac(Beris) et CCGrfi = K (cf. proposition 2.49). On reproduit la

preuve de [7, Proposition 4.5]. Le Ceis-espace vectoriel Cepis @ g, D est de
dimension h. Soit L le sous-Ceyis-espace vectoriel de Cepis ® x, D engendré
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par V = V(D) C Beyis @k, D et r sa dimension. 11 est stable sous 'action
de Gk . Soit G, la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension r
du Ky-espace vectoriel D. C’est une variété algébrique rationnelle sur Kj.
On a donc
Gr(Coris) ¥ = G, (CGE) = G, (Ko).-

Il existe donc un sous-Ky-espace vectoriel D’ de D tel que L = Cyis @, D'
Comme V est fixe par ¢ et tué par V, l'espace L est stable par ¢ et V. 1l
en est donc de méme de D' = L N D, qui est donc un sous-(y, V) module
D’ de D. On aalors V C V,i5(D’) C Vs (D) = V et done Veis(D') = V.

Soit {v1,...,v.} une base de L sur C.s constituée d’éléments de V',
et {di,...,d,} une base de D’ sur Ky. Pour j € {1,...,r}, on a v; =
o 1 bjudy avee bjy, € Cepis (car Vg (D') = V), et le déterminant b de la
matrice [bj,]1<j,u<r €st non nul. Quitte & multiplier les b;,, par un élément
convenable de Bg,is, on peut supposer bj,, € Beyis pour tout j,u € {1,...,7},
on a alors b € Bis \{0}. Il en résulte que w = vy A+ - -Av, = bdy A+ - -Ad, est
un élément non nul de W = V,;5(A"D’). Comme D est faiblement admis-
sible, on a ty(A"D’) = tg(D'") < ty(D') = tn(A"D’). Comme W est non
nul, la proposition 4.26 implique que ty (D) = tx(D’), que dimg, (W) =1
et que b est inversible dans Beyis.

Soit v € V. Ecrivons v = Z;:l c;v; avec ¢j € Cuis (on a V' C L).
Pour j € {1,...,r}, 'image de vy A~ Avj_1 AUA V11 A--- Av, dans W
est c;w. Comme W est un Q,-espace vectoriel de dimension 1, on a c; € Q,
pour j € {1,...,7}. On en déduit que {vi,...,v.} est une base de V
sur Q. Par ailleurs, comme b est inversible dans Be,is, 'application natu-
relle Beris ®g, V' — Beris @k, D’ est un isomorphisme, ce qui montre que V
est cristalline et que Des(V) = D'. O

Rappelons que le choix d’un relevement o du Frobenius donne lieu & un

homomorphisme i,: K — K, qui induit des isomorphismes

io: C 5 C, ip: BYY 5 Blg, io: Buf — B

cris cris”

PROPOSITION 4.29. — Soit A un V-module filtré sur K. L’homomor-
phisme
’L'(,: HomMK(v)(A, BdR) — HomK(A,]BdR)

induit par i, est un isomorphisme de K-espaces vectoriels (la structure de
K-espace vectoriel de Bar étant donnée par i, ). 1l induit un isomorphisme

ig : HOIDMFK(v)(A, BdR) = FilO(HomK (A, BdR))'

Démonstration. — Comme A est de dimension finie sur K, pour f €
Hompg, (v)(A,Bar) (resp. g € Homg (A,Bgr)), il existe n € N tel que
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f € Homm,(v)(A, 7" Bfy) (resp. g € Homg(A,t "Bl;)). Comme ¢
est horizontal, quitte & multiplier f (resp. g) par t", il suffit de montrer
que ’'homomorphisme Homyg, (v (A, BIR) — Hompg (A, ]B%IR) induit par 7,
est un isomorphisme de K-espaces vectoriels, qui induit un isomorphisme
Homr (v (A, BfR) — Fil’(Homg (A, BJR)).

Soit f: A — BXR un homomorphisme horizontal de V-modules sur K.
On peut donc écrire f = EQENd fou® avec fr: A — BCYP;" un homomor-
phisme de W [p~']-espaces vectoriels, et ol u” = uj'---u}? pour n =
(n1,...,nq) (proposition 2.9). L’homomorphisme Hompg, (v)(A, Bly) —
HomK(A Big) envoie f sur > nend z,,(fn)zg( )2 (la série étant conver-

gente car i,(u;) € Ker(6) pour tout i € {1,...,d}). On a

VOf—anZu cult(nudi T @ di).

neNd i=1
Size A jonaV(z)= 2?21 N;(z) ® dlog(t;) d’ott

d
(f®Id)oV(x)= Z F(Ni(z)/t;) ® dt;,

soit (f ®1d) o V(z) = >, cna fu(Ni(2)/t; )ZZ 1 U2 ® dt;. Comme f est
horizontal, on a donc fry¢ (¢) = (n;+1)" f(Ni(x)/t;) pour tout n € N4,

oue, =(0,...,0,1,0,...,0) (le 1 en i-eéme position). Posons
d

(N/t)2 HN/t (n = (n1,...,nq) € N9
i=1

(composé des dérivations, rappelons que les N; commutent deux a deux).
On déduit de ce qui précede que

() Falw) =~ fo (N /1)),

Comme B} (donc Homg (A, BJR)) et Bl (et donc Homyg, (v)(A, BJR))
sont séparés, complets pour la topologie t-adique et sans t-torsion, pour
montrer que 'application i, : Hompp, (v)(A,Bjg) — Homg (A, By) est
bijective, il suffit de vérifier qu’elle I’est modulo ¢. Cette réduction mo-
dulo ¢ est I'application Homy, (v)(A,C) — Homg (A, C) qui envoie f=
Y nend f u® sur i, (f,). D’aprés les formules (*), on a alors

Fule) = =i (Fol(/1)2(0)))
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(ot le i, dans le membre de droite désigne i,: C = C). La réduction
modulo ¢ est bien bijective, d’ou la premiere assertion.

Reste a voir que I'élément f € Hompng, (v)(A,Bar) respecte la filtra-
tion si et seulement si son image par i, appartient & Fil®(Homg (A, Bqr)).
Supposons que f(Fil" A) C Fil" Bggr pour tout r € Z. Comme Fil" Bqr =
t"Biglui/t, ..., ug/t], on a fu(z) € "1 BYF pour tout x € Fil" A et
tout n € N?. Par ailleurs, pour i € {1,...,d}, on a i, (u;) € Fil' B4g, donc
io(u)® € Fil® Bgr. On a donc Y, e o (fn)io ()™ € Fil” Bag.

Réciproquement, soient f dans Homyg, (v) (A, Bar) tel que i, (f) appar-
tient & Fil° (Homg (A, B4r)). Il existe un entier n tel que f est & valeurs dans
t~" Bqr. Montrons que fo(Fil"A) C Fil" BZR par récurrence sur r € 7Z;
c’est vrai pour r < n par définition de n. Soit r € N avec r > n et supposons
donc pout tout ' < r, on a fQ(Fil"/ A) C Fil”’ BZR. Soit x € Fil" A. Pour
n e N on a (N/t)%(z) € FiI' 12 A car V vérifie la transversalité de
Griffith. On a donc

fal@) = () fo(N/8)"(x)) € FiI'™ ' By

pour n#0 d’aprés 'hypothese de récurrence, c’est-a-dire i, (f (2))iy(u)® €
Fil" Bgr. Donc Zmég io(fn(x))is(u)” appartient a Fil" Bqg, ie. io(f(x))—
i (fo(z)) € Fil" Bar. Comme i, (f) € Fil’(Hom (A, Bar)), on a iy (f(x)) €
Fil" Bqr et donc i, (fo(z)) € Fil"Bag soit fo(z) € Fil" Byg. Pour tout
r € Z, on a donc f,(Fil" A) C FilI' 12 BY, d’on f(Fil" A) C Fil" Bgg. U

Remarque 4.30. — On a vu, au cours de la démonstration qui précede,
que si A est un V-module filtré sur K, les sections horizontales du V-

module Homg (A, B(J{R) sont les éléments admettant un développement de
Taylor de la forme

e 3 (/) ()u

neNd

avec g € Homyy(,-1 (A,ng). Ce n’est autre que la formule de [21,
Prop. 8.9].

COROLLAIRE 4.31. — Soit A un V-module filtré sur K. L’homomor-
phisme

ig: Fil'Bar @ A)V=" — Fil’(Bqr @k A)

induit par i, est un isomorphisme de K-espaces vectoriels (la structure de
K-espace vectoriel de Bar étant donnée par i, ).
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Démonstration. — D’apres la proposition 4.29 appliquée au dual AV de
A, 'homomorphisme i, induit un isomorphisme

Homyr, (v)(AY,Bar) — Fil’(Homg (AY, Bar)).
L’énoncé résulte donc des identifications
HomMFK (V) (AV, BdR) ~ HomMFK (V) (1, A@K BdR) ~ Fﬂo (BdR ®KA)V:0,

Fil’(Homg (A, Byr)) ~ Fil’(Homg (1, A @ Bar)) ~ Fil’(Bar @k A).
0

PROPOSITION 4.32. — Soit D un (p, V)-module sur Ky. L’homomor-
phisme
iyt HOIHMKO (V) (D, Bcris) — HomKO (D, ]Bcris)

induit par i, est un isomorphisme de Ky-espaces vectoriels (la structure de
Ky-espace vectoriel de B.,;s étant donnée par i, ). Il induit un isomorphisme

io: Homm, (,v)(D; Beis) - Homm, () (D, Bexis)-
Démonstration. — L’application
lo: HomMKO(V)(D,BcriS) — Hompg, (D, Beyis)
étant induite par ’isomorphisme
ig: Homm, (v)(D,Bar) — Hompg, (D, Bar)

(proposition 4.29), elle est injective. Montrons qu’elle est surjective.

Comme la connexion V est quasi-nilpotente, il existe un sous Og,-
module de type fini D inclus dans D tel que D[p~!] = D et des constantes
e1,...,eq telles que (H?Zl(Ni/ti)pei)(D) C pD. 1l suffit de montrer que
Iyt HomMoK0 v) (D, Acris) — Homo,, (D, Acyis) est surjectif. Comme
HomMoK0 ) (D, Acris) et Homo, (D, Aeyis) sont séparés, complets pour
la topologie p-adique, sans p-torsion (car Acys, D le sont et D est de type
fini), il suffit de vérifier cette surjectivité modulo p.

Soit f: D — Acs un homomorphisme horizontal de V-modules sur Ok, .
On peut donc écrire f = > _u foul® avec f,: D — AV

phisme de W-modules, et ot ul?! = u[lm] . 'u&"d] pour n = (nq,...,ng), tels

que pour z € D, la famille f,(x) converge vers 0 dans Avcris pour la topologie
p-adique suivant le filtre complémentaire des parties finies de N (proposi-
tion 2.39). L’application i, modulo p envoie f sur >, yaio(f,)(io(u) 2 =
io(fo) (car (io(u))® € pAcis pour n # 0 vu que iy (u;) € pAyis pour
ie{l,...,d}).

un homomor-
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Supposons §: D — Aeris/PAeris donnée. Pour n € N et 2 € D, on pose
Fol@) =i (G((N/D)2(x))) € Alyis /D Al -

On a f,(z) = 0 pour tout n € N tel que n; > pe; pour tout i € {1,...,d}.
La somme Y nend fﬁ(x)y[ﬂ] est donc finie pour tout € D. Ceci définit
bien un élément f:D — Auis /pAcris tel que i, (f) = g. Ce dernier est
horizontal. En effet, pour i € {1,...,d}, on a

fo(Ni/t;) = Z (Fno (Ni/ty))ult! = Z fmgi(x)y[m

neNd neNd
= > Fu@ulred = (Ni/ti) o f,
neNd
ot e; = (0,...,0,1,0,...,0) (le 1 & la i-itme composante), soit f o N; =

Niof don foV=Vof.
Le Ky-espace vectoriel HOIHMKO(v)(D,Bcris) est muni d’'un Frobenius
déduit de ceux de D et de Bgis. On a

=1
( HOIDMKO (V) (D, Bcris)) v = HOHlMKO (p,V) (D, Bcris)-

De méme, on a l'égalité (HomKO(D,IBSCm))W:l = Homw, (¢) (D, Beris)-
Comme l’isomorphisme i, est compatible au Frobenius, il induit un iso-

morphisme entre les parties fixes par Frobenius. O
COROLLAIRE 4.33. — Soit D un (¢, V)-module sur K. L’homomor-
phisme

. p=1 —

o (Bcris ®K0D)V:0 — (Bcris ®Ko D)(pil
induit par i, est un isomorphisme de Ky-espaces vectoriels (la structure de
Ky-espace vectoriel de B.,;s étant donnée par i, ).

Démonstration. — D’apres la proposition 4.32 appliquée au dual DV
de D, 'homomorphisme i, induit un isomorphisme

HOHIMKO (¢,V) (D\/’ Bcris) - HOHlMK0 () (D\/’ IEBcris)-
L’énoncé résulte des identifications
Homg . (,9) (D", Beris) = Homn, (0,9 (1, D @K Beris)

p=1
ad (Bcris ®K0 D)V=07

HOHIMKO(LP)(DV’ Bcris) ~ HomMKD(tp)(]'V D ®k, Bcris)
= (Bcris ®K0 D)Lp=1-
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THEOREME 4.34. — Soit D un (p, V)-module filtré faiblement admis-
sible sur K, et h sa dimension. Alors V' = V(D) est de dimension h sur
Qp et D = Dqyis(V). Ainsi, tout (¢, V)-module filtré faiblement admissible
sur K est admissible.

Démonstration. — D’apres la proposition 4.28, on sait déja que V est
de dimension finie, que c’est une représentation cristalline de G, et que
si D' = Dgis(V), alors D’ est un sous objet de D (dans la catégorie
MF g /x, (¢, V).

Le Ko-espace vectoriel Dg, = Ko ®k, D est naturellement muni d’une
structure de ¢-module filtré sur K, déduite de D par extension des scalaires
(notons que l'extension des scalaires tue la connexion, vu que le corps
résiduel k de K est parfait).

D’apres le corollaire 4.31 appliqué au V-module filtré D, le plongement
io: Ko — Kg induit un isomorphisme

lo: FilO(BdR ®KDK)VZO — Fﬂo(BdR KK DK).

On a donc Fil'(Bgr @k D )V=" = Fil’(Bgr ®x Dk). De méme, d’apres
le corollaire 4.33 appliqué au (p, V)-module D, le plongement i, induit un
isomorphisme

p=1 _
(Bcris ®K0D)V 0 — (Bcris ®]K0 DKO)W_l-

On en déduit un isomorphisme
V 5 (Beris @k, Diy) =" NFI’(Bar @x D) = Veris (D, )-

D’apres [7, Thm 4.3 (ii)], comme V = V,;5(Dx,) est de dimension finie,
le ¢-module filtré Dy, sur K est admissible (i.e. dimg, (V') = h) si et seule-
ment si tH<D]K0) = tN(D]KO)- On a tH(DKO) = tH(D) et tN(D]KO) = tN(D).
Comme D est faiblement admissible, on a ¢ty (D) = tx(D). On a donc
dime(V) = h.

Enfin, comme on sait que V est cristalline, et que D¢,is(V)=D’, on a un
isomorphisme Beris ® ¢, D' = Beris ®q,V, et donc dimg, (D) = dimg, (V) =
h. Par ailleurs, D’ est un sous-objet de D. Comme dimg,(D') = h =
dimg, (D), on a D' = D i.e. D = Deis(V). O

Remarque 4.35. — Dans le cas ol kg est parfait (i.e. d = 0), ce résultat
est un cas particulier (ot N = 0) de la conjecture « faiblement admissible
implique admissible » de Fontaine [16, Conjecture 5.4.4] qui a été démontrée
par Colmez et Fontaine [7, Théoréme 4.3]. Depuis, d’autres démonstrations
ont été données, notamment par Colmez [6] avec sa théorie des Espaces
de Banach de dimension finie, qui donne une version renforcée du lemme
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fondamental ([7, 2]). Plus récemment, L. Berger a donné une preuve (cf. [1,
Théoreme V.2.1]) entierement différente, qui utilise la théorie de (¢, T)-
modules.

Remarque 4.36. — Si V' est une représentation cristalline de G, sa
restriction a G est encore cristalline. En effet, on a

Bcris ®K0D - Bcris ®va
olt D = Dg,is(V). Apres extension des scalaires & Be,is (via i, ), on en déduit
un isomorphisme Be,is ®k, Dk, — Beris ®g, V ot Dy, = Ko ®k, D. On a
alors Dg, = (Bcris ®q, V) G _ Deyis(V) et V' est Beyis-admissible (en tant
que représentation de Gi). Bien stir, la réciproque est fausse, parce qu’en

passant de G a Gk, on oublie 'action d’un quotient isomorphe & Zg (tout
comme, du coté des modules filtrés, on oublie la connexion).

COROLLAIRE 4.37. — On a I'égalité MF . (¢, V) = MF%/KO(% V),
le foncteur
Dcris : Repcris(GK) - MFfI%/Ko <L‘0’ V)

est une équivalence de catégories, dont un quasi-inverse est V cyis.

Démonstration. — C’est la conjonction des théoremes 4.34 et 4.24. O
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