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FONCTIONS DE RECURRENCE DES SUITES
D’ARNOUX-RAUZY ET REPONSE A UNE QUESTION
DE MORSE ET HEDLUND

par Julien CASSAIGNE & Nataliya CHEKHOVA

RESUME. — La fonction de récurrence R(n) d’une suite symbolique compte au
bout de combien de temps on voit tous les mots de longueur n. Nous la calculons
explicitement pour les suites d’Arnoux-Rauzy, définies par des conditions combi-
natoires qui en font une généralisation naturelle des suites sturmiennes. Puis nous

répondons & une question de Morse et Hedlund (1940) en montrant que RE]:”) ne
peut avoir une limite finie pour aucune suite non ultimement périodique.
ABSTRACT. The recurrence function R(n) of a symbolic sequence counts

how long one has to wait to see every word of length n. We compute it explicitly
for the Arnoux-Rauzy sequences, which are defined by combinatorial conditions
making them a natural generalization of the Sturmian sequences. We then answer

a question of Morse and Hedlund (1940) by showing that L)

——= cannot have a finite
limit for any non-eventually periodic sequence.

n

Etant donnée une suite symbolique sur un alphabet fini, la fonction de
récurrence compte la longueur minimale R(n) telle que tout facteur de lon-
gueur R(n) de la suite contienne tout facteur de longueur n. Cette fonction,
qui est finie pour les suites uniformément récurrentes, est un des éléments
qui mesurent le désordre, ou le caractére aléatoire (ou non) d’une suite.
Elle a été introduite en 1940 par Morse et Hedlund [8], qui la calculent
pour des suites particulieres, les suites sturmiennes, codages naturels des
rotations du tore T ; le calcul de la fonction de récurrence d’une suite stur-
mienne fait intervenir le développement en fraction continue de 1’angle de
la rotation associée. A la fin de leur article, Hedlund et Morse posent la
question du calcul de R(n) pour d’autres suites, et demandent s’il existe

Mots-clés : dynamique symbolique, combinatoire des mots, mot infini, fonction de récur-
rence, suite d’Arnoux-Rauzy, graphe de Rauzy, facteur bispécial, mot singulier, mot de
retour.

Classification math. : 37B20, 37B10, 68R15.
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une suite symbolique, non ultimement périodique, pour laquelle @ a une
limite finie.

La fonction de récurrence a fait 1’'objet d’études récentes par Cassaigne
[5] et Durand, Host et Skau [7], montrant en particulier 'intérét, sur le
plan de la dynamique symbolique, des suites pour lesquelles R(n) est &
croissance linéaire. Toutefois, il semble difficile de calculer explicitement
R(n) pour une suite donnée.

Dans cet article, nous calculons explicitement la fonction de récurrence
pour des généralisations naturelles des suites sturmiennes, les suites intro-
duites dans [2] et dites depuis suites d’Arnoux-Rauzy. Celles-ci sont défi-
nies par certaines conditions combinatoires, et sont naturellement associées
a des couples d’irrationnels pour lesquels elles fournissent un algorithme
d’approximation simultanée ; nous déterminons ainsi lesquelles sont a ré-
currence linéaire, ce qui en fait ’analogue des suites sturmiennes associées
aux irrationnels & quotients partiels bornés.

En utilisant des techniques développées par Alessandri [1] et Cassaigne
[3, 4], nous montrons ensuite que pour aucune suite non ultimement pé-

riodique %") n’a de limite finie (ou bien cette limite est infinie, ou bien
cette quantité n’a pas de limite), répondant négativement & la question de

Morse et Hedlund.

1. Préliminaires
1.1. Dynamique symbolique et langages formels

Soit A un alphabet fini; on considére les suites unilatérales u = (uy, )nen
a valeurs dans A.

Un mot de longueur |w| = h est une suite finie w = wy ... wy, d’éléments
de A. La concaténation de deux mots v et w se note vw. Les notions de
préfize et suffize sont définies naturellement. Le mot w = wy ... wy apparait
au rang i dans la suite u = (u,) ou le mot u = ug...us si u; = wy, ...,
Ujrh—1 = wp. Le mot w est facteur de u ¢’il apparait dans u a au moins
un rang.

Si w apparait dans un mot ou une suite aux rangs i et j > i, la distance
entre ces deux apparitions est le nombre j —i. Si ces deux apparitions sont
consécutives, c¢’est-a-dire si w n’apparailt pas aux rangs ¢ + 1, ..., j — 1,
cette distance est appelée lacune ou temps de retour de w dans u.

Une suite u est dite récurrente si chacun de ses facteurs y apparait a une
infinité de rangs. Si de plus chaque facteur de u y apparait avec des lacunes
bornées, la suite u est dite minimale ou uniformément récurrente.
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Le langage F,(u) est 'ensemble des facteurs de longueur n de u; le
langage F'(u) est I’ensemble des facteurs de u.

La complexité d’une suite u est la fonction qui a tout entier n > 0
associe le nombre p(n) = #F,, (u) de facteurs de longueur n. On a toujours
p(0) =1.

Nous rappelons qu’une suite sturmienne est une suite vérifiant p(n) =
n + 1 pour tout n > 0.

DEFINITION 1.1. — Une suite u = (uy)nen sur lalphabet A = {0,1,2}
est une suite d’Arnouz-Rauzy si elle a les quatre propriétés suivantes :

— elle est minimale ;

— elle vérifie p(n) = 2n + 1 pour tout n > 0;

— chaque mot de F,(u) est préfixe d’un seul mot de F,11(u), sauf un
qui est préfixe de trois mots;

— chaque mot de F, (u) est suffixe d’un seul mot de Fy,11(u), sauf un qui
est suffixe de trois mots.

1.2. Description du graphe de Rauzy

DEFINITION 1.2. — Pour une suite u et un entier h, on définit le graphe
de Rauzy d’ordre h de u (ou graphe des mots de longueur h de u), T'y,
de la maniére suivante : les sommets sont les éléments de Fj,(u), et il y
a une aréte de w vers w’ si w et w' apparaissent successivement dans u,
c’est-a-dire si w = av et w' = vb avec avb facteur de u, pour des lettres a
et b et un mot v de Fy,_1(u); on étiquette cette aréte par avb € Fj41(u),
et I'ensemble des arétes est identifié & Fy1(u).

Considérons maintenant une suite d’Arnoux-Rauzy w; ses graphes de
Rauzy sont décrits dans [2]. Le graphe I', comporte un unique sommet Dy,
triprolongeable o droite (trois arétes Dy0, Dyl et D2 le quittent) et un
unique sommet Gy, triprolongeable & gauche (trois arétes 0Gy, 1G), et 2G),
y arrivent) ; Dy, et G}, peuvent étre confondus. Pour tout autre point, il y
a une seule aréte entrante et une seule aréte sortante.

On partitionne les sommets et les arétes de I'y, en quatre branches ; une
branche est un ensemble de sommets et d’arétes, et sa longueur est le
nombre d’arétes qu’elle contient.

— La branche centrale comprend le sommet Gj, I'unique aréte sortant
de Gy, le sommet vers lequel va cette aréte, 'unique aréte sortant de
ce sommet, et ainsi de suite jusqu’au sommet Dy, inclus; si Dy = Gy,
la branche centrale est réduite au sommet D, = G},.

TOME 56 (2006), FASCICULE 7



2252 Julien CASSAIGNE & Nataliya CHEKHOVA

— Pour ¢ = 0, 1, 2, la branche ¢ comprend 'aréte Dyi, le sommet vers
lequel va cette aréte, I'unique aréte sortant de ce sommet, et ainsi de
suite jusqu’au sommet G}, exclu; si 'aréte Dy va vers Gy, la branche ¢
est réduite a 'aréte Dy,i.

Nous verrons que, sauf pour les premieres valeurs de h, les longueurs
des trois branches 0, 1, 2 sont toujours différentes, et nous les appellerons
respectivement branche courte, branche moyenne et branche longue (voir
figure) (pour les premieres valeurs de h, on choisira arbitrairement les ap-
pellations si des branches sont de méme longueur). Le circuit court Cp
(resp. moyen My, et long Ly,) part de Gy, et est composé de la branche cen-
trale puis de la branche courte (resp. moyenne et longue). Pour éviter toute
confusion avec la longueur des mots, nous noterons ||Cp||, || M| et ||Lx|| la
longueur de ces circuits.

branche moyenne

branche courte

branche centrale

branche longue

L’évolution des graphes I';, quand h varie est décrite dans [2]. Les som-
mets de ' 41 sont les arétes de I'y, ; si Dy, # Gy, les sommets d’une branche
de I'j,41 sont les arétes de la méme branche de T'y, (il y a fente d’une aréte).
De ce fait, la longueur de la branche centrale diminue de 1 quand on passe
de h a h+ 1.

Donc, pour une infinité de h, la branche centrale de I', est de longueur 0,
c’est-a~dire réduite a un sommet ; on a donc Gy, = Dy, et on dit qu’il y a
éclatement.

Les différents types d’éclatement sont décrits dans [2], voir en particu-
lier la figure 4, mais nous introduisons ici une nouvelle terminologie ; nous
disons qu’il y a un éclatement renversant (noté Ep) si les sommets de la
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branche centrale de I'p41 sont les arétes de la branche longue de I'y, ; il y a
un éclatement moyen (Ejr) siles sommets de la branche centrale de T4
sont les arétes de la branche moyenne de I'y, ; il y a un éclatement court
(E¢) si les sommets de la branche centrale de I'y11 sont les arétes de la
branche courte de I'j,; dans les trois cas, la branche courte de I'y 11 est
réduite a une aréte.

Si I'on énumere successivement les mots de longueur h apparaissant dans
la suite u au rang i pour i = 0,...n,..., on obtient un chemin infini 7, dans
le graphe I'y,, composé d’une succession de circuits courts, moyens et longs
(le premier étant éventuellement tronqué). Aussi 7, peut étre vu comme une
suite & valeurs dans I'alphabet Ay, = {C),, My, Ly }. Sien hil y a fente, vy, se
déduit de 11 en remplagant Cp 1 par Cy, My 1 par My, et Lp1q par Ly ;
s’il y a éclatement court, v, se déduit de 7,41 en remplagant Cj 1 par Cp,
Mp41 par Cp, My, et Lpq par CpLy (et en effacant éventuellement le Cj
initial) ; s’il y a éclatement moyen, vy, se déduit de 75,41 en remplagant Cp11
par My, My 11 par MyC}, et Ly par MLy, (et en effagant éventuellement
le My, initial); s’il y a éclatement renversant, 7, se déduit de 441 en
remplagant C, 11 par Ly, Mp41 par LpCh et L1 par Lp M}, (et en effagant
éventuellement le L;, initial).

Dans toute la suite, si, par abus de langage, nous parlons d’un mot de la
branche centrale (resp. courte, moyenne, longue), il s’agira toujours d’un
sommet de cette branche.

On note e, 'ordre du graphe ol se produit le p-ieme éclatement, avec
par convention ey = 0 et e; = 1. On note c,, m,, £, la longueur des
circuits court, moyen et long (respectivement) aprés le p-ieme éclatement,
c’est-a-dire

Cp = ||Cep+1H = HC€p+1”7
mp = |[Me 41|l = [[Me,, ||

et

by = 1Le,11ll = [ ey [I-

On a alors ep41 = e, + ¢p. On note A; le numéro du ¢-eme éclatement
renversant, avec par convention Ag = 0. Le premier éclatement non court
est toujours considéré comme renversant (ce qui est cohérent d’apres le
lemme 1.4 ci-dessous) et il s’agit donc du A;-iéme éclatement.

La suite des éclatements (renversants, courts ou moyens) détermine ex-
plicitement, a une permutation des lettres pres, le langage de la suite
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d’Arnoux-Rauzy concernée, et détermine, au moyen d’un algorithme d’ap-
proximation simultanée, un couple d’irrationnels («, ) ; voir [2] pour plus
de détails.

Une suite d’Arnoux-Rauzy particuliere est la suite de Tribonacci, voir par
exemple [10] et [6], définie comme le point fize de la substitution 0 — 01,
1 — 02, 2 — 0. Dans ce cas particulier, tous les éclatements sont des
éclatements renversants E7,.

1.3. Longueurs des circuits

LEMME 1.3. — Dans I'y, les longueurs des circuits sont co = 1, mg = 2
et {p = 2. Ensuite; les longueurs des circuits court, moyen et long sont
inchangées entre I'y, et I'4q si en h il y a fente. Si en h = e, il y a
éclatement :

— si I’éclatement est un Ey, on a :
cp=Llp_1, mp="Lp_1+cp_1 et by ="Lp 1 +mp_1,
— si I'éclatement est un Eys, on a :
Cp=Mp_1, Mp=Mp_1+cp_1 €t by =L, 1 +mp_1,
— si ’éclatement est un E¢, on a :
Cp=Cp_1, Mp=Mp_1+Cp_1 €t =0, 14+cCp_1.
Démonstration. — Immédiate d’apres la description précédente. O

LEMME 1.4. — Pour les suites d’Arnoux-Rauzy,

— les trois circuits de I'y, ont des longueurs différentes sauf pour les pre-
miéres valeurs de h, h < A1,

— il y a une infinité d’éclatements renversants.

Démonstration. — Tant que les éclatements sont des E¢, les deux cir-
cuits les plus longs ont méme longueur : pour 0 < p < Ay, on a e, = p,
cp =1letmy =40, =p+2 Deés quil y a un éclatement autre que E¢, ces
longueurs deviennent différentes : ey, = A1, cx, = A+ 1, my, = A\ + 2,
lx, = 2X1 +2. Et en vertu des formules du lemme 1.3, dés que les longueurs
des trois circuits deviennent différentes, elles le resteront apres tous les écla-
tements ultérieurs. Notons qu’il n’est pas possible que tous les éclatements
soient des E¢, car si ¢’était le cas la suite serait en fait triviale, 0000.. .,
1111... ou 2222..., et ce ne sont pas des suites d’Arnoux-Rauzy.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Si, pour h > hg, on n’a plus que des éclatements Ej); ou F¢, on vérifie
que les mots de la branche longue de I'y, n’apparaissent plus ultérieure-
ment que dans les circuits longs, donc apparaissent dans u avec des lacunes
supérieures a la longueur des autres circuits, ce qui contredit la minima-

lité. O

2. Fonction de récurrence

DEFINITION 2.1. — La fonction de récurrence d’une suite u est la fonc-
tion, notée R(n), qui & un entier n > 1 associe le plus petit entier r (ou
+00, si un tel r n’existe pas) tel que tout mot de F, (u) apparaisse dans
tout mot de F,(u).

Un nombre t est un temps de retour d’'un mot w dans u si t est la distance
entre deux apparitions consécutives de w dans u. On appelle temps de
retour mazimal, noté t(w), d’un mot w dans u, la distance maximale entre
deux apparitions consécutives de w dans u (t(w) = 400 si cette distance
est non bornée), et on note r(n) le maximum des t(w) pour tous les mots
w € F,,(u). Si u est minimale, r(n) et t(w) sont toujours finis.

On appelle mot singulier tout facteur w = xvy de u, tel que x et y soient
des lettres et qu’il existe 2’ # z, iy’ # y telles que x'vy et zvy’ apparaissent
dans u. Par convention, tout mot de longueur 1 est aussi singulier.

L’article [5] précise une méthode générale, essentiellement due & Morse
et Hedlund [8], pour calculer la fonction de récurrence d’une suite. La
premiere partie du lemme suivant figure déja dans la these de Mouline
[9] ; 1a démonstration que nous donnons provient de [5], propositions 2 et 3.

LEMME 2.2. — Les fonctions R et r sont liées, pour tout n > 1, par

R(n) = r(n)+n—1.

Pourn > 1,
r(n) = max t(w),
( ) wES, (u) ( )
ott Sy, (u) est 'ensemble des mots singuliers de u de longueur inférieure ou
égale a n.
Démonstration [5]. — Soit w un facteur de longueur n de u tel que t(w) =

r(n). Si m = r(n) +n — 1, tout mot de F,,(u) doit contenir tout mot de
Fo(u);et, sim < r(n)+mn—1, on trouve un mot de F,,(u) qui ne contient
pas w, d’ou le premier résultat.

TOME 56 (2006), FASCICULE 7
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On pose 79(n) = max,es, (v) t(w) ; comme le temps de retour maximal
d’un mot est au moins égal a celui de ses préfixes, ro(n) < r(n). Si

r(n) >r(n—1),
soit w = zvy de longueur n tel que r(n) = t(w). Comme
t(zv) < r(n—1) <r(n) = t(w),

il existe des apparitions de xv suivies d’une autre lettre que y, et de méme
il existe des apparitions de vy précédées d’une autre lettre que x; w est
donc un mot singulier et donc r(n) < ro(n). Il en est de méme si n = 1.
Enfin, si r(n) = r(n — 1), on choisit le plus petit n’ > 1 tel que

r(n) =r(n’),

et
r(n) =r(n’) =ro(n') < ro(n),
d’ou le deuxieme résultat. O
LEMME 2.3. — Soit u une suite d’Arnoux-Rauzy. Alors tout mot sin-

gulier de u autre que les lettres est de longueur e,_1 + 2 pour un certain
p = 1, et son temps de retour maximal r,, est :

— si le p-iéme éclatement est un Ec, r, = {p,

— si le p-iéme éclatement est un Ey, ou un Ej et si le a(p)-iéme éclate-
ment, défini comme le premier éclatement E;, ou E); aprés le p-ieme
éclatement, est un Enr, 75 = Ly(p),

— si le p-iéme éclatement est un Ey, ou un Ey et si le a(p)-iéme éclate-
ment est un Er, r, = lyp), ot le b(p)-iéme éclatement est le premier
éclatement Ej, aprés le a(p)-ieme éclatement.

Les mots singuliers de longueur 1, c’est-a-dire les lettres de I’alphabet, ont
pour temps de retour maximal 2, £y, et rog = £y,.

Démonstration. — Par définition, w est un mot singulier de longueur
n > 2 si et seulement s’il est 'unique aréte d’une branche (autre que la
branche centrale) de I',,_1, ce qui ne peut se produire que juste aprés un
éclatement : il existe p > 1 tel que n—1 = e,_1+1. Comme seule la branche
courte de I'e,_, +1 est de longueur 1, il n’y a qu'un seul mot singulier de
longueur n.

Dans I',,_1, le mot singulier w est une aréte du circuit court C' = C),_1,
et n’est une aréte d’aucun des autres circuits, M = M,,_1 et L = L,,_;.

La suite u correspond a un chemin infini v = ,,_1 dans le graphe I';, _1 ;
ce chemin est une suite de circuits C, L et M, et on peut donc le considérer
comme une suite infinie & valeurs dans 'alphabet A’ = {C, L, M}; deux
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apparitions consécutives de w dans w correspondent a deux apparitions
consécutives de C' dans . Nous allons donc étudier ces apparitions dans la
suite 7.

Si I’éclatement suivant, ’éclatement p, est un E¢, alors le chemin v est
une concaténation de mots (sur A’) C;, CM, CL; on trouve C' dans tous
ces mots, et on voit toujours C' apres CM ou CL; le plus long temps de
retour possible pour le mot w est donc la longueur du circuit CL, soit

t(w) = [CL] = cpr + by = .

Si I’éclatement p est un Ej, ou Ej;, v est une concaténation respecti-
vement de C' = L, M’ = LC, L' = LM oude C' = M, M' = MC,
L' = ML. Dans les deux cas, deux apparitions consécutives de w dans u
correspondent & deux apparitions consécutives de C' dans -y, donc de M’.

Le prochain éclatement Ep, ou E)s est le a(p)-iéme éclatement ; soit h =
€q(p)- La suite u correspond a un chemin infini vy, dans I',. Comme tous les
éclatements entre le p-ieme et le a(p)-ieme sont des E¢, v se déduit de vy
en remplacant Cj, par C’, Mj, par C"*®)=P=1\[" et L;, par C'*®)—P=1[/ e
premier mot pouvant étre tronqué a gauche. Deux apparitions consécutives
de w dans u correspondent & deux apparitions consécutives de M’ dans 7,
donc a deux apparitions consécutives de M}, dans yp,.

Si Péclatement a(p) est un Ejps, vy, est une concaténation de mots My,
M}, Cr, My Ly ; on trouve M), dans tous ces mots, et on voit toujours M,
apres My Cy, ou My Ly, ; le plus long temps de retour possible pour le mot w
est donc la longueur du circuit My, Ly, soit t(w) = || My Lp|| = Lop)-

Si Péclatement a(p) est un Ep, v est une concaténation de C” = Ly,
M" = LyCy, L' = LMy, et deux apparitions consécutives de w dans u
correspondent & deux apparitions consécutives de My, dans 7y, donc de L.
On regarde alors I’éclatement b(p), le premier éclatement renversant apres
le a(p)-ieme éclatement (cet éclatement existe grace au lemme 1.4), et le
chemin v avec k = ey(,). Les éclatements précédents étant des Ec ou Eyy,
~p, se déduit de vy, en remplagant Cy, My, et Ly par des mots C", M et L'
respectivement (le premier mot pouvant étre tronqué a gauche), ou la seule
occurrence de L et donc de M}, est dans L. Deux apparitions consécutives
de w dans u correspondent donc a deux apparitions consécutives de Ly
dans ;. Puisque I’éclatement b(p) est renversant, 7, est une concaténation
de Ly, LyCy, Li My, et on trouve toujours Ly apres LCy ou Ly My ; le plus

long temps de retour possible pour le mot w est donc t(w) = || Ly M| =
o(p)-

Parmi les lettres de l'alphabet, I'une est triprolongeable a gauche et
a droite : par exemple 0 = G; = D;. La suite u se factorise alors sur
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{0,01,02}, et on a donc ¢(0) = 2. Aprés un certain nombre d’éclatements
courts, on arrive & I'y, dont les circuits sont étiquetés par 0, 011, 0M12;
I’éclatement suivant est renversant, et donne (en prenant 0**1 comme cir-
cuit long) les circuits 021, 02110, 0*110*12, donc ¢(1) = 2X\; + 2 = {y,.
Enfin, pour que 2 apparaisse dans tous les circuits, il faut attendre 1’écla-
tement renversant suivant, et ¢(2) = £,,. O

PROPOSITION 2.4. — Soient u une suite d’Arnoux-Rauzy et R(n) sa
fonction de récurrence. On note e, la longueur des mots au moment du p-
ieme éclatement, £, la longueur du circuit long apres cet éclatement, \; le
numéro du i-éme éclatement renversant, et p; le numéro du dernier éclate-
ment moyen ou renversant précédant I’éclatement \; (avec par convention
e_1=—1,e0=0et \g = p1 =0). Alors, pour tout i > 1, et pour tout n

compris entre e,, 1 +2et ey, 1+1,onaR(n)=n—1+0,,.

Démonstration. — Montrons pour commencer que seuls les mots singu-
liers correspondant au troisieme cas du lemme 2.3, et ceux de longueur 1,
ont une influence sur la fonction de récurrence; ces mots singuliers sont
précisément ceux dont la longueur est de la forme e,,_1 + 2 (ce qui inclut
les lettres, pour 7 = 1).

Soient w un mot singulier qui n’est pas de ce type, et p > 1 tel que
|w| = ep—1 + 2. Le temps de retour de w est, d’apres le lemme 2.3, soit £,
s0it £q(p), donc t(w) < Ly, puisque la suite (4;) des longueurs des circuits
longs est strictement croissante. Si p < A1, alors w est dans le premier cas
du lemme 2.3 et t(w) = £, < £y, = t(w'), ot w’ est la lettre qui maximise
le temps de retour.

Sip > A, soit p’ < p maximal tel que le p’-itme éclatement soit ren-
versant (eventuellement p’ = p, et en tout cas p’ > ;). Si p’ = Ay, alors

a(p) < Az et on a t(w) < Lyp) < Ly, = t(w'), ot w’ est la lettre qui maxi-
mise le temps de retour, comme ci-dessus. Si p’ > A1, soit ¢ le numéro du
dernier éclatement Ej; ou E, précédant le p’-iéme éclatement, et w’ le mot
singulier de longueur e,_; + 2 : ce mot singulier w’ est dans le troisiéme
cas du lemme 2.3, et b(q) > a(p), donc t(w) < Lo < Lyq) = t(w').

On a donc, pour tout n > 1,

r(n) = Lrgg,( t(w),
ou S/, est ’ensemble des mots singuliers de longueur au plus n qui sont soit
des lettres, soit dans le troisieme cas du lemme 2.3.

Siey—1+2<n<ey,,—1+1,onamaxyes, t(w) = Ly, = €Xiy1, d’olt

le résultat. |
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Ces formules permettent de calculer explicitement la fonction R(n) pour
une suite d’Arnoux-Rauzy définie par sa suite d’éclatements ; par exemple,
on retrouve immédiatement le cas particulier de Tribonacci [6].

La proposition précédente implique :

COROLLAIRE 2.5. — Pour une suite d’Arnoux-Rauzy,

) R(n)
limsup —— < 400
n—-+oo n

si et seulement si le nombre d’éclatements entre deux Ep, consécutifs, ;11—
i, est borné.

Démonstration. — Supposons d’abord que Ajy; — A; < A pour tout
i > 0. On a alors A\jp1 — p; < 2A. Pour tout p, epr1 = e, + ¢p avec
cp <Ulp—1=|Le,| < 2e, (la somme des longueurs des branches de I,

est 2e, + 2, puisque u est de complexité 2n + 1, donc la branche longue est
au plus de longueur 2e,), donc e,1 < 3€p, €t ex,,,+1/eu,-1 < 324H2 Si
eu—1+2<n<ey,,—1+1, R(n) =n—1+ /X1 par la proposition 2.4,
donc R(n)/n <1+ \ip1/en,—1 < 14 2ex,,,41/€u,-1 < 14 2.324F2,

Dans le cas contraire, pour tout A fixé, il existe i tel que A\;11—\; > A :le
Ai-eme éclatement, renversant, est suivi de A éclatements non renversants.
Soit n =e,,—1 + 2 : par la proposition 2.4, R(n) =n — 1+ ¢X;41. Comme
Iéclatement \; est renversant, on a, par le lemme 1.3, ¢\, = ¢\, —1 =
[ Ley, I = (2ex, +4)/3 (la somme des longueurs des branches de T, est
2ey, + 2, et la branche centrale est de longueur 0 tandis que la branche
longue est strictement plus longue que les deux autres). Apres les A écla-
tements suivants, on a ¢\; + A > €\; + Acy, (avec égalité si tous ces écla-
tements sont courts), donc £A; + A > (2ey, +4)A/3. Ainsi

R(n) > it > N+ A > 24 :
n eu—1+2 7 ey +2 3

R(n)/n n’est pas borné. O

En adoptant la terminologie de [7], congue par analogie avec le cas des
suites sturmiennes, on pourra appeler suite d’Arnouz-Rauzy a quotients
partiels bornés toute suite d’Arnoux-Rauzy telle que le nombre d’éclate-
ments entre deux E7j, consécutifs est borné.

3. Réponse a une question de Morse et Hedlund

Le résultat suivant ne concerne pas particulierement les suites d’Arnoux-
Rauzy, mais répond & une question datant de 1940 [8] : existe-t-il des suites
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R(n)

non triviales pour lesquelles a une limite finie ? Pour cela, nous sup-
posons d’abord que lalphabet A a deux lettres (qu’on notera 0 et 1), et
montrons une série de lemmes, dont nous déduirons le résultat pour les
suites sur deux lettres. Nous I’étendrons ensuite a & lettres par un procédé

de codage.

Un facteur v de u est dit spécial a droite (resp. a gauche) s’il existe des
lettres x et y (x # y) telles que les mots vz et vy (resp. zv et yv) sont aussi
facteurs de u.

Pour tout n, on note s(n) le nombre de facteurs spéciaux a droite de u
de longueur n, qui est aussi le nombre de facteurs spéciaux a gauche de
longueur n si la suite u est récurrente (ce qui est toujours vrai des suites
qui nous intéressent ici). On a alors s(n) = p(n + 1) — p(n), voir [4].

LEMME 3.1. — Si limsup¥ < 400, pour tout n la suite u a un
nombre borné par une constante k de facteurs spéciaux a droite de lon-
gueur n.

Démonstration. — Si I’hypothese est vérifiée, alors il existe a tel que

R(n) < an; comme tous les p(n) facteurs de longueur n de u apparaissent
dans un méme mot de longueur R(n), on a p(n) < R(n) —n+ 1 < an;
en vertu d’un résultat de Cassaigne [3], la quantité s(n) = p(n+ 1) — p(n)
est donc bornée par une constante k ; or s(n) n’est autre que le nombre de
facteurs spéciaux a droite de longueur n. |

DEFINITION 3.2. —

— On appelle mots de retour d’un facteur w de u les mots usyq . .. Ut4q—1,
Ol Us...Usyq—1 €6 Us...Upq—1 sont deux apparitions consécutives
de w.

— On appelle chemin élémentaire d’ordre n un mot ¢ = Ugyp, ... Uttn—_1,
Ol Ug . .. Usyn—1 = d' est spécial & droite, uy ... uprn—1 = d" est spécial
a droite, et il n’y a pas d’apparition de facteur spécial a droite de
longueur n entre s +1 et t — 1.

On peut aussi voir un chemin élémentaire comme mot de retour de l'en-
semble des facteurs spéciaux a droite.

LEMME 3.3. — Le nombre de chemins élémentaires est exactement 2s(n).

Démonstration. — On sait qu’il y a exactement s(n) facteurs spéciaux a
droite, et de chacun partent exactement deux chemins élémentaires. O

Les lemmes 3.4 et 3.5 sont démontrés indépendamment (avec des meil-
leures constantes) dans [7].
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LEMME 3.4. — Silimsup @ <400 et si la suite u n’est pas ultimement
périodique, il existe 0 < b < a tels que, si w est un facteur de longueur n,
tous ses temps de retour sont compris entre bn et an.

Démonstration. — On sait déja que R(n) < an pour tout n > 1 et donc

r(n) < an, o a = sup@. Il nous reste & minorer le plus petit temps de
n

retour. Comme u est non ultimement périodique, p(n) = n+ 1 pour tout n,
d’apres [8]. Soit m = | 2],
Il y a au moins m + 1 facteurs de longueur m, dont au plus k£ sont

spéciaux a droite. D’apres le lemme 3.3, il y a donc au plus 2k chemins

élémentaires. Soit (wyp, ..., wy) le plus long de ces chemins. wy, ..., wy sont
alors £ facteurs différents de longueur m tels que
— > m+1
= 2k )

— la j-éme lettre de w;4q est la (j 4 1)-iéme lettre de w;, pour 1 < j <
m—1,1<i<l—1,

— les w; ne sont pas spéciaux a droite pour 1 < ¢ < £ — 1, tandis que wy
est spécial a droite.

Par conséquent, toute apparition de w est suivie d’apparitions de ws, . . .,

wy, et tout temps de retour de wy est au moins /.

Mais tout mot de longueur n contient w1, car R(|2]) < a|2| < n; donc

m+1
2k

Commem = |2] > 2—1,ona{> 37 ;on peut donc prendre b = z—. [

tout mot de longueur n a tous ses temps de retour supérieurs a £ >

LEMME 3.5. — On suppose que lim sup B« 4o et que la suite u

n
n’est pas ultimement périodique. Alors le nombre de mots de retour diffé-

rents de tout facteur spécial a droite est borné par une constante B.

Démonstration. — Soient d un facteur spécial a droite de longueur n
et ¢ un mot de retour de d. On coupe ¢ en chemins élémentaires. On a vu
dans le lemme 3.3 qu’il y a exactement 2s(n) chemins élémentaires et par le

lemme 3.1, on a 2s(n) < 2k. Nous qualifions de longs ceux dont la longueur

est au moins b?", de courts les autres. Le chemin ¢ est une concaténation

de chemins élémentaires ¢} ... ¢, comprenant /1 chemins longs et au plus

£1 + 1 plages de chemins courts consécutifs. On a £1 < %,

une longueur supérieure a an; chaque plage de chemins courts comprend

sinon ¢ aurait

au plus k£ chemins, sinon deux de ces chemins partiraient du méme facteur
spécial a droite, qui aurait de ce fait un temps de retour inférieur & bn. Donc
c est une concaténation d’au plus A = % + (% + 1)k chemins élémentaires,
et on ne peut construire ainsi qu’au plus B = (2k + 1)4 tels mots. O
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Les deux lemmes suivants (lemmes 3.6 et 3.7) concernent toutes les suites
symboliques récurrentes sur deux lettres, sans condition sur R(n). Le pre-
mier se trouve dans [4], et sa démonstration est immédiate ; le second se
trouve dans [3] et [1], et nous reproduisons intégralement sa démonstration.
Nous rappelons que v est un facteur bispécial (c’est-a-dire spécial dans les
deux directions a la fois) s’il existe des lettres x # z’ et y # ¢’ telles que
vy, vy, zv et x’v sont facteurs de u. Le mot v est un facteur bispécial strict
si zvy, x'vy, zvy’, 2’'vy’ sont facteurs, ordinaire si xvy, xvy et z’vy’ sont
facteurs, faible si seuls zvy et x’'vy’ sont facteurs. L’ensemble des facteurs
spéciaux a gauche forme un arbre infini, avec une aréte de v & vx si x est
une lettre et vx est spécial & gauche. Dans cet arbre, les facteurs bispéciaux
stricts indiquent les embranchements et les facteurs bispéciaux faibles les
extrémités des branches.

Pour tout n, on note bs(n) le nombre de facteurs bispéciaux stricts de
longueur n, et bf(n) le nombre de facteurs bispéciaux faibles de longueur n.

LEMME 3.6. — Pour tout n, s(n+ 1) — s(n) = bs(n) — bf(n).

Démonstration. — s(n) augmente de un quand il y a un embranchement
dans ’arbre des facteurs spéciaux a droite, et diminue de un quand il y a
une extrémité. ]

LEMME 3.7. — Soient ny < ng deux entiers. Le nombre de facteurs

bispéciaux stricts dont la longueur est comprise entre ny et no — 1 est
majoré par

’nzfl

s(n
> () < ) (1) + sna) + 2(p(n2 -+ 1) = oy 1) ")
n=ni 1
Démonstration [3, 1]. — L’ensemble des facteurs spéciaux a gauche dont

la longueur est comprise entre 11 et ng est une forét de s(nq) arbres binaires
finis dont les branches ont une longueur inférieure ou égale a no — n; (on
met une aréte de w vers w’ si w’ = wa ou a est une lettre). Cette forét
contient

Z s(n) =p(ng + 1) — p(ny)
neeuds et
i s(n) = p(n2 +1) —p(ny + 1)
n=ni+1
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na—
n=n

arétes. Elle comporte d = ) ibs(n) embranchements; il y a s(ns)

ng—

branches de longueur ny — ny et h = Zn:nll bf(n) branches qui se ter-

minent avant d’atteindre cette longueur. De plus, d’apres le lemme 3.6, on
a s(n2) — s(ny) =d—h.
Nous allons construire une projection ¢ de cette forét sur le graphe I'y,,
comme suit : on envoie tout facteur spécial a gauche de longueur comprise
entre ni et no sur son suffixe de longueur nq, et si une aréte va de m a ma,
on la projette sur l'aréte de T',, qui va de ¢(m) & p(ma).
Pour tout sommet v (resp. toute aréte e) de Iy, , on note 7 (v) (resp. w(e))
le nombre de nceuds (resp. d’arétes) qui se projettent sur v (resp. e) ; cette
quantité est appelée poids de v (resp. de e). La somme des poids des arétes
entrantes (resp. sortantes) de v sera notée m.(v) (resp. m4(v)).
Pour tout sommet v de I',,,, on note de plus :
— ¢(v) =1 si v est facteur spécial & gauche et ¢(v) = 0 sinon,
— t(v) le nombre de facteurs spéciaux a gauche de longueur ny qui ont v
pour suffixe (c’est-a-dire le nombre des branches de la forét de longueur
ng — ny dont la projection se termine en v),

— d(v) le nombre de facteurs bispéciaux stricts de longueur comprise
entre nj et ng — 1 qui se projettent en v,

— h(v) le nombre de facteurs bispéciaux faibles de longueur comprise
entre nj et ng — 1 qui se projettent en v.

Remarquons que h(v) et d(v) ne sont non nuls que si v est spécial a
droite, et alors h(v) < d(v) 4+ 1 puisque 'ensemble des facteurs spéciaux a
droite de longueur comprise entre n; et ny qui ont v pour suffixe forme un
arbre binaire comportant d(v) embranchements et au moins h(v) feuilles.

Pour tout sommet v de I',,,, on a :

(3.1) ms(v) = me(v) = ¢(v) + d(v) = h(v) — t(v).

En effet, les seuls facteurs spéciaux a gauche qui se projettent en v et qui
ne sont pas assortis d’exactement une aréte entrante et une aréte sortante
sont :
— v lui-méme g’il est facteur spécial a gauche puisque le nceud corres-
pondant n’a pas d’aréte entrante,
— ceux qui sont facteurs bispéciaux stricts puisqu’ils ont deux arétes
sortantes,
— ceux qui sont facteurs bispéciaux faibles et ceux qui sont de longueur
maximale qui n’ont pas d’arétes sortantes.
La combinaison de ces effets donne (3.1).
Soit maintenant S un sous-graphe de I';,,, c’est-a-dire un graphe consti-
tué de certains sommets de I';,; et de certaines arétes reliant ces sommets.
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Une aréte qui n’est pas dans S mais dont 1'origine (resp. 'arrivée) est un
sommet de S sera dite sortante de S (resp. entrante dans S). Notons alors :
— m(9) le poids total des arétes entrantes dans S,
— m5(5) le poids total des arétes sortantes de S,
— ¢(5) le nombre de facteurs spéciaux & gauche contenus dans S,
— d(S) le nombre de facteurs bispéciaux stricts qui se projettent sur un
sommet de S,
— h(S) le nombre de facteurs bispéciaux faibles qui se projettent sur un
sommet de S,
— () le nombre de branches dont la projection se termine dans S.
En sommant 1’égalité précédente sur tous les sommets de S, on obtient :

7o(S) = 7e(S) = ¢(S) + d(S) — h(S) — t(S) .

Mais comme h(S) < d(S) + s(n1) (il y a au plus s(n;) facteurs spéciaux
a droite dans S), que t(S) < s(ng) (il n’y a que s(nsz) branches de longueur
maximale), et que ¢(S) > 0, il vient que :

(3.2) e (S) — ws(S) < s(ny1) + s(nsg).

Les d facteurs bispéciaux stricts se projettent sur les s(nq) facteurs spé-
ciaux a droite de longueur n;. Il y a donc au moins un facteur spécial a
droite v de longueur n; sur lequel se projettent au moins S(#‘ll) facteurs
bispéciaux stricts. Notons e; et es les deux arétes sortantes de v dans I',,, .

Leurs poids sont au moins égaux a S(#‘ll).

Soit
fo 2 (d)—smg—smg>.

s(n1) \ s(ny
Pour i = 1,2, considérons le sous-graphe .S; constitué de tous les sommets
qui peuvent étre atteints a partir de v en empruntant d’abord e;, puis des
arétes de poids au moins f, qui seront les arétes de .5;.
Supposons que v n’est pas dans S; (ce qui implique f > 0). Notons ¢ le
nombre de sommets de degré sortant 2 contenus dans .S; ; comme v n’est

pas dans S;, on a ¢ < s(n1). Puisque S; est connexe par construction, le
nombre d’arétes sortantes de S; est au plus ¢ + 1. Et ces arétes sont de
poids strictement inférieurs a f puisqu’elles ne sont pas dans S;. Le poids
total des arétes sortantes vérifie donc 75(S;) < (¢+1)f < s(ny)f. Mais si v
n’est pas dans S;, e; est une aréte entrante dans S; et donc 7.(S;) > %.
Il vient alors que :

ﬂe(Si) — ’/Ts(Si) >

—s(n1)f = s(n1) + s(n2)

ce qui est exclu par (3.2).
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Donc v appartient a S; et a Ss. Il existe donc deux boucles allant de v
a lui-méme qui n’empruntent que des arétes de poids au moins f; une
commencant par e; et l'autre par ez. Soient /1 et £2 les longueurs de ces
boucles. Les deux boucles correspondent a deux mots w; et wy de longueurs
respectives /1 et £2 tels que vw; et vwy ont tous les deux v comme suffixe.
De plus, w; et wy ne commencent pas par la méme lettre (puisqu’une
boucle commence par e; et 'autre par es). Les mots vwiws et vwaw; ont
pour suffixe v, et comme |wiws| = |wawi| et wiwy # wows, il vient que
lwiwa| > |v|, c’est-a-dire que £1 4+ ¢2 > ny. La réunion des deux boucles
contient au moins max(¢1,£2) arétes, donc au moins % arétes. Il y a donc
dans I',,, au moins - arétes de poids au moins f. Le poids total du graphe
étant p(n2+1)—p(n1+1) (c’est le nombre d’arétes de la forét qu’on projette
sur I, ), il vient donc :

n
p(na+1) —p(ni +1) > 31f7
c’est-a-dire :
n d
plna +1) — p(ny +1) > 1 ( ~ s(m) - s<n2>)

d’ou le résultat. O

LEMME 3.8. — On suppose que lim sup @ < 400 et que la suite u
n’est pas ultimement périodique. Soit k défini dans le lemme 3.1. Alors,
pour tout n, et tout x > 1, le nombre de facteurs bispéciaux stricts de
longueur comprise entre n et xn est au plus 2xk® et le nombre de facteurs
bispéciaux faibles de longueur comprise entre n et xn est au plus 2zk® + k.

Démonstration. — Le résultat est trivial si K = 1 ou n = 1. On sup-
pose donc que k > 2 et n > 2. Pour les bispéciaux stricts, on applique le
lemme 3.7 avec n; = n et ng = |zn] + 1, sachant que s(n) < k pour tout n
et donc p(ne +1) —p(ny + 1) < k(ng —nq) :

nil bs(i) <k <2k ¥ 2k(ng — nl):)

; 1
1=n1

1
< 2k? <1+k(:c1+)> < 2k3z .
n
On applique ensuite le lemme 3.6 pour les bispéciaux faibles. O

LEMME 3.9. — Soient e un facteur bispécial ordinaire de longueur n et
x € A tel que xe est encore spécial a droite. Soient cq,...,c, les mots de
retour de e, r étant majoré par la constante B du lemme 3.5, C1,...,Cp
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les mots de retour de e, avec v’ < B, et a et b les constantes du lemme 3.4.
Alors :

— ou bien

STICk =Y el +bn,
i=1

k=1

7’ r
DGkl =D lel
k=1 =1

et il existe un bispécial faible g, de longueur inférieure a (a + 1)n, et

— ou bien

qui contient e comme préfixe.

Démonstration. — Soit e un facteur bispécial ordinaire, alors e est pré-
cédé de x ou z’, suivi de y ou 3/, mais seuls zey, z’ey et zey’ sont facteurs
de u. Les mots de retour de ze sont des concaténations de mots de retour
de e, et chaque mot de retour de e apparait dans au moins un mot de retour
de xe.

Si un mot de retour de e apparait deux fois dans les mots de retour de ze,
comme les autres mots de retour de e apparaissent au moins une fois, on a

/
s T

Z |Ck| > Z lei] + bn
k=1 i=1
puisque |¢;| = bn par le lemme 3.4.

Supposons que chaque mot de retour de e n’apparait qu'une fois dans les
mots de retour de ze de sorte que 22;1 |C] = >0, || Soit ¢ un mot
de retour de e; si xzec est facteur de u, ¢ apparait au début d’'un mot de
retour de ze; si 2’ec est facteur, ¢ apparait dans un mot de retour de xe,
mais précédé d’au moins un autre mot de retour de e. Comme ¢ n’apparait
qu’une fois dans les mots de retour de xe, les mots zec et z’ec ne peuvent
étre tous les deux facteurs, donc ec n’est pas spécial a gauche. Soit d de
longueur maximale tel que ed soit spécial a gauche : un tel d existe puisque
e est spécial a gauche, et d ne peut avoir aucun mot de retour ¢ de e comme
préfixe, donc d est un préfixe propre d’un tel mot de retour et |d| < an. Le
mot ed est alors bispécial faible.

a

LEMME 3.10. — Si lim sup @ < 400, il existe des constantes Q et Q'
telles que pour tout n > 1 il existe deux entiers n < m < m’ < 2n vérifiant
-m/—mz= g,
— le nombre de mots singuliers de longueur strictement comprise entre
m et m’ est au plus Q.
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Démonstration. — Si u est ultimement périodique, u a un nombre fini
de mots singuliers et le résultat est donc trivial. On suppose donc que u
n’est pas ultimement périodique. Par définition, si w est un mot singulier,
w = vy, ol v est un facteur bispécial strict ou ordinaire.

Par le lemme 3.8, le nombre N; de facteurs bispéciaux stricts dont la
longueur est comprise entre n — 1 et 2n — 2 est borné par 4k, ot k est la
constante définie dans le lemme 3.1, et le nombre N, de facteurs bispéciaux
faibles dont la longueur est comprise entre n — 1 et 2n — 2 par 4k3 + k et
donc Ny + Ny < 8k +k. En posant Q' = 8k3 4+ k+ 1, on peut donc trouver
m et m' telsquen <m<m <2n,m —m > o et tels quiil 0’y ait
aucun facteur bispécial faible ou strict de longueur strictement comprise
entre m — 2 et m’ — 2 (notons que si n < Q’, c’est trivialement vrai).

Soit P le nombre de facteurs bispéciaux ordinaires dont la longueur est
strictement comprise entre m — 2 et m’ — 2; on va majorer P.

Soient di, ..., dy les facteurs spéciaux a droite de longueur m’ — 2, on
a k' < k. Pour tout p € [m — 1,m’ — 3], les facteurs spéciaux & droite de
longueur p sont les suffixes de longueur p de dy, ..., di. En effet, sinon
il existe p € [m — 1,m’ — 3] et un mot w de longueur p tel que w est
spécial & droite, mais ni Ow ni 1w ne sont spéciaux a droite, et Ow et 1w ne
peuvent donc apparaitre que suivis respectivement de x et =’ avec = # x’;
donc Owzx et 1wz’ sont facteurs, mais pas lwx ni Owz’, et w est bispécial
faible, ce qui contredit le choix de m et m’. Les facteurs bispéciaux étant
spéciaux a droite, il existe donc au moins % facteurs bispéciaux ordinaires
qui sont des suffixes d’un méme d;,. Soit e; le suffixe de longueur m —2+ 3,
1<j<m —m,deced;.

Soient ¢y, ..., ¢, les mots de retour de e;. Si e; n’est pas bispécial, e; est
toujours précédé d’'une méme lettre z, et les mots de retour de xe; sont en-
core ¢y, ..., Cq. Si e est bispécial, il ne peut étre qu’ordinaire par construc-
tion de m et m’, donc on est dans un des deux cas du lemme 3.9.

Si on est dans le deuxieme cas, c’est-a-dire si la somme des temps de
retour de e; est égale & celle des temps de retour de xe;, son extension
spéciale a droite, alors il existe un bispécial faible g; dont la longueur est
inférieure & (a 4+ 1)(2n — 2) et qui contient e; comme préfixe. Pour un g
donné, soient ji, j2,...,n (J1 < j2 < ... < jn) les j pour lesquels g; existe
et g = g. On a donc gj, = g, = ... = g5, = g. On a une occurrence de
e;j, comme suffixe de chaque e;,, qui est préfixe de g, et donc h occurrences
distinctes de e;, a l'intérieur de g. Mais les mots de retour de e;, ont une
longueur supérieure ou égale a b(n — 1), donc la longueur de g est comprise
entre (n — 1) + (h — 1)b(n — 1) et (a+ 1)(2n — 2), d'ott A < 1 + 22,
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Le nombre de e; pour lesquels on se trouve dans le deuxieme cas du
lemme 3.9 est donc égal au plus & 22EELNT ot M est le nombre de bispé-
ciaux faibles de longueur comprise entre (n — 1) et (a + 1)(2n — 2) ; par le

lemme 3.8, M < 2(2a + 2)k* + k, donc le nombre de tels e; est au plus

_2a+b+1

K
b

((da+ K> + k),
indépendamment de n.

Mais, chaque fois qu’on est dans le premier cas, la somme des longueurs
des mots de retour augmente d’au moins b(n — 1). Si on part des mots
de retour de eq, qui sont de longueur au moins b(n — 1), on applique le
processus ci-dessus pour arriver aux mots de retour de ey, —n, = d;,, apres
étre passé par au moins % facteurs bispéciaux ordinaires.

La somme des longueurs des mots de retour de d;, est alors au moins
(% — K) b(n — 1) et 'un d’eux a donc une longueur d’au moins (% — K)
%, et d’au plus a(2n — 2); on a donc P < Q = @ + kK.

A chaque facteur bispécial ordinaire de longueur strictement comprise
entre m — 2 et m’ — 2 correspond exactement un mot singulier de longueur
strictement comprise entre m et m’; comme il n’y a pas de facteurs bis-
péciaux stricts de longueur strictement comprise entre m — 2 et m’ — 2,

on obtient ainsi tous les mots singuliers, et leur nombre est donc majoré
par Q. O

THEOREME 3.11. — Si u est non ultimement périodique, %
avoir une limite finie.

ne peut

Démonstration. —

Cas des alphabets a deux lettres.

Supposons que % a une limite finie. Si v est non ultimement pério-
dique, il y a une infinité de mots singuliers, car il y a une infinité de facteurs
bispéciaux stricts ou ordinaires.

Soient hy, les longueurs successives des mots singuliers de u, et r;, le plus
grand temps de retour de tous les mots singuliers de longueur inférieure
ou égale & h,. D’apres le lemme 2.2, r(h,) = r(hpy1 — 1) = r,. Donc
@ = 7Tp+::_1 pour n = hy, @ = 7”’;1”1?1_2 pour n = hp41 — 1; ;—’;
et ﬁ ont donc méme limite, finie et non nulle par le lemme 3.4. Donc
h;—:l — 1 quand p — +o0.

Mais le lemme 3.10 permet, pour tout n fixé, de trouver

n

@7

n<m<m <2n, m —m>=
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tels qu’il y ait au plus @ mots singuliers de longueur strictement comprise
entre m et m’ ; il existe donc (parmi ces mots singuliers, plus le mot singulier
précédent et le mot singulier suivant) deux mots singuliers consécutifs dont
les longueurs different d’au moins m ; on a donc trouvé un p tel que

hpt1 1 .
hp<2nethp+17hp>(Q+7’ni)Q,7dOnC Zp >1+Wa

hp+1 2 n, cette situation se produit pour une infinité de p, ce qui contredit

comime

le paragraphe précédent.

Cas des alphabets plus grands.

Nous allons utiliser les techniques développées dans [3].

Soient maintenant A un alphabet de taille quelconque s et v une suite
sur A. On va coder u de la maniere suivante.

Supposons que les éléments de A sont numérotés de ¢y a cs—1 et soit ¢
le morphisme de A* dans A™ avec A’ = {a,b}, ot A* est Pensemble des
mot finis sur 'alphabet A, défini par p(c;) = a**1b*~% pour tout i compris
entre 0 et s — 1.

Pourn > s+1,on a

e vm (| 72]) = <ot < e 0 ([22]) 4

En effet, tout facteur de longueur n de p(u) est facteur d’un mot de la forme
©(v), olt v est un facteur de longueur [Ziﬂ de u, qui apparait donc dans
errﬂ) de u, d’ou la majoration. Inversement,

soient v un facteur de u de longueur {

tout facteur de longueur R, ([

n
s+1
Ru(Lﬁj) — 1 tel que w ne contient pas v : alors ¢(w) est un facteur de

¢(u) de longueur (s+1) R, ( LS_%IJ ) —s—1 qui ne contient pas ¢(v), car, par
construction de ¢, ¢(v) n’apparait dans p(u) qu’a des positions multiples
de s + 1, d’ou la minoration.

J et w un facteur de u de longueur

. R . L .
D’apres cet encadrement, % a une limite finie si et seulement si
R,uy(n . . . , ..
%() a une limite finie (et ces limites sont alors égales). On a ainsi
ramené le cas général a celui de 'alphabet binaire. g
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