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Introduction «

Beaucoup de résultats de théorie des nombres utilisant le fait qu'une
propriété est vraie sur l'ensemble N des entiers positifs, peuvent se géné-
raliser en supposant la propriété vraie seulement sur un ensemble partiel
d'entiers, assez «fréquent» en ce sens qu'il contient des tranches assez
longues d'entiers consécutifs. Ceci est notamment le cas quand les pro-
priétés en question concernent des suites récurrentes.

Par exemple, si un polynôme à coefficients dans un surcorps de Q
prend des valeurs entières quand la variable décrit N, il est connu que ce
polynôme est de la forme :

P(z)= £ ^(^ où X < r € Z . (1)o=o \a/
Nous pouvons alors généraliser ce résultat de la manière suivante : Soit 3
un ensemble d'entiers tel que V A ç N, 3 A entiers consécutifs dans 3.
Si un polynôme P(z) prend des valeurs entières pour z ç J, P(z) est
encore de la forme (1).

(Pour cela, écrivons P(z) sous la forme (1) avec \a quelconque. Si t
est le plus grand indice tel que \i ̂  Z il y a contradiction en considérant
pour un entier n ç J convenablement choisi la différence t-ème Ai P(n) ).
Remarquons que ce résultat n'est plus valable si nous remplaçons l'en-
semble J par un ensemble même infini et de densité positive ne possé-
dant pas la propriété énoncée (par exemple si J est l'ensemble des entiers
pairs et P (z) = z/2) 0.

Donnons encore un autre exemple qui illustre la méthode que nous
utiliserons au cours de ce travail; nous généralisons de la manière suivante
un résultat de Fatou :

Soient A (z) et Q (z) deux polynômes de Q [z] premiers entre eux et
supposons Q(z) à coefficients entiers, primitif. Si la fraction rationnelle
A(z)/Q(z) est holomorphe à l'origine et y admet le développement :

A(z)/Q(z)= £ un^
n=0

(1) H est visible d'ailleurs que le résultat est valable pour un ensemble J si et
seulement si ce dernier est arithmétiquement dense, c'est-à-dire si toute progression
arithmétique contient un élément de J au moins (donc une infinité).



162 GÉRARD RAUZY

où Un est entier pour tout indice n appartenant à un ensemble J cN
possédant la propriété énoncée précédemment sur les éléments consécutifs
alors |Q(0)[==1.

En effet, posons Q(z) = ao + ûi z + ... + a^z9, ao est évidemment
non nul et il suffit de montrer que [ûo| = 1. Supposons le contraire et
soit p un nombre premier divisant ûo. Dans la clôture algébrique de Qp
le polynôme Q(z) admet alors au moins une racine 6 de valeur absolue
strictement inférieure à 1 (polygone de Newton) et se décompose en un
produit :

Q(z) = ao (1 — z/6) (1 + Ri z + ... + P î z^1).

D'autre part, Un vérifie dès que n assez grand, soit n ̂  t la relation de
récurrence :

ao Un+B + ... + a^Un = 0. (2)

En posant : Vn = Un+s-i + ^i Un+a-2 •+• ... + [î<-i Mn on a donc pour

n ̂  r, Vn+i = — Vn d'où pour n^t Vn = e-^"-^ v^.
6

Mais V( ne peut être nul, sinon on aurait Vn = 0 pour n ̂  t, donc la
A(z)

quantité : (1 + pi z + ... + jîa-i ^~'1) —— serait un polynôme et 6
devrait être racine de A(z) ce qui est impossible puisque A et ^ ^nt
premiers entre eux. (En d'autres termes Vn ne peut pas être nul, car la
relation (2) est la plus courte possible).

Comme [ 6 L < 1, il en résulte que |vjp-> oo quand M-» oo, donc 3 MO
tel que n ̂  no > [vn|p > ? où ? == max IpJ. Mais par hypo-

<==0,....a-l
thèse, il existe ni tel que ni, ni + 1,..., ni + (no + s— 1) appartiennent
à J, Uni + no,..., Kn i+no+<- i sont donc entiers et jvni+noL ̂  P. Contra-
diction.

Un contre exemple est cette fois-ci fourni par la fraction z/(2 — z2)
l'ensemble J étant toujours l'ensemble des entiers pairs.

Résumé.

Après avoir étudié dans le premier chapitre quelques propriétés des
suites vérifiant pour un ensemble fini d'indices consécutifs une même
relation de récurrence linéaire, nous définissons au chapitre 2 une caté-
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gorie d'ensembles contenant des tranches d'entiers consécutifs : les ensem-
bles de fréquence supérieure à 1, la fréquence d'un ensemble d'entiers
étant une mesure de la longueur relative des tranches d'entiers consécutifs
lui appartenant.

Nous étudions alors les généralisations possibles relativement à
cette catégorie et principalement aux ensembles de fréquence infinie des
résultats de M. Pisot sur la répartition module 1 d'une part et d'autre
part des propriétés des coefficients du développement de Taylor de fonc-
tions analytiques, ou des valeurs prises par ces fonctions.

1. En ce qui concerne la répartition modulo 1 le résultat principal
est le suivant.

Soit 6 un nombre algébrique réel supérieur à 1. Pour qu'il existe un
ensemble J de fréquence infinie et un nombre réel \^=0 tels que :
lim 11X9^1 = 0, ([1^11 = \x—k\, k étant l'entier le plus voisin de x)
nçj

il faut et suffit que 9 appartienne à l'ensemble T des entiers algébriques
supérieurs à 1, dont tous les conjugués sont à l'intérieur ou sur le cercle
unité.

Nous montrons dans le 2e chapitre la nécessité de cette condition en
bornant pour un 6 algébrique n'appartenant pas à T, la fréquence de tout
ensemble J pour lequel existe X 7^ 0 avec :

lim N X e ^ l < e(8), s (6) étant une fonction à valeurs positives.
nçj

Nous montrons dans le 4e chapitre que la condition est suffisante en
séparant le cas où 6 appartient à la classe S des entiers algébriques dont
tous les conjugués sont intérieurs au cercle unité (§ 1) de celui où 6 est
un nombre de Salem (§ 4) : nous construisons dans ces deux cas un
ensemble J de fréquence infinie et montrons que pour un ensemble de \
ayant la puissance du continu on a :

limpe^^O.
nçj

L'ensemble des couples (X, 9) tels qu'il existe un ensemble de fré-
quence infinie sur lequel H X S " ] ] tende vers 0, n'est donc pas dénombrable,
néanmoins nous montrons (chap. 4, § 2) que pour un 6 donné l'ensemble
des \ tels que (X, 6) soit un tel couple est de mesure nulle et qu'il se
réduit à l'élément X == 0 sauf pour un ensemble de 9 de mesure nulle
(au sens de Lebesgue).
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Ce résultat reste d'ailleurs valable en supposant seulement J de fré-
quence supérieure à 1 (et Uni pe^l convenablement bornée). Tous les

nçj

autres résultats que nous donnons sur la répartition module 1, concernent
des ensembles partiels supposés seulement de fréquence supérieure à 1;
nousjmontrons au chapitre 2 que si nous supposons que sur un tel ensem-
ble lim [[Xe^j1771 < 1 alors 9 est nécessairement algébrique et au cha-
pitre 3, revenant au cas où 8 est algébrique nous donnons des résultats
particuliers concernant ces ensembles plus généraux en faisant des hypo-
thèses supplémentaires : soit que \\^\\ tende rapidement vers 0 (§ 1),
soit que \ soit algébrique (§ 2) auquel cas on peut conclure grâce à une
application directe du théorème de Roth; enfin, dans le paragraphe 3 du
chapitre 4, nous généralisons pour ces ensembles, le résultat concernant
la densité de \ ̂ n modulo 1 sur un segment centré à l'origine quand T est
un nombre de Salem et X un nombre convenable du corps de T.

2. En ce qui concerne les fonctions analytiques nous rappelons tout
d'abord un résultat d'Ostrowski : si une fonction f(z) holomorphe à l'infini,
admet au voisinage de ce point le développement :

Kz)= Ï uj^
n=0

et si Un est nul pour n ç. 3 où J est de fréquence infinie, alors / est uni-
forme et est limite dans tout son domaine d'holomorphie d'une suite
Pv(l/z) de polynômes en 1/z. Nous appelons fonction d'Ostrowski la
somme d'une telle fonction et d'un polynôme en z, étudions quelques pro-
priétés simples de ces fonctions et donnons alors (chap. 5, § 1) la géné-
ralisation suivante d'un résultat de Borel :

Si f(z) holomorphe à l'infini et admettant le développement

S Un/^\
n=0

a un rayon de méromorphie inférieur à 1, et si Un est entier pour n ç. J
(de fréquence infinie), alors f est le quotient d'une fonction d'Ostrowski
(de rayon d'holomorphie égal au rayon de méromorphie de f), par un
polynôme à coefficients entiers dont les racines sont des entiers algébri-
ques.

Nous montrons dans le paragraphe 2 que si l'on fait les mêmes hypo-
thèses sur / mais en supposant cette fois que / est holomorphe en dehors
d'un cercle de rayon inférieur à 1 centré au point z = 1, il en résulte alors
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que / est une fraction rationnelle ce qui conduit à la généralisation sui-
vante d'un théorème de Polya :

Soit /(z) une fonction entière telle que la quantité

a(cp)= ÏÏm —Log|/(r^)|
r-ooo T ' '

soit bornée par k < Log 2. Alors si pour n ç J de fréquence infinie,
f(n) ç Z, f(z) est un polynôme.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous donnons une généralisation du
résultat de Polya sur les fonctions holomorphes à l'extérieur d'un ensem-
ble compact de diamètre transfini inférieur à 1, mais, nous sommes obligés
de supposer les coefficients du développement au voisinage de l'infini,
entiers pour un ensemble d'indice plus particulier que les ensembles con-
sidérés jusqu'ici.

Remarque.

La condition imposée à l'ensemble J dans les deux résultats énoncés
au début de l'introduction reste vérifiée si l'on remplace J par l'ensemble
J(û, b) des entiers n ç N tels que an + b ç. J (a entier ^ 1 b ç Z). De
même la fréquence d'un ensemble que nous définirons au chapitre 2 reste
invariante dans une telle transformation. Réciproquement les contre-
exemples que nous avons fournis font encore intervenir des progressions
arithmétiques : ce fait est à rapprocher du résultat de Mahler (Eine
arithmetische Eigenschaft der Taylorkoeffizienten rationaler funktionen.
Proc. Ned. Akad. Wet., t. 38, 1935, pp. 50-60) sur les zéros des coeffi-
cients du développement en série de Taylor d'une fraction rationnelle,
résultat dont la démonstration légèrement modifiée permet d'améliorer
considérablement le résultat de Fatou déjà cité.

Notations •

Nous noterons respectivement, N, Z, Q, B, C, l'ensemble des entiers
naturels non négatifs, des entiers rationnels, des nombres-rationnels, des
nombres complexes, Qp, Qp la complétion de Q pour la valeur absolue
p-adique, et la clôture algébrique de cette complétion.
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Pour un nombre rationnel x, \x\p désignera la valeur absolue p-adique
de x avec la condition : \pL = 1/p.

On désignera par [x] l'entier inférieur ou égal au nombre réel x
([x] ̂  x < [x] + 1) et par \\x\\ la valeur absolue de la différence entre x
et l'entier le plus voisin (\\x\\ = min \x—n[).

nçz
x(x—\)^(x—n + 1)

On désignera par ( x ) le polynôme
ni r ' n!

Enfin, étant donné un corps K une suite Un d'éléments de K et un
polynôme P à coefficients dans K. P == ao z9 + ... + ûa, on désignera par
P ((un)) la quantité ûo Un^s + ... + a» Un.

On a immédiatement

P((̂  + Vn)) = P((̂ n)) + P((Vn))

(P + Q) ((Un)) == P ((Un)) + Q ((Un)), P ((Q ((Un)))) = (PQ) ((̂ ))

= Q ((P ((Un)))),

00

Si K = C, si la fonction / (z) == 2 ^n/^4"1 est holomorphe au voisinage
n=0

de l'infini, alors en désignant par y une courbe parcourue dans le sens
direct entourant les singularités de la fonction / on a :

P((Un))=—— I f^P^z-dz
2 in J y

Enfin, si
Un^^, P^n^^PCe).



CHAPITRE 1

RELATIONS DE RÉCURRENCE

1. Systèmes canoniques-existence.

Soient donnés un entier x et un nombre réel y tels que 0 ̂  x < y.
Dans toute la suite nous supposerons donnée une suite finie de nombres
rationnels Un où l'indice n varie dans l'intervalle x ̂  n < y.

1.1. Déterminants de HankeL

Nous posons pour k ̂  0, x ̂  n, n + 2 <: < y (n, k entiers)

Un ... ^n+Jfc
Dn.fc === et Dn.-i == 1.

Mn+A; •• • ^+2^

On a alors pour k ̂  1 la relation de Sylvester;

S (H, k) : D^fcDn+2, Jk—2——D^fc-i Dn+a.fc—l == D^+î ^

d'où l'on déduit les deux schèmes de démonstration

A (n, *) : Dn,fc = Dn^-i == 0=> Dn+î -i = 0
(en utilisant la relation S (n, k))

B (n, k) : Dn.-2.fc = Dn,fc«i = 0 ==> D,̂ î _i = 0
(en utilisant la relation S (n — 2, k))

1.2. — LEMME. — Soit t un entier tel que 0^t<—(y—x),

a) Si Dn, t est nul quand il est défini (pour 0 ̂  n < y — 2t), alors
pour x + l ^ n < y — 2 t 4- 1, Dn^_i ̂  <w &^n identiquement nul,
ou bien n'est jamais nul et dans ce dernier cas ne l'est pas non plus pour
n==x.
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b) Si pour k ̂  t, D^, ̂  est nul quand il est défini

(pour k < — (y — ^)),
ûtor5' Dn, t est nul pour :

1
x^n<—(y + ^)—^.

Démonstration.

Supposons Dn,t-i = 0 pour n = Mo avec

;c + 1 ï$no < y — 2 ^ + 1.
Alors, si no + l <y— 2t + 1 on peut appliquer A (no» 0, donc
I>no+i.t-i est nul. En itérant, on voit que Dn,^-i = 0 pour

no < n <y—2t + 1.

De même, si no — l ^ j c + l o n peut appliquer B (no — 2, t) donc
T>nQ-i,t-i == 0. En itérant on montre bien Dn, t-i = 0 pour

x + 1 ̂  n ̂  HQ

ce qui achève la démonstration de la première assertion de a.

En remarquant que si Da,,t-i = 0 on peut appliquer A (x, t), ce qui
entraîne D^-n.i-i = 0 on démontre la seconde.

Pour montrer b il suffit en posant

-[y (y+x)]T=î-y(y+x)

d'appliquer successivement

A (x, t+1), A (x, t + 2),..., A (.x, T)
puis

et enfin
A(x+ l , f + l),...,A(x+ 1,1—1),...,

A (x + T — (t + 1), t +1).

1.3. — DÉFINITION. — Nous appellerons système canonique pour
Un un triplet (P ; m, m') formé par un polynôme P à coefficients entiers,
primitif, tel que P (0) ̂  0, et de deux entiers m, m' tels que l'on ait en
désignant par s le degré de P.
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x^m^m' <y—2 (s—1)

P ((Un)) = 0 quand cette quantité est définie c'est-à-dire pour
m ̂  n ̂  m' + s — 2.

D^.t^O.

1.4. — THÉORÈME D'EXISTENCE. — Soit un entier t tel que

0^t<-^(y—x),

alors, il existe pour Un un système canonique (P ; m, w') dans les deux
cas suivants :
a) — Dn^t = 0 quand il est défini (pour x ̂  n < y — 2t);

b) — Da,, a; = 0 pour k^t quand il est défini (pour k < — (y — x)).
On a en outre en désignant toujours par s le degré de P :

O ^ j ^ f C y — x — 2t dans le cas a
m' — m ̂  ^ i

^ ^ , . 1 — (y — x — 2t) dans le cafs bx ^ m ^ x + t L 2

DÀnwî̂ rûrfwi.

Dans le cas a, on a par hypothèse Dn, t = 0 pour x ̂ n < y — 2^.
En itérant, alors, le résultat du 1.3 a on voit qu'il existe un entier s avec
0 ̂  5- ̂  t tel que :

D^ = = 0 p o u r ^ + ( ^ — s ) ^ n < y — 2 t + (t—s)
Dn,,_i 9^ 0 pour x + (t — s)^n <y — 2t + (t — s) + 1.

Mais si Dn, s === 0 comme les mineurs de la dernière ligne de ce détermi-
nant ne sont pas tous nuls (puisque par exemple le mineur de Un+zs est
égal à Dn,a-i) et que ce sont des nombres rationnels (puisque les Uv le
sont par hypothèse) on peut trouver un système et un seul d'entiers non
tous nuls (ûo,..., as) premiers entre eux (avec par exemple ûo > 0) et qui
leurs sont proportionnels. On aura alors s + 1 relations :

ÛO Un+a+8 + ... + ̂  Un+a =0 (<7 = 0, ..., S)

les ûo, ..., a» étant déterminés uniquement par les s premières équations,
ou par les s dernières. On en déduit par récurrence qu'ils ne dépendent
pas du n choisi.
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En désignant, alors par P (z) le polynôme ao z9 + ... + a» on a donc :

P((^))=0 pour;c + ( r — ^ ) ^ n < y — 2 r + (t—s) + j.

P(z) est bien primitif à coefficients entiers, et ao est proportionnel à
D^_i et a, à Da,+i^-i.

P(z) est donc exactement de degré s et P (0)^=0 ce qui achève la
démonstration en prenant

m=x + t — s, y — 2 r + (r — s) + s — l^m'+j — 2 < y
_2r + (r—.y) + .y.

Pour démontrer b on se ramène grâce à 1.3 b au cas précédent où l'on

remplace y par Y = — (y + x) + r.

2. Etude du système canonique.

2.1. — Soient donnés une suite Un de rationnels pour
w^n<w ' + 2(^—1),

et un système canonique (P ; w, m') pour Un.

Soit d'autre part, K un surcorps de Q et soit dans K une décompo-
position du polynôme P :

Ç Q=^—(3i^-1—...—^
P = ûo Q R avec ^ q + r =z s

L R^^—yi^-1—...-^
Posons :

P (Z) == Oo (Z8 —— ai Z8-1 ... —— a,), Vn = R ((̂ n)), Wn = Q ((̂ n))

et considérons les matrices :
/Un ... Mn+,-i \ /Vn ... V^-i \

^=( , Vn=( \

\^n+8_l ... ^n+2a-2/ \Vn+ff-l ••• ^n+9Q-2^

(Wn ... Wn+r-1 \w.= )
Wn+r-1 ... Wn+2r-2/

définies respectivement pour :

m ̂  n ̂  w', w ̂  n ̂  m' + r, w ̂  n ̂  m' + ̂ .
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On a immédiatement les relations de récurrence [10] :

/°\1 \
^^iWi}^

/°\1

^+i=(o^l^.
,a....ai/ .Pa — PI/

/°\1

Wn+l = ( Ô-̂ (ri

<Y<- - Yi
Nous en déduisons une première relation :

dét V».+r = (— l)^'-^(t+l) P?'-"^ dét V»
D'autre part, on a si m ̂  n ̂  n/ :

(1)

M, ... Mn+*-l

détU,=
Mn+«_l ... M»+2*-2

Retranchons de la s-ème colonne, Ri fois la colonne (s — l)-ème,...,
8, fois la colonne (s—q)-ème et recommençons cette opération en déca-
lant à chaque fois d'une unité vers la gauche jusqu'à la q-ème colonne :

Un ...M«+»-l Wn ...W.+r-l

dét 11»=
Mn+1 M«+,+t-l W,+, ... W»+,+r-l

Recommençons cette opération sur les lignes cette fois et en utilisant les
coefficients du polynôme R.

... Un+,-1 W» ... W«+r-lM»

"n+r-1 ... I<»+.-1 W«+r-l - W»+2r-2

R((«,)) ... R((Kn+,-l)) R((W»)) ... R((Wn+r-l))
dét<a»=

R((y,+,-l)) ... R(("»+2,-2)) R((W«+,-l)) ... R((W.+.-1))

M, ...Mn+a-l W« ...W«+r-l

M»+r-l ... M«+—l Wn+r-1 ••• W»+2r-2

V, ... &«+,-! 0 0

V«+,-l ...Vn+2»-2 0 0

(en utilisant les relations
v«=R((y,)) et R((w»)) ==RQ(("«)) =P((««)) =0).
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En développant alors ce déterminant selon la règle de Laplace, nous en
déduisons une seconde relation :

dét OLn = (— 1)^ dét Vn dét Wn . (2)

2.2. — LEMME. — Si (P; /n,w') est un système canonique pour
Un, et si Un est entier quand il est défini (c'est-à-dire pour

m^n^m^ 4- 2(^—1))

alors en posant M = m/ — m et P == ao z8 + ... + ûa.

ag1 divise dét l̂lw et par conséquent a^ divise dét Un'.

Démonstration.

Soit p un nombre premier divisant ûo. Soient 61,..., 6a les racines de
P(z) dans Qp. Posons alors en gardant les notations précédentes :

Q= n (z—e<r), R= n (z—e<r)
l®<r l ,> 1 IU^1

Q n'ayant que des racines de valeur absolue > 1, il est visible (polygone
de Newton) que :

|^|p>|Pi|p si i<q.

D'autre part, R n'ayant que des racines de valeur absolue ^ 1 ses
coefficients, fonctions symétriques de ces racines sont en valeur absolue
^1.

Le coefficient de ̂  dans P(z) est : ûo (3g + ao (îç-i yi + ••• sa valeur
absolue est donc égale à la valeur absolue de son unique terme de valeur
maximum c'est-à-dire à | ûo P«r [p. Mais, d'une part, P est à coefficients
entiers donc [ûo M? ̂  l» d'autre part, P est primitif, donc on ne peut
avoir |ûo jîjp < 1 sinon on aurait \ao |3Jp < 1 W = 1,..., q et tous les
coefficients de ao Q seraient < 1 en valeur absolue, donc aussi ceux de P
ce qui est contraire à l'hypothèse. Donc,

|ûop4==i
D'autre part, comme | y<|p ̂  1 pour i == 1,..., r et

Vn = Mn+r —— YI Un+r-1 —— ... —— ̂ r Un

on a : |vJ$:l et par conséquent jdét Vm'+rL ̂  1. Enfin,

Wn=Un+v——^lUn^^l\^——^Un donc [ Wn [p ̂  | ^y |p.
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et par conséquent : Idét WwL ̂  |Pî|p- En appliquant la relation (1)
du 2.1. il vient t^ir^dét^i^i
et en appliquant la relation (2)

M |dét^[^|dét^4
d'où

1^ |détU,[^ 1 soit ^ > |dét0l4.

Cette inégalité ayant lieu pour tout p divisant ûo entraîne bien que
ay divise dét ULw. En prenant la relation de récurrence à l'envers ou en
utilisant le fait que

|détUn-|= °8- |détU^|
CtQ

on en tire le deuxième résultat.

2.3. — LEMME. — Si (P; w, rrf) est un système canonique pour
Un, et si Un vérifie quand il est défini (pour m ̂  n ̂  n^/lÇs — 1) ) l'iné-
galité : \Un\ < CK" (où K et C^ 1). Alors, quelque soit Ç racine de
P dans le corps des complexes :

jçjM-<+l^(2K2C)allKM+WV|dét^L^[ ou bien [Ç|^K

(on voit le sens de cette relation en laissant 5- et m fixe et faisant tendre m'
vers l'infini : on obtient à la limite : [ Ç [ ̂  K).

Démonstration.

Comme nous voulons uniquement une majoration de Ç nous pou-
vons toujours supposer que Ç est de module maximum (par rapport à
l'ensemble des modules des racines).

Conservant les mêmes notations que dans 2.1, nous posons :

Q = = z — Ç d'où ^=1, r==s—1.

L'égalité (1) devient alors :

|v^.l=lç|^[v.[
donc :

[ Ç ̂  < | R((^+r)) | X | dét Un, 1 / 1 dét OL,n [ (d'après (2) ).
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Les coefficients de R sont fonctions symétriques des autres racines
que Ç qui sont en module ^ [ Ç |.

Donc:

lY^QlÇl4

et:
| R((^+r)) | < C K-^ (y + | YI | K-1 + ...

+ |Yr | )^CK W '+ r (K+ [ ç i y
D'autre part :

|wn|^|^+i[ + [ Ç [ | ^ | < C K n ( K + |Ç[)

dans dét Wm tous les coefficients sont au plus égaux à

CK^^^tK^- |Ç[)
donc on a :

| dét Wn, [ ̂  {C K^-2 (K + | Ç |)}r X r! et r! ̂  r ̂  y.
Donc finalement :

[ Ç j^ [ dét U^ | < V {C K^^-2 (K + [ Ç \)y X CKmt+r(K+ | ç \)r.

Mais, ou bien [ Ç [ < K, ou bien K + [ Ç [ < 2 [ Ç [ et en utilisant le fait
que C et K sont supérieurs à 1 on obtient bien alors la majoration indi-
quée (en remplaçant K + | Ç | par 2 | Ç | et r par s — 1).



CHAPITRE H

RÉPARTITION MODULO 1 DE X611

DÉFINITION DE LA FRÉQUENCE [9]. — Soit J c N un ensemble d'en-
tiers. Soit <9L l'ensemble des nombres réels ^ 1 tels que :

A ç (9L < > V XQ > 0, 3 x ç. N, x > ^o tel que n £ J si w
entier vérifie l'inégalité ^ ̂  n < A^c. Nous appellerons fréquence de 3
la borne supérieure (éventuellement infinie) des A ç (91.

Remarque. — Si la fréquence d'un ensemble J est strictement supé-
rieure à 1, alors J est nécessairement infini et on a même S 1/n == oo.n ç j
(J contient également une infinité de nombres premiers). D'autre part, il
est évident que la densité supérieure d'un ensemble de fréquence A est
au moins égale a i — 1/A. Par contre même si A est infini, la densité
inférieure de l'ensemble peut être nulle. En fait, un ensemble et son com-
plémentaire peuvent être tous deux de fréquence infinie. Par exemple,
l'ensemble J tel que :

n ç. J < > 3 k entier tel que 221 ̂  n < 2^\

Nous étudions, dans ce chapitre, la répartition modulo 1 de ^Q" quand n
parcourt un ensemble J caractérisé par sa fréquence, cherchant à étendre
à ces ensembles les résultats de M. Pisot [5].

1. Cas où 9 est algébrique.

Notations. — Soit 6 un nombre algébrique et soit

PC^OOZ' + ... + a,

le polynôme primitif à coefficients entiers (ao ̂  1) irréductible dont 6 est
racine. Nous noterons 61 =9, 9a,..., 9a les conjugués de 9 sur le corps
des rationnels et nous dirons que les nombres Xa(a = 1,..., s) où
Xo- ç. Q(9a) sont conjugués si Xa est transformé en x^ dans l'isomorphisme
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de Q(9i) sur Q(9<r) qui transforme 81 en 9<r. Nous poserons dans toute
la suite :

e(9) =!/ S |û<|.
4«0

THÉORÈME. — Soit 9 un nombre algébrique réel strictement supérieur
à 1, soit \ un nombre réel quelconque non nul et soit 3 un ensemble de
fréquence A. Supposons que Von ait l'inégalité :

ÏÏm 11X9^1 < e(9).
n J

Alors, on a nécessairement :

|flo[ II max (1, |9<r|) ̂  91/(A--1) (= 1 si A est infini).
0^1

COROLLAIRE. — Si J est de fréquence infinie et si \ 5l 9^1 —> 0 quand
n ç, J-» oo, alors, 9 appartient à V ensemble T des entiers algébriques
> 1 dont tous les conjugués sont intérieurs ou sur le cercle unité.

Démonstration.

1.1. — Posons pour n ç. N, \^ = Un + en où Un est l'entier le plus
voisin de \ 9". Comme X^ 0, \ 971 -» oo quand n -» oo. Donc, dès que n
est assez grand. Un ̂  0. D'autre part, dès que n £ J est assez grand on
a: [ej < e (9). Comme on ne change manifestement pas la fréquence
d'un ensemble en lui enlevant un nombre fini de termes, nous supposerons
que pour n ç J : \Un\ ̂  0, [en| < e(9).

Nous nous donnons alors deux nombres réels B et Xo tels que
1 < B < A et XQ > 2s / (B — 1) nous noterons C, Ci, Ça,..., les quan-
tités indépendantes du choix de B et ;Co.

Par définition de la fréquence, il existe un entier m > XQ tel que
n ç. J pour tout entier n de l'intervalle m ̂  n < Bm. Nous poserons
alors : w' == [Bm] — 1 — 2 (s — 1), M = w' — m de sorte que nous
aurons les inégalités :

{ n ç J pour m ̂  n ̂  w' + 2 (s — 1)
m>;co, MXB—l)w—25.
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1.2. — Soit alors n tel que m ̂  n ̂  m' 4- .y — 2, on a :

P((M,)) == P^xe" — e,)) = Xe" P(6) — P((sn)) = — P((s.))
niais

|P((en))| ̂  ( S \0i\) X max [e^+J < 1
<=0 V==0,...,8—l

puisque n, n + l,...,n + .y—1 ç J d'après (1). P((Mn)) étant entier
puisque n, n + 1,..., n + j — I ç J o n e n déduit donc :

Si m^n^m'+s— 2 alors P((̂ n)) = 0. (2)

1.3. — Le système de s équations linéaires aux s inconnues
Xi,..., Xs :

9

yp= 2 W Xa ( v = = 0 , . . . , . y — l ) (3)
o==l

est un système de Cramer, son déterminant étant le Vandermondien
V(9i,..., 8,) non nul puisque P est irréductible. Il se résoud donc par les
formules :

8—1

Xa= £ ^vYv (4)
v=0

Pour un v fixé, les ya, v sont conjugués comme on le voit aisément sur les
formules donnant les solutions sous forme de déterminant. On a en
outre l'inégalité :

max |^(r|^C max \yv\ (5)
o==l,...,< v==0,. ...a—1

1.4. — Soient alors ai,..., as les solutions du système (3) quand
on donne aux y? les valeurs :

Yv = Um+v (v = 0,..., s—1).

En vertu de (2) on a :

ûo Um+s = —— (ûTi U^s-l + ... + Cts Um)

« «
=— S a<r(ûri68-1 + ... -h a,)==0o Z aaO^

o==l o==l

en divisant par ûo et en raisonnant par récurrence on en déduit que :
8

Un = 2 a<r 9^ pour w ̂  n ̂  w' + 2(5 — 1). (6)
0=1
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1.5. — Soit Ci = C e (6), le système (3) avec yv == ew+p admet pour
solutions d'après la formule (6)

x^ = Xe"» — ai, X2 == — as,..., .ci = — a,.

Tenant compte de (5) et du fait que | £„»+„ | < e (9) pour v = 0, ..., s — 1,
il vient :

r [ai — xe^l < Ci
-< ' (nr\
\ |a<r| <Ci pour o^l v /

De même en résolvant le système (3) avec cette fois y? == em'+y il vient :

r [ai—xe^ <CïQ-M

\ |aa| < Ci lôxrl-^ pour o^l. ^
Soit finalement :

r jai—xe"1] <Cle-M
<< ' f7^
L |aa| max (1, leal)2^ < Ci pour a ̂  1 v /

1.6. — Considérons le déterminant de Hankel :
Un, ... i^+^i

D=
Um-^a-l ... t<TO+2<-2

En vertu de l'égalité matricielle résultant de (6) :

/^n ... ^*-K-I \ /ai ... a, \ /l ... 81'-̂

\Mm+<-i ... ^+2<-2/ \ai9r1 ... a.e^-VV - ^-1^
il vient posant V = V (81,..., 9,) :

D=V 2 H a<r (8)
o—l

Mais, les Um+v étant rationnels pour v = 0, ..., s— 1 d'après (4) les
a<r sont conjugués. Or ils ne peuvent être tous nuls puisque alors Um le
serait d'après (6) ce qui est contraire à l'hypothèse faite en 1.1.

Donc aucun des o<y n'est nul et d'après (8) D^O. D'après la
définition 1.2 du chapitre premier il en résulte ainsi que de (1) et (2),
que (P ; m, m') est un système canonique pour u^ et les Un étant entiers
on peut appliquer le lemme 2.2 du chapitre 1 avec ici: dét Um = D
donc lao^ < |D|.



SUITES PARTIELLEMENT RÉCURRENTES 179

On a alors, d'après (7)
F |ai|< [X^+Cl9- M <C29 w

\ [a<r| max (1, \Q^ < Ci pour a ̂  1
donc d'après (8)
H H max (1, |9a[) < Cs^ 9^ (9)

0^1

Faisant tendre jco vers l'infini, donc w, B restant fixe alors m/M a une
limite inférieure bornée par 1/(B — 1) donc

|ao| n maxo.jecrD^e-1^-1)
0^1

En faisant maintenant tendre B vers A on obtient l'inégalité cherchée.

Remarque. — On aurait pu obtenir une majoration plus faible mais
suffisante pour le corollaire en appliquant directement le lemme 2.3 du
chapitre 1.

2. Cas où 0 est réel quelconque.

Nous n'avons pas ici de résultat analogue à celui de M. PISOT [5]
pour 2 ll?^))2''^: oo. Néanmoins nous pouvons conclure avec des

nçN
hypothèses plus fortes sur la décroissance de [[^N, mais plus faibles en
ce qui concerne la fréquence de l'ensemble J que celles du corollaire
précédent.

THÉORÈME. — Soit J un ensemble de fréquence A > 1, et soient
X ̂  0, 9 > 1 deux nombres réels. Supposons que Von ait l'inégalité :

Hm j^ll1/^!
nçj

alors, 9 est nécessairement algébrique.

Démonstration.

2.1. — Posons : À 9" = Un + £n, Un étant l'entier le plus proche de
^9^ Soit d'autre part, p un nombre réel tel que :

iïm [|X9 ro|| l / ro<p< 1.
»ÇJ
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Quitte à enlever un nombre fini de termes à l'ensemble J on a alors
pour n ç J

Un ̂  0 et [en[ <Cpn (1)

Donnons-nous toujours un nombre réel B tel que 1 < B < A et soit t un
entier tel que 6p^ < 1.

Soit alors Xo réel tel que Xo > 2 r/(B — 1).
Nous noterons toujours Ci, €2, ... les quantités ne dépendant ni de B,
ni de XQ.

Par définition de la fréquence, il existe un entier x > Xo tel que
n ç. J pour x ̂  n < Bx. Considérons alors le déterminant de Hankel

D.
Un ... Un^-f

défini pour x ̂  n < Bx — 2t.
\ Un^.t ... Un+2t \

Une combinaison linéaire classique de lignes et colonnes permet d'écrire :
\Un Un ... Un^i \

Ujc=£îc+l——6£fcr..=
\uy=

Un Un •ii"... Un+t-1Dn avec
UV-= 6^+2 —— 2 9£fc4.i + 62 £fc

| '̂+t-l «n^-l ..* Un^2t-2\

Les majorations (Schwarz)

| ui [2 ̂  (1 + e2) (eî + eê+i)
| ̂ T ̂  (1 + 92) (d + â+i + d+2)

et la majoration d'Hadamard permettent d'écrire tenant compte de (1) :

[Dn^s^Opy (2)

2.2. — Comme t a été choisi de manière que 9p^ < 1, dès que n
assez grand jDn, i\ < 1. Mais, Dn, t est un entier pour x^n <Bx — 2t.
Donc, en prenant XQ assez grand on a :

Dn. ( == 0 pour x^n <Bx — 2t (3)

En vertu de l'hypothèse x > x^ ̂  2 ^/(B — 1) soit t < — (BA: — x)
on peut alors appliquer le théorème 1.4 a du chapitre 1. Donc, il existe
pour Un un système canonique (P ; m, wQ tel que l'on ait si

P = ffo x8 + ... + û..
Xo<x^m^x + t, O^s^t, M = m ' — w > (B — 1) x — 2 t

(4)
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Ici, comme Un ̂  0 on a nécessairement s ̂  1.

Nous avons ainsi pour chaque XQ un système canonique (P ; w, w')
nous allons montrer que l'ensemble des polynômes P est nécessairement
fini, ce qui entraînera l'existence d'un polynôme P fixe tel que pour une
infinité de ;Co, (P ; w, wQ soit un système canonique.

2.3. — Soit en effet Ç une racine de P dans le corps des complexes,
nous avons :

\Un\ < €3 e", [dét Olw j ̂  1 puisque dét Otw est entier.

Utilisant le lemme 2.3 du chapitre 1 nous avons donc :

ou bien [Ç|<e, ou bien [Ç^-^1 ̂  (2 92 Cs)̂  6^ .̂

Mais quand XQ—> oo (M + m^)/(M—s + 1) reste borné ainsi que
y^/ÇM — s + 1) d'après (4). Donc il existe une constante €4 telle que V-^o
et VÇ racine du polynôme P correspondant à ;CoJç[ < €4. Comme le
degré du polynôme P est en outre borné par le nombre fixe t il en résulte
que les coefficients de P sont bornés, comme ils sont entiers P appartient
à un ensemble fini de polynômes. C.q.f.d.

2.4. — Pour une infinité de JCo on a donc le même polynôme Pô
tel que (Pô ; w, m') soit système canonique.
Mais :

Pô ((eJ) =^ Pô (6) et [Po((£J)|<C5pw

d'où :
|Po (6)| < Ce (p/O- ̂  Ce (p/6)^o

puisque p/6 < 1.
Faisant tendre XQ vers l'infini on a donc Pô (6) == 0 et comme

(PO ; w, w') est un système canonique, Pô est à coefficients entiers et non
identiquement nul ce qui entraîne bien que 9 est algébrique.



CHAPITRE III

RÉPARTITION MODULO 1: RÉSULTATS PARTICULIERS

Nous démontrons dans ce chapitre des résultats plus précis notam-
ment en ce qui concerne la distinction entre les nombres de l'ensemble T
et ceux de l'ensemble S (entiers algébriques dont tous les conjugués sont
strictement intérieurs au cercle unité). Nous ferons des hypothèses plus
restrictives que dans le chapitre précédent, mais, comme dans le deuxième
théorème de ce chapitre, il nous suffira de supposer les ensembles consi-
dérés de fréquence strictement supérieure à 1 et non pas infinie.

1. Cas où 1 1 X 9711 [ tend vers 0 rapidement (9 algébrique irrationnel).

THÉORÈME. — Supposons donné un nombre algébrique réel è > 1
de degré s > 1. Soit d'autre part, un nombre réel quelconque \ ̂  0 et un
ensemble 3 de fréquence A > 1.
Si on a :

Um [jî^ll1/»1^-^-1)
nçj

alors 9 appartient à l'ensemble S et est une unité algébrique.

Démonstration.

Soit po == lim N^^l1771, donnons-nous un nombre réel p tel que
nçj

po < p < 1- Comme dans la démonstration du théorème 2 du chapitre 2
nous avons pour n ç. J : \en\ < Co pn où Co ne dépend pas de n. Quitte
à enlever un nombre fini de termes à J nous pouvons encore supposer
que pour n ç. J

[en <e(9)

(car p < 1 -> Co P*1 -> 0 quand n '-> oo).

Nous pouvons alors reprendre termes pour termes la démonstration
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du théorème 1 du chapitre 2 en supposant s > 1. Mais au paragraphe 1.5
nous avions majoré max |sw+v| et max \em'+v\ par e (9) ici

v==0,...,«—l v==0,...,«—l

nous les majorons respectivement par : Co p*" et Co p"*'.

On obtient alors à la place de l'inégalité (7) l'inégalité :

{ jai — Xe^j < Ci p^ 9-^ en posant Ci = C Co
|a<r| max (1, |9a|/p) < Ci ̂

L'inégalité 9 devient alors :

(7)

|oo| n maxajeal/pXKp^e)-^ + Ce/e-)]1/^8-1)—2^ (9)
or̂ l

Faisant tendre XQ donc m vers l'infini on obtient :

|ûb| H max (1, |9<r|/p) ̂  (p-1 e)1^3-1)
a^l

Nous pouvons maintenant faire tendre p vers po et on a, à la limite

jooj n max (1, |9<r|/po) ̂  (pF1 O)1^"-1) ^ 1
0^1

puisque po~1 6^1.

Ceci implique comme flo est entier [ûo[ == 1, et VCT ̂  1 |6<r[ ^ po < 1
donc 6 6 S. En outre, 6 n |8<r| ̂  1, or c'est un entier non nul, donc

0-̂ 1

il y a égalité, 9 est une unité algébrique.

2. Cas où X est algébrique (9 algébrique).

THÉORÈME. — Soient donnés deux nombres algébriques réels \ -^ 0
et 9 > 1. Soit d'autre part J un ensemble de fréquence A > 1. Si l'on a :

fini 11X9^1 [' < e(9) (même définition que dans le chapitre 2)
nçj

alors, 9 appartient à l'ensemble T et \ appartient au corps de 9. Si l'on a
en outre :

Um [[^I^O
nçj

alors, 9 appartient à l'ensemble S.
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Remarque.

Ce théorème soulève le problème de savoir s'il existe des éléments 6
de T n'appartenant pas à S, et tels que pour un X ̂  0, on ait

lim p 6^11=0,
nçj

(X étant nécessairement dans ce cas un nombre transcendant).

Démonstration.

2.1. — Nous reprenons la démonstration du théorème 1 du cha-
pitre 2 jusqu'au système d'inégalités (7).

Désignons par d un dénominateur pour les quantités ^a,v de la for-
mule (4) — (par dénominateur, nous entendons un entier positif tel que
d YO-, v soit entier algébrique pour tout a et v).

Les formules (4) montrent alors, Um+v et Um'+v étant des entiers
naturels, que rfo<r et âta<r6^ sont des entiers algébriques. En posant
alors, ;Co-== r fa<r6y, y,=d\, e == max je^ l , les formules (7)

wi^n^w'+a—l

deviennent :
[ [A — Xi | < C e 6-^
\XaQ5\<Cs, pour n=m,mf et a^l (7)
Xa Q5 entiers algébriques conjugués pour n == w, m'.

Nous allons montrer que dès que m est assez grand le système (7),
admet pour seule solution Xi = ̂  Pour cela nous allons utiliser le théo-
rème de Roth dans la forme que lui donne Lang [3].

2.2. — Posons JCi == x ç. Q(9), [A est un nombre algébrique puisque
pi == d\ par hypothèse, d'autre part dès que Xo est assez grand, donc m,
on a : w7 > A'w où A' est un nombre réel quelconque vérifiant

1 < A' < B.
Soit K == Q(9) et soit MK l'ensemble des valeurs absolues sur K. K étant
un corps de nombre on a la formule du produit.

a^O, a £ K , H a|^ = 1
v^

où Ny == [Kv : QJ est le degré de l'extension algébrique Kv (complété
de K pour la valuation v) sur Qv (complété de Q pour la même valuation).
Nous poserons | |a|L= |a[^. Sur K il y a au plus s valeurs absolues
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archimédiennes (obtenues en prenant | a L = [ a<r | valeur absolue ordi-
naire du conjugué a<r de a). Nous appellerons Vo la valeur absolue ordi-
naire telle que ( 6 L = [ 8 j = 6.

Comme 6 ç R, Q^o == K^ === B donc N<,o = 1.
Soit alors

{ S' l'ensemble des v ç. MK avec ( 6 L > 1 (vo ç SQ
S" l'ensemble des v € MK avec 19 L < 1

S' et S" sont finis. Nous poserons alors pour v ç S'
f (A si v === Vo

\ 0 si V^VQ
OCv ==<

1,0 si v ^= Vo av € Ky et nous pouvons prolonger || [| à Ky.
et nous considérons les deux quantités :

E= n min(l, [|a^—^||<,)
v y

F= n min(l,[|lA|[.)
v S"

F est bien défini car dès que m est assez grand [X—x \ < [X| d'après (7)
donc x ̂  0.

2.3. — Si v est non archimédienne on a : jce^ étant entier d'après (7)

IHh< ll8!!^ et de même IMk^ ll9!!^
Si v ^= vo et v archimédienne on a en posant Ci = C e d'après (7)

|[ |̂|̂  Ci [ [e j l^ et de même \\x\\^ Ci^^
Enfin si v == Vo on a d'après (7)

ll^o-^l'ho^Oi^'^CiHell^
2.4. — On en déduit :

E^C2 n i l e i i ^ ^ C a C n lien.)-^
vçS' v^S'

puisque pour v ç S'J[8|L > 1 et que w' > A'w.où €2 = Cî^^^ ne
dépend pas de m (en prenant e = e (9) ). D'après la formule du produit
on en déduit donc :

E^C2( n ilejl.)^. (8)
v ç S"

2.5. — D'autre part, (7) montre que si v ̂  Vo est archimédienne :
ll^ô^L < Ci et si v ̂  Vo est non archimédienne [[.^[L ̂  1. En po-
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sant C3=max(l,Ci) on a donc V V ^ Y O |[e[[y ̂  Ça [| 1A|L
D'autre part, pour v ç. S" [ j 9 [ | ^ < 1 ̂  Ça. Donc pour v ç S"

||6|[^C3min(l,[[l/;c|p.
En comparant avec (8) il vient :

E ̂  C4 F^ où C4 == Ça Cŝ "' (sw) ne dépend pas de w. (9)

2.6. — La hauteur de x est donnée par la formule :

HOQ= n max(l, |[^||J= H max (1, ||^||^) x n max (1, ||;dL).
VÇM^ v ç _ S " vçS"

Mais, si v ç S" ou bien v = v<> et [ |^[ |^ ̂  [ X [ + Ci d'après (7)
oubien v ç S', V^VQ et | [ ;c[[<, ̂  Ci ̂ Q^' < Ci
ou bien v ç S' et [j^j[^ [ [e j^^ = 1

donc :

H(^)î$C5 n max(l, |[^|[^) où €5 = (Ci + IXpCa"^ n-i

ne dépend pas de m, or :

max(l, l l ^ j p = l/min(l, ||lA[p.

Donc :

F^CsH^)--!. (il)

2.7. — On a donc en comparant (9) et (11) :

IImin||a.—^) H min (1, |[1/^|,) < ce

,8^0 vçS" H^)^^

où Ce = €4 C5A'+1 ne dépend pas de w, et où 1 + A' > 2.
(12)

D'après le théorème de Roth cette équation n'a qu'un nombre fini
de solutions en x. En d'autres termes pour une infinité de m le système
d'inégalités (7) sera vérifié avec la même valeur x. \y. — x^\ étant aussi
petit qu'on le veut, on aura donc [A = Xi =^ 0, c'est-à-dire X ç Q(9)
et^ d'autre part \x^W\ < C e entraîne si e est fixe, que [6j est
nécessairement ^ 1. Car Xa étant conjugué de x^ ̂  0 ne peut pas être
nul. En outre, si g tend vers 0 avec m (comme dans la deuxième partie
du théorème) on ne peut avoir [ 8<r [ = 1 car alors [ Xa \ < C e devrait
être aussi petit qu'on le veut c'est-à-dire nul ce qui est impossible.
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II reste donc à montrer que 9 est entier, mais sinon il existerait une
valuation non archimédienne v telle que : |9L > 1. Comme

l y | ( Q | W ,<" 1\x \y y \v ̂  i

(puisque x^ entier) pour une infinité de w, ceci entraînerait encore
[ x L == 0 c'est-à-dire x == 0 ce qui est contradictoire.

Remarque.

Dans le cas où, par exemple, 8 == 10, nous obtenons un résultat
de transcendance bien connu :

Soit \ un nombre réel, dont le développement décimal est :

\ == [X] + 2 aJW+1

n=0

où On n'est pas nul à partir d'un certain rang. Alors, si sur un ensemble 3
de fréquence supérieure à 1, on a un == 0 pour n ç. J, \ est trans-
cendant. En effet on a si mv ̂  n ̂  mi -> n ç J et mi > Bwy

[[X-IO^^ S an/ÏO^1^
Jfc » w', + 1

donc

NX-IO^K 2 9/10^^ == 1/10<+l~n

fc=n^ +1

Si nous considérons alors un nombre B inférieur à la fréauence de J
mais supérieur à 1, il existe une suite infinie mv satisfaisant aux condi-
tions indiquées. Soit K l'ensemble de fréquence supérieure ou égale à
B -h 1 B + 1
———— tel que n ç K < > 3 v tel que mv ̂  n < —-—— mv,
Alors sur K N À - I O ^ N -» 0. Si X n'était pas transcendant \ devrait
appartenir d'après le théorème à Q (10) c'est-à-dire être rationnel. Son
développement décimal admettrait alors une période, qui pour v assez

B + 1
grand serait entièrement contenue dans un intervalle mv ̂  n < ———— mv
donc nulle. Il existerait bien une puissance de 10 telle que X'10* soit
entier, c.q-f.d.



CHAPITRE IV

RÉPARTITION MODULO 1:

QUESTIONS D'EXISTENCE, DE MESURE ET DE DENSITÉ

Introduction.

Si 6 est un entier rationnel ̂  2, et si y(n) est une fonction de l'en-
tier n telle que <y (n) > 0 alors, il existe un ensemble J de fréquence infinie
tel que l'ensemble des X pour lesquels on a :

VneJ, Ijxe^l <cp(w)
a la puissance du continu.

En effet posons : ^ (m) == min <y (k) > 0 et définissons une
w^fc^w»

suite d'entiers Wi < Wg... par les conditions : Wo == 1, m^+i est le
plus petit entier tel que 6^+1 > 8^ max (1, l/(p(Wfc) ). Alors, tous les
nombres réels donnés par un développement 6-aire :

00

À= 2 û^/6^1 où 0<^a^Q—l
v=0

sont distincts, leur ensemble a donc la puissance du continu. Par ailleurs
si J désigne l'ensemble défini par :

n ç. J < > 3 k Wfc ̂  n ̂  mî

On a si \ est un des nombres définis précédemment et si n ç J avec
mjc ̂  n ̂  Wfc

30

1 1 À 9W 1 1 ̂  9» Z ^/9^i+1 ̂  (6w/ew^l+1) X
v==fc4- l

x i/(i — i/e) == eve î ̂  e î - î
mais, O^^^+i < (^(WA;) par définition de w^+i ; et comme pour
mjc^n^m^, (p(n) ̂  ^(WA;) on a finalement : H ^ ^ H < v(w) pour
w ç J et J est trivialement de fréquence infinie, c.q.f.d.

Nous ne pouvons espérer montrer un théorème analogue pour tout
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9 ç S, car en reprenant la démonstration du théorème 1 du chapitre 3,
nous voyons que : si 9 est irrationnel on a nécessairement :

limil^ll1^^-1/0'-^
nçj

sur tout ensemble 3 de fréquence supérieure à 1. (Car on a obtenu pour
8

a=^ 1 |9a| $5 po donc 9po~1 ̂  n |9<r| ̂  1). Nous allons voir dans
cr==l

le théorème suivant que ce résultat est le meilleur possible au moins dans
le cas des 9 ç S unités algébriques dont tons les conjugués sont égaux
en module (ce qui est le cas des unités quadratiques, et des 9 du 3e degré,
unités et à conjugués imaginaires).

Ce théorème va également constituer une réciproque au théorème 1
du chapitre 2 en démontrant l'existence d'une large classe de X tels que
N^n-^O sur un ensemble de fréquence infinie.

1. Ensemble des X tels que [I^N-^O (où 9 ç S irrationnel)

THÉORÈME. — Soit 9 ç S irrationnel, nous posons

p==max ]9<r| < 1,
0^1

où 9i == 9, 92,..., 9< sont les conjugués de 9. Soit, d'autre part,
C(n) > 0 une fonction croissante de l'entier n tendant vers l'infini
quand n-> oo. Alors, il existe un ensemble 3 de fréquence infinie, tel
que l'ensemble des \ réels pour lesquels :

V M € J , \\\Qn\\<C(n)pn

a la puissance du continu. (Donc a fortiori l'ensemble des \ tels que :

limU^II1^ 1 ou H^II-^O).

Démonstration.

1.1. — D'après le principe des tiroirs, pour tout n entier, il existe
une entier algébrique jî(n) du corps Q(9) non nul tel qu'en désignant
ses conjugués par jîi(w) = (î(n), ^00,...» P<(i) on ait :

IPiW^Yl^-1)
\^(n)\ <2n si a^l.

(1)
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y étant une constante ̂  1 ne dépendant que du corps Q(6). La norme
9

de P c'est-à-dire 11 j&r est un entier non nul, on a donc en utilisant
o-«=l

la majoration des j&r pour 0=^1

[PiCn))^^-1). (2)

1.2. — Définissons alors deux suites d'entiers nu et Wk de la
manière suivante : ni = 1, njc étant choisi, mu, est le plus petit entier
tel que :

C(m^) > s X 2n»+l (3)

et mjfc étant déterminé par (3) (ce qui est toujours possible puisque
C(n) —> oo quand n —> oo) njc+i est le plus petit entier tel que :

2^1(<-1) ̂  max { 2 y X 2n»(— l), y x 2'"^ X (9/p)^ } (4)

Soit J l'ensemble des entiers n tels que :

n ç. J <s> 3 k tel que mjc ̂  n < w|

J ^yr manifestement de fréquence infinie puisque lorsque k -^ oo, m^ —> oo.
Soit, d'autre part A l'ensemble des X somme d'une série de la forme :

00

À = 2 ejk ? (njk) où s»; est une suite quelconque de 0 et de 1. (Une
00

telle série convergente car S [jî (n)| est convergente puisque
n==l

|P(n)|<Y2-n(^)).

On a si les suites e», si diffèrent et si :

X= 2 e^(nfc), À'= £ £^(n,).
Jk=l fcs=l

00

X — X' = £ rjfc P (nfc) avec r^ == — 1, 0, 1. Mais non identiquement nul.

Soit k l'entier minimum tel que r^ ̂  0

on a :

|À—?/|^|P(n,)[— S |p(n,)|
ft=fc+i

d'après (2)
IP^)!^-^-1)
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d'après (1)

2 |P (n.)| ̂  S |P (n)| < 2 y X 2~w^<a-l)
»==fc+i n==wfc+l

donc finalement |X—X' j > 2-w»<tf-l) —2 y X 2-^1 ̂ -^ ̂  0
d'après (4).

Par conséquent si les suites e^ et ei diffèrent, \\ — X'| > 0 c'est-à-
dire X est différent de X', il y a donc correspondance biunivoque entre
l'ensemble A et les suites de 0 et de 1, A a donc la puissance du continu.

1.4. — Mais, soit n ç. 3 donc mjc ̂  n < mï et soit X € A, posons
k

x = £ e% P (n^), je est un entier algébrique du corps Q (9), de conjugués.

Xa= 2 6fcP<r(nA)

On a:
\\—x\<^ 2 |p(^)[ < 2 y X 2~^(^)

A«fc+i

|^[^ ï IM )̂̂ ^4-1

pour CT ̂  1 (d'après (1)).
«

Or la quantité u = 2 x<r 65 fonction symétrique des entiers ^o 9^ est un
o»=i

entier rationnel.
On a donc :
[IXe"!! ̂  \\^—u\ < 2 y X 2-n^l<<-l)w6 4- (s— 1) X 2n»+l X p» ==

== ̂  {2 y X 2-^x^-1) (e/p)'» 4- (s— 1) X 2ro»+l}

majorons n par mj, 2 y X 2-n^l(<-l) O/p"*?) par 2n»+l d'après (4) et
s X 2n»+l par C (m^) d'après (3).

On obtient : [[XO"!] < C (mje) p" < C (/z) p" puisque m^ ̂  n, et que C (n)
est une fonction croissante de l'entier n. C.q.f.d.

2. Questions métriques.

Nous venons de voir que pour certains 6 l'ensemble des \ tels que
I J X ô ^ N tende vers 0 a la puissance du continu : néanmoins cet ensemble



192 GÉRARD RAUZY

n'est pas trop grand au sens de la mesure. Nous allons donner également
un théorème métrique relativement aux 6.

THÉORÈME A. — V8 réel> 1, l'ensemble des X ^ O tels qu'il
existe un ensemble J de fréquence supérieure à 1, avec :

lim H^H^—1—
nçj I I I I 1 + 9

est de mesure nulle au sens de Lebesgue.

THÉORÈME B. — L'ensemble des 6 réels > 1, tels qu'il existe un
ensemble de J de fréquence supérieure à 1, et un nombre réel \ ^= 0
avec :

lim [i^H <——î——
nçj I I I I 2(1 + 6)2

est de mesure nulle au sens de Lebesgue.

Démonstration du théorème A. — Nous appellerons <§ •== <§ (A)
l'ensemble des X tels qu'il existe un ensemble J de fréquence supérieure
à A sur lequel on ait :

^•'rî -i-nr
et nous supposerons en outre que 1 ̂  \ < 9.

2.1. — D suffit de montrer que VA > 1 la mesure de & (A) est
nulle. En effet, si \ est un nombre vérifiant les conditions du théorème A,
comme [|^[| = [[—^[[, [X[ est également un nombre vérifiant les condi-
tions de ce théorème, et de même alors |X|9-^ \fk ç. Z (car si J est de
fréquence > 1 (k + J) n N l'est également) on peut donc choisir k de
manière que 1 ̂  \\\ 9-^ < 9. Quitte à enlever un nombre fini de termes
(ce qui ne change pas sa fréquence) à l'ensemble (k + J) n N on peut
supposer que sur cet ensemble J' on a :

M^T-n-011!^!^
donc si A est un nombre inférieur à la fréquence de J' on a

[ A € < S ( A ) C U & (l +1-}
n=l \ H /
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puisque quel que soit A > 1, 3 n tel que 1 + — ̂  A donc,
n

& (l + —) D <§ (A).

Donc, à tout \ vérifiant les conditions du théorème A nous avons
fait correspondre de manière unique un nombre

/ 1 \
|JiG U <S ( l + — ) .

n=i \ n /n==i \ n

Réciproquement l'ensemble des X auxquels correspond un même
nombre jji est l'ensemble des nombres de la forme ± p, 9fc (k ç. Z) qui est
dénombrable. Il suffit donc de montrer que l'ensemble des [JL est de mesure
nulle mais cet ensemble est union dénombrable d'ensemble & (A) avec

A = = l +-L>1,
n

donc, il suffit bien de montrer que chaque ensemble 6 (A) est de mesure
nulle.

2.2. — Soit &m l'ensemble des \ tels que :
1 ^ À < 8{ l ^ À < 6

IMI<[ À 6n [ [ < ———— pour m ̂  n < Am.
• ' ' 1 T 9

Alors \ ç <§ < > pour une infinité de w, \ ç <§„». En d'autres
termes <g est la limite supérieure des ensembles &m ; pour montrer que

00

& est de mesure nulle, il suffit donc de montrer que la série £ \&m\
m== 1

où <SU est la mesure de &m, est convergente. Mais, soit \ ç. &m
et soit Un l'entier le plus proche de X971 pour m ̂  n < Am, on a :

6^————^n»^^1 +1 + 6 1 + 9
o

^ ne peut donc prendre que 9^(9— 1) + ———— valeurs différentes.
1 4~ 9

D'autre part pour m ̂  n < Am — 1, | ^n+i — QUn \ < 1 donc Um
étant déterminé il en est de même de u^\ et par récurrence de Um,
où w' = [Aw] — 1. Mais on a :

|X-^9^|<-^-9-^



194 GÉRARD RAUZY

X doit donc nécessairement être sur l'un des segments de centre Um' ^'~ml

2
de longueur ———— Q~m' où l'entier Um' est associé de manière unique

1 + Q
2

à un entier Um ne pouvant prendre que 9^(9 — 1) + ———— valeurs
1 4" 6

différentes. La mesure de Sm est inférieure à la somme des lon&ueurs
de ces segments. Tenant compte de la relation m' ̂  Am — 2 on obtient :

\Sm\ < Ce-^-1^ C ne dépendant pas de m.
00

Comme 9 > 1 , A > 1 il en résulte bien que S \Sm\ est une série
w== i

convergente, c.q.f.d.

Démonstration du théorème B.

2.3. — En vertu de la même remarque qu'au paragraphe 2.1. il
suffit de montrer que l'ensemble <Sa(A) des 9 > 1 tels que 3 \ avec
1 $s À < 9, et J de fréquence supérieure à A(> 1) avec :

IPI^îïï^ pour r a € J

est de mesure nulle pour tout a > 0.

2.4. — Mais si Sa (A, X) = Sa (A) n [X, y[ où y = X^+^v2,
l'ensemble considéré est une union dénombrable de Sa (A, X) avec
A et X > 1. (Il suffit de prendre par exemple les Sa(A,Xjc) où

(^ -L 1 \ A ; \

Xfc = exp ———— ) { ) . Il suffit donc de montrer que êa(A, X)

est de mesure nulle pour tout A > 1, X > 1.

2.5. — Soit alors Sm l'ensemble des nombres 9 tels que X ̂  9 < y
et tels que 3 X, 1 ̂  À < 9 avec :

1MI<2(1^^ pour m^n<Am•
Comme précédemment l'ensemble <S(A,X) est la limite supérieure des
ensembles Sm, il suffit donc de montrer S \Sm\ est une série conver-

»»== i
gente.

Nous cherchons donc — A, X étant fixés — la mesure de l'ensemble
Sm.' nous appellerons Ci, Cs, ... les constantes ne dépendant pas de /n, et
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nous poserons w' = [Am]— 1 ̂ Aw—2. Soit alors 8 ç <S^ et \
associé (1 ̂  X < 8).

2.6. — Si pour mf^n^m^Un est rentier le plus proche de X8"
et si\Qn=Un + en on a pour w ̂  n^ m' — 2

^-^^e^-^14-^)2^
"» À8" + e» +

d'où:
_"^+i _ ^e»(e»+2—2ee»+i + 6«62) + en e»+2 — eg+i

"« Xe» + e«
mais

, , . /1 1 — a• /1 l — a \un I —, ————— I
\2'2(l+Qy/

let>l<^un(y•2(^T6-^
donc :

J£n£n+2——£^+l[ <——

et:

J£n+2——29£n+i 4- £„ ô2 | < -l̂ l01-

d'où
i 2 , , 1 — a 1 1 1
^+2——^2+l/^l <———-———-——————————— + —— X

2 l—l/^X^ 2 X^—l^

comme X est > 1, dès que m > Ci on a :

\Un+2——uî^/Un\ < 1/2.

Donc, ayant choisi u = Un, et v = Um+i le choix des Un est déterminé
de manière unique et en particulier le rapport ^n'/^-i est déterminé.

2.7. — Mais u < Xe*" + — OXO"^ — < y*^1 + — donc
2 2 2

dès que m est assez grand (w > €2) on a au plus €3 y"1 choix pos-

sibles pour M. M étant choisi on a si s == ————— : | v — u 1 < e et :
i ^_

(M — e)̂  < 9 < (M + e)̂  donc :
i i

u(u — e)"^1 — e < v < u (u +£)"*+ e.
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Si nous posons :
-1, 1 1

8(u)=u(u + £)w—-^—£)(w-^- l> + ̂ ez^^—e)^-1)

r _J_ / u—g \ 1 ~l
(^ + £)^+D(———r^—l + 2e

L V ^ — s / J
pour u > 1, Ô(M) est une fonction croissante de M, donc S(u) < 5 (y).

Quand m—> oo 5 (y) -> 2s donc est borné supérieurement indépen-
damment de m par une constante €4 ^ étant choisi il y a donc au plus
€4 valeurs possibles pour v.

Finalement, il existe au plus Cç y^ choix de valeurs possibles pour
le couple (u, v).

Mais soit un de ces choix, alors Um'^i et Um' sont déterminés et 6
F u^ — e ^ + e "1 ,appartient alors nécessairement au segment | —————, ————— | de
L^n-i + e Um'-i—ej

longueur bornée par : Ce ^~~m' < Ce X""*'.

Donc la mesure de 6m est bornée par CT X"-^ y^ < Cy (y X-^
A-l-l A 4-1

or y = = X 2 donc yX^^X 2 < 1, [<Sw| est bien borné par le
terme général d'une série convergente, c.q.f.d.

3. Résultats particuliers aux nombres de Salem.

Un nombre de Salem est un nombre qui appartient à la classe T
sans appartenir à la classe S, c'est-à-dire a au moins un conjugué sur le
cercle unité [11]. Nous avons vu (théorème 2 du chapitre 3) que si 6 est
un nombre de Salem et si À 7^ 0 est un nombre algébrique, alors
lim [ [ \ ̂ n | [ > 0 sur tout ensemble J de fréquence supérieure à 1.
nçj
D'autre part en employant une méthode analogue à celle du théorème 1
de ce chapitre, on peut montrer qu'il existe un ensemble J de fréquence
infime tel que sur J l'ensemble des X pour lesquels lim l I X O ^ I < e

nçj
a la puissance du continu aussi petit que soit e.

Ici nous nous proposons de montrer que pour \ convenablement
choisi Xe^ est dense modulo 1 sur un segment entourant l'origine quand
n décrit un ensemble quelconque de fréquence > 1. Pour cela nous
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aurons besoin d'un lemme d'approximation généralisant le théorème de
Kronecker :

LEMME. — Soient Ci,..., ç^ des nombres réels rationnellement
indépendants avec 1 (c'est-à-dire qu'une relation

Pô + Pi Ci + ... + pk Çfc = 0

avec pi entiers n'est possible que si pi = 0 V 0 et soit J un ensemble
de fréquence supérieure à 1. Alors, pour tout système de nombres réels
ai,..., ajfc :

V e > 0 3 n ç J tel que j [ n Ç < — a < N < e pour <=! , . . . , A.

Remarque.

On pourrait obtenir le même résultat en imposant des conditions
beaucoup plus faibles sur l'ensemble J par exemple de contenir au moins
un élément de toute progression arithmétique.

Démonstration.

Par définition de la fréquence si B est un nombre réel quelconque
tel que 1 < B < A, il existe une suite infinie mi < wg < ... telle que
n ç J si Wv ̂  n ̂  Bw,,.

Le point du cube unité de B^ de coordonnée mv ^ — [mv Ç<] a
lorsque v-> oo, au moins un point d'accumulation p< (i=l,..., k) avec
O^p i^ l .

Posons alors ^ == a< — p< 0' = 1,..., k).

D'après le théorème de Kronecker, il existe un entier n > 0 tel que
||^—P<||<e/2 Vî== l , . . . , JL

Choisissons alors v assez grand pour que mv + n < Amy c'est-à-dire
mv > n/(A — 1) et que [ \mv ^ — p^j [ < e/2 V î = 1,..., A:.

On a bien alors \\(m^ + n) ^ — ai[( < e et m^ + n ç J. C.q.f.d.

Nous pouvons maintenant montrer le théorème suivant qui généralise
un résultat connu :

THÉORÈME. — Soit J un ensemble d'entiers de fréquence strictement
supérieure à 1 et soit e > 0. Si T est un nombre de Salem, il existe un
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entier du corps de T, soit X, tel que en désignant par Un, l'entier le plus
voisin de X^ l'ensemble des points limites quand n ç. J —> oo des quan-
tités £n = À^ — Un, est dense sur un segment centré à l'origine et de
longueur 2 Y] où -q < s.

Démonstration.

Soit T, I/T, T/i (A = 1,..., k) et T^ les conjuguées de T. D'après le
principe des tiroirs on peut trouver un entier X ç Q (r) de conjugués
respectifs X', \h et X/i (A = 1,..., *) tel que :

k

T] = Z |X,| < min (e, 1/2).
A=l

Posant

^ = r, e-2 .̂, T, = e2^ Un == \^ + X'/^ + E (X, T? + X T? )
A===l

«n est un entier et l'on a :
k

AT" = — \7^ — 2 2 ^ cos 2 n (nœ^ — ç0 + Un .
fc=i

Quand n -> oo les points limites de X^ — ^n sont ceux de
k

— 2 S r^ cos 2 TC (wi)̂  — (p^),
fc=i

ils sont donc bien sur le segment [— T), + ï]]. Mais réciproquement si P
est un point de ce segment, il existe des quantités

Te
^ (h = 1,..., k) telles que (3 = — 2 S ^ cos 2 TC^.

^==1
D'autre part, un résultat connu est que les quantités coi,..., Wjc sont

rationnellement indépendantes avec 1; on peut donc appliquer le lemme
avec ̂  === œ^, a^ == y/t + ^h ce qui achève la démonstration [12].

4. Réciproque du corollaire du chapitre II .

Nous avons montré dans le chapitre II que, étant donné un nombre
algébrique réel 6 > 1, s'il existe un nombre réel X ̂  0, et un ensemble J
de fréquence infinie tels que : lim HÀO^) = 0 alors 6 appartient néces-

»çj
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sairement à l'ensemble T des entiers algébriques dont tous les conjugués
sont à l'intérieur ou sur le cercle unité.

Nous allons montrer ici que, réciproquement, à tout 9 ç. T on peut
faire correspondre un \ ̂  0 et un ensemble J de fréquence infinie pour
lesquels lim NXe^l === 0. Nous aurons donc ainsi une caractérisation des

nçj
nombres de ^ensemble T.

En vertu du premier paragraphe de ce chapitre et de l'introduction,
il suffit de montrer le résultat pour un nombre de Salem (et dans ce cas
d'après le théorème 2 du chapitre III, le \ dont nous prouverons l'existence
sera certainement un nombre transcendant). Nous pouvons donc conclure
grâce au théorème suivant :

THÉORÈME. — Soit T un nombre de Salem, il existe un ensemble 3
de fréquence infinie, tel que ^ensemble des nombres réels \ pour lesquels :

lim [1^11=0
»ÇJ

a la puissance du continu.

Remarque.

Ce résultat prouve en outre que pour un ensemble de \ ayant la
puissance du continu, la suite ̂  n'est pas uniformément répartie module
1. En effet, V A > l e t V e > 0 1 e rapport entre le nombre d'entiers
n ̂  N tels que II^T"!! < e et le nombre total d'entier n ̂  N est pour une

infinité de valeurs de N supérieur a i — ——, donc en faisant tendre A
A

vers l'infini, s restent fixe a une limite supérieure égale à 1 ce qui est
contraire à l'hypothèse de répartition uniforme qui entraînerait une limite
égale à 2e.

Démonstration.

4.1. — Posons TÎ = e^^i (l = 1,..., k), les T; étant les conjugués de
T de degré 2 k + 2 qui a donc pour conjugués les nombres T, I/T, Ti, ...,
ïfc, TI, ..., ïfc (voir SALEM [12]).

D'après un résultat déjà cité les quantités coi, ..., Wjc sont rationnelle-
ment indépendantes avec 1, donc d'après le théorème de Kronecker
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classique, quelque soit le point ç = (Ci,..., ç^) de B ,̂ et V n ̂  1, il existe
un entier g vérifiant :

max ([Ç,—^|| < 1/n g^O.
i ^ y ^ f c

Nous pouvons prendre le même entier g pour tous les points de W
différant seulement par un vecteur à coordonnées entières c'est-à-dire
supposer ç dans le cube unité qui est compact. L'ensemble des ç corres-
pondant à un même entier g est alors un ouvert, et l'ensemble de ces
ouverts recouvre le cube unité. On peut donc en extraire un recouvrement
fini. En appelant G (n) l'entier g maximum correspondant à ce recouvre-
ment on a donc :

V Ç ê R ^ , 3g tel que 0<^g^G(n) et max [[^.—^|[<l/n
i ̂ ^ ̂  fc

Nous pouvons supposer G (n) croissante, on pourrait d'ailleurs donner
un majorant pour G (n) (théorie des approximations diophantiennes non
homogènes) mais nous n'en aurons pas besoin ici.

4.2. — D'après le théorème de Minkowski, il existe une constante
C > 1 telle que :

V 8 > 0 e t s > 0 , i l existe un entier algébrique a ̂  0 appartenant au
corps Q (r) vérifiant les inégalités :

F |a|<8
^ |^<e V / = l , . . . , ^ (1)
L [y) < CAÔ^)

en appelant [3; le conjugué de a dans l'isomorphisme de Q (r) sur Q (rQ
qui transforme T en T; et y le conjugué de a dans l'automorphisme de
Q (r) qui transforme T en I/T.

i _
La norme de a est égale à a y II P; ̂ , c'est un entier rationnel non

i
nul donc sa valeur absolue est ̂  1. On en déduit que a satisfait également
aux inégalités :

F |al>8/C

^ l f t |>£/C V^=l , . . .^ (2)
l lY^lASe^)

4.3. — Soit pour v ̂  1 une suite de solutions a (v), jîi (v), Y (v)
du système (1) où nous prenons e = 1/v (en fait, on pourrait prendre
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le terme général de n'importe quelle série divergente), et ô = 5 (v). On
pose S (1) = 1 et l'on définit ensuite par récurrence 5 (v) assez décrois-
sante pour que l'on ait :

8 (v + 1) T;<î("+i) < J-§ (y) •t<»(v) soit 8 (v + 1) < —8 (v) t0w-o(v+i)
(3)

v^/S (v) < -1- (v + WS (v + 1) soit 8 (v + 1) < î- f^î-t-rf"^ (v)2 2 \ v /
(4)

2 8 (v + 1) T®^» < -1- 8 (v) soit 8 (v + 1) < -ç- 8 (v) •c-0^1)
JL Zf \-/

(5)
où Ç = min (1, T — I)
et telle que, en désignant par mv l'entier vérifiant :

rLog0^1/0^))^
X 2 Cv^/SCv) < T^ soit Wv = 1 + x^-1 ̂  v2 —-—————— (6)

L Logr J
on ait en outre :

T̂ v2 X 2 S(V + 1) T<^+1) < —— SOit 8(V + 1) < ————^-G(v+l)-m;
v2 2 v2

II est toujours possible de trouver une telle fonction 8 (v). Nous
noterons J l'ensemble des entiers n tels qu'il existe v > 1 avec

mv ̂  n ̂  m2.

Comme m? tend vers l'infini quand v -> oo, l'ensemble 3 est de fré-
quence infinie.

4.4. — Soit êv une suite de nombres égaux soit à 0 soit à 1 et tels
que la série :

00

2 ^/v
v=»l

soit divergente.

Posons jpi (v)[ = pi (v) de sorte que : ̂  (v) = pi (v) e2^^.

Définissons alors par récurrence les quantités g (v), B( (v). Ri (v), ^i (v) de
la manière suivante :
a — Bi (0) = 0
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b — Si Bz (v — 1) a été défini alors Ri (v — 1) == (Bi (v — 1)|,

c p i ( v — l ) = — — A r g B i ( v — l )
2 TC

(et <pî (v — 1) = 0 si Ri (v — 1) = 0 de sorte que :

Bt (v — 1) = Ri (v — 1) é2^ (v-1).

c — Une fois défini <pi (v — 1) g (v) = 0 si ev === 0 et sinon g (v) est
un entier tel que :

0^(v)^G(v)
et

max | |<p i (v)—<pi(v—1)——+^(v)o) î | |<—
i^î^fc" 2 il v

(d'après 4.1 g(v) existe bien).

d — Une fois défini ^(v) alors B,(v) = B^v— 1) + é?. ^(v) rf^ de
sorte que :

Bî(v)= S ^^(A)T?^.
A = = l

4.5. — Montrons que Bî(v) ^wd v^rj 0 quand v-» oo pour cela
soit Vi, va,... la suite des indices v tels que Cy = 1. Par hypothèse la

série S 1/Vj est divergente. Si v est l'un des termes de cette suite :
y==i

B((v) == B((V — 1) + ^(v) e2^ ̂ (0» puisque T; == e^i.

Pour alléger l'écriture supprimons l'indice / qui n'intervient pas dans les
majorations :

R(v)^w*»(v) ==R(v——l)2<w(»(v-l) 4- p(v)^2<îi(<p(v)+17(v)(o)

:^^2<wp(v-l) {R(v__1) + p(v) ^"(V^Ï—^Cv-D+PCvîœ)!

En posant :

7j=y(v)—((/(v— 1) + ^(v)œ——

on a par définition de ^ (v) |['y]|| < — et la relation s'écrit :l l l l y

R(v) e2^^ == ̂ 2^^-i) {R(v — 1) + p(v) ̂ "+2^}
== ̂ <^ ̂ -D {R^ _ l) _ p(v) e2^n}
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d'où :

R(v) = |R(v — 1) — p(v) é2^} < [R(v — 1) —p(v)| +
+ |p(v)||l—^^|

mais :

p(v)<l, |1 -e^[<2n l|,3l| <^-

donc :

R(v)^ |R(v—l)—p(v) [ +-2^.

Comme R(v) === R(vj) si vy ̂  v < vj+i il suffit de montrer que
00

R(vj) == r, tend vers 0 quand ;—> oo (car la série 2 1/vj étant^=1
divergente, en particulier, la suite v^ est infinie). Comme vi ̂  1 > 0
R(vi — 1) == 0 et on a finalement :

ri ̂  p(vi) + 27î/vî, ry+i< [^—p(v^+i)| + 2^+1. (8)

Montrons tout d'abord qu'il existe une suite partielle infinie telle
que lorsque l'indice 7 tend vers l'infini sur cette suite partielle, la quan-
tité TJ tend vers 0. Plus précisément montrons que pour une infinité
d'indices 7 on a : r^ < p(vy+i) < 1/vy+i.

S'il n'en était pas ainsi il existerait un indice 70 tel que pour
/ ̂  7o : ^ ̂  p(v/+i), on aurait donc : [ TJ — p(v^+i) [ = TJ — p(vj+i)
et d'après (8) : pour

7 ̂  70, ^4.1 < TJ — p(v^i) + —— < ry — 1/(C v,+i) + ——
v/+i v/+i

d'après (2). On aurait donc en faisant la somme membre à membre :

0 < r^n <r^— ^ 1/C Vyo+< + 2n ^ l/vjo+<

soit

^ l/v^4.<<Cr^+27tC 1 l/v^<

mais lorsque h —> oo , le premier membre n'est pas borné puisque la série
oo

2 1/Vj est divergente tandis que le deuxième membre l'est puisque la sériei
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2 1/vf est convergente, il y a donc contradiction.i
00

Soit maintenant un nombre réel quelconque 8 > 0. La série £ 1/vji
étant convergente, il existe 7*1 tel que :

27i S 1/vj2 < e/2 et, 1/v^+i < 6/2
Wi+i

et nous venons de montrer qu'il existe 72 tel que 72 ̂  7i et r^ < e/2.
Alors pour 7 ̂  72 on a :

/
0 < ry ̂  e/2 + 2 îi £ 1/vî < s (9)

1=4+1
ce qui achève la démonstration.

Montrons (9) par récurrence : c'est évident pour 7 === 72. Supposons
(9) vraie pour 7 et montrons-le pour 7 + 1 on a donc

r j < £ / 2 + 2 7 i 2 1/v?
<-/,+!

Mais alors ou bien rj ̂  p(v^+i) et d'après (8)

rj+i s$ p(v/+i) — rj + 271^+1 < 1 ̂ i
+ 27l/VJ2+l < 1 e/2 + 27t/VJ2+l

d'où a fortiori l'inégalité (9) ou bien r^ > p (vj+i) et alors d'après (8)

ry+i ̂  ̂  — p(v,+i) + 2^/vf+i < r j

+ 2w/vA-i < s/2 + 2îi 2 1/v?
<%+!

ce qui est bien l'inégalité (9).

4.6. — Posons maintenant

A(v)= 2 ^aC/Ox^
h'^i

c(v)= s ^Ywa/^^
f t = = l

A(v) est un entier algébrique du corps

Q(x) et B,(v), B,(v) (l ==1, ...,*),
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C(v) sont ses conjugués respectifs. Donc quelque soit rentier n ̂  0
le nombre :

k ____
Un = A(V) X" + C(V) T-» + £ {B((v) T? + B^v) T? } (10)

1 = 1

est un entier rationnel. D'autre part, d'après l'inégalité (1)

|^a(A)T^|<8(A)x°^
mais d'après l'inégalité (3) on voit que la série de terme général
SC/Or0^ est convergente. B en résulte que la série de terme générui
^h a (A) ^g(h) converge vers un nombre X et que l'on a toujours en utili-
sant l'inégalité (3) :

|X—A(v) |<28(v + lÎT0^1). (11)
D'autre part, en utilisant l'inégalité (4) et l'inégalité (1) il vient :

|C(v)|< 20^/8^) (12)
Enfin lorsque v restant fixe, n varie la quantité

2 {B,(v)r? +B^(V)T?}
î==i

k

reste bornée par : 2 £ |Bî(v)[ qui d'après le paragraphe 4.5 tend vers
0 quand v —> oo.

4.7. — Soit alors n tel que mv ̂  n ̂  mî on a :

PT'II^I^—^^IX—AM] ̂ 4- [0^)1/^+2 S [B,(v)|

d'où:

11X^11 ̂  2î(v + 1) T0^) ̂ î + (2C v^/ÔM)/^ + 2 S [Bï(v)[

et d'après les inégalités (6) et (7)

11^11 < 2^+2 S |B,(v)|

donc [[^[l tend vers 0 quand v tend vers l'infini, c'est-à-dire quand
n ç J tend vers l'infini.

4.8. — Nous avons donc montré que pour tout \ somme d'une
série

00

2 e^a(h)t<>^ on a : Bœ ||ÂT-|| == 0.
A-l •(J " "
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II reste à montrer que l'ensemble des À distincts ainsi obtenus
quand on donne aux en des valeurs quelconques avec toujours en == 0

00

ou 1 et £ en/h divergente a la puissance du continu.i
Mais l'ensemble des suites (en) satisfaisant à ces conditions a la puis-

sance du continu car on peut prendre par exemple en •==. 1 si h pair ce
qui rend la série divergente et ensuite en quelconque si h impair ce qui
donne bien la puissance du continu.

Il suffit donc de montrer qu'à deux suites en distinctes correspondent
des nombres X distincts. Soient donc :

\ = Ï en a(A) ̂ (h), r = Ï en a(A) ^' w
i i

deux nombres correspondants à des suites distinctes et supposons \ == À'.

Soit h l'entier minimum tel que Cv ̂  et et soit par exemple en = 1,
en == 0 alors si v < h g (y) = ̂ '(v).

En effet, sinon soit vo le plus petit entier tel que g(v) ̂ ^(v) et
Vo < h on a alors :

00 00

2 ^aCv)'^^ 2 ei aCv)^^.
^o ^

Comme si êv == 0 g (v) = 0 par définition on a donc tenant compte de

€vQ = C^Q, CVQ = 1

d'où :

1 a(vo) [ [ ̂  (v^ — ̂ '(^ | ̂  Ï [ a(v) [ [ ̂  ̂  ̂  — ei ^' ̂  \
v^Vo+l

mais quelque soit v :

\e^o^—ei ^ ( V ) ( < T G ( V ) et \^^ —^^ \ ̂  T— 1
puisque

^(vo)^^(vo)
d'où :

|a(vo)|(T—l)^ 2 [^(v)!^
vo+l

et tenant compte de (1), (2), (3).

8(vo) (T— 1)/C ̂  2S(vo + 1) T^O+D
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ce qui entraîne une contradiction avec (5) donc ^(v)=^(v) pour
v < A. De À == X' on tire alors :

00 00

2 ^a(v)^<^= £ ^aCv)^^
v^^ v==h

soit en vertu de l'hypothèse faite sur en et ei
00

a (A) ̂  ̂  = Z a (v) {e,; T^ (v) — <?„ ̂  (")}
v==ft+l

donc :

| a(A) | ̂  w ̂  2 | a(v) [ | ci ^ ̂  — e. ̂  ̂  \
v==h+l '

et a fortiori

|a(A)(^ 2 la^lï0^)
v==fc+l

en tenant compte encore de (1), (2), (3)

5(A)/C^2Ô(A + I)T<Î^+D

Ce qui entraîne une nouvelle contradiction avec (5) et achève la démons-
tration.



CHAPITRE V

DÉVELOPPEMENT DE TAYLOR. FONCTIONS ENTIÈRES

Introduction •

Soit /(z) une fonction méromorphe à l'infini admettant dans un
voisinage de l'infini le développement :

00

/(z)==E(z) + S Un/^1 où E(z) est un polynôme en z.
n=0

Nous appellerons rayons d'holomorphie de f le rayon de conver-
gence de la série représentant / (z) — E (z) et rayon de méromorphie la
borne inférieure des nombres réels p > 0 tels que / (z) soit méromorphe
pour [z[ > p (à distance finie).

Soit / (z) nulle à l'infini (c'est-à-dire telle que E (z) == 0). Si le
rayon d'holomorphie de / est strictement inférieur à 1 et si Un est entier
quelque soit n entier, alors Un est nul à partir d'un certain rang et / (z)
est un polynôme en 1/z. Il n'en est plus ainsi si nous imposons seulement
à Un d'être entier sur un ensemble de fréquence infinie, par exemple la
fonction :

f(z)= £ (1/2 z)^) où N Ok) = 22'
fc==0

a pour rayon d'holomorphie 1/2, son développement est à coefficients
entiers pour n ̂  N (A:), c'est-à-dire sur un ensemble de fréquence infinie
et ce n'est manifestement pas une fraction rationnelle.

La seule chose que nous pouvons dire sur de telles fonctions (rayon
d'holomorphie < 1 et Un entier sur un ensemble de fréquence infinie)
c'est que les Un sont nuls sur un ensemble de fréquence infinie : Ostrowski
a montré par application du principe des 3 régions [4] qu'une fonction
dont le développement a ses coefficients nuls sur un ensemble de fréquence
infinie, est limite uniforme d'une même suite de polynômes dans tout
domaine fermé où elle est prolongeable à partir de l'infini.
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Plus précisément,
00

soit / (z) = £ Un/^1 ; Un nul pour n ç. J,
n==0

si l'ensemble J est de fréquence infinie, il existe deux suites d'entiers mv
et m!) tels que :

n ç, J si rriv ̂  n ̂  mt» et mi / m? —> oo quand v —> oo.

Si nous posons alors :

P, (1/z) =^2 ^/^+1

n=0

dans tout domaine fermé où / est prolongeable à partir de l'infini, / est
limite uniforme des polynômes Pv (1/z) (à condition que le domaine ne
contienne pas l'origine).

En particulier / est uniforme et nous pourrons parler de son domaine
d'holomorphie ou de son domaine de méromorphie. Il en résulte que si
/ est une fonction algébrique, / est nécessairement une fraction rationnelle.
Ceci résulte également du théorème de Roth sur le corps des fonctions
méromorphes à l'infini et grâce à ce théorème il suffit pour conserver le
résultat que la fréquence de l'ensemble considéré soit strictement supé-
rieure à 1. En considérant ensuite le développement d'une fraction ration-
nelle, on voit alors que nécessairement / doit être un polynôme en 1/z
ce qui généralise pour les fonctions le résultat établi dans la remarque de
la fin du chapitre 3.

DÉFINITION. — Nous appellerons fonction d'Ostrowski une fonction
méromorphe à l'infini et dont le développement au voisinage de l'infini
a ses coefficients nuls sur un ensemble de fréquence infinie.

Une telle fonction est d'après ce qui précède uniforme et limite
uniforme sur tout compact dans son domaine d'holomorphie des fonctions
E (z) + Pv (1/z) les Pv ayant été précédemment définis et E (z) étant la
partie principale relative à l'infini (c'est-à-dire un polynôme en z).

LEMME. — Une fonction d'Ostrawski, ne peut avoir à distance finie
de singularité isolée distincte de l'origine. En particulier son rayon d'holo-
morphie coïncide avec son rayon de méromorphie.
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En outre, si une fonction d'Ostrowski est méromorphe à l'origine,
c'est la somme d'un polynôme en 1/z et d'un polynôme en z.

Démonstration.

Soit /(z)=E(z) + 2 Un/^

où E (z) est un polynôme et soit a une singularité isolée de / à distance
finie.

Supposons que l'on ait a =^ 0, alors, il existe un cercle y de centre a
entièrement contenu dans le domaine d'holomorphie de / tel que l'origine
soit à l'extérieur de ce cercle. Les coefficients du développement en série
de Laurent de / sont donnés par :

v^=———— îf^Çz—ay^dz * € Z
2 l '3T y

mais, y est compact donc sur y il y a convergence uniforme vers / (z)
des quantités E (z) + Pv (1/z) donc :

v_fc = lim —1— S {E (z) + ̂  (1/^)} (z — û^-1 dz.y-^90 2 171 y
Pour Jk ̂  1 la quantité sous la limite est nulle donc v-^ = 0. C.q.f.d.

D'autre part si a = 0 et si / est méromorphe à l'origine, il existe K
tel que sur un cercle Y contenu dans le domaine d'holomorphie de / et
centré à l'origine on ait :

1
S i (z) zkdz=0 pour k ̂  K

2i^ y
on a donc :

l im—1—J(E(z)+P.(l /z)} ^^=0 pour/^K.
v.-» oo 2 1 7C y

Mais la quantité sous le signe limite est constante dès que mv > k et égale
à u^ On a donc ujc = 0 pour k ̂  K.

D'où:
K-l

/ (z) = E (z) + S iW+1. C.q.f.d.
n==0

Remarque. — On peut montrer de la même manière que le domaine
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d'holomorphie de f est simplement connexe sur la sphère de Riemann
quand E (z) est une constante.

1. Généralisation d'un résultat de Borel [2] .

THÉORÈME. — Sait f (z) holomorphe à l'infini et admettant le déve-
oo

loppement 2 Un/!n+l. Soit po le rayon de méromorphie de f.
ro==0

5; po < 1 et si Un est entier pour n ç. 3 où l'ensemble J est de
fréquence infinie, alors, f est le quotient d'une fonction d'Ostrowski dont
le rayon d'holomorphie est inférieur ou égal à po, par un polynôme à
coefficients entiers dont les racines sont des entiers algébriques,

Remarque.

Il en résulte que / est uniforme, n'admet qu'un nombre fini de
pôles qui sont tous des entiers algébriques et n'admet pas de singularités
essentielles isolées sauf peut-être l'origine. Si f est en outre méromorphe
à l'origine il en résulte que / est une fraction rationnelle.

Démonstration.

1.1. — Soit K un nombre réel supérieur à 1 et au rayon d'holo-
morphie de la fonction /, soit p un nombre réel tel que po < p < 1. Par
hypothèse, il existe un polynôme Q (z) == ^ + ai^"1 + ... + a< tel que
Q (^) / (i) soit holomorphe pour Ld ^ p et borné dans ce domaine.

On a donc

\Un ^ Ci K** , Q ((Un)) = ——— Jc^p Q (z) f(z)^ dz.
' llT:

d'où :
^((^[«^p"

Ci et Cz étant des constantes ne dépendant pas de n. (Nous pouvons éga-
lement supposer Ci > 1).

Dans toute la suite nous nous donnons un entier v ̂  0 et nous
appelons Ci, Ça... les constantes indépendantes du choix de v.
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1-2. — Considérons le déterminant de Hankel :

Un ... Un^.1
Dn.fc=

«n+fc ... Mn+2fc

Une combinaison classique de lignes et colonnes donne pour k ̂  t

Un ... Un+f^l Un ... Mn+fc-,

^n+ï-1 ... Un^2t-2 Un+t^l ... ^+jfc-i

Un ... ^+^1 '̂ ... l4^,

D,' n , - k '•

Mn+fc-^ ... ^+fc-l Mn'+fc-t ... Un^2k-2t

avec :
^ = Q ((Un)) , ^= Q ((«, )) = Q2 ((̂ )).

La majoration d'Hadamard donne alors :

|Dn,fc| ̂  (Ça K^y (€4 py-^+i ̂  {€5 p»* K^^^-^+D}^^!

Quand k -> oo ^/(^ — r + 1) -> 0 donc, il existe Ce tel que

k^C6->^Kt^k-t+l) < 1
et par conséquent : 3 Cy tel que :

k^Ce , C7-.[D^|<L

Sans restreindre la généralité nous pouvons supposer Ce entier égal à H.

1.3. — Par hypothèse sur l'ensemble J, V A > 1 et V Xo 3 x entier
> XQ tel que n ç J pour x ̂  n < A^-.

Nous prendrons ^o = A = v.

Alors, si v^Cz , [Dn.H[ est entier pour x<^n<Ax—2fl et
inférieur à 1, donc nul.

En vertu du théorème 1.4 a du chapitre I, il existe donc un système
canonique (P ; m, rrf) pour la suite Un tel que

r degré de P ̂  H
\ Xo^x<^m<^x + H , M = = w ' — w ^ ^ ( A — l ) — 2 H

(avec ^o = A == v, (P ; w, wQ == (P, ; m?, mi )).

1.4. — Appliquons le lemme 2.2 du chapitre I.
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En posant
P (z) == aoz8 + ... + a. (ao > 0)

a^ divise D^_i donc a^ ^ |D^,_i[.

Tous les coefficients de Dw,<-i sont majorés par :

Ci K^^-2 ̂  Ci K^211-2

donc :

p^_i[ ̂  ! (Ci K^211-2)- ̂  H ! (Ci K^+^-^s = Cg K .̂

On a alors :
ûo ̂  Cî K^^

quand v -» oo

M = = w ' — w ^ ^ ( A — l ) — 2 H ^ v ( v — l ) — 2 H
tend vers l'infini

m/M s$ (;c + H) / (.x (A — 1) — 2 H)

tend vers zéro car ^ -» oo et A === v -» oo ;
donc Ci^ K^^ -> 1 dès que v est assez grand cette quantité est infé-
rieure à 2 donc Oo égal à 1. Donc, dès que v est assez grand les racines
de Py sont des entiers algébriques.

1.5. — Montrons qu'il n'existe qu'un nombre fini de polynômes Pv
possibles. Ils sont de degré borné par H, ils sont à coefficients entiers, il
suffit donc de montrer que leurs coefficients sont bornés ou ce qui revient
au même ici que leurs racines sont bornées.

Mais d'après le lemme 2.3 du chapitre 1 si Ç est une racine de P
on a :

soit |Ç[ ̂  K soit jÇ^-^ < (2 K2 C^K^^ / [D^,_i|

Ici s ̂  H,[D^^_il est un entier, donc on a :

soit |ç|^K soit jçj^B+^^CoK^^
c'est-à-dire |ç[ ^ €9 K (M+^H) / (M-H+D

II suffit donc de montrer que (M + wH) / (M — H + 1) est bornée.
Mais:

(M + wH)/(M—H + 1)<(M + H(x + H)) / (M—H + 1)
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et
M + 2 H M + 2 H

;c<—————^—————5$ M + 2 H si v ^ 2
A— 1 v — 1

d'où:

(M + m H ) / ( M — H + 1)<(M(H + 1) + 3 H 2 ) / (M—H + 1)

Quand v -> oo, M -» oo et la quantité du second membre tend vers une
limite finie égale à H + 1. Donc le premier membre reste borné. C.q.f.d.

1.6. — Les polynômes Pv étant en nombre fini, il existe donc un
polynôme P fixe tel que Pv = P pour une infinité de v et d'après 1.4 les
racines de P sont des entiers algébriques.

En ordonnant la suite partielle de v ainsi définie, on a ainsi deux
suites de nombres w<, nu telles que : (P ; m<, m{ ) est un système canonique
pour Un.

et
m^+s—2 . s— 2 Mi
——————— ̂  1 4- ———— + —— -> oo quand i —> oo

TÏti TTli ïTti

(puisque m^ ̂  x + H, Mi ̂  (v — 1) x — 2 H, x ̂  v -> oo).

Soit alors J* l'ensemble des n tels que : n ç. S* <^> 3 i

mi ̂  n ̂  m{ + s — 2.

J* est manifestement de fréquence infinie, en outre P ((Un)) == 0
pour n ç J*.

oo

Mais |P ((Mn))| < C K^ la série S P ((^n)) / z"4'1 est convergente
w==0

pour |z[ > K et l'on a dans ce domaine :

P(z)f(z)=E(z)+ 2 P((Un))/^1

n==0

où E (z) est un polynôme en z de degré au plus s — 1.
Mais, comme P ((Un)) est nul sur un ensemble de fréquence infinie,

il en résulte que P (z) / (z) est une fonction d'Ostrowski. Or P (z) f (z) est
méromorphe pour [z[ > po, donc d'après le lemme est holomorphe dans
ce domaine, ce qui achève la démonstration.
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2. Fonction holomorphe en dehors d'un cercle non centré à l'origine.

THÉORÈME. — Soit f(z) une fonction holomorphe en dehors du
00

cercle |z — 1| ̂  po < 1. Soit toujours f (z) = 2 Mn/z^1 le développe-
n=0

m^n/ de f (z) autour du point à l'infini (valable pour \z\ > 1 + po).

Alors, si Un est entier pour n ç. J ensemble de fréquence infinie, f (z)
est une fraction rationnelle à coefficients entiers admettant pour seul pôle
le point z == 1.

Remarque.

Ce théorème ne résulte pas du théorème précédent car le fait que
Un soit entier pour n ç. 3 n'entraîne pas a priori que les coefficients du
développement en série de puissances de l/(z—1) sont entiers sur un
ensemble de fréquence infinie. Nous le donnons ici, car il nécessite moins
d'hypothèses et donne un résultat plus fort que la généralisation du théo-
rème de Polya que nous donnerons au chapitre suivant. D'autre part il
entraîne l'importante application aux fonctions entières que nous verrons
au paragraphe suivant. Pour faire la démonstration nous aurons besoin
d'un lemme :

LEMME. — Soient N et L deux entiers positifs; considérons le
système d'équations à N inconnues Xo,..., ;CN~I

N""1 /L 4- l\
y^= £ xv( } pour ;=0,...,N—1.

p=o \ v /

a) Ce système est un système de Cramer et si les yi sont des entiers
rationnels, il en est de même des Xy;

b) on a :
max [.xJs^4^ max |yJ

v==0,...,N—l Î==0,...,N—1

c) V K > 1, 3 C > 0 tel que si L > CN alors :

max IJCJ^K? max [yJ.
v==0,...,N-l l==0....,N-l
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Démonstration du Lemme. — La partie a est bien connue, elle se
montre en formant les différences des quantités yi. Pour démontrer b
et c considérons le polynôme :

N-1 / z \
P(z)= S xA \

y=0 \ V /

Ce polynôme est de degré au plus N— 1, il est parfaitement déterminé
par ses valeurs yo,..., y^^i aux points L,..., L + N — 1 ses coeffi-
cients sont donc des formes linéaires par rapport aux yi. Les Xn sont
alors donnés par les relations :

^= ^ (—^-(^PCv).
y==o \ V /

Ce sont donc des formes linéaires par rapport aux yi et pour calculer
le coefficient de yi dans Xn il suffit de prendre le polynôme Pn, i parti-
culier correspondant à y\ = 0 si \^l et y î = = l . Ce polynôme
P = Pn,i est de la forme :

P = C [z — )/ (z — (L + 0 ) où C est une constante

1 (L+/—L)(L+Z—I^—1)...(L+^—L—/+1)(L+/—L—^—1)...(L+^—L—N+1)^ _ ^

d'où :

C^-l).-.-^1)

on a alors si
O ^ v ^ N — 1 et L > v

f N — l \ ( L — v ) . . . ( L + N — l — y ) ___1W^^N-l}x^-v)-(L+N-l-v)X 1

' ^ \ l / N! L+ ^ — v
Or:

/N—-l \ / N \ l + 1
^ < )=(/+l)0-n)• -rn^1'

L — v < L + l , . . . , L + N — l — v < L + N

donc :
. . / N \ /L+N\ /L+N\
'•^KO+lA N )<2N( N ) •
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Si L^ v alors P(v) = 1 ou 0 (selon que l + L est égal à v ou
différent de v) et la majoration donnée est encore valable. Par ailleurs

n /^2 l j == 2^ < 2^ le coefficient de yi dans Xn est donc borné par
y=0 \V / -

22N ( N ) et les yl sont au nombre de N ̂  2N on a d°nc fina-
lement :

/L + N\
max |^| < 2^ max |^|.

v=O.....N-l \ N / !=0,...,N-1

La partie b se déduit alors immédiatement de cette majoration en
/L + N\

prenant ( ——— ) < 2N+L.
\ N /

Pour montrer la partie c utilisons la formule de Stirling :

3Co tel que Ni^Co^N1^

Co > 0 ne dépend pas de N, on a alors :

/ N + L \ ( N + L ) ^ / L 4 - N ^
\ N )^ N! ^cle \ N ;

Quand x-> oo, (1 + j^)1/^-^ 1. Donc étant donné Ko avec 1 < Ko < K,
il existe une constante €2 telle que :

x>C2 ==>(! +^)^<Ko.
Alors si

/L + N^ r/ L^T
L>w [-5-) -K^NT] ̂

D'où :
max[^| «^^K^ max[yj.

Il suffit de montrer que pour
/KX1 'L > C 3 N C^3^^—)
\Ko/

ï^
ce qui est évident puisque — > 1 en prenant Cs assez grand. Si

Ko
L > CN où C = max (Çs, Ça) on obtient bien la majoration c.

Démonstration du théorème. — Nous allons montrer que les coeffi-
cients du développement en série de Laurent en puissance de z _ 1
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sont des entiers. Comme f(z) est holomorphe pour [z — 11 > po et
que po < 1, il en résultera que ces coefficients sont nuls à partir d'un
certain rang d'où le résultat.

2.1. — Soit p un nombre réel tel que po < p < 1 et soit r le
cercle [ z — 1 [ == p parcouru dans le sens direct. Soit d'autre part K
un nombre réel tel que

1 < K < 1/p, d'où pK = r < 1.
Enfin posons :

M=max|/(z)[.
a^r

Nous désignerons par Ci, €2,... les quantités qui ne dépendent que
de p, K, M et non des autres nombres que nous introduirons. En parti-
culier on désignera par C(K) la quantité définie dans la partie c du
lemme précédent. Posons alors pour n ̂  0, k ̂  0 :

v^=—1— F ̂ )^(z-l)^
2î7i J r

En prenant un cercle C centré à l'origine de rayon > 1 + p on a :

V^=———— \i(^^d7.-=———— I f^^dz^Un.
2in J r 2in Je

D'autre part, la fonction f(z) admet pour [z— 11 > po le développe-
ment en série de Laurent :

Kz)= 2 Wfe—l)^1.
n==0

Comme la majoration de la quantité sous l'intégrale entraîne l'inégalité :

IV^|^M(I + pY^1 (l)
nous en déduisons que, lorsque n—> oo, Vo,n->0; il suffit donc de
montrer que les quantités Vo, n sont des entiers pour prouver le théorème.

2.2. — En développant sous l'intégrale (z — 1̂  selon les puis-
sances de z, et ^ selon les puissances de z — 1 nous obtenons les
égalités :

Vn^+H= î (——ly-^^Vn^ (2)
<=0 V/

fc /k\
Vn+^h = 2 ( . ) Vn^+i. (3)

<=oV /



SUITES PARTIELLEMENT RÉCURRENTES 219

De l'inégalité (1) nous tirons l'existence de deux entiers Ci ̂  1 et
C2 ̂  0 tels que : ^

k^Cin, n^Cs ==> jv^j < 1. (4)

2.3. — Calcul des v^jc quand Un est entier pour m^n^Bm
(où m et B sont des entiers vérifiant)

w^C2 et B>1 + Ci + C(K)>.

— Par hypothèse v^o est entier pour m < n ̂  Bw, d'après la for-
mule (2) appliquée en prenant h = 0, il en résulte que v^u est entier
pour m + k ̂  Bw c'est-à-dire À: sÇ (B — 1) w. Posons s = Ci w
comme w ̂  Ça il résulte de (4) que :

Vm,fc=0 pour ^^(B—l)w. (5)

Appliquons alors (3) avec h = 5' il vient finalement :

Vm+^s = 0 pour 0 ̂  k ̂  (B — 1 — Ci) m (6)

— Ceci va nous permettre d'exprimer Vo,n comme un polynôme en n
pour n ̂  .y. En effet, en appliquant (2) avec n = 0, h = 5, il vient :

vo^+.= 2 (—D^f^U.
y==0 \ V /

Posons alors Xi/ = (— l)^,, d'après (6) \v est nul pour

m ̂  v ̂  (B — Ci) m
on a donc :

w-1 /Jfc\
(—1)^0.^== 2 X.( ) pour O ^ J f c ^ ( B — C i ) w (7)

v=0 \ V /

(si k <m — 1 cette formule résulte du fait que

( ) = 0 pour 0 ̂  k < v).

— La formule (7) montre que [vo . f c+s j ne varie pas trop rapidement,
or d'après la formule (1) nous voyons que |vo,;fc+J est petit quand k
est grand, il va en résulter que [vo.fc+J sera également petit quand k
est petit et pour le montrer nous allons d'abord majorer les coefficients
\v au moyen du lemme.
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En effet, posant

L=(B—Ci )w—(m—l) , N=w, yi = (— l^Vo.i^^

pour 0 ̂  l ̂  N — 1 les \v sont solutions du système étudié dans le
lemme. Or L > (B — 1 — Ci) m ̂  C (K) N on peut donc appliquer le
résultat c du lemme, c'est-à-dire :

max I^I^E^ max [yJ ^ K1-Mp^^1 d'après (1)
p=0,...,N-l 1=0,...,N-1 •

d'où en reportant dans (7)

[vo.^|^C32fcr(B- l-(\)w pour O^J^(B—Ci)m (8)

— Un s'exprime en fonction linéaire des Vo, je pour 0 ̂  k ̂  n avec
des coefficients qui ne sont pas trop grands. Les Vo. k étant négligeables
d'après la majoration précédente pour k ̂  s, Un s'exprimera à une quan-
tité petite près en fonction linéaire seulement des Vo, je pour

O ^ J k ^ j — l .

Les formules sont les mêmes que dans le lemme, les Vo, k pour

0<^k<^s—l

s'exprimeront en fonction linéaire à coefficients entiers de s quantités Un
avec des indices consécutifs avec une erreur qui sera d'autant plus petite
que ces entiers seront petits. En les prenant le plus petit possible de
manière à ce qu'ils soient entiers, on en déduira que les Vo.jk seront
presque des entiers pour 0 ̂  k ̂  s — 1.

De manière précise, on a d'après (3) appliquée avec h = 0, n = 0

Un= S ( jvo. i
i =0 \ î /

Posons alors :

'V1 /^\ - n /^\
^^^[i)^'^ wn= ^ t - ) ^ (=° si n<•y)•

On a d'après (8) :

IWnj^Cs^B-1-^ ^ ( ) 2 ^ C 3 X 3n X ^B-l-C^m
i^s \ l /
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pour 0 ̂  n ̂  Bm. Les systèmes d'équations :
<-1 /m+l\r <;;1 /m+i\u^i = 2 ^ ( )

< *-o \ v /
l pour f==0,. . . . .s-—1

u^i = 2 xv [ l (9)
v^o \ v / v /

pour f==0 , . . . , 5 -—l
et

r - a-1 - /w + /- a-1 - /w -h /\n^+i= 2 ^( t (io)
v=0 \ V / ' /

^m+l= 2 X v (
^0 \ V ,

pour /=0,. . . , j-—1
ont d'après le lemme a une solution unique, et comme

s-1 /n\
Wn= 2 Vo,p( }==Un——Wn

v=0 \ V /

on en déduit que :

Vo,v=Xy—Xv pour v=0 , . . . ,^—1.

D'après le lemme a les Xy sont entiers puisque u^+i est entier car
m^m+lî^m+s — l^Bw et nous pouvons majorer les solutions
du système (10) en utilisant le lemme b :

jmax ^ 1^1 2$; (Cs X 3w+a-l X r^-1-0!^) x 248+w <C4(C5rB)w.

Donc il existe s entier Xo,..., ̂ -.i tels que :

|^—^| <C4(C5rB)w pour O ^ ^ ^ C i W — 1 . (11)

2.4. — Fw rf^ la démonstration.

Comme r < 1, H existe Ce tel que B ̂  Ce ——> €5 r® ̂  1/2.

Choisissons alors A = 1 + max (Ce, 1 4- Ci 4- C (K) ).

Par hypothèse J étant de fréquence infinie, il existe une infinité de
m ̂  €2 tels que n € J pour m ̂  n < Am donc tels que ^ entier
pour m^n^ Bm (< Aw). Nous pouvons alors appliquer le résultat
précédent et tenant compte de Ci ̂  1 on aura en particulier : pour une
infinité de m il existe des entiers 4^, 0 ̂  k ̂  m — 1 tels que :

\VQ,1c—xim)\<C^2-m pour Of^k^m—l.

Dès que m est assez grand €4 X 2-^ < 1/2 les entiers x^ sont
fixes et égaux par conséquent aux v<^ qui sont donc entiers, c.q.f.d.
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3. Application : fonctions entières prenant des valeurs entières
par un ensemble d'entiers.

Soit f(z) une fonction entière, et définissons la quantité :

a(cp)== lim —logjK^)]
r-> oo r • '

Nous nous proposons de généraliser un résultat de Polya [7].

THÉORÈME. — Si / (n) est entier rationnel pour n ç. 3 où 3 est
un ensemble de fréquence infinie et si

a(y)^*<Log2, Vç, 0 ^ < p < 2 7 r

alors, f(z) est un polynôme en z.

Remarque.

Plus précisément, f(z) est une combinaison linéaire à coefficients

entiers de polynômes d'interpolation ( ) (n ç. N). Ceci résulte immé-
W

diatement une fois montré le théorème du premier résultat donné dans
l'introduction à ce travail (c'est-à-dire aussi du lemme a du paragraphe
précédent).

Démonstration.
00

La série F(;c) == S f(n) e-^ converge pour e^ > a(0). On
n=0

sait (voir par exemple [6]) que F(x) a comme seule singularités les sin-
gularités de la transformée de Laplace de / et les translatés de ces sin-
gularités par les translations 2kni(k ç Z).

Ici la transformée de Laplace de / est holomorphe pour

\x\ > a et a < L o g 2 < 7 T .

Dans la bande — -n ̂  3 (,x) ̂  TC, F Or) est donc holomorphe
pour [ x \ > a et l'on sait alors que si y es! une courbe située dans cette
bande et entourant le domaine | x \ ̂  a on a :

Kz)=—— f ^î(x)dx.
2 l T . j y
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Désignons alors par cp(z) la fonction admettant pour [ z [ > e01^ le
développement :

,(z)= î f^.
n==0 7^

A(z)
II suffit de prouver que y(z) = ———— ou A(z) est un polynôme

en z. En effet on a alors :
1 r A(^)—— / e^—————dx^fk)

2 i ^ J y (^—l)8

et

1 ^ ^ ^^A—^
2^Jy (^——l)8 " ' ""^——l/

est un polynôme en X, ce qui montre en développant A(^) que f(z)
est un polynôme en z.

Mais ç(z) est holomorphe à l'extérieur du domaine transformé de
|^[^a par e^ = z. En particulier si po == max [^—1 [, cp(z) est

\ss\^a

holomorphe pour [ z — 1 [ > po. Comme

\e»—\\^e\at\—\ et que ea—l<eJJOg2—1=1 on a po < 1.

Le théorème résulte alors du théorème du paragraphe précédent
appliquée à la fonction g(z) == <p(z) —f(0),



CHAPITRE VI

GÉNÉRALISATION D'UN RÉSULTAT DE POLYA [8]

Notations. — Etant donné un compact S du plan complexe, nous
noterons T (S) son diamètre transfini [8]. Si Tfc (z) désigne pour k ̂  0
les polynômes de Tchebischev de S et si TA; = max |Tfc(z) , nous

^s
noterons S* l'ensemble des points z tels que Tfc(z) | ̂  T^ V k ̂  0.

Nous supposerons S infini de sorte que les polynômes de Tche-
bischev de S seront déterminés de manière unique (sinon nous poserons
S* = S).

Il est évident alors que S* D S d'où ^(S*) ̂  r(S). Mais il y a
égalité car :

T (S*) ̂  lim ̂ = T (S), d'où T (S*) = T (S).

D'autre part les polynômes de Tchebischev de S* sont les poly-
nômes TA; en vertu de l'unicité des polynômes de Tchebischev pour S.
Il en résulte en particulier que l'opération S -> S* est une clôture (au
sens algébrique).

Les théorèmes 1 et 2 du chapitre précédent suggèrent alors un
énoncé du type : si /(z) admettant au voisinage de l'infini le dévelop-
pement 2 Un/z""^1 est holomorphe en dehors d'un compact de diamètre
transfini inférieur à 1 et si Un est entier sur un ensemble de fréquence
infinie alors f(z) est le quotient d'une fonction d'Ostrowski par un poly-
nôme dont les racines sont des entiers algébriques.

En fait, ne pouvant pas borner le degré de la relation de récurrence
par un nombre fixe (ce qui déjà empêchait d'avoir un théorème plus fort
au chapitre 2 dans le cas où l'on suppose seulement 6 réel > 1), nous
ne montrons qu'un résultat plus faible.

THÉORÈME. — Soit J un ensemble d'entiers, tel que pour tout nom-
bre réel A > 0 il existe une infinité (Ï entiers x pour lesquels :

V n € N, x^n<Ax2 => n ç J
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Soit, d'autre part, S compact de diamètre transfini strictement infé-
rieur à 1 et soit f(z) une fonction holomorphe en dehors de S et
admettant au voisinage de l'infini le développement:

«z)= ^ Un/^\
n=0

Alors, si Un est entier pour n ç. J, il existe une suite de fractions
rationnelles Au (z)/Bu (z) telle que dans tout domaine fermé où f est
prolongeable à partir de l'infini, f est limite uniforme des fractions
Av (z)/Bu (z) de sorte qu'en particulier f est uniforme et admet donc un
domaine d'holomorphie maximum.

En outre les racines de By appartiennent à l'ensemble fini des entiers
algébriques du complémentaire du domaine d'holomorphie de f, qui
sont ainsi que tous leurs conjugués dans S*, et éventuellement du point
Z = 0 s'il n'est pas dans le domaine d'holomorphie de f.

Démonstration.

Dans toute la démonstration nous nous donnons un entier v et
nous désignons par Co, Ci,... les constantes indépendantes de v.

1 — Soit p un nombre réel tel que r(S) < p < 1. On sait qu'il
existe alors un compact S' de frontière r formée d'arcs analytiques
contenant S en son intérieur et de diamètre transfini T' < p. Désignant
par Vfc les polynômes de Tchebischev de S' on a :

lim (maxIV^Iv^T^p
k-»oo a?çS'

on peut donc écrire pour k ̂  0

( V f c C Q l ^ C o p ^ V z € S' et en particulier sur F.

Si nous désignons par Dn^ le déterminant de Hankel

Un Un+t
D^=

Un+t Un+2t

une combinaison classique de lignes et colonnes montre que :

| YOO VQÏ \
D,'n,t

V<0 Vtt
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OÙ

-/.v»» = T» T»((M,)) == —— f T»(z) T»(z) z» /(z) dz.
2rîc ,/ r

r étant prise dans le sens direct. On en déduit

| v^k | ^ Ci K~ p^ (en particuUer [ Un | = | Voo | ^ Ci K»»)

et grâce à la majoration d'Hadamard :

ID^j^CQK^/2)^1.

Il en résulte que : n ̂  Cg, f ̂  €4 n ——> |Dn,i| < 1 et nous pou-
vons supposer €4 entier.

2. — D'après l'hypothèse sur J, V v entier il existe un entier x
tel que :

v ^ x , x^n< vx2 ==>n ç. J (1)
c'est-à-dire Un entier.

Das.k est donc un entier 0 ̂  k < — (yx2 —x\ et si v ̂  Cs

k ̂  €4 -v, Dn,fc est nul d'après les inégalités précédentes.

En vertu du théorème 1.4 b du chapitre 1, il existe donc un système
canonique (P, m, wQ dépendant de l'entier v tel que si

P = ûoz8 + ... + a,.

0 ̂  s < €4 x ; x ̂  m ̂  ;c + €4 x ; ^

M = W ' — — W ^ - 1 - V A : 2 — — ^ — — + - 4 ^ . C = = — — V . C 2 — — C 5 . C f
4 \ 4 2 / 4 J

3. — Par application du lemme 2.2 du chapitre 1

a^ \D^ ,_i| ̂  (Ça K^ p«-D/^ ̂  (Q K-)8 (si s = 0, P = 1)

d'où ûo ̂  (€2 K^0.^ / (-1- v^2 — €5 x \

quand v -> oo la quantité du second membre tend vers 1 car si v > A
elle est inférieure à:

(C2 K^0^)^ / /^Ax2 — Cs ̂ qui tend vers K4^^0^

quand v donc x-> oo et quand A-» oo cette dernière quantité-» 1.
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Comme do est un entier > 0, dès que v assez grand (v > Ce) la quantité
du second membre est < 2 donc ao = 1.

4- — Par application du lemme 2.3 du chapitre 1, si Ç est une
racine quelconque de P dans le corps des complexes ou bien |ç[ ^K
ou bien

[çjM-.+i ̂  2 K2 Ci^K^- car |D,,̂ | ̂  1 puisque entier.
Dans ce dernier cas :

|ç| ̂  c^^-8^ K^^l^1'8^

. . s2 ms s — 1et quand v -» oo, ———————, —— restent bornés et ———— -> 0 enm —— s + 1 M^ M
vertu de (2). Donc Ç reste borné et, on a quelque soit v [ç[ < €7.

5. — Soient alors T^ (z) (k == 0, 1,...) les polynômes de Tchebischev
de S et posons : T^ = max |Tfc(z)[. Soit e un nombre réel > 0 et *

^çs
un entier. Si nous désignons par y la courbe algébrique :

|Tfc (z)j == ïfc + e/2 parcourue dans le sens direct.

y entoure le compact S et on a donc :

Te ((Un)) = ———— ; / (z) ̂  (T, (z))^ rfz
2 ITT y

d'où (Ti ((^))[ ̂  C?(ïfc + e/2)^ pour w ̂  1.

Soit alors Ç une racine de P dans le corps des complexes et posons
comme dans le premier chapitre

Q = Z — — Ç , P=ûoQR, Vn=R((Un)), ^n=Q((Un))=:Un^——^Un

On a :
Vn+l = ÇVn d'Où V^+î == Ç^V^

(dans les limites de définition).

Soit h le plus grand entier tel que hk <; M c'est-à-dire h == [M/A], on a :

T^((vJ)=(T,(ç))^.
Mais :

TU ((vj) == TJE R ((̂ )) = R Tî ((uj).
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Les racines de P étant bornées par CT d'après le paragraphe précé-
dent le coefficient y, de z5-1-1 dans R est borné par :

i^C71)/s—l\
^ ( . J Q et on en déduit:

|T^((vJ)| < Y^" 1) Q Cg^-1^ (T. + e/2)^ = Cs" CF1 (ï, + s/2)\<=o \ ï /
(3)

Pour minorer v^ nous utilisons la relation (2) du chapitre 1 et le
fait que [dét OL^j ̂  1 puisque entier non nul; alors [vj jdét WJ ^ 1

l^n+l——Ç^ Kw+1 ——ÇMw+a-1
et dét Wn =

^ w + l — — Ç ^ w » ^w+28-1 ——Ç^w+28-2

donc :
jdét Wn*| ̂  ^ ! (Ci K^+^-^+Ci Kw+2a-2 C7)8-1 < l^Cîo-^^+^x8-1)
et finalement :

|Tfc(Ç)^| ̂  |T^((vJ)[ |détW^| < 2<SCî^l Cs (-+^)«-i) ^+6/2)^
Posant :

F== {2a2Cf^ l crK^4-28^8-1^1^
(F dépend de v) nous obtenons

|T, (Ç)| < F (^ + e/2) (4)

Mais quand v -> oo ^ restant fixe

.y2 ^* , CU-c2

—^————<-^—————————->0
h M—h —v^—Cô—*

4
et de même

s-1 -.0; "^0; ^+2.)(.-1) ^,
A ' A ' A

donc : F-> 1.

En particulier dès que v est assez grand : F < Tl! e

Tt + e/2
Pour résumer nous avons donc montré que :

V e > 0, V k ̂  0 3 v (k, e) tel que : (5)
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v >vo(*,e)=^ [Tfc(Ç)| < ï f c + e

pow /<w^ racine Ç ̂  polynôme P associé à rentier v.

6. — Lorsque k—>oo, ̂ /k -> T (S) < 1. Donc, il existe un entier k
tel que T^ < 1. En prenant e > 0 assez petit (k étant fixé une fois pour
toutes) on a également À == TA; + e < 1.

D'après (5) on a donc dès que v > Cia, JT^ (Ç)| < X < 1.

Soit S" l'ensemble compact des z tels que jT^Cz) [ ̂  X, cet ensemble
a un diamètre transfini ̂  X^ (car les polynômes Tjc (z) sont de degré hk
et le maximum de leur valeur absolue quand z parcourt S" est ̂  P). Le
diamètre transfini de S" étant strictement inférieur à 1, S" ne contient
qu'un nombre fini d'entiers algébriques.

Mais si v > Ci2 et si Ç est racine de P, Ç est un entier algébrique
d'après 3, tous les conjugués Ça de Ç sont racines de P et en outre
Tfc(Ça)| < À donc les conjugués de Ç (y compris Ç) appartiennent àg

II existe donc un ensemble fini 3 à'entiers algébriques tels que si Ç
est racine de P, pour v > Ci2 alors Ç ç. 3.

Soit alors ^ l'ensemble des Ç ç 3 qui appartiennent à l'ensemble
S* défini au début de ce chapitre.

Si Ç ç 3 il existe d'après la définition de S* e(Ç) > 0 et À:(Ç) > 0
tel que : |Tfc(o(Ç)| ̂  T^Ç) + e(Ç).

Soit alors €13 = max (Cis , max v (k (Ç), e (Ç)).
^s-ï

Si v > Gis et si Ç est racine de P, d'après ce qui précède, tout
conjugué ^ de Ç appartient à J. Mais, s'il n'appartenait pas à ^ on
aurait : [T^-) (Ç')[ > T^Ç-) + e (Ç').

Comme v > max v (k (Ç), e (Ç)) on a d'après (5)
W-ï

|TW)(ÇO| <TiW) +£(Ç')

et il y a contradiction.

On en déduit donc :

(6) Pour v > Ci3, toute racine de P est un entier algébrique qui
appartient ainsi que tous ses conjugués à l'ensemble S*.
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Remarquons que ce raisonnement n'était possible que si P admet
des racines c'est-à-dire si s ̂  0 dès que v est assez grand. Mais si pour
une infinité de v, s == 0 c'est-à-dire P = P (0) == 1, alors Un est nul sur
un ensemble de fréquence infinie, / (z) est une fonction d'Ostrowski et
le théorème résulte des propriétés énoncées dans le chapitre précédent.

7. — Soit v > Ci3. Nous posons :

E (z) = UQ z8-1 4- ... + (^-i + ai ^-2 + ... + ds-i Uo)

Q (z) = E (z) + "E1 P (̂ n))/̂
n==0

et dans la mesure où / (z) et Q (z) / P (z) sont définis :

R(z)=/(z)—Q(z)/P(z) .

On a en particulier pour ]d > K et P (z) ̂  0 :

R(z)=( S P^V^VPO:)^ 2 P (^n))/^-1-1)/? (z)
n==w n==w'+<—1

puisque P ((Mn)) = 0 pour w ̂  n ̂  w' + 5" — 2.

Nous notons <êo l'ensemble des points Ç tels que : ou bien Ç = 0,
ou bien Ç est un entier algébrique appartenant ainsi que tous ses conjugués
à S* et CDe l'ensemble ouvert des z tels que [z — Ç | > e V Ç G ^ o . O n a
donc pour v > Cis d'après (6)^ |P (z)| > e8.

Les racines de P (z) sont bornées en module par Ci, donc les coeffi-
cients de P sont bornés par (2 Cy)8 et on a pour n ̂  0 :

IP^n^CiK^Cu)8.

La même majoration avec n •==. 0 est a fortiori valable pour les
coefficients de E (z) et l'on peut donc écrire :

|E(z)|<CiCu(l + [z| +... + |^-1).

Soit d'autre part p un nombre réel supérieur à 2 K et à 1 + Cy et
soit S^ l'ensemble des points z tels que \z\ ̂  p. Supposons que

0 < e < 1/2.
On a alors si z ç ̂

IRtô^CiCi^—^

(en supposant s ̂  1, k ̂  1, ce qui est toujours possible).
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et si

z e (Qc — (R.
soit

Q(z)
POO

QOO

< Ci Cîs + Ci CÎ4
(K/s^—l
(K/£)——l

P(z)
< Ci (Cie^ (K/e)-.

8. — Soit alors ^ un domaine fermé où f(z) est prolongeable à
partir de l'infini : c'est-à-dire il existe un domaine ouvert ^ D 31 et conte-
nant l'ensemble des points jz[ > B pour B convenable, et / est holomorphe
dans le domaine ̂  avec le développement 2 «n/^4-1 pour |z[ > B.

Supposons en outre que SF H &Q = 0.

Nous pouvons alors trouver un domaine y fermé contenu dans ^,
contenant ̂  et l'ensemble des points | z ( ̂  1 + B, et tel que ^'nêo = 0.

Nous prenons alors dans le paragraphe 7 p ^ l + B e t e assez petit
pour que <©e D 3^ ce qui est toujours possible puisque y est fermé.

D'après le principe des 3 régions [1] il existe une constante y telle
que 0 < y < 1 ne dépendant que des configurations de êP, y, ai et telle
que si Mo, M', M" désignent les maxima des modules d'une fonction
holomorphe sur gï', sur respectivement gï, '̂, ûi on ait :

Mo^M'^M"^

(y ne dépend donc pas de la fonction holomorphe prise).

Ici on a pour z ç '̂, / étant holomorphe )/ (z)j < €17. Prenons alors
comme fonction holomorphe sur y la fonction R (z). On a d'après le
paragraphe précédent si z ç. (^ (R(z) | < Ci Cà e-3 2-^
donc :

M" < Ci (Ci4 e-1)^-^
et si

|QOO|z e ^n^e—^i) < Ci (Cie)* (K/e)»
P(z)Comme :

|R(z)|i<|/(z)| +
P(z)

on en déduit que :
M' < max (M", Cn + Ci (Cie)» (K/e)»).
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Et par application du principe des 3 régions on a donc :

V z ç ^ , /(^)_^^Mo<Ci8Cî,C282-^
PCOl

avec y > 0.

Quand v —> oo, s / m ' , m/m' tendent vers 0 le dernier membre de
l'inégalité tend donc vers 0 et il y a convergence uniforme sur le domaine

^ des fractions —— vers / (z).
P(^)

Donc dans tout domaine fermé où f est prolongeable à partir de
l'infini et qui ne contient pas de point de Y ensemble fini <So, / est limite

uniforme quand v —> oo des fractions ——.

En particulier / est uniforme et il existe donc un domaine ouvert
maximum (Q où / est holomorphe.

9. — Soit alors & l'ensemble des points de <§o appartenant à (Q
et soit r un nombre réel > 0 tel que les cercles [z — Ç| == r pour Ç ç &
sont sans points communs et tous intérieurs au domaine <©.

Q/P est dans le domaine (Q holomorphe partout sauf peut-être aux points
Ç € < § .
Soit œc (z) la partie principale de Q/P au point Ç £ <§ et posons :

Ate)/B(z)=Q(z)/P(z)— 2 o)î(z).
^

A(z) et B (z) étant des polynômes premiers entre eux, B (z) admet
pour seuls zéros les points de & qui n'appartiennent pas à <©. Il suffit donc
de montrer que lorsque v —> oo, sur tout fermé ^ c <® la suite A (z)/B (z)
converge uniformément vers / (z).

Soit r > 0 un nombre réel assez petit pour que les cercles [z — Ç[==r
avec Ç ç & soient sans points communs et entièrement contenus dans (0,
soit y le fermé formé par les points de ^ tels que V Ç € < ê k — Ç):;^^
Sur S^\ Q (z)/P (z) tend uniformément vers / (z) quand v -> oo, il suffit de
montrer que sur y, 2 œç (z) tend uniformément vers 0 pour en déduire

ççtf
que A (z)/B (z) converge uniformément vers / (z) sur 37'. Mais dans le
cercle |z — Ç | -^ r la fonction / (z) — A (z)/B (z) est holomorphe, en
appliquant alors le principe du maximum on voit que si S (DÇ (z)

tç^
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converge vers 0 uniformément sur y, A(z)/B(z) converge uniformément
vers / (z) sur @î.

Comme é est un ensemble fini, il suffit de montrer que œc(z)
converge vers 0 quand v — > o o uniformément pour |z—ç[ ̂  r. Soit C
le cercle parcouru dans le sens direct | z—Ç] == r/2. C est un fermé
contenu dans le domaine d3 d'holomorphie de / (z), ne contenant pas de
point de l'ensemble fini éo> d'après le paragraphe 8, Q/P converge donc
vers / uniformément sur C.

Par ailleurs :

et

^(Ç)
œç(z)= S a^Az—Ç)^1

H==0

^^———— f (z—^QW/P(z)d^
2 î T C J 0

Et sur C :
max [Q (z)/P (z) — f (z)| === E -> 0 quand v ~> oo.
^ Ç C

Comme / (z) est holomorphe pour [z — Ç[ ̂  r on a :
1 L(Z—Ç)^(Z)^=0

li^ J e
pour [A ̂  0.
Donc :

1 r / r V+1

I^K -r—— / k—^(Q/P—f)dz ^ E X ( — )
^ l^ J o \ 2 /2^ Je ' ^-^-- ̂

et pour [ z—ç[ ̂  r j(ji)ç(z)[^E ce qui entraîne bien la convergence
uniforme vers 0 de œî(z) et achève ainsi la démonstration du théorème.
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