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INTERSECTION DE COURBES ET DE
SOUS-GROUPES ET PROBLEMES DE MINORATION
DE HAUTEUR DANS LES VARIETES
ABELIENNES C.M.

par Nicolas RATAZZI

RESUME. — Nous prouvons un cas particulier de la conjecture suivante e Zilber-
Pink, conjecture généralisant celle de Manin-Mumford : soit X une courbe incluse
dans une variété abélienne A sur QQ, qui n’est pas incluse dans une sous-variété de
torsion ; I'intersection de X avec la réunion de tous les sous-groupes de codimension
au moins 2 est finie. Nous démontrons ici le cas o A est une puissance d’une
variété abélienne C.M. simple. La preuve reprend la stratégie de Rémond (suivant
Bombieri-Masser-Zannier) avec deux ingrédients supplémentaires; l'un des deux
constituant le coeur de cet article : une minoration de la hauteur de Néron-Tate
des points sur les variétés abéliennes C.M., dans I’esprit du probleme de Lehmer.
Cette minoration est ’analogue du résultat similaire de Amoroso-David pour G}},,
et est une généralisation du théoréme de David-Hindry sur le probléeme de Lehmer
abélien.

ABSTRACT. — We prove a special case of the following conjecture of Zilber-
Pink generalising the Manin-Mumford conjecture : let X be a curve inside an
Abelian variety A over Q, provided X is not contained in a torsion subvariety, the
intersection of X with the union of all subgroup schemes of codimension at least
2 is finite; we settle the case where A is a power of a simple CM Abelian variety.
The proof is based on the strategy of Rémond (following Bombieri-Masser-Zannier)
with two new ingredients, one of them, being at the heart of this article : a lower
bound for the Néron-Tate height of points on CM Abelian varieties in the spirit of
Lehmer’s problem. This lower bound is an analog of the similar result of Amoroso-
David on G}}, and is a generalisation of the theorem of David-Hindry on the abelian
Lehmer’s problem.

Mots-clés : hauteur normalisée, probléeme de Lehmer, conjecture de Manin-Mumford,
variétés abéliennes, approximation diophantienne.
Classification math. : 11G50, 11G10, 11J95, 14K22, 11R20.
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1. Introduction

Dans cet article nous nous intéressons a la généralisation suivante de
la conjecture de Manin-Mumford : soit G une variété semi-abélienne sur
@ et X une courbe contenue dans G; soit GI"! 'union de tous les sous-
groupes algébriques non nécessairement connexes de G de codimension
> r, on demande pour quelles valeurs de r I'intersection X N GU'! est finie.
La conjecture de Manin-Mumford correspond au cas r = dim G (en effet
GGl — G(Q)iors). De plus pour avoir un r aussi petit que possible, il
faut visiblement supposer que X n’est contenue dans aucun sous-groupe al-
gébrique strict de G. L’énoncé est faux pour r = 1 et la conjecture optimiste
est r =2.

Nous obtenons ici (cf. Théoréme 1.13), en suivant une stratégie déve-
loppée par Bombieri-Masser-Zannier [7], Viada [34] puis Rémond [25], le
résultat optimal r = 2 pour les variétés abéliennes de la forme A = B™ ou
B est une variété abélienne de type C.M. simple. La preuve est notamment
basée sur deux raffinements : d’une part une amélioration (faisant 'objet de
Particle séparé [22]) dans le cas des variétés abéliennes de type C.M., d'un
résultat de Masser [17] concernant le probleme de la borne (non-uniforme)
sur la torsion ; d’autre part un raffinement du résultat principal de minora-
tion de hauteur de David et Hindry [10] sur le probléme de Lehmer pour les
variétés abéliennes de type C.M. C’est la preuve, par des techniques d’ap-
proximation diophantienne ou de transcendance, de ce dernier raffinement
qui est au coeur du présent article.

Ce type de probleéme (intersection de courbes et de sous groupes) a tout
d’abord été traité dans [7] dans le cas de G}, pour lequel ils obtiennent
un résultat essentiellement optimal : 7 = 2 mais leur hypothese sur C' est
légerement plus forte. Leur méthode (et I’obtention du résultat r = 2) a en-
suite été étendue par Viada [34], complété par Rémond-Viada [27], au cas
d’une variété abélienne de la forme A = E™ avec E une courbe elliptique
a multiplication complexe. Rémond [25] a finalement étendu la stratégie
(mais pas le résultat optimal) au cas d’une variété abélienne quelconque.
Néanmoins il n’obtient pas de nouveau résultat optimal inconditionnel (son
résultat inconditionnel étant loin de 'optimalité, voir par exemple le théo-
reme C ci-dessous pour le cas C.M.). Par contre il montre qu’'une tres
bonne minoration, conjecturale, de la hauteur des points non de torsion
(cf. 1a conjecture 1.4 ci-apres ainsi que la remarque qui suit) entraine r = 2
pour G = A variété abélienne.

Ainsi notre résultat permet de passer du cas d’une puissance d’une courbe
elliptique de type C.M. & une puissance d’'une variété abélienne de type
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C.M., simple de dimension quelconque. Avant de donner les énoncés précis,
indiquons deés a présent que notre énoncé clé de minoration de hauteur
(Théoreme 1.6) est 'analogue dans le cas des variétés abéliennes de type
C.M. du résultat de Amoroso-David [2] dans le cas de GI,. De plus notre
preuve est une combinaison des preuves de [10] et [2] : nous reprenons le
fil de la preuve de [10] en introduisant dans notre cadre abélien les idées
nouvelles de [2].

Par ailleurs, comme il est fait dans [2] pour G}, et suivant leur preuve
nous tirons du résultat de minoration de hauteur une seconde application
(cf. Théoreme 1.10), elle aussi liée aux problemes de minoration de hauteurs
dans les variétés abéliennes. Finalement nous indiquons en appendice deux
derniers résultats concernant les problemes de minoration de hauteur. Le
premier donne une preuve du fait (qui est précisé en appendice) que “une
bonne minoration de la hauteur des points d’ordre infini modulo toute sous-
variété abélienne sur une variété abélienne entraine une bonne minoration
de la hauteur de tous les points d’ordre infini”. Le second est une preuve
de ce que le probleme de Lehmer abélien de [10] (cf. leur conjecture 1.4)
est équivalent au probléme a priori plus fort, dit multihomogene (cf. la
conjecture 1.6 de [10]). Dans le cas de G, cette équivalence avait déja
été notée et démontrée par Amoroso et David dans leur article [1]. Nous
adaptons en appendice leur preuve au cas des variétés abéliennes.

1.1. Enoncés
1.1.1. Probléemes de minoration de hauteur

Le résultat que nous obtenons (Théoreéme 1.6) généralise le résultat prin-
cipal de [10]. 1l s’agit de l’analogue du méme résultat pour G?, démontré
dans [2]. Notre preuve suit la preuve de [10] en utilisant dans notre cadre
abélien les idées nouvelles introduites dans [2]. Par ailleurs, tout comme
cela était fait dans [1] pour le cas de G}, nous remplagons dans le résul-
tat le degré [K(x) : K] par Iindice d’obstruction (cf. Définition 1.2). Une
telle possibilité avait déja été notée dans [10]. L’application la plus frap-
pante de ce résultat concerne les problemes d’intersection de courbes et
de sous-groupes algébriques et est détaillée plus bas dans la sous-section
suivante. Enfin tout comme [2] dans le cas de G?, et en adaptant leur
preuve au cadre abélien nous donnons une autre application de notre ré-
sultat : le théoréeme 1.6 concernant la minoration du minimum absolu des
sous-variétés de variétés abéliennes de type C.M. Dans ce qui suit nous
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1578 Nicolas RATAZZI

utilisons librement la notion d’indice d’obstruction §; rappelée plus loin
dans I'introduction.

CONJECTURE 1.1 (Probléme de Lehmer abélien). — Soient A/K une
variété abélienne sur un corps de nombres et £ un fibré en droites symé-
trique ample sur A. Il existe une constante strictement positive c¢(A/K, L)
telle que pour tout point P € A(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété
abélienne stricte de A, on a

~ c(A/K, L)
1.1 he(P) > ——1 2,
( ) ( ) = 6[,,K(P)
De plus, en terme du degré D = [K(P) : K], on a pour tout point P € A(K)
qui n’est pas de torsion

(1.2) ho(p) 3 AL
Do

ou gg est la dimension du plus petit sous-groupe algébrique contenant le

)

point P.

Dans cette direction, David et Hindry obtiennent le résultat suivant (c’est
le théoreme 1.5 de [10]) :

THEOREME A (David-Hindry [10]). — Soient A/K une variété abé-
lienne de type C.M. de dimension g sur un corps de nombres et munie
d’un fibré en droites ample et symétrique L. Il existe une constante stricte-
ment positive ¢(A/K, L) telle que pour tout point P € A(K) d’ordre infini
modulo toute sous-variété abélienne stricte de A on a
(A/K, L) (loglog3D ()

D7 log 2D ’
ou k(g) est une fonction explicite de g et D = [K(P) : K.

o~

he(P) > &

Par ailleurs, ils énoncent un probleme de Lehmer “multihomogene” a
priori plus fort que le probleme de Lehmer abélien (cf. le paragraphe A.2
de l'appendice du présent article). Ils se demandent également dans quelle
mesure leur théoréeme A pourrait étre raffiné afin de dire des choses sur
la deuxiéme partie du probléeme de Lehmer abélien. Enfin, ils indiquent
qu’il serait intéressant de quantifier 'hypothese “d’ordre infini” en terme
du degré de la plus petite sous-variété de torsion pouvant contenir le point.

Dans notre présent article nous répondons entre autres a toutes ces ques-
tions, dans un cadre raffiné plus précis. Nous formulons notre résultat prin-
cipal (et la preuve) en utilisant des indices d’obstructions. Avant d’énoncer
précisément nos résultats, commencons par définir 'indice d’obstruction
suivant [10], Définition 1.2 :
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DEFINITION 1.2. — Soient A/K une variété abélienne, £ un fibré en
droites ample et symétrique, P un point de A(K) et F/K une extension
algébrique. On définit 'indice d’obstruction de P relativement a L et F, et
l'on note 6. p(P), par

1
dc.r(P) = min{ (deg.,. X) ot X | X sous-F-variété stricte de Ap,
telle que P € X(?)},

ou l'on a noté L le faisceau sur A tiré en arriére de L par la projection
naturelle de Ap sur A. Plus généralement on peut définir I'indice d’obs-
truction (relativement & £ et F), pour une sous-K -variété V de Ax:

oerp(V) = min{ (deg,, X) o X | X sous-F-variété stricte de Ap,
telle que VF C X},

N . . .
ot 'on a noté V' I'image schématique de V C Az dans Ap.

—F
Remarque 1.3. — En considérant la variété {P} , image schématique
de P € A% dans Ap, on constate immédiatement que

Q=

dc.r(P) < [F(P): F]

On notera 0 yors I'indice d’obstruction relatif au corps Kiors = K (Aors)-
Par ailleurs dans la suite, comme on travaille avec un fibré en droites £
fixe, on I'omettra régulierement dans la notation de d. r afin de ne pas
trop alourdir les notations. Ceci étant, on peut maintenant énoncer le raf-
finement attendu du probleme de Lehmer :

CONJECTURE 1.4 (Probléme de Lehmer abélien relatif). — Soient A/K
une variété abélienne sur un corps de nombres et L un fibré en droites ample
et symétrique. Il existe une constante strictement positive c(A/K, L) telle
que pour tout point P € A(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété
abélienne stricte de A on a

~ c(A/K, L)
he(P) > ———=-.
( ) - 5£,tors(P)

Remarque 1.5. — Cette conjecture n’englobe a priori que la premiere
partie de I’énoncé du probleme de Lehmer abélien de David et Hindry.
Mais comme nous le montrons dans "appendice (Corollaire A.3), la seconde
partie du probléme de Lehmer abélien de [10] est en fait une conséquence

de la premiere.
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Dans un précédent travail, [24], nous avons obtenu dans le cas de ce pro-
bleme de Lehmer relatif un résultat, optimal a des puissances de log Doy
pres, dans le cas des courbes elliptiques a multiplication complexe. En direc-
tion de cette conjecture, nous obtenons, dans le cas des variétés abéliennes
de type C.M., un résultat, essentiellement optimal pour le terme principal.
Pour tout entier n, on note K, := K(A[n]) I'extension engendrée sur K
par le groupe des points de torsion A[n]. On a Kiors = U, K(A[n]).

THEOREME 1.6. — Soit A/K une variété abélienne de type C.M. de
dimension g sur un corps de nombres et munie d’un fibré en droites ample
et symétrique L. Il existe une constante strictement positive ¢(A/K, L)
telle que pour tout point P € A(K) et pour tout entier n, on a I'alternative
suivante :

— soit

- ¢(A/K, L) (log log3[K, : K|é,.k, (P))*‘(-")

he(P) >
c(P) Srx,(P) \ log2[K, : K]é, k. (P)

avec £(g) = (9 +1)'(29 +5)(9 + 2)(29.9")7 ;
— soit le point P est contenu dans une sous-variété de torsion stricte, B,
de Ak, , définie sur K,,, de degré majoré par

o B
(dechn B)

< c(A/K, L) o i, (P) (log2 K, : K]ér K, (P))2g+2m(9) )

Remarque 1.7. — Un peu plus généralement le méme énoncé est valable
pour toute extension L/K abélienne telle que son discriminant disc(L/K)
vérifie

1
(1.3) —— logdisc(L/K) < e1(A/K, L) (log[L : K])°.

[L: K]

Notamment (cf. la preuve du lemme 2.3) ceci est vrai pour toute extension
K C L C K, telle que log p(n) < log[L : K]. Par exemple, on peut voir
que le théoreme précédent reste valable pour tout n avec L = K(T,,) ou T,
est un point de torsion de A d’ordre n.(!)

Comme dit précédemment il s’agit ici de I'analogue d’un résultat de

Amoroso et David obtenu dans [2] pour le groupe multiplicatif GI

m*

(1) Notons que l'inégalité (1.3) n’est pas toujours vérifiée comme le montre I’exemple
Q € Q(v1) C Q(A[l]) avec | premier congru & 1 modulo 4.
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Remarque 1.8. — En appliquant la remarque 1.2, on déduit du théo-
reme 1.6 le méme énoncé avec d. g, (P) remplacé par le degré (K, (P) :
K,)v.

On a ici quantifié I'hypothese “P est d’ordre infini” par une borne sur le
degré de la plus petite sous-variété de torsion contenant le point P. Notons
que ce type de résultats, rarement mis en évidence, contient la plupart du
temps des informations arithmétiques supplémentaires. On donne d’ailleurs
ici, suivant la preuve du résultat analogue pour GJ, due a Amoroso-
David [2], une conséquence de cette quantification. Il s’agit d’une mino-
ration du minimum absolu des sous-variétés non de torsion de A™ ot A/K
est une variété abélienne simple de type C.M. Pour cela on introduit deux
notations : on pose £, le fibré £¥" sur A" déduit d’un fibré ample et
symétrique £ sur A. Par ailleurs, on note

v:=W\JB,
ou l'union porte sur les sous-variétés B de torsion incluses dans V. On
donne dans I’énoncé suivant une minoration du minimum absolu d’une
variété non de torsion. Notons que ’on ne la suppose pas irréductible.

DEFINITION 1.9. — Supposons que la variété abélienne A soit plongée
dans un espace projectif P, ; notons R 'anneau des coordonnées de P, ;
on dira qu’une sous-variété V de A peut étre définie incompletement par
des équations de degré < L si V est une composante isolée de AN Z(7)
ou T est un idéal homogéne de R engendré par des polynomes de degré au
plus L.

THEOREME 1.10. — Soit A/K une variété abélienne simple de type
C.M., plongée dans un espace projectif par un fibré en droites ample L, et
n > 1 un entier. Il existe une constante strictement positive ¢c(A/K,L,n)
telle que : pour toute sous-variété (non nécessairement irréductible) V' de
A™, définie sur une extension K, := K(A[r])/K pour un certain entier r,
incomplétement définie dans A™ sur K, par des équations de degré au plus
Diye, alors on a pour tout point K -rationnel P de V* :

~ c(A/K,L,n) (loglog3[K, : K] Dinc w(9)
h,C (P) 2 )
" Dinc log 3 [KT : K] Dinc
avec £(g) = (9 +1)!(29 +5)(9 + 2)(29.9")*.
Notons (cf. par exemple [9], p. 790) que V est toujours incompletement
définie par des équations de degré au plus ¢1(4/K, £L,n)deg, V. En notant

#*(V') le minimum absolu de V' (i.e. le minimum des hauteurs des points
de V*), on obtient en corollaire :

TOME 58 (2008), FASCICULE 5



1582 Nicolas RATAZZI

COROLLAIRE 1.11. — Soit A/K une variété abélienne simple de type
C.M. et n > 1 un entier. Il existe une constante strictement positive
c¢(A/K,n) telle que : pour toute sous-variété (non nécessairement irréduc-
tible) V/K de A™, non de torsion et définie sur K, on a :

N c(A/K,n) (loglog3deg,V ~(9)

(V) > (d/ ) (loglog3deg, ,
eg, V log3deg, V

avec £(g) = (9 +1)"(29 4+ 5)(g + 2)(29.9")7.

Ceci rend effectif les résultats de Bombieri et Zannier [9], et raffine ceux
de David et Philippon [11] concernant ce méme probléme. Plus exactement
en suivant la preuve de [9], on constate qu’ils obtiennent une minoration

effective mais qui est multiexponentielle en le degré, au lieu d’étre comme ici
linéaire. Concernant le résultat de [11], bien qu’il ne soit pas explicitement
rédigé, on peut voir qu’ils obtiennent comme conséquence de leur théoréeme
principal, une minoration polynomiale en le degré.

1.1.2. Intersection de courbes et de sous-groupes

Soient A/Q une variété abélienne (définie) sur Q, X/Q une courbe géomé-
triquement irréductible de A et r un entier positif ou nul. Comme dit
précédemment on considére I’ensemble

A= a@
codim G2r
ot l'union porte sur les sous-groupes algébriques non-nécessairement
connexes de A de codimension au moins r. De manieére indépendante, Zilber
([36], Conjecture 2) pour les variétés semi-abéliennes et Pink ([21], Conjec-
ture 1.3) pour les variétés de Shimura mixtes, ont formulés une conjecture
qui, dans le cas des courbes incluses dans une variété abélienne sur Q se
spécialise en la suivante :

CONJECTURE 1.12 (Zilber-Pink, cas particulier). — Soient A/Q une va-
riété abélienne et X/Q une courbe dans A géométriquement irréductible.
Si X n’est pas contenue dans un sous-groupe algébrique strict de A, alors
I’ensemble X (Q) N A% est fini.

Rémond [25] a montré que la conjecture précédente est vraie si une tres
bonne minoration (conjecturale) des points d’ordre infini de A est vraie :

THEOREME B (Rémond [25]). — Si la conjecture 1.4 est vraie pour toute
variété abélienne alors la conjecture 1.12 est vraie pour toute variété abé-
lienne.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Par ailleurs dans le cas des variétés abéliennes de type C.M., Rémond
[25] obtient un résultat inconditionnel, mais sensiblement plus faible que la
conjecture 1.12 : soit A une variété abélienne de type C.M., géométrique-
ment isogene au produit [];~; AT ol les A; sont des variétés abéliennes
simples de dimension respective g;, deux a deux non-isogenes.

THEOREME C (Rémond [25]). — Soient A/Q une variété abélienne de
type C.M. et X une courbe dans A non contenue dans un sous-groupe

algébrique strict, alors X (Q) N A[%le 9l est fini.

En utilisant notre résultat de minoration de hauteur (cf. Théoreme 1.6
ci-dessus) ainsi qu’un résultat faisant 'objet d’un article séparé [22] concer-
nant la torsion dans les variétés abéliennes de type C.M., nous améliorons
ceci et obtenons un résultat optimal dans le cas d’une puissance d’une
variété abélienne simple de type C.M. :

THEOREME 1.13. — La conjecture 1.12 est vraie pour toute variété abé-
lienne A de type C.M., isogéne a une puissance d’une variété abélienne
simple.

Remarque 1.14. — Dans les énoncés précédents (Théorémes C et 1.13)
nous avons utilisé 'hypothése X contenue dans aucun sous-schéma en
groupes de A, distinct de A. Dans son article [25], Rémond utilise en fait
une hypothese plus forte : il suppose que X est transverse (i.e. contenue
dans aucune translatée de sous-variété abélienne). En fait le corollaire 1.1
de [26] et sa preuve montrent que 'on peut dans nos énoncés dans le cas
des variétés abéliennes, remplacer I’hypothese X transverse par I’hypothese
plus faible X contenue dans aucun sous-schéma en groupes de A, distinct
de A. C’est ce que nous avons fait ici.

On peut en fait énoncer un résultat optimal dans un cadre un peu plus
vaste qu’une puissance d’une variété abélienne simple de type C.M. Consi-
dérons pour cela une notion introduite formellement dans [22] :

DEFINITION 1.15. — Soit A/K une variété abélienne quelconque sur un
corps de nombres. On définit un invariant v(A) par

Y(A) = inf{x ~0]3C >0, VF/K finie, |A(F)iom| < C[F K]w}.

Le seul résultat connu en toute généralité pour cet invariant est du a
Masser [17] : il obtient

7(4) < g.

TOME 58 (2008), FASCICULE 5
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Par ailleurs, dans [22] 'auteur a obtenu une reformulation combinatoire de
cet invariant v(A) dans le cas d’une variété abélienne A/K géométrique-
ment simple de type C.M. En particulier, dans le cas d’une telle variété
abélienne, le corollaire 1.13 de [22] donne la majoration

29
Y(4) < 2+ logy g
ou g = dim A et log, est le log en base 2. Cette majoration raffine celle de
Masser : si g > 2 alors v(A4) < g. De plus dans le cas d’une variété abélienne
C.M. de type non-dégénéré (i.e. ayant un groupe de Mumford-Tate aussi
grand que possible, donc de dimension g + 1) on montre méme que y(A)
est beaucoup plus petit : y(A4) = %.

Soit A/K une variété abélienne. Elle est isogéne & un produit : [/, AT,
ou les A; sont simples et deux & deux non-isogenes, de dimension g;. On
montre au paragraphe 4 que si X est une courbe transverse de A et si A
est de type C.M., alors

in g , K (2]
\in g > ;V(Al) = ‘X(K) NA% < +oo.

Plan de l’article

Les paragraphes 2 et 3 sont consacrés a la preuve du théoreme 1.6 concer-
nant le probleme de Lehmer, le paragraphe 4 est consacré au théoreme 1.13
concernant le probleme d’intersection de courbe et de sous-groupes et le pa-
ragraphe 5 au théoreme 1.10 concernant le minimum absolu. L’appendice
explique les liens entre les parties (1) et (2) du probleme de Lehmer abé-
lien ainsi que les liens entre le probleme de Lehmer abélien et sa variante
multihomogene (Conjecture A.11) formulée par David et Hindry.

Plus précisément, au paragraphe 2 nous donnons une majoration du dis-
criminant absolu de lextension K(A[n])/Q dont nous aurons besoin dans
Iapplication du lemme de Siegel. Nous faisons également dans ce para-
graphe les rappels nécessaires sur les isogénies de Frobenius. Classiquement
depuis le résultat de Dobrowolski concernant le probleme de Lehmer, c’est
essentiellement en utilisant des transformés par ces isogénies d’un point P,
dont on suppose par ’absurde qu’il ne vérifie pas la conclusion du théo-
reme 1.6, que nous allons extrapoler. Il y a ceci dit ici une différence, dans
la mesure ot 'on travaille, non plus sur K mais sur K(A[n]) : on consi-
dérera plutot des tordus de ces points par un certain automorphisme de
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Gal(K/K), un Frobenius de I'extension abélienne K(A[n])/K. Au para-
graphe 3, et avec la différence précédemment indiquée, nous donnons la
preuve du théoréme 1.6 en suivant ce qui est fait dans [10] et avec les idées
nouvelles introduites dans [2]. Notons tout de méme une autre différence
par rapport & [10] : on travaille avec les indices d’obstruction alors que
dans [10] la preuve est faite avec le degré D. Il y a donc certaines modifica-
tions supplémentaires a faire. Ceci étant la preuve est une classique preuve
d’approximation diophantienne, avec un lemme de Siegel (le théoreme de
Bombieri-Vaaler qui nous permet d’avoir un contréle explicite de la dépen-
dance en le corps sur lequel on travaille), un lemme de zéros et, comme dans
[10] une descente finale ou lon réitere g fois Pensemble de la preuve pour
pouvoir conclure. Dans ce paragraphe 3 nous avons choisi d’insister plus
particulierement sur les points qui différent par rapport & [10] en renvoyant
a cette référence lorsque cela s’avérait nécessaire.

Au paragraphe 4, nous donnons une preuve, suivant la stratégie de [25],
du théoreme 1.13 en utilisant notre résultat sur le probléeme de Lehmer.

Au paragraphe 5 nous donnons une preuve par récurrence sur n du théo-
réme 1.10 basé sur notre théoréme 1.6 et suivant la preuve de [2] dans le cas
de GJ},. On utilise ici a plein ’alternative démontrée dans le théoreme 1.6.

Enfin dans I’appendice nous montrons, que la partie (2) du probléme de
Lehmer abélien 1.1 entraine sa partie (1); autrement dit, si 'on sait mi-
norer la hauteur des points qui ne sont contenus dans aucune sous-variété
de torsion, alors on sait en fait aussi bien minorer la hauteur de tous les
points non de torsion. Ceci nous permet de raffiner, dans le cas des varié-
tés abéliennes de type C.M. un résultat de Masser [17] sur la minoration
des points d’ordre infini. Dans le second et dernier sous-paragraphe de
I’appendice, nous montrons que la conjecture multihomogene de David et
Hindry A.11 est en fait une conséquence du probléeme de Lehmer abélien.

2. Préliminaires arithmético-géométriques

Dans la suite de ’article nous introduisons un certain nombre de cons-
tantes ¢;. Nous indiquerons en général entre parentheses de quoi dépend
cette constante (par exemple ¢;(A/K) dépend de A/K, ¢;(L£) dépend de
L...). Si toutefois aucune dépendance n’est explicitement indiquée, c’est
que la constante dépend uniquement des données A/K et L.
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2.1. Ramification

On travaille ici et comme partout avec une variété abélienne A/K ou K
est un corps de nombres.

Notations. — On note ¢ la fonction d’Euler et, si L/ F est une extension
finie de corps, on note Dy p la différente de L/F. Par ailleurs, si n est
un entier, on note K, = K(A[n]) 'extension de degré deg(K,,/K) de K
engendrée par les points de torsion d’ordre divisant n de A(K). Dans ce
qui suit, on s’intéresse & une majoration du discriminant absolu, disc(K,),
de K, /Q. On donne de plus une majoration du nombre et de la taille des
premiers qui se ramifient dans .

LEMME 2.1. — Sin un entier strictement positif, on note w(n) le nombre
de premiers deux a deux distincts divisant n. On a les inégalités :

1. Pour tout entier n > 2, on a w(n) < 21%;’2(").

4logn
loglogn*®

2. Pour tout entier n assez grand, on a w(n) <

Démonstration. — Le point 1 est un exercice facile et le point 2 est un
résultat classique que 1'on peut par exemple trouver dans [33]. O

LEMME 2.2. — Soit n un entier strictement positif. On écrit sa décom-

position en facteurs premiers n = [[p;*. On a

w(n)

[P <o)

i=1
Démonstration. — C’est un simple calcul :

w(n)

I pi < I 0@ TT (ei) + 1) < 2924 = T o) TT o)
i=1 ;=2 a;=1 ;=2 a;=1
< 20l o) < 25 () = ()’
ol l'on a utilisé le lemme 2.1 précédent dans la derniere inégalité. O

LEMME 2.3. — On suppose ici que A/K a partout bonne réduction.

1. II existe une constante strictement positive ¢ ([K : Q]) telle que pour
toutn > 1, on a

disc(K,) < (deg(K,/K))™ deg(Kn/K)log deg(Kn/K)

2. Il existe une constante C1(K) telle que le cardinal des premiers rami-
fiés dans K,, est majoré par C1(K) + log ¢(n).
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Démonstration. — Pour le point 1 : soient p un idéal premier de K au-
dessus d’un nombre premier p et P un idéal premier de K,, au-dessus de p.
Soient v la place associée a p, wi la place associée a p et wg, celle associée
a P. Soient 7, Tk, Tk, les uniformisantes associées a ces idéaux. Si e(p)
(respectivement e(3)) est 'indice de ramification de p sur p (respectivement
de P sur p), on a

wg, (1) = e(p)wk, (1x) = e(p)e(P)wk, (tx,) = e(p)e(P),
et
wic(m) = e(p).
On sait par le théoreme 1 de [30] (voir également la proposition 18 de [31])
que, si la variété abélienne A a bonne réduction en p, alors I'extension
K, /K ne peut étre ramifiée en p que si p divise n (c’est le sens facile du
critere de Néron-Ogg-Schafarevitch). On a donc

Dy, = [ B0t Prare)

Blpln
Or la proposition 13 de [29] et la remarque suivant cette proposition nous
donne la borne :

ordy (P, /i) < e(B) — 1+ wi, (e(P)) = e(PB) — 1+ e(p)e(P)v(e(P)).

Par ailleurs, 'indice e(3) étant inférieur & deg(K,/K), on a v(e(P)) <

log deg (K, /K L. . . .
%. Ainsi, on obtient la minoration

2
— logdeg(K,/K).
o 3 (B) log e (/)
Par transitivité et par définition du discriminant disc(X,,) on a
diSC(Kn) = N(éf (DiSC(Kn/K)) Disc(K/(@)ng(K”/K)
deg(Kn /K -
=cy g(Kn/ )NS (D(Kn/K))

<II»" Dy F(B)e(P) log deg(Kyn / K)

ordyp(Dk,, k) <

pln
< Hng deg(K, /K)log deg(K,,L/K).
pln
Le formalisme de ’accouplement de Weil nous indique que u,, C K,,, donc
pour les degrés que deg(K,,/Q) > ¢(n). Ainsi, en utilisant le lemme 2.2
précédent, on peut conclure :

disc(K,) < @(n)3 deg(Kn/K)log deg(Kn/K)

< deg(Kn/Q)BC3 deg(K,/K) logdeg(Kn/K).
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Concernant le point 2, on constate que p est ramifié dans K, si et seulement
si il est ramifié dans K ou s’il est non ramifié dans K mais tel qu’il existe
un premier p de K au dessus de p se ramifiant dans K,,. Le sens facile du
critere de Néron-Ogg-Schafarevitch et le point 1 du lemme 2.1 permettent
de conclure. g

COROLLAIRE 2.4. — Il existe une constante strictement positive cq telle
que pour toutn =1, on a

log (disc(Kn) dcg(fgn/m) < ¢ (log deg(K, /K))?.
Démonstration. — C’est immédiat. O

Remarque 2.5. — Cette estimation n’est tres certainement pas opti-
male, mais elle est simple & obtenir et nous suffira.

2.2. Frobenius et isogénies admissibles
2.2.1. Morphismes de Frobenius

Notations. — Si K est un corps de nombres, on note Ok son anneau
d’entiers, v une place finie de K, et k, le corps résiduel associé a v.

Si A/K est une variété abélienne, on note A/Ok son modele de Néron,
et A,/k, la fibre spéciale correspondant a la place finie v. Rappelons la
propriété universelle du modele de Néron : si X/Ok est lisse, de fibre
générique X/K, tout K-morphisme X — A se reléve de maniére unique
en un Og-morphisme X — A. La propriété universelle du produit fibré
A, = AX o, k, permet d’associer naturellement & tout O g-endomorphisme
de A un k,-endomorphisme de A,. En utilisant la propriété universelle du
modele de Néron, on en déduit une fleche naturelle

v . EHdK(A) — Endkv (Av)

Cette fleche n’est en général pas surjective, mais on peut par contre montrer
qu’elle est injective aux places de bonne réduction.

Sur la variété A,/k,, on dispose d’'un endomorphisme particulier : le
morphisme de Frobenius Frob,, correspondant en coordonnées projectives
& I’élévation a la puissance ¢ = N(v), olt N(v) est la norme K/Q de v. Dans
le cas C.M., un théoréme de Shimura-Taniyama permet d’affirmer que le
morphisme Frob, se reléve en presque toute place :
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PROPOSITION D (Shimura-Taniyama). — Soit A/K une variété abé-
lienne de type C.M. Notons H2:1 K; le produit de corps de nombres qui
est inclus dans Endi(A) ® Q et tel que Y ; ;[K; : Q] = 2dimA. On
suppose que le corps de nombres K contient tous les K;, et que H:Zl Ok,
est inclus dans End g (A). Alors, pour toutes les places sauf éventuellement
un nombre fini d’entre elles, ’endomorphisme Frob, se reléve en un K-
endomorphisme «, de A. On appellera morphisme de Frobenius sur A un
tel endomorphisme.

Démonstration. — C’est le théoréme 1, paragraphe 111.13 de [31]. O

Ce sont ces morphismes de Frobenius sur A/K qui vont nous permettre
d’écrire 1’étape d’extrapolation.

Enfin pour tout nombre premier p, on note ®,, I'automorphisme de Fro-
benius de l'extension abélienne K,,/K et on choisit une extension de @, a
Gal(K/K), que I'on note encore ®,,.

2.2.2. Isogénies admissibles

On rappelle la notion d’isogénie admissible telle qu’introduite dans [10].

DEFINITION 2.6. — Soient A une variété abélienne et £ un fibré en
droites ample sur A. Une isogénie a de A est dite admissible par rapport
a L si

(1) « est dans le centre de End(A).

(2) il existe un entier q(c) appelé poids de a tel que a* £ ~ £ (@),

Remarque 2.7. — En fait la condition (1) ne sert qu’a simplifier I’énon-
¢é du lemme 2.10. C’est la condition (2) qui importe vraiment. Les seules
isogénies qui nous intéresseront sont les relevées «, des morphismes de
Frobenius qui sont admissibles (cf. la proposition 2.12).

LeEMME E (David-Hindry). — Soient A une variété abélienne de dimen-
sion g munie d’un fibré en droites trés ample L, et « une isogénie admissible
relativement & L, de poids ¢ = q(«). Dans le plongement projectif de A,
associé a L, A — P, on a :

1. card (Ker(a)) = ¢9,
2. pour toute sous-variété V de A de stabilisateur Gy, on a

qdim(V)

deg. (V) = 1o A Ko (o]

deg, (V)
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3. pour toute sous-variété V de A, définie incomplétement dans A par
des équations de degré inférieur a L, de stabilisateur Gy on a

degﬁ Gy :| Gy : G?/ | degL G(‘)/ < degﬁ(V)(ZL)dim V—dim Gy

et Gy est défini incomplétement dans A par des équations de degré
inférieur a 2L.

Démonstration. — Le point 1 est facile : par définition, a*£ ~ £®4. On
a donc,

q? deg(A) = degeq(A) = deg,. £(A) = [Ker(a)| deg(A).

L’amplitude de £ nous assure que le dernier degré est strictement positif.
On simplifie pour conclure. Pour le point 2, il s’agit du point (ii) du lemme 6
de [14] et le point 3 correspond au point (ii) du lemme 2.1. de [10]. O

LEMME 2.8. — Soient G un sous-groupe algébrique de la variété abé-
lienne A/K, L un fibré en droites trés ample sur A, et « une isogénie
admissible relativement a L de poids q(«) de A. On a

q(a)?™C < card (Ker(a) N G) < [G : G°] q(a)T™ €.
Démonstration. — On note que
(G : G°] card (Ker(a) N G?) > card (Ker(a) N G) > card (Ker(a) N GY).

La restriction de a & la sous-variété abélienne G est encore une isogénie
admissible de poids q(«) pour (G°, L|go) (cf. Lemme 2.4, point (i) de [10]).
Par le point 1 du lemme E précédent, on en déduit que le cardinal du noyau
de cette isogénie jgo est q(a)dim G a

Soient F'/K une extension finie de corps et V' une sous-F-variété stricte
de A (produit fibré de A par Spec F' au dessus de Spec K), F-irréductible.
Le lemme suivant (dont l'origine remonte & Dobrowolski [13]) montre que
les images par une isogénie admissible de ses composantes géométrique-
ment irréductibles sont essentiellement distinctes. Nous en aurons besoin
au paragraphe 3.8. On commence pour cela par donner une définition :

DEFINITION 2.9. — Soient A une variété abélienne et £ un fibré en
droites ample sur A. Deux isogénies admissibles de A par rapport a L sont
dites premieres entre elles si leurs poids sont premiers entre eux.

LEMME 2.10. — Soient A une variété abélienne sur K de dimension
g = 1, L un fibré en droites trés ample sur A, F/K une extension finie de
corps de nombres et V' une sous-F-variété stricte de Ap, irréductible sur
F. Si V3= n’est pas une réunion de sous-variétés de torsion de A4, on a :
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1. Pour tout couple («, 3) d’isogénies admissibles pour L, de poids dis-
tincts, pour tout o € Gal(K/F), et pour toute composante géométri-
quement irréductible W de Vi, les sous-variétés o(W) et 3 (a(W))
sont distinctes.

2. Soit P un ensemble d’isogénies admissibles pour L, deux a deux pre-
miéres entre elles. Notons Vi,...,Vy; les composantes géométrique-
ment irréductibles de Vz, et notons Q le sous-ensemble de P défini
par

Q={aeP|3ij, 1<i<j<M, oV =al)}.

Le cardinal de Q est majoré par lffgjg .
Démonstration. — Dans ce contexte il ’agit de la proposition 2.7 de [10]
appliquée sur le corps de nombres F'. O

On conclut ce paragraphe en “rappelant” que les morphismes de Frobe-
nius sur A/K sont des isogénies admissibles :

DEFINITION 2.11. — Soient A une variété abélienne et £ un fibré en
droites ample sur A. Suivant Mumford, on dit que L est totalement symé-
trique si L est le carré d’un fibré en droites symétrique.

Le théoréme de Lefschetz (cf. par exemple le théoréme A.5.3.6 de [15])
nous indique que si £ est un fibré en droites ample, alors £&3 est tres
ample.

PROPOSITION 2.12. — Soient A/K une variété abélienne de type C.M.
vérifiant les hypothéses de la proposition D, et L un fibré en droites trés
ample et totalement symétrique sur A. Soit «,, un morphisme de Frobenius
sur A pour la place finie v. Alors, a,, est une isogénie admissible pour L de

poids q(ay).

Démonstration. — C’est la proposition 3.3. de [10]. O

3. Preuve du théoréme 1.6

Dans la suite de ce paragraphe, on va prouver le théoreme 1.6. Pour
cela nous suivrons la preuve de [10] avec les modifications indiquées dans
I'introduction et notamment, d’une part en introduisant dans notre cadre
les idées de [2] et d’autre part en utilisant systématiquement 'indice d’obs-
truction. Ce paragraphe reposant pour une forte part sur les techniques
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développées dans [10] nous avons choisi d’insister sur les aspects qui dif-
ferent mais par contre de renvoyer a cette référence lorsqu’il n’y a pas de
modification autre que typographique.

Commencgons tout d’abord par quelques réductions.

3.1. Réductions

Quitte a faire une extension de degré borné de K et quitte a prendre une
variété abélienne isogene a la variété de départ, on supposera désormais
toujours que les hypotheses de la proposition D sont satisfaites. De plus
une variété abélienne de type C.M. ayant potentiellement partout bonne
réduction, nous supposerons également avoir choisi K de sorte que A/K a
partout bonne réduction. Ceci nous permettra notamment d’appliquer le
lemme 2.3. On note

() :=0c.k,(-) et 65() = [Kp: K]on(-).

Par ailleurs, comme on travaille avec une variété abélienne A/K de type
C.M., on sait que, quitte & faire au départ une extension bornée de K (ce
que Pon fait) de sorte que les endomorphismes de A soient tous définis
sur K, lextension K, /K est abélienne (cf. par exemple [4], Th. 9.2 ou
[35], Cor. 2 du Th. 5). Enfin, quitte & prendre un multiple de n, on peut
toujours supposer ce n assez grand (devant les différentes constantes ¢; :=
¢i(A/K, L) intervenant dans ce qui précede et dans la suite).

3.2. L’hypothése (H)

Soit C une constante (ne dépendant que de A/K et de £ : comme dans
[10] Cy sera prise assez grande de sorte & pouvoir appliquer les estimations
asymptotiques (via Chebotarev) sur les ensembles P,.). Soit P un point de
A(K). On fixe deux entiers, pmin €t pmax, ne dépendant que de g, que nous
expliciterons plus tard mais dont la valeur est fixée une fois pour toute.
On pose 6 = §%(P). On se donne aussi un point Q € A(K) qui vérifie
I’hypothese (H) suivante :

1. Il existe un entier p € {pPmin; - - -, Pmax tel que

~ c log log 6* \ 9D
he(Q) < 8 08 0n .
0,(Q) \ Cologdx
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2. Il existe une constante ¢, telle que (g +1)!(29.9!')9 pmin = ¢4 > 0, telle
que @ = f(o(P)) ou f est une isogénie de poids au plus (Cylog 67 )
et o est un élément de Gal(K/K).

LEMME 3.1. — Avec les notations précédentes, si () vérifie ’hypotheése
(H), alors on a

log 6,(Q) < Colog 07, (P).
Démonstration. — Soit X une K,,-variété de dimension d < g passant
1
par le point P telle que 6,(P) = (deg,, X)7-7. La variété f(o(X)) est
définie sur K, et passe par ), donc
1
on(Q) < (degg,, f(X))77
< q(f)ﬁén (P) par le lemme E point 2
< a(f)?05(P).

Or le poids q(f) est par 'hypothese (H) polynomial en Cylogdy(P). On
peut donc conclure en passant au log. O

(3.1)

3.3. A propos des paramétres

On note Q@ € A(K) un point vérifiant ’hypothese (H) et V' une sous-
K, -variété irréductible de Ak, de dimension minimale, réalisant &, (Q).
En utilisant un lemme de Siegel fin, le théoréme de Bombieri-Vaaler, nous
allons construire une fonction F, polynéme homogene & coefficients dans
Ok, de degré L en les fonctions abéliennes de Ax A, nul & un ordre > Tp+1
sur l'image ¢(V) de V dans A x A, le long de l'espace tangent & 'origine
de la sous-variété abélienne B de A x A définie comme étant 'image de A
par application ¢ :  — (2, Nz), N étant un parametre. L’entier L est le
degré de la fonction auxiliaire, Ty est 'ordre d’annulation au point @ que
I'on rentre dans la machine et a partir duquel on va extrapoler, N est un
parametre compris entre v/L et v2L. Pour des raisons techniques (cf. le
paragraphe sur Uextrapolation de [10]) on choisit pour N une puissance de
2. Au vu du résultat que I'on cherche a prouver, on fera intervenir dans le
choix des parametres, des facteurs 6,(Q) et des facteurs polynomiaux en
log 6% ou loglogd;.

D’autres parametres N; correspondant aux degré des isogénies «; de
Frobenius vont intervenir. On choisit les parametres de sorte que

~

(3.2) he(Najo...oay(Q)) < cs.
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Enfin, on va extrapoler g fois, utilisant & chaque fois I'extrapolation précé-
dente. On obtient ainsi des ordres d’annulation T; chacun étant nécessai-
rement plus petit que le précédent.

Par ailleurs, tous ces parametres sont choisis polynomiaux en 6, (Q) et en
log 6%. De plus, comme L donc N2 va étre de la forme 6,,(Q)(log 6%)* et que
on veut comme résultat une minoration du type 1/4, (Q)(logd%)* , on sait
par avance grace a l'inégalité (3.2) que les N; seront choisis polynomiaux
en log d% ou plus petits.

3.4. Lemme de Siegel

DEFINITION 3.2. — Soit N un entier. Si S est un sous-Q-espace vectoriel
de @NH, on définit la hauteur logarithmique de Schmidt [28] de S, h2(S)
comme suit : sur G" (Q) on définit

1
== , |2
ho(z1,...,2n) = 3 Z d, 1og1r£?<)<n|xl|v + Z d, log Z |zi]2 ],

veMY. veMg? 1<ikn

ou d et d, sont respectivement le degré et les degrés locaux de ’extension
de Q engendrée par les coordonnées x1, ...,z ; et ot M52 et MY dénote
respectivement ’ensemble des places infinies et des places finies de K/Q;
et ot on choisit comme normalisation de |.|, pour v € MY divisant p la

suivante : |p|, = p~1. Soit N un entier. On définit alors la hauteur ho d’un
=N+1

sous-Q-espace vectoriel S algébrique de dimension s de Q par :
hg(S) = hg(X1 VAR /\Xs),
ol X1,...,Xs est une base de S sur un corps de nombres quelconque sur

lequel S' est défini.

Rappelons le lemme de Siegel que nous allons utiliser : il s’agit du théo-
réeme de Bombieri-Vaaler [8]. Il y a ici une différence fondamentale avec
I’article de David et Hindry : on veut pouvoir controler la dépendance en
lextension K,,/K.

THEOREME F (Bombieri-Vaaler). — Soit F/Q un corps de nombres de
degré d. Soient M et N deux entiers strictement positifs et S un sous-F-
espace vectoriel de FN de dimension N — M > 0. I existe un élément non
nul x dans OI]FV de S tel que

1

—7ha(S).

ha(1,x) < ilog | Disc(F/Q) | +
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Avant de poursuivre, faisons quelque brefs rappels concernant la notion
de variété projectivement normale.

DEFINITION 3.3. — On dit qu’une sous-variété X de PP, est projective-
ment normale si son anneau de coordonnées S(X) est un anneau normal
(i.e. intégralement clos).

On peut montrer (cf. par exemple Birkenhake-Lange [6], pp. 190-193)
que X C PP, est projectivement normale si et seulement si elle est normale,
et pour tout d > 0 la fleche naturelle

H°(P,,0p, (d)) — H(X,0x(d))

est surjective.

Concernant les variétés abéliennes plongées de maniere projectivement
normale, on a le résultat suivant que l'on trouve par exemple dans [6],
Th. 3.1, p. 190.

PROPOSITION 3.4. — Soient A/K une variété abélienne, et L un fibré
en droites ample sur A. Pour tout n > 3, le fibré £L%™ définit un plongement
projectivement normal de A dans un espace projectif P,.

Soient A/K une variété abélienne sur un corps de nombres, munie d’un
fibré en droites symétrique ample £. Quitte & travailler avec £%* plutét
qu’avec L, on peut supposer que L est tres ample, totalement symétrique
et définit un plongement projectivement normal de A dans un projectif
P,. On note M = L X L le fibré en droites sur A x A associé a L. On va
maintenant pouvoir construire la fonction F' recherchée.

Soient L et T' deux entiers positifs. On note {so,...,s;} une base de
H°(A x A,M). On peut, par projective normalité, choisir une base
{Q1,...,Qmn} du K-vectoriel H? (A x A, M®F) telle que tous les Q; sont
homogenes de degré L en les s;. De plus, on peut aussi voir les s; comme
des (1,1)-formes homogenes de K[X,Y] ou X = (Xo,...,Xpn), et Y =
(Yo, ...,Y,). Enfin on note Tz l'espace tangent a lorigine de la sous-variété
abélienne B = i(A) de A x A définie par y = [N]x.

But : fabriquer un polynoéme, F' = Y"1 | b;Q;, & coefficients entiers dans
Ok, , en les fonctions abéliennes de Ax A, tel que F est de “petite” hauteur,
et tel que F s’annule & un ordre supérieur & Ty + 1 sur i(V), le long de Tp.

En notant © l'application théta définie sur T'y(c) par la composition

€XP 4 (¢)

Ta(c) A(C) P,(C)
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associée a L, ceci correspond a trouver une solution de petite hauteur au
systeme d’inconnues les b;

(3.3) 9" F (@(u—i—;)Z,K@(N(u—i—z))‘z_o ~0,

pour tout | x [< T et u € Ty(c) tels que O(u) € V(K).
On reprend le lemme 5.1. de [10] en remplacant K par K,,. On obtient
alors directement :

LEMME 3.5. — Il existe une constante strictement positive c4 telle que
le rang du systéme (3.3) sur K,, est majoré par

rg = ¢4 (To6,(Q))~" (LN?)™ .

On peut maintenant construire la fonction que 'on veut. Etant donné un
polyndéme F & coeflicients dans K, on note h(F) la hauteur logarithmique
absolue du point projectif défini par 1 et les coefficients de F'.

LEMME 3.6. — Si Tp8,(Q) < 2L?, alors il existe une fonction F solution
du systéme (3.3), de hauteur majorée par

rg x (CoTplog(0,(Q)) + L)
L2
Démonstration. — 11 suffit de reprendre la preuve du lemme 5.4. de [10]
et d’appliquer le théoréme F en lieu et place du classique lemme de Siegel.
Comme K, = K(A[n]), on utilise le corollaire 2.4 pour majorer le discri-

minant apparaissant dans le théoreme F. C’est ce discriminant qui nous
donne le terme ¢5 (log[K, : K])*. O

h(F) < ¢s (log[K, : K])* +

3.5. Lemme de zéros

Avec les notations précédentes, on pose ¥ = {0(Q) | 0 € Gal(K/K,)}.
Pour chaque premier p, fixons une place v, de K,, au-dessus de p et notons
NRg, lensemble des telles places v, telles que vp|p est non-ramifiée dans
K,,. Pour r compris entre 1 et g, posons de plus

Ny

P {Id}U{av|v€NRKn, gN(v)gNr},

ou les N, sont des parametres qui seront spécifiés ultérieurement. Il faut
notamment les choisir de sorte que ﬁ > 2logdr > @log[Kn : K|
afin d’étre sur que les ensembles P, soient non vides (cf. les points 2 des

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



MINORATION DE HAUTEUR 1597

lemmes 2.1 et 2.3). En supposant ceci vérifié, le théoréme de Chebotarev
nous assure alors que

CGNT
d(P,) = .
card(P;.) Tog .

Notation. — Si « est un élément de P, pour un certain entier positif

7, associé au nombre premier p, on notera & 'opérateur avo @ L composé
d’une isogénie et d’'un morphisme de Gal(K,,/K). Par convention, si a est
I'identité, on prendra également l'identité pour a.

Pour tout entier r entre 1 et ¢, on note alors On convient que L9+ = 5.

On rappelle une variante (affaiblie) du lemme de zéros démontré dans
[10] (Théoréme 4.1).

THEOREME 3.7 (Lemme de zéros). — On utilise les notations précé-
demment introduites. Soient A/K une variété abélienne de dimension g,
plongée dans un espace projectif P,,, de facon projectivement normale et M
un entier strictement positif. On se donne une forme F € K,[Xo,..., X
homogene de degré L, non-identiquement nulle sur Ak, . On suppose que
F s’annule a un ordre supérieur a 1+ M le long de T'a,.en tous les points
de ¥V, Sous ces hypothéses : il existe un entier r € {1,...,g}, une sous-
K, -variété de Ak, , V, stricte et K, -irréductible, de dimension d > g —r,
telle que V3= contient un élément de Y+ " incomplétement définie dans
A avec multiplicité supérieure a %M le long de Pespace tangent a I’origine
Tay, par des formes de degré inférieur a 2LNy X -+ X N,_1, telle que :

M9~ degr, < U &(V)) <er(LNy X -+ x N,_q)974,
aEP,

Démonstration. — C’est le théoréme 4.1. (version galoisienne) et la sco-
lie 4.8. de [10] appliqués avec
1
K=K, Vie{l,...,g} T,=-M, L=L, V="Tyu, .
g n
Plus précisément, on reprend leur preuve,la seule différence étant la sui-
vante : 1a ou ils introduisent (p.27, paragraphe 4.2.) la suite d’idéaux
31 =(P), Jrp1=(043r; a€Pp),
nous introduisons la suite
J1=(P), Jpp1= (005, ®p(3,); Gy =apo®, ' €P,).
La preuve est alors la méme. O

Comme dans [10], nous aurons également besoin d’un résultat supplé-
mentaire, raffinant 'inégalité de Bézout :
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LEMME 3.8. — I existe une constante cg telle que la propriété suivante
est vrale : solent V une sous-K,-variété stricte de A, irréductible sur K,
et F' une forme de degré i sur A, définie sur K,,. On suppose que F' est
nulle avec multiplicité supérieure a m sur une sous-K,-variété V' de A,
et on suppose également que les intersections V - V' et V - Z(F) ont une
composante W, K, -irréductible en commun, de codimension 1 dans V.
Dans ce cas, on a I'inégalité

(degﬁxn V):u
—
Démonstration. — 1l s’agit du lemme 4.9. de [10] avec K = K,,. O

degﬁKn W < cg

3.6. Extrapolation

L’extrapolation suit pour partie ce qui est fait par David et Hindry dans
[10]. Ceci dit, il y a tout de méme une différence : comme la fonction
auxiliaire n’est plus construite a coefficients entiers mais & coefficients dans
Ok, , on va & la maniere des cas non-ramifié de [3] et [24], faire intervenir
les automorphismes de Frobenius ®,, de 'extension abélienne K,, /K. Ceci
étant noté, les choses fonctionnent bien ensuite a condition de se restreindre
au cas des premiers non-ramifiés dans K,,. C’est pour cela que I'on définit
les ensembles P, tels qu’on les définit. On énonce le lemme qui nous permet
d’extrapoler. Notons que l'on utilise ici le fait que 'extension K,,/K est
abélienne.

LEMME 3.9. — Soient z € Ok, , p un nombre premier non-ramifié dans
K, et v une valuation sur K étendant p. En notant ®, € Gal(K,/K)
Pautomorphisme de Frobenius associé a p, on a

| 2P — ®pz |, < p .
Démonstration. — C’est le lemme 3.1. de [3]. O

Remarque 3.10. — Notons que c’est cette restriction, le fait de se res-
treindre a ne travailler qu’avec les premiers non-ramifiés dans K,, qui
fait apparaitre les facteurs log §% plutot que log d,,(P). Pour corriger ceci,
on pourrait s’inspirer de article [3] (et [24]), mais, indépendamment des
autres complications, il y aurait cette fois-ci non plus ¢, mais 29 étapes
d’extrapolation a faire.

On reprend le paragraphe 6 de [10] et on remplace dans le théoréme 6.4,
le corps K(Q) par K,,(Q). Ceci se fait sans autre changement et on obtient
ainsi :
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ProproOSITION 3.11. — Pour tout ¢ compris entre 1 et g, on fait les
hypothéses suivantes sur les parameétres :

g
N2 <H N¢> he(Q) < es,
=1

et

Tilog Ng—; 2 2L et sii < g—1,
Tilog Ng—; > 2¢cy (Ti4110g(Ti41 + L) + L+ h(F)).

Dans ce cas, la fonction auxiliaire F' est nulle le long de Ty a un ordre
supérieur a T, en tout point de »,

Démonstration. — 11 s’agit de reprendre les calculs de la proposition 6.5.
de [10] (elle méme basée sur l'extrapolation de Laurent [16]) en passant
de K a K,. On conserve donc leurs notations. Il s’agit de la méme chose
que ce qui est fait dans les propositions 6.1 et 7.1 de [24] dans le cadre
des courbes elliptiques. On raisonne par récurrence, on suppose F' nulle a
un ordre supérieur & T; le long de Tz(c) en tous les points de y(gt+l—1)
et on va montrer la méme chose a au rang ¢ + 1. Plus exactement, étant
donné un point Ryy;—; de »+1=9) plutdt que de montrer que F s’annule
en un point &, (Rgy41—;) & un ordre supérieur a Tj41 avec o, € Py_;, on va
montrer, ce qui est équivalent, que ®,(F') s’annule au point o, (Rg41-;) au
méme ordre. Cette reformulation nous permettra d’appliquer le lemme 3.9.
Notons que le rang i« = 0, autrement dit I'initialisation de la récurrence, est
vrai par construction de F' par le lemme de Siegel.

Soit v la place de K, dans N R, correspondant a o, € Py—;. Elle est
d’uniformisante 7,. Soit R un point de (919 défini sur une extension
K] /K, et soit w une place de K/, au dessus de v. Notons R = (R, ..., Ry)
un systeéme de coordonnées projectives de R dans O,,, telles que || R ||,,= 1.
Soit 9" un opérateur différentiel d’ordre | s |< Ti41 le long de T(c). L’ap-
plication de ’hypothese de récurrence (annulation de F & un ordre supérieur
a T; le long de T'g(c) en tous les points de Z(9+1_i)), et Papplication du
petit théoreme de Fermat dans le cadre des variétés abéliennes conduisant
a l'inégalité (20) p.47 de [10] et le lemme 3.9 nous donnent
(34) [0, (0°F) (Fa,(R),F™ 0 Fo, (R))| < Imlf71",

w
oit F,, et FY) sont des formes homogenes de Ok [X] de degré respectifs
N(v) et 4™*1 représentant respectivement I’endomorphisme de Frobenius
sur A associé & v, et la multiplication par N = 2m+1,
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On veut maintenant sommer sur toutes les places w au-dessus de v.
Malheureusement, le choix du systeme de coordonnées projectives pour R
dépend de w. On est donc obligé d’alourdir les notations pour pallier ce
probléme. Soient S, Sy, Sa,, SN,a, des coordonnées projectives non nulles
de R, FIN)(R), F,,(R), FN) o F, (R) respectivement. On note de plus
Sw,Ns Sw,ay, Sw,N,a, des coordonnées de ces points de valeur absolue w-
adique maximale.

Soit maintenant 0" un opérateur différentiel de longueur minimale pour
lequel

o, (9°F) (Fau (R),F™M o F, (R))

est non nul. Si |k| est supérieur & T;11, on a gagné. Sinon on applique la
formule de Leibniz en utilisant que F' est bihomogene de bidegré (L, L).
On a donc

)
D, (0°F) (F?;R) X S(]]j‘: (R))>
o, (0°F) (Fa,(R),FN) (F,, (R)))

L QL
Sau SN,av

Or ceci est égal a

Fa, (R) F) (Fa, (R))) . (Sw,avsw,N,av)L

d 3“F( )
p ( ) Sw,av Sw,N,aU (Sav SN,aU)L

On récrit alors l'inégalité (3.4) en passant au log, en sommant sur toutes
les places w au-dessus de v et en notant d,, les degrés locaux :

(3.5) Y dylog (’@17 (0" F) (Fav(R) FOV) (Fav(R))> w)

Sav ’ SN,au
Sw aUS'w, ; Oy | W
< (T = i) S dulog(mh) + LY du log (ISSNNI|> |

wlv

wlv wlv
Or
K| : K,
S dy log((m ) = (K, « Ko log(|m ) = — oniFnl

wlv

log (N(v))
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De plus, on peut voir que

‘Swa SwNa w>
dy log | —2 e
wzh:i s ( |SozvSN,av|w
< K 1 Ky (he(aw(R)) + he(Now(R)))
<K, : Ko (N(U)EK(R)—F N2N(v)he(R)+ 614) .
C’est I'inégalité (21), p. 49 de [10]. On obtient ainsi, en notant G le membre
de gauche de I'inégalité (3.5) la majoration suivante :
(3.6) G < —cwTi[K!, : Kn)log Ny_i + LK : K,](N(v)
: <N2 + Dhe(R) + 034)
: Kn] 10gNg,i + CllL[Kyly, : Kn]
: K| log Ny,

n

—ClgTi [K/

n

< —cTi[K,
<

par choix des parametres et par ’hypothése. Précisément c’est pour obtenir
cette derniere inégalité que I'on applique ’hypothese (H), via 'inégalité
(3.2) supposée vérifiée dans les hypotheses de la proposition. Il reste &
majorer le terme — G. Par définition de la hauteur (absolue logarithmique)
projective, on a

g0 ((oerm (5 ) )

n o (cpp (@ F) (FT%(R) F(N)s(ii’;(m»

)

ceci ayant un sens grace & U'hypothese de non nullité de @, (0°F) (---). 11
ne reste maintenant plus qu’a majorer cette derniere hauteur. Il s’agit d’un
calcul classique (cf. par exemple [10], p. 50). On obtient

-1

G ®E)

G<e (n+1 log(Tys1 + L) + LN2N(v)hz(R) + h(F)) .

Finalement, en mettant ensemble les inégalités (3.6) et (3.7), on obtient
(38) Tl log Ngfi < C14 (E+1 10g(ﬂ+1 + L) + L —+ h(F)) .

Les hypothéses permettent alors de conclure. (|
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3.7. Choix complet des parameétres

Jusque la on a du imposer les inégalités suivantes sur les parametres :

Vi, N; > (log6%)?, N* ~ L, etsii<g—1,
To6,(Q) < L? < (T;loglog &%)
De plus, L étant linéaire en 6,(Q) (cf. le paragraphe 3.3), il en est de
méme pour les T; qui sont strictement décroissants, en fait vérifiant :

loglog 6
R
i Coplog o

o 2 . (log 63)?
On doit également avoir Ty > ... 2 Ty_1 > og log 57

log log 6%\ ? T loglog 6* \ 7
TyTy | m———=) =6n rll B
g =70 ( Colog 6% ) (@) 5 (Q) \ Colog o},

Enfin la derniere chose a vérifier est la suivante :

. Ainsi, on a :

Vie{l,...,g—1}, CoT¢T%5,(Q)9"% logss < ¢T;L*9~%) loglog 67

On veut (afin d’obtenir un résultat optimal vis & vis de la méthode) que
L soit le plus petit possible, ceci nous permet d’en déduire les valeurs
optimales pour les T; et pour L :

log L
1= €396, (Q)tog 3~ toglog 07) 1] v =27 = | E L

2log2
et, pour tout ¢ € {1,...,g}

Ty = [0 *6u(Q)(l0g 7)*~ (log log ) %4 , T; =

loglog o7 ‘
Ty | =—=—>2 .
’ <C0 log 6z> ]

Cologdr, iilp
loglog &% ’

Par ailleurs on pose

ViE{l,...,g}, N,L:(

pour un certain parametre p entre puin €t Pmax, avec

Pmax = (g + 2)(29~9!)gpmin

et pmin = 29 + 5. Avec ces choix de parametres on vérifie que 'inégalité
(3.2) est bien vérifiée :

~

he(Najo...oaq(Q)) < cs.
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3.8. Fin de l’extrapolation

On considere 'application

p: A S AxA o PyxP, o Py

Segre
z = (z,[N]z)

PRrROPOSITION 3.12. — Soient p compris entre ppmin €t pmax €t @ un
point de A(K) vérifiant I’hypothése (H) pour p. Il existe une K,-variété
V', K,-irréductible, stricte de A, de dimension d, telle que : il existe un
point Q1 € A(K), de la forme Q1 = @41 0 ... 0 ay4(Q), pour un certain
r € {1,...,g} et certains a; € Py, i € {r+1,...,9}, tel que V est de
dimension d > g —r, que Q1 € V(K), et si V n’est pas une sous-variété
torsion, on a

Cyloglog &7 <L2N1 X e X N,._1>gd

d V<
egLK” €15 Nr Tg

De plus V' est incomplétement définie par des formes de degré au plus
616LN2N1 X X N,-_l
avec multiplicité supérieure a %Tg.

Démonstration. — On applique le théoreme 3.7 a la fonction auxiliaire F
construite précédemment, tirée en arriere par . Comme F' est une forme
bi-homogene de bidegré (L, L) non-identiquement nulle sur Ag, x Ak, ,
elle n’est pas identiquement nulle sur Bk, par choix du parametre N (on
a pris N2 > L + 1). De plus la proposition 3.11 nous indique que F est
nulle le long de T’g(c)y a un ordre supérieur a T, en tous les points de »m,
La forme G = F o ¢, qui est une forme de degré L(N? + 1) vérifie donc les
hypotheses du lemme de zéros. Il suffit de vérifier I'inégalité annoncée pour
le degré de V. On suppose donc que V' n’est pas de torsion.

On note V une composante irréductible de V. Comme V' n’est pas une
sous-variété de torsion, le point 1 du lemme 2.10 nous dit alors qu’il n’existe
pas de triplet (v, 3,0) € P2xGal(K/K,) tel que a(V) = B(c(V)). Le choix
de N, > (logd%)? fait que la suite du calcul de la majoration du degré de
V marche comme dans [10], pp. 54-55, en remplacant K par K, :

M e

~ )% deg(o;
deg U ae(v) | = Z Z q(a)®deg(o;(V))

a€P,, o€Gal(K/Kn) aep, i=1 Card (Kero‘ n Gai(‘7))

)
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ou l'on a noté o;(V) les différents conjuguées de V. On poursuit alors
comme dans [10], p. 55. Notamment on a

| Gy GL < deg V(AL Ny x - x Nyo1)™° < G (67)72,

ol %1 et *9 sont des constantes explicites ne dépendant que de g. De plus
par choix du parametre N,., le cardinal de ’ensemble P, est supérieur a
ﬁ. Finalement tous calculs faits, on obtient

o loglog o,
Ny degp, 'V

~ c
deg U ao(M) | > & Togtoges

a€P,, c€Gal(K/Ky)

En remplacant dans 'inégalité fournie par le lemme de zéros, on obtient :

loglog 6* (L2Ny % --- X N, \? ¢

N, Ty
Ceci conclut. |
Remarque 3.13. — Notons que en remplagant dans la proposition les

parametres par leur valeur, on obtient,

Cézg+%+p(r1_1))(g—d) 5,(Q)9~(log (S:L)(Zg-i-p(rl—l))(g—d)

degp, V <cis N, (log log 67 ) 2g+p(r—1) (g—d)-1

COROLLAIRE 3.14. — Avec les notations de la proposition précédente
et si V n’est pas de torsion, on a l'inégalité

29+35 *)2
Cy7 2 (log 6% )29
Q < 0 n Q
on(Q) < Nl(loglogé;;)%—lé"( ):

en particulier, 0,(Q1) < 6,(Q).

Démonstration. — Par définition de I'indice d’obstruction, on a §,,(Q1) <
1
(deg,, V)= . Ainsi en appliquant la proposition précédente, on en
déduit

2g+35+p(rl—1) *\2g-+p(r!—1)
Ccore log 6x)=91°
6 (Q1) < c15—2 {log &)

1
1 (log IOg 6:;) 9—d 571(@)
N#~*(loglog 6y)29+r(r!=1)

a partir de la le calcul se fait exactement comme celui de la scolie 7.2. de
[10] 0
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3.9. Descente finale et preuve du théoréme principal 1.6

On va maintenant montrer le théoréme. Pour cela on choisit P un point
de A(K) et on suppose par I'absurde qu’il ne vérifie pas la conclusion du
théoréme 1.6 : on suppose donc que

~ c loglog o7 (g+1)tpme
hE(P) <
dn(P) \ Colog oy
et on suppose également que P n’est contenue dans aucune sous-K,,-variété
de torsion, B, stricte de Ak, telle que

)

.1
(degz,,, B) ™7 < 6u(P) (Colog )20 (020 00" Ro40),

Le point P vérifie 'hypothése (H) pour la valeur de p maximale, notée
Pmax- La descente que I'on va maintenant expliquer est tout a fait similaire
au paragraphe 7.3. de [10], & ceci prés que l'on travaille sur le corps K, et
surtout que ’on ne travaille qu’avec les indices d’obstructions.

On définit g ensembles de premiers correspondant aux isogénies de Frobe-
nius données par les ensembles Pi(j), pouri € {l,....,g} et j€{1,...,9}:

G N@ ,

Pij) ={Id}u {av | ; < N(v) < N,L-(]), v | p non-ramifié dans Kn} ,

ou les Ni(j ) sont définis par la formule :
iilp;
N(]) _ C() log 5; P
E log log 67 ’

avec p; = (29.9")?"7 pmin-

Nous utiliserons aussi des ensembles exceptionnels Sz-(j ) dont le cardinal
est au plus la moitié du cardinal de Pi(j ),

On introduit deux autres familles d’ensembles d’isogénies :

vie{l,...,g} Qi:{ﬁ“ Bi=ad o oaf), agﬂ')epfj)}.

En appliquant la proposition 3.12 & un point @, pour les ensembles Pi(j ), on
obtient un point Q1 = 3;(Q) avec 8; € Q;. On pose également Ry = {Id}
et

Vie{l,...,g}, Ri={Fi| Fi=pio---0p1, Bi € Qi}.

Notations. — De méme que pour les isogénies «, on associe aux isogé-
nies 0 et I les opérateurs (3 et I’ définis en remplacant les « par les a.

On montre maintenant que I'on peut, partant de P, extrapoler g fois.
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LEMME 3.15. — Soient i € {0,...,g — 1} un entier et F; un élément de
R;. Le point P; = F;(P) vérifie ’hypothése (H) avec p = p;11.

Démonstration. — Par construction des ensembles PZ-O ) et par choix des
Ni(j ), l'isogénie F; vérifie bien le point 2 de 'hypothese (H). Ainsi il suffit
de vérifier 'inégalité sur la hauteur de P; pour pouvoir conclure. Or on a

he(P) = a(Fy)he(P).

En posant ¢; = q(F;), on constate donc qu’il suffit de majorer convenable-
ment g;. Par définition des ensembles R;, on a

K2

7 g
¢: < [[max{a(8) | B € &} <] TT M

=1 1=1k=2
Co log 5* (9+1)1(29-9")? pmin
<log log 52)

On obtient donc, en appliquant le lemme 3.1 (plus précisément en appli-
quant U'inégalité (3.1) de sa preuve),

0 log log §* \ (9D Pmax—(9+1)1(29.9) prmin
he(P;) < ¢ oglogo,,
O ( Co log 5*
log log &\ (97 D!Pmax=(g+1)!(2g.9)° Prain
" g
< Coplog oy > q;
log log 8%\ 90! (Pmax—(9+1)(29.9)7 pmin)
<Co log 52)
On a choisi pmax = (9 + 2)(29.9!)? pmin, ce qui conclut. 0

On passe maintenant a la proposition cruciale, qui va nous permettre
d’effectuer la descente. Pour la commodité du lecteur, nous conservons la
numérotation de [10].

PROPOSITION 3.16. — II existe un entier k € {1,...,g}, une suite
Vo,..., Vi de sous-K,-variétés strictes de Ak, et une suite d’éléments
F,=0;0---001 € Ri,i€{l,...,k} (et Foy = 1d) vérifiant les propriétés
suivantes :

1. Les dimensions d; de V; sont croissantes.
2. La variété V; passe par P; = E(P).
3. La variété B{lVi contient V;_y sii € {1,...,k}.
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4. On a la majoration
C15
N
P —di
5n(Pi_l)C§9+%+pi+1(9!—1)(log5;;)29+pi+1(g171) g
’ (loglog 5;;)29—1+pi+1(9!—1) ’

A; = degﬁKn V: <

5. Sid; = di1 et si pour tout j <i< k—1,d; <dj;q, alors le nombre
A(Biy1) est premier avec | Gy, : GY, |.

6. I existel € {0,...,k — 1} tel que d; = dj41.

Cette proposition se prouve en deux étapes, tout comme dans 'article
de David et Hindry.

3.9.1. Proposition 3.16, premiere étape

DEFINITION 3.17. — Soient N un ensemble et S un sous-ensemble. On
dit que S est exceptionnel (pour N) si le cardinal de S est au plus la moitié
du cardinal de N

LEMME 3.18. — Soit | € {0,...,9 — 1}. Supposons donnée une suite
(Wi(l))ogigl de sous-K,-variétés strictes de Ak, et une suite d’éléments

F,=p0;0---001 € Ry, i € {1,...,1} (et Fy =1d) vérifiant les propriétés
sulvantes :
1. Les dimensions dz(»l) de Wi(l) sont croissantes en i a l fixé.

. La variété Wi(l) passe par P; = E(P)
W contient W, sii e {1,...,1}.

3 7

2

3. La variété (3
4. On a la majoration

C15

N

(3.9 AZ(-Z) i=deg,, w <

K3

_d®
671(371)039‘5‘%4‘!71‘#—1(9!—1)(log6;)2g+pi+1(g!—1) 9=
. (log log 52)29*1+Pi+1(g!*1)

Dans ces conditions, il existe un élément EZH(QZH) tel que :

5. Le nombre q(0;+1) est premier avec | G : G?/V”) | et il existe une
1

w®
suite de sous-K, - variétés stricte de A, (Wi(l+1))0<i<l+1 vérifiant
les propriétés précédentes 1, 2, 3, 4 avec | remplacé par | + 1 et

Fy11 = Bi41 0 F}. De plus cette suite vérifie la propriété :
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6. Pour tout i € {0,...,l}, on a Wi(l) C Wi(l+1)-

Démonstration. — On va appliquer la proposition 3.12 en partant :
1. Du point Fj(P);

2. Des ensembles P(IH e ,Pé”l) ou ’on choisit comme ensembles ex-
ceptionnels les

. !
‘Si( +1) _ {U c Pi( | pged <N(v), | GWZU) : G(;V,“’ |) # 1} :

Comme rappelé dans le lemme 2.1, le nombre de premiers divisant un entier
positif n est au plus polynomial en logn et le cardinal de la partie discrete
des stabilisateurs de Wl(l) est au plus polynomial en le degré de Wl(l) d’apres
le point 3 du lemme E. Ainsi en utilisant la propriété 4, on a

CardSY) < Cplog 7.

Comme tout les Ni(j ) sont de cardinal au moins Co(log 6%)?, on est bien
assuré que les Si(lH) sont exceptionnels. Par ailleurs, le lemme 3.15 nous
assure que P; vérifie ’hypotheése (H). On va donc pouvoir lui appliquer la
proposition 3.12 avec p = p;.

Cette proposition nous fournit un élément G411 € Q41 tel que la pro-
priété 5 soit satisfaite (par le choix méme des ensembles exceptionnels).

Par ailleurs, on obtient ainsi une sous-K,,-variété, Wl(;{ )| stricte de A K,

irréductible, de dimension dl(fll), passant par P11 = ﬂlH(Pl) Si WZ(H_1

était de torsion, alors la variété F +1Wl(+1 serait également de torsion. Or
cette derniere contient le point P, et est de degré au plus

E=)

1
codim (
(degﬁ;( Hlvvl(Hl)) dim WL < Q(Fl+1) (degLK Wl(lJrl)

LN2N1 X e X Ng,1
T, ’

1
) codim Wfrgl)

< q(Fiq1)

la derniere inégalité venant de ce que la variété Wl( 1 est donnée par le
lemme de zéro. En remplacant les parametres par leur valeur, on en déduit
une contradiction, car P n’est contenu par hypothese dans aucune sous-
K ,-variété de torsion stricte de degré au plus

1 B
(degckn B) odim B < 6n(P) (Co log6;)29+%+2(9+1)!(29.g!) (2g+5)'
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Finalement la variété Wl(-:{ ) nest pas de torsion, et on peut appliquer

la proposition 3.12 pour majorer plus finement son degré :

1+1

degEK Wz(+1)
(41 C( g+ 3 +prp1(ripr!=1) (g4 l(fll))( 6*)(2g+p(7‘l+1 1)) (g— d](:_tl)>

< c1sdn(P)? 4t 98 On

Ny, (loglog 53)2otP (i = D) =i )1

(1+1)

—d
(5n(.Pl)g d’(+1 <029+2 (1Og6*)2q>g I+1
X

Nl(“rl) loglog 67,)29—1

< c1s

La derniere inégalité s’obtient tout comme l'inégalité du corollaire 3.14
en suivant le calcul de la preuve de la scolie 7.2 de [10]. La variété ainsi
construite vérifie bien I'inégalité 3.9.

Comme dans [10] nous construisons maintenant la variété W(l+l) On va

WD o
A

utilisant I'information sur la multiplicité contenue dans le lemme de zéros :

pour cela couper Wél) par des formes définissant incompletement

l . .. .
on coupe WO( ) par le nombre minimal de formes Gy, ..., Gy, choisies parmi

les formes définissant incompletement, Wl(;{l) avec multiplicité supérieure

a Ty, données par la proposition 3.12, nulles sur WZ(H_ )| tirées en arricre

par FlJr1 de sorte que

W FL2(Gy) - F L 2(G)

a la méme dimension au point P que

) & I+1
W FLA ).

De plus la proposition 3.12 nous assure qu’il existe de telles formes, nulles
sur Wl( 1 avec multiplicité supérieure a %Tg, de degré au plus 2L2N1(l+1) X

x NV - Ainsi 1a variété WY

P11 0 peut étre définie par récurrence sur u.

Parmi les composantes isolées de W(l) ~l +12(G1), on en choisit une, que

I’on note Wll(lﬂ)

de

, contenant une composante isolée de dimension maximale

l I+1
W( : l+1VVl( )’

passant par le point P. On applique maintenant le lemme 3.8 et on obtient

degy, Wit <2 (degﬁKn Wo(l)) LANIHY o NOHY
9

Tl+1_

(141
Par récurrence sur u on obtient une sous-K,,-variété stricte de A, W, 1) _

W(Hl) irréductible sur K,,, contenant le point P et vérifiant

I+1 I+1
Wit ¢ FwitY,
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et de degré majoré par

u
degr,. W(l+1 C17d o, Wo(l) <L2N(l+1) o N(l+1)1) .

Tu Ti+1—

En utilisant le fait que p;11 < p1 et 141 < g, on remplace maintenant les
parametres par leur valeur pour obtenir :

2g9+3+p1(g!-1) 2g+p1(g!—1) b
9t 2 log §*)29+p1(g
deg - W( +1) < 176, ( ) 0 (Og n)
Kn (log log 0% )29+r1(g!=1)

En remplacant deg, . Wél) par sa majoration donnée par ’hypothese

de récurrence et en notant que v = dim Wo —di mW(lH)7 on obtient
l'inégalité

degLK” Wél+1) < clsén(P)codimA(WélJrl))

CRT 06 (g 512051010 ) O
' (log log §*)29+p1(g!=1)

Wél+1))

Notons que 'on a ici utilisé le corollaire 3.14 pour majorer d,,(F;) par d, (P).
Ceci acheve la construction au rang ¢ = 0. De plus, la propriété 6 est bien
vérifiée pour i = 0.

On se donne maintenant un entier m € {0,...,1 — 1} et on suppose les
variétés W(lH) construites pour ¢ € {0,...,m}. On veut construire les
(1+1)

variétés W, comme précédemment. De fait ceci marche effectivement
de la méme fagon et est détaillé dans [10], pp. 66-67. O

Le lemme 3.18 nous permet d’obtenir le résultat suivant :

LEMME 3.19. — Soit u un entier compris entre 0 et g — 1. S’il existe
un élément de F,, = B, 0---0 (1 € R, et une suite de sous-K, -variétés
Wl-(u) strictes de A, vérifiant les hypothéses du lemme 3.18, alors, il existe
un élément

Fg:ﬂgo"'oﬂu-‘rloFu 67zg
et des sous-K,-variétés strictes (Wi(j))ogigj,ugg stricte de A telles que :
pour tout | € {u,...,g}, la suite (Wi(l))ogigl vérifie les propriétés 1, 2, 3

et 4 du lemme 3.18 pour F; = o ---0 (31 et telles que de plus les deux
propriétés suivantes soient vérifiées :

5. Pour tout | € {u,...,g — 1}, le nombre q(f5;—1) est premier avec

| G :GY

wb w® |-
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6’. Pour tout i € {0,...,g} et pour tout l € {u,...,g— 1}, on a
WO ¢,
De plus, pour Fy = 1d, il existe une telle sous-variété WO(O).

Démonstration. — Soient Wéo) une sous-K,,-variété stricte de A passant
par Py = P, de dimension minimale et réalisant §, (P), i.e. telle que

6 (P) 8 — deg, W,

On note d(()o) sa dimension et on pose Fy = Id. La variété Wéo) vérifie les

propriétés 2 et 4 du lemme 3.18. De plus, pour [ = 0, les deux autres condi-
tions sont vides, donc vérifiées. On applique le lemme 3.18 et on obtient
des variétés Wo(l)7 Wl(l) ainsi qu'un élément F; € Rq. Par récurrence sur [
on obtient alors le lemme. De méme lorsque 'on part d’un entier positif «

quelconque, la méme récurrence permet de conclure. O

3.9.2. Proposition 3.16, seconde étape

Cette seconde étape, qui est purement combinatoire, se reprend mot
pour mot dans la seconde étape de la descente de [10], pp. 68-71. Pour ne
pas alourdir ce papier plus que de raison, nous 'omettons ici. Cette étape
permet de prouver la proposition 3.16.

3.10. Conclusion

Soit i le plus petit entier compris entre 0 et k tel que d; = d;+1 dans
la proposition 3.16. La propriété 3 de cette proposition nous assure que
V; est une composante isolée de 5;11%+1. De plus, la variété 5;11‘/1‘4-1 est
stable par translation par les points de Ker 3;11. Ainsi pour tout élément
& de ce noyau, la variété V; 4 £ est une composante isolée de Bi;ll Vit1. Par
la propriété 5 de la proposition 3.16, le nombre q(f5;+1) est premier avec
le cardinal de la partie discréte du stabilisateur de V;. Ainsi, en notant
s; la dimension de ce stabilisateur, on en déduit que le nombre de telles
composantes est

q(Big1)”"".

En comparant les degrés, on obtient 'inégalité

a(Bis1) degp, Vi<degg, (,3;,_11‘/;+1) .
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La variété V; passe par construction par le point P;, donc son degré sur K,
est minoré par

degp, Vi>0,(P)0" %,

La propriété 4 de la proposition 3.16 (majoration de A;) nous donne alors

A(Bis1)? % 0( )% < q(Big1)? "
. 5"(Pi)gidi (029+%+Pz‘+2(9!—1)(10g 5*)2g+/3i+2(9171))g_di )

N1(i+1) 0

En simplifiant par 6, (P;) et en remplacant Nl(i) par sa valeur, on obtient

3, _ g—d;
(C§g+§+pl+z(g! 1)(10g 52)29+pi+2(g!71)) (log log 6% )i+t
o log o)

> 1.

Ainsi, on en déduit une contradiction si

3
<2g + 5+ piva(g - 1)) (9 —di) < pis1-

Or, par construction on a

pi+1 = (29.9)piva.

Ainsi, si pmin = 29 + 5 on peut conclure. Le choix de ppi, nous permet
donc de finir la preuve. O

4. Preuve du théoréme 1.13

La preuve repose essentiellement sur trois points :

1. En relisant la preuve de Rémond, on peut dans le cas C.M. utiliser
une estimation du cardinal des points de torsion meilleure que celle
qu’il utilise : 1a ou il utilise une estimation de Masser, on peut dans
notre cas utiliser le corollaire 1.13 de [22].

2. Dans une variété abélienne A™, avec A simple, les sous-groupes algé-
briques sont de dimension un multiple de la dimension de A.

3. Notre résultat (Théoréme 1.6) sur le probleme de Lehmer permet de
gagner 1 dans I'estimation finale.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



MINORATION DE HAUTEUR 1613

4.1. Préliminaires

Notons tout d’abord que le probleme que l'on considere est stable par
isogénies. Dans la suite on se restreint donc au cas d’une variété abélienne
de type C.M. produit de variétés abéliennes géométriquement simples, A =
H;Zl Al les A; étant de dimension g; et deux & deux non isogeénes. Par
ailleurs, on fixe une courbe X qui est transverse dans A. Rémond obtient
également dans le cas C.M., en appliquant la théoreme A de David-Hindry,
le résultat inconditionnel suivant (c’est le corollaire 1.2, p. 529, de [25]) :

THEOREME G (Rémond). — L’ensemble X (K) N Al"l est fini dés que

T 2+i9i-
i=1

En relisant la preuve de Rémond, on constate en fait qu’il prouve un
résultat un peu plus fin. On donne pour cela une notation en suivant [22] :

Notation. — Soit A/K, une variété abélienne, on note
fﬂA):hﬁ{b>0|30@®:>OVK7Kbﬁnm,
(AU )1ors)| < C(A/K)[K 5 Ko},

PrROPOSITION H (Rémond). — L’ensemble X (K) N Al'l est fini dés que
r>14) (A
i=1

Dans sa preuve du théoreme G ci-dessus, il utilise la majoration due a

Masser [18]

Card(A;(K)iors) < D¢
avec € assez petit. En prenant le produit, on voit que y(A) < >1" g; + ¢
d’ol1, vue la proposition H, le choix de r dans le théoreme G. Précisément,
dans son article 'utilisation du résultat de Masser est faite dans le corol-
laire 5.1, page 540, de [25].

Il y a donc deux manieres de raffiner ce résultat. La premiére consiste a
remplacer le terme 1+ v(A;) par un terme plus petit. Le théoréme princi-
pal de notre article (le théoréme 1.6) nous permet précisément d’améliorer
ceci (en remplagant 1+ > v(A;) par > v(A;)). Clest objet de la proposi-
tion 4.1 ci-apres . La seconde amélioration possible consiste a obtenir une
majoration plus précise que celle de Masser pour 'exposant y(A) dans le
cas d’'une variété abélienne simple de type C.M. C’est ensuite la conjonc-
tion de ces deux améliorations ainsi qu’une remarque qui nous permettra
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de prouver le théoreme 1.13. Nous expliquons ceci dans le paragraphe 4.3.
Passons maintenant a I’énoncé et la preuve de la premiere amélioration.

4.2. La premieéere amélioration

On commence par donner ’énoncé, et on consacre le reste du paragraphe
a sa preuve. Pour simplifier la vérification au lecteur, on s’efforce de conser-
ver les notations de [25]. Ainsi on notera dans ce qui suit, 7’ ce que ’on no-
tait r précédemment. Par ailleurs on note Ky le corps de base, K = Ky(P)
une extension de degré D = [K : K] de Ky (cf. [25], pp. 538-539).

PROPOSITION 4.1. — Soient A/K, une variété abélienne de type C.M.
et X une courbe transverse dans A. L’ensemble X (Ko) N Al"'] est fini dés

que
m

On introduit également la notation K, = Ky(A[n]) ou n est le plus
grand ordre des points de torsion de A(K), et on pose D,, = [K,(P) : K,].
Notons T, un point d’ordre n de A(K). On a le diagramme suivant :

Ko
Rappelons un lemme classique dont nous avons besoin.

LEMME 4.2. — Solent n un entier positif et A/Ky une variété abélienne

de dimension g. On a
2

dy, = [Ko(A[n]) : Ko] < n'".
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Démonstration. — Soit n > 1 un entier. La représentation naturelle
p : Gal(Ky/Ky) — Aut (A[n])
nous donne une injection de Gal(Ko(A[n])/Ko) dans GLyg(Z/nZ). Ceci

conclut. g
COROLLAIRE 4.3. — Il existe deux constantes ¢ et co strictement po-
sitives ne dépendant que de A/ Ky, telles que 'on a I'inégalité
d, <c1D.
Démonstration. — En utilisant 'inégalité du lemme 4.2, on majore d,

par une puissance de n. Par ailleurs, on sait (en utilisant par exemple les
résultats transcendants de Masser [18], ou algébrique de Silverberg [32]
dans notre cas) que l'on peut majorer n par une puissance du degré de

[Ko(Ty) : Ko] < D. Ceci permet de conclure. O
Preuve de la proposition 4.1. — Ceci se fait selon les deux étapes sui-
vantes :

Etape 1 : On montre que si 7' > 7" y(A;) alors on peut majorer D
en fonction de D,,.

Etape 2 : En reprenant le paragraphe 7, pp. 545-547, de [25] en tra-
vaillant sur K, plutoét que sur K¢, on montre que D,, est borné deés que
r’ > 2.

Ainsi la conjonction des deux étapes entraine que D est borné pour
> 3" v(A;) > 1. De plus le lemme 3.3, p. 535, de [25] nous dit que
ensemble X (K) N A"l (et méme Pensemble X (K) N A1) est de hauteur
bornée. Le théoreme de Northcott nous permet alors de conclure concernant
la finitude de X (F)HAM. Ceci conclut donc la preuve de la proposition 4.1
modulo les étapes 1 et 2 précédentes. Notons & titre de remarque que nous
n’avons pas besoin ici d’appliquer le lemme 7.1 de [25] utilisant le théoréme
de Raynaud (ex-conjecture de Manin-Mumford).

II nous reste, pour compléter la preuve de la proposition 4.1, a prouver les
deux étapes précédentes. C’est ce qu’on fait dans les deux sous-paragraphes
suivants. Dans ces deux étapes, on appliquera notre théoreme 1.6 en direc-
tion du probleme de Lehmer relatif, en conjonction avec le corollaire 4.3
afin de majorer d,, D,, par une puissance de D.

4.2.1. Rappels de notations de [25]

On travaille sur une variété abélienne de type C.M., A =[]/~ A définie
sur un corps de nombres K. On note X la courbe transverse incluse dans A.
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Comme dans [25], Paragraphe 5, p. 538, on note
P=(Pi1,....,P1ps-- s Pty s Pinyy oo s Poumy)

le point de degré D = [K(P) : K] sur Ky avec lequel on travaille (dans
[25] il s’agit du point P’ = f(P) ou f est une isogénie fixe entre la variété
abélienne ambiante et le produit [] A7 : dans notre situation on a f =
Id). Pour tout ¢ € {1,...,m}, nous introduisons de plus deux End(A4;)-
modules :

1. N; est le sous-End(A4;)-module de Hom(A, A;) des morphismes nuls
en P.

2. T; est le sous-End(A4;)-module de A;(K) engendré par les points P, 1,
ooy P,

Pour tout i, 'espace vectoriel réel I'; ® R est naturellement muni d’une
structure euclidienne en utilisant la hauteur de Néron-Tate. On note (sui-
vant [25], p. 539)

v, = Vol (Fl & R/ (Fi/(ri)tors))
le volume pour cette norme.

Avec les notations de [25], on prend r = 2. Pour tout ¢ € {1,...,m}, on
note s; le rang du End(A4;)-module T';, et on introduit les deux nombres

m m
t= Z(nl —8), et g= Zgl(nl —8;).
i=1 i=1
L’entier positif ¢ est introduit dans [25], Proposition 6.1, p. 543, et la ligne
la précédant. L’entier positif ¢ est quant a lui introduit a la deuxieme ligne
de la preuve de la proposition 6.1 de [25].

Enfin les morphismes v; intervenant dans la suite sont des éléments de

N, apparaissant dans la preuve de la proposition 6.1 de [25].

4.2.2. Preuve de I'étape 1

En utilisant les notations et la preuve de la proposition 6.1, pp. 543-544
de [25], on a

1
q

t
(4.1) D < [ ] llyl>revs

Jj=1

(Notons que cette inégalité a été introduite pour la premiere fois dans ce
contexte, dans le cadre de G, dans l'article [7]).
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Détaillons un peu l'obtention de cette inégalité (4.1) : dans [25], p. 544,
Rémond montre d’abord que P est un point isolé de X NV (ot V est une
variété auxiliaire définie sur Ky, introduite p. 544 ligne 1). Ceci implique
que

D <degXNV.

Par le théoreme de Bézout, et X étant fixe, on obtient donc
D < deg X degV < degV.

Il reste a majorer le degré de V' : c’est ce qui est fait dans la seconde partie
de la page 544 de [25]. Précisément Rémond obtient

r—1
q

t
deg V< | [T vl

j=1

Or nous avons déja rappelé que dans notre situation nous prenons r = 2
(attention & ne pas confondre 7 et r’ dans les notations de [25]). Ceci conclut
donc la preuve de l'inégalité (4.1).

Comme expliqué au début de la preuve de la proposition 6.1 de [25],
la famille de morphismes notée ¢; ; dans la proposition 5.3 de [25] n’est
autre que la famille v; pour 1 < ¢ < t. On peut donc maintenant relire la
proposition 5.3 de [25] et on obtient :

m

42) T leslPeYs < T vol (Vi @ R/N:) < T (1 Ai (K sors | v;77) -

j=1 =1 i=1

Explicitons ceci : le terme de gauche de I'inégalité est exactement le terme
de gauche de l'inégalité de la proposition 5.3 de [25]. En effet, les ¢; ; sont
des morphismes non nuls a valeurs dans les variétés abéliennes simples
A; de dimension g;. Donc g; = rgy; ; ce qui donne bien le membre de
gauche de I'inégalité. Le membre de droite de (4.2) s’obtient en suivant la
preuve de la proposition 5.3 de [25] : plus précisément, dans [25], le volume
vol (N; ® R/N;) apparait avec un exposant 2g;/d;. Mais nous sommes dans
le cas particulier de variétés abéliennes de type C.M., donc 2¢;/d; = 1. La
derniére inégalité correspond a la fin de la preuve de la proposition 5.3 de
[25] : on applique ses formules (1) et (2,) p. 539 et on utilise que le point
P est de hauteur bornée.
En utilisant la définition de (A4;) on a

| Ai (K )gors | DYADTE
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ceci étant valable pour tout €, le signe < dépendant de € (nous choisirons
a la fin e suffisamment petit). Avec I'inégalité (4.2), ceci nous donne

43) D< ﬁ (| Ai(K ) tons | Uil)] a - (DZ?lv(Ai)+sﬁvi1>

i=1 i=1

1
q

Conclusion de la preuve de I’étape 1 : application de notre théoréme 1.6.
En appliquant notre théoreme 1.6, on peut maintenant relire la proposi-
tion 5.2, page 541, de [25] : grace au théoréme 1.6 on améliore I'estimation
faisant intervenir la minoration de la hauteur des points @; ;. On obtient
ainsi (rappelons & nouveau que dans notre cas de type C.M., g;/d; = 1/2) :

_1
2

(4.4) [[vZ = esDu
=1

Nl=

D5,

Détaillons 'obtention de cette inégalité : on suit la preuve de la proposi-
tion 5.3 de [25]. Comme il I'explique, son appendice fournit une famille Q; ;

telle que
m  S; N o moog; m
H H hQi)> < Hvidi = Hvi :
i=1 i=1

i=1j=1

Nl

Ensuite, 1a ou il applique la conjecture de Lehmer relatif, nous appliquons
notre théoreme 1.6, obtenant ainsi

m s
H H Qi )% > D,? (log d,, D,,) "9,
i=1j=1
Il ne reste plus qu’a estimer le terme logarithmique, ce qui se fait précisé-
ment en appliquant notre corollaire 4.3.
En regroupant les inégalités (4.2) et (4.4), on obtient finalement que D
est majoré polynomialement en fonction de D,, si et seulement si

m
g>Y v(A)
i=1
Or par construction de ¢, on sait que ¢ > 7/, donc en prenant 7’ >

> 7(A;) on a bien la conclusion voulue. Ceci achéve la preuve de I'étape
1 intervenant dans la démonstration de la proposition 4.1. O

4.2.3. Preuve de I'étape 2

On reprend ce qui est fait au paragraphe 7 de Particle [25] de Rémond, en
remplacant Kios et Diors par K, et D,,. Tout marche pareil : les points de
torsion intervenant sont des points de A(K )iors, donc en particulier définis
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sur K,. Ceci entraine que D,, est borné dés que r’ > 2 et conclut donc la
preuve de notre proposition 4.1.

4.3. Conclusion

Nous expliquons maintenant comment conclure la preuve du théo-
reme 1.13. Comme indiqué auparavant, nous avons besoin pour conclure
d’un raffinement des bornes sur la torsion dans les variétés abéliennes de
type C.M. Dans cette direction, nous obtenons dans le corollaire 1.13 de
[22] le résultat suivant :

THEOREME 4.4 ([22]). — Soit A/K, une variété abélienne de dimen-
sion g, simple et de type C.M. On a
29
A ———
7(4) 2+logy g

ol log, dénote le logarithme en base 2.

Si A est (isogéne &) une puissance d’une courbe elliptique C.M., alors le
théoréme précédent et la proposition 4.1 permettent de conclure. On sup-
pose désormais que A est (isogéne &) une puissance d’une variété abélienne
simple de type C.M. A; de dimension g; supérieure a 2.

On constate que dés que g1 est strictement supérieur a 1, le théoreme 4.4
entraine en particulier v(A;) < g1 ce qui est meilleur que la borne de
Masser. Néanmoins en appliquant la proposition 4.1, ceci ne permet a priori
que d’obtenir la finitude de ’ensemble

A9l 0 X (Ky).
On utilise donc pour conclure le lemme trivial suivant :

LEMME 4.5. — Soit G un sous-schéma en groupes de A =[]/~ A, les
A; étant de dimensions respectives g;. Si G est strictement inclus dans A,
alors sa codimension vérifie

codim(G) > min
1<is<m

Démonstration. — Soit G° la composante connexe de l'identité de G.
C’est une sous-variété abélienne de A. Elle est donc isogéne a un produit
de AJ". Comme G est strictement inclus dans A4, il existe i € {1,...,m} tel
que s; < n; — 1. Ceci conclut. O
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COROLLAIRE 4.6. — Soit A = [[I, A", les A; étant de dimensions
respectives g;. On suppose que A est de dimension supérieure a 2. On note
Alrl = Ucodim(c)2r G(K), et on note gmin = minigi<m gi- On a

A[z] — A[max{gmhnz}].

Démonstration. — C’est évident par le lemme précédent. O

On termine maintenant la preuve du théoreme 1.13 : soit A;/Ky une
variété abélienne de type C.M. de dimension g; > 2. Soit n > 1 un entier
et soit X une courbe transverse dans A = A7. On sait par ce qui précede
que A9 N X(K)) est fini. Le corollaire 4.6 permet donc de conclure :
’ensemble APl N X (K) est fini. O

Remarque 4.7. — Notons que dans le théoreme 1.13, le cas le plus dif-
ficile est le cas ou A; est de dimension 2. En effet, si A; est de dimension
supérieure a 3, notre théoreme 4.4 permet de conclure sans avoir a utiliser
le raffinement sur le probleme de Lehmer. Par contre en dimension 2, on
peut voir que v(A;) = % (cf. la proposition 1.18 de [22]) et dans ce cas,
I'utilisation de notre théoreme 1.6 est indispensable.

5. Preuve du théoréme 1.10
5.1. Une petite réduction géométrique

LEMME 5.1. — Soient X/K est une variété projective de dimension g
et Lq,...,L4 des fibrés en droites amples. On a I'inégalité

(L£9) -+ (L) < (La---Ly)"

Démonstration. — 1l s’agit d’une généralisation en dimension g d’un ré-
sultat bien connu pour les surfaces, découlant du théoreme de 'indice de
Hodge. Cette généralisation est elle méme bien connue des spécialistes (cf.
par exemple I’exercice 6, p. 50 de [12]). Ceci se prouve par récurrence sur g
en se ramenant en dimension inférieure (jusqu’a la dimension 2) grace au
théoréme de Bertini. a

On note N la forme quadratique définie positive sur End(A4) @ R déduite
de l'involution de Rosati (correspondant au fibré ample £). On note || - || =
/N (-) la norme qui s’en déduit.

COROLLAIRE 5.2. — Soit « une isogénie de A/K. On note n son degré,
et [n] I'isogénie correspondante. On a

][] < (£9)°F [l
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Démonstration. — Rappelons que par définition (cf. [19], p. 192 avec un
facteur de renormalisation 2¢), on a

1
N(a) = L-L9TY), et n:dega:E(a*E)g.

e
On applique le lemme 5.1 précédent avec L1 = o*L et L; = L pour i > 2.
On en déduit

1, 1 * 1 —1
n < E(a L£)9(L£9)9~ £g (a*L- L9717 = (L£9)97 N ().
Le degré de I'isogénie [n] se calcule explicitement : c’est le poids q([n]) = n?
de cette isogénie admissible. Ceci permet de conclure. |

5.2. Preuve du théoréme 1.10

Soit A/K une variété abélienne simple de type C.M. de dimension g.
On note que pour tout entier n > 1 et pour tout entier positif r, on a
K(A™[r]) = K(A[r]). On donne tout d’abord un résultat de comparaison
de degré dont nous aurons besoin dans la suite.

LEMME 5.3. — Il existe une constante strictement positive ¢y, ne dé-
pendant que de A/ K et n, telle pour tout entiers positifs m et r, en notant
K,, = K(A[m)]), Ky, = K(A[mr]) et T un point de torsion de A™ d’ordre
exactement r, on a

deg(Km(T)/K) < deg(Kpr/K) < c1 deg(Kpn(T)/K)'59".

Démonstration. — 11 suffit bien sir de montrer I'inégalité de droite. On
note g la dimension de A et on distingue pour cela deux cas. Si r > m,
alors

deg(Km(T)/K) > deg(K(T)/K) > ¢1r? d’aprés le (1.1) de Silverberg [32]
> (rm)% > deg(KmT/K)ﬁ d’apres le lemme 4.2.

Par ailleurs, dans 'autre cas, si m > r, on a

deg(K(T)/K) > deg(K,/K) > cam? > e (mr)i = ¢ deg(Km,./K)ﬁ

par le méme argument. Ceci conclut. |

On passe maintenant a la preuve du théoreme 1.10. Pour cela on raisonne
par récurrence sur la dimension n. Si n = 1, il s’agit du théoréme 1.6. On
suppose donc le résultat vrai au rang n — 1 > 1 et on veut le montrer au
rang n. On suppose par 'absurde que le résultat est faux en dimension n.
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Ainsi, il existe un point P = (x1,...,2,) € A"(K) et une sous-variété V
de A™ définie sur K,, = K(A[m]) tels que

mc

loglog[Kom : K]Dine ) (n)

(51) /ﬁﬁn(P) < Co(n)_lD'il ( log[Km . K]Dinc

Comme le point P est un point K-rationnel de V, on a nécessairement
32k, (P) < Diyc. Ainsi I'inégalité 5.1 précédente nous donne :

loglog[K,, : K]or K., (P)Y(n)
log[Ky, : Koz K, (P) .

On voit ainsi que 'on est bien dans la seconde partie de 'alternative du
théoréme 1.6. Ainsi, il existe une sous-variété de torsion stricte B/K,, de
A™ dont le degré est majoré par

(5.3)  deg, BetwB < ¢(A/K,L,1)Dine (10g[Kp, : K]Dine) 2" 25

(5.2) /ﬁgn(P) < Co(n)_lég’Km(P)_l (

On écrit
B = U (H +o(T)),
c€Gal(K (T)/Km)
ou H est la composante connexe de l'origine de B et T est un point de
torsion de A™ d’ordre un certain entier positif r.
On note
A ={p eHom(A", A) | H C Kery}.

Rappelons que 'on note N la forme quadratique définie positive sur
End(A)®R déduite de 'involution de Rosati (correspondant au fibré ample
L), et ||-|| =+/N(-) la norme qui s’en déduit. En utilisant I'isomorphisme
Hom(A™, A) ~ End(A4)", on munit Hom(A™, A) ® R de la norme

(f1s---y fn) — max || fill-

1<ign

On note encore || - || cette norme. On note également Vol(A) le volume, pour
la norme précédente, de (A ® R)/A. Par le théoréme 2 de [5] on sait qu'il
existe un élément ¢ non nul de A tel que

lell < cs(dege H)™.

En utilisant le corollaire 5.2, on voit que quitte & modifier ¢4, on peut en
fait supposer que ¢ = (myq,...,my) ol les m; sont les isogénies admissibles
“multiplication par m;”. (Il suffit de remplacer chacune des composante ¢;
de ¢ par m; = @; o p; ol ¢; est lisogénie duale de ;). Enfin, quitte a
renuméroter, on peut supposer que

el = .
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On pose maintenant H' la composante connexe de l'origine de Ker ¢. Par
construction H' contient H (car H est une variété abélienne contenue dans
ker ¢). De plus A étant simple, la variété abélienne H' est paramétrée par

n—1
O AV S AT (w1, ) Gnn(m), ey My (Tp—1), — Zmi(xi))
=1

Quitte & remplacer T par o(T'), on peut supposer que P € H + T. On se
donne maintenant y € @Y (P —T) et V' = d~1(V - T).
LEMME 5.4. — Avec les notations précédentes, les propriétés suivantes
sont vérifiées :
1. V! C An L
2. V' est incomplétement définie sur K,,, dans A"~ ! par des équations
de degré inférieur a 2"||p||> Dinc.-

3. ye (VH~
4. he, (P) = [elPhe, ().
Démonstration. — Les points 1 et 3 sont faciles. Pour le point 2, les

composantes de ® étant admissibles, on voit (cf. [14], Lemme 6 (iil)) que
V' est incomplétement définie par des équations de degré majoré par

n—1 2

2
max § m,,,

Dinc < 2nmiDinc = 2nH90H2Dinc-

La minoration de hauteur découle des inégalités suivantes :

o~

he,(P)=he, (P—T)=he, (B(y) = ZEL(‘I%—(Z/))

> 3 he(@(0) = 3 helma(u)

>mihe, , (y) = llelPhe,_, (y).
Ceci conclut. O

Ce lemme nous permet de terminer la preuve par récurrence : par hy-
pothese de récurrence, il existe une constante c(A/K, L, n — 1) strictement
positive telle que

loll=2he, (P) = he, (y)

(n—1)
e(A/K, L0 —1)"" (loglog (K, : Kln|¢|*Dinc) \ ™"
2n”(p”Ql)imc log([Kmr : K]anO”QDlnC)

=
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En utilisant la majoration de ||¢|| en fonction de deg, H, en utilisant le
lemme 5.3 et en utilisant également l'identité

deg, B = [K(T) : K,,)deg, H,

on obtient :
_ 1)1
(P) > c(A/K,L,n—1)""cs
N Dinc
On utilise maintenant I'inégalité (5.3) et le fait que x(n) — k(n — 1) > 0
pour conclure.

(log ([Km : K]ndeg, BDine)) """~V

Annexe A. Appendice

On montre ici que la premiere partie de la conjecture de Lehmer abé-
lienne 1.1 (minoration des points engendrant la variété abélienne en terme
de I'indice d’obstruction), formulée dans [10] entraine la seconde partie de
cette conjecture (minoration des points non de torsion en fonction du degré
du point et de la dimension du plus petit sous-groupe algébrique conte-
nant le point). De méme pour le résultat non-conjectural, ce qui permet
d’améliorer le précédent meilleur résultat connu, dit & Masser [17], pour la
minoration des points d’ordre infini sur les variétés abéliennes de type C.M.
Par ailleurs on montre que la conjecture de Lehmer abélienne entraine la
conjecture de Lehmer abélienne multihomogene a priori plus forte, telles
qu’elles sont énoncées dans [10]. On montre également que toute avancée
en direction de la conjecture de Lehmer entraine une avancée similaire en
direction de la conjecture multihomogene. En utilisant le résultat princi-
pal de [10] on en déduit, en direction de la conjecture multihomogene, une
minoration optimale aux puissances de log pres dans le cas des variétés
abéliennes de type C.M.

A.1. Sur la conjecture de Lehmer sur les variétés abéliennes

En utilisant le théoréme de David et Hindry [10], on obtient un résul-
tat, optimal aux puissances de log preés en direction de l'inégalité (1.2) du
probléme de Lehmer abélien (Conjecture 1.1).

THEOREME A.1. — Si A/K est de type C.M., alors il existe une cons-
tante strictement positive ¢(A/K, L) telle que pour tout point P € A(K)
d’ordre infini, on a

(P > (ALK L)

he(P) > o (log 2D)_”(g°) ,
90
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ou D = [K(P): K], ot gy est la dimension du plus petit sous-groupe algé-
brique de A contenant P et ot r(go) = (2g0(go + 1)1)%° 2.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire 2 de
[23] appliqué & la variété V = {P} image schématique de P dans A sur
K. On peut faire une preuve directe (ce qui permet d’utiliser le résultat
principal de [10] sans avoir a faire intervenir en plus leur remarque utilisant
Vindice d’obstruction®) : on commence par le cas ot A = [}, A7, les
A; étant des variétés abéliennes simples deux a deux non-isogenes et ou £
est le fibré en droites ample et symétrique associé au plongement

n n
A=T]ay < Tes =" .

i=1 i=1
les A; étant plongées dans P,,, par des fibrés en droites £; tres amples et
symétriques. On note G le plus petit sous-groupe algébrique contenant V.
On note G° la composante connexe de Iidentité de G. C’est une sous-variété
abélienne de A et elle est donc isogene a B = H?=1 Afi ou 0 <s; <7y
On note alors 7 : A — B une projection naturelle obtenue par oubli de
certaines coordonnées, de sorte que m g est une isogénie. Montrons que
l’on est dans les conditions d’application du théoréme principal de [10] en
prenant comme variété abélienne B et comme point 7(P).

Si w(P) est d’ordre fini modulo une sous-variété abélienne stricte de B,
en notant H le plus petit sous-groupe algébrique contenant 7(P), on a
dim H < dim B. Ainsi G; = G N7 }(H) est un sous-groupe algébrique
strict de G (car 7| est une isogénie), contenant V. Ceci est absurde.

Si 7(P) est d’ordre fini, comme 7 est une isogénie, le point P est aussi
d’ordre fini. Ceci est absurde.

Finalement, 7(P) est un point d’ordre infini modulo toute sous-variété
abélienne de B. On peut donc appliquer le théoréme principal de [10]. Par
ailleurs, la hauteur et le degré sont définis relativement aux plongements

n n n n
) ~ Seg ) .S
A=T4r =[Py = Py et B=][45 < [Py = Pu,.

i=1 i=1 i=1 i=1
De plus 'application 7 : H?zl Py — H?Zl P7i est la projection linéaire
définie par oubli de coordonnées. Dans ce cas, et pour ces plongements
(en notant hy, la hauteur de Néron-Tate de B et hy celle de A dans ces
plongements), on a

vy (1(P)) < hy(P) et degm(P) < deg P.

2 remarque maintenant justifiée par le présent article.
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Ceci nous donne

hn(P) = hy, (m(P)), dou par le théoreme de [10],

7(3 Np) (10g2deg7r(P))7”(g°)
" (degm(P))
o(B, NBI) (log2deg P)~ r(go)
(deg P)oo
/
> AAN) Nz (log 2 deg P)f'{(g(’),
(deg P

ol on a pris pour ¢'(A4, N) le minimum des ¢(B, Ng) quand s; varie dans
[[0, ’I‘iﬂ .

Dans le cas général, la variété abélienne A est donnée avec une isogénie
p vers la variété abélienne B = ]!, A7". Soit P d’ordre infini de la variété
abélienne de A. Le point Q = p(P) est un point d’ordre infini de la variété
abélienne de B. Il résulte facilement de la preuve de la proposition 14 de
[20] qu’il existe ¢/(A4, L) tel que

he(P) = (A, L)har(Q).

Ainsi en appliquant le résultat précédent, on en déduit presque 'inégalité
voulue : il faut encore remplacer le degré deg @ par deg P. Or deg @ <
deg P. Ceci permet de conclure. 0

Remarque A.2. — Ce résultat améliore le meilleur résultat précédem-
ment connu, di & Masser qui obtient dans [17], pour tout point P d’ordre
infini de A(K) :

- (A/K, L)
> =
helP) 2 5 log 2D

En faisant la méme preuve et en appliquant la partie (1.1) de la conjec-
ture 1.1 au lieu du théoréme de [10], on obtient le

COROLLAIRE A.3. — La partie (1.1) de la conjecture 1.1 entraine sa
partie (1.2).

Remarque A.4. — Si au lieu du théoréme de David-Hindry, on applique

la conjecture 1.4 sur le probleme de Lehmer relatif, on peut partout rem-
placer le symbole D par Dy, dans ce qui précede.
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A.2. Sur la conjecture de Lehmer multihomogéne sur les
variétés abéliennes

Soit A/K une variété abélienne de dimension g. Quitte & augmenter un
peu K (cf. par exemple [23], Lemme 1), on peut supposer (et on suppose)
que tous les endomorphismes de A sont définis sur K. On note h r la hauteur
de Néron-Tate sur A(K) associée & un diviseur ample et symétrique L. Pour
tout entier positif n on pose £, = L¥" fibré en droites symétrique ample
sur A™ et on note /ﬁgn la hauteur de Néron-Tate associée. On commence
par un lemme.

LEMME A.5. — Soit (Py,..., P,) un point de A"(K). On a

ﬁﬁn(Pla"'aPn) = Z/};C(‘P’L)

Démonstration. — C’est une conséquence formelle des propriétés de fonc-
torialité des hauteurs de Weil et de la définition de la hauteur de Néron-
Tate. O

En utilisant ce lemme, on démontre le résultat suivant :

THEOREME A.6. — Si A/K est de type C.M., alors, pour tout entier
n € N il existe une constante c(A/K,L,n) > 0 telle que pour tout point
(Pi,...,P,) € A"(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne
stricte de A", on a :

c(A/K,L,n)

g

(log 2D) ")

[[7ep) = ;
=1
ot D =[K(Py,...,P,): KJ.

Démonstration. — Soient aq,...,a, des entiers strictement positifs et
Q1,...,Q, des points de A(K) tels que pour tout i, P; = a;Q;. On a

he, (@1, Qu) =D he(Q) =Y a; *he(Py),
et .

K(Q1,...,Qu) : K]7 < (afg X e X anD) "
Le théoreme de David-Hindry nous donne alors

n n —r(g)
e c(A/K, L,n) ( ( _ ))

a’i h (Pz) 2 2 1 lOg ( az)D .
B (o (U
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On pose maintenant, pour tout 1 < i < n,
13h(P,

7) et a; = [\/x;
Amin; h(P;)’ tai =Vl

P =

3 et x; >a? > % Ainsi,

Pour tout ¢, on a z; > 1?

n

~ 3 ~
Za;Qh[;(Pi)g X nmin hz(P;)
P ' 13 J
et
2
a; < | ———=—— he (P
Z]‘;‘E <4m1n]h£ > H
Donc,

minfig (Py) > cio(A/K, L£,n) Y a; *he(P)
J i=1

- c11(A/K, L,n) ( 2DHa>_K(g)
/<H?1a )Dg/n/ 1

—r(g)
> 4011(A/K L, n)mmj hl; o g2DHaz .
BT he(R)FDF

Par ailleurs, on a la majoratlon

n 1 n N
logHai < nlog (E)) + 2loth£(PZ)
i=1 ]

2min; he(P; et

Or on peut toujours supposer que les EL(PI-) sont inférieurs a 1, donc,

- 13
logHaZ— < nlog <A> .
=1 b (P)

Ainsi,

On en déduit que

n —k(g)
H hr og = .
-1 min; he (P)

Le point (Pi,...,P,) étant d’ordre infini modulo toute sous-variété abé-
lienne, les points P; sont en particulier d’ordre infini sur A. Le résultat

:\H

I

~~

=

S
/N
3=
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inconditionnel de Masser sur la minoration de la hauteur des points sur les
variétés abéliennes (Théoreme de [18]) nous donne donc :
D=
log ———— < 2(4/K, L,n)log2D.
minj hﬁ(Pj)

Ainsi, on en déduit

HEL(PZ) > CB(A/[{lv‘Ean) (logQD)—nn(g)
. D3

g

ce qui conclut. O

Remarque A.7. — Si au lieu de faire appel au théoréme 1.5. de [10] dans
la preuve du théoreme A.6 on applique la conjecture 1.1, alors on en déduit
le résultat suivant :

THEOREME A.8. — Soient A/K une variété abélienne de dimension g
sur le corps de nombres K et L un fibré en droites symétrique ample sur
A. Si la conjecture 1.1 est vraie pour (A/K,L) alors, pour tout entier
n € N il existe une constante c(A/K,L,n) > 0 telle que pour tout point
(Pi,...,P,) € A*(K) d’ordre infini modulo toute sous-variété abélienne
stricte de A™, on a :

)

Hhﬁ A/ggﬁ TL)
o D=[K(P,...,P,): K].

Remarque A.9. — Les mémes remarques qu’au paragraphe A.1 précé-
dent, concernant le remplacement de D par Do s’appliquent.

Remarque A.10. — En fait dans leur article [10], les auteurs formulent
également une conjecture multihomogene du probleme de Lehmer abélien.
Plutot que de supposer le point (P,. .., P,) d’ordre infini modulo toute
sous-variété abélienne stricte de A™, ils supposent les points P; linéairement
indépendants dans A. Précisément ils donnent la conjecture 1.6 suivante :

CONJECTURE A.11 (David-Hindry). — Soient A/K une variété abé-
lienne de dimension g sur un corps de nombres et L un fibré en droites
symétrique ample sur A. Pour tout entier n € N il existe une constante
c¢(A/K, L,n) > 0 telle que pour tout n-uplet (P, ..., P,) de points d’ordre
infini dans A(K), End(A)-lindairement indépendants, on a :

= c(A/K,L,n)
[Ietm = =20

)
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ou D =[K(Py,...,P,): K].

Dans la formulation de la conjecture A.11 qu’ils donnent, David-Hindry
écrivent “linéairement indépendants” sans préciser s’il s’agit de Z-linéaire-
ment ou de End(A)-linéairement indépendants. Il parait préférable de pré-
ciser. En effet, si on comprend l'assertion “linéairement indépendants”
comme Z-linéairement indépendants, alors la conjecture A.11 est fausse
comme le montre ’exemple suivant : on prend E/K une courbe elliptique
a multiplication complexe par un corps quadratique imaginaire contenu
dans K. On se donne « € End(F) un endomorphisme qui n’est pas la mul-
tiplication par un entier, on se donne également un point P; d’ordre infini
dans E(K) et pour tout n > 1, on choisit des points P, tels que nP, = P;.
Enfin on pose @, = a(P,). Puisque P; est d’ordre infini, les points P, et
@, sont Z-linéairement indépendants. De plus on a

RPORQ) = iy,

et
D, = [K(P,,Q,) : K] = [K(P,) : K] < en®.

Donc,
/

A(P)R(Qn) < D—

Ceci montre que I'hypothese “Z-linéairement indépendants” est insuffi-
sante.

Par contre en supposant les points End(A)-linéairement indépendants,
la situation est bien meilleure. Précisément, on a le

THEOREME A.12. — La conjecture 1.1 entraine la conjecture A.11.

Démonstration. — Soit n > 0 un entier. Au vu du théoreme A.8, la
seule chose a prouver, est de montrer que ’hypotheése (i) : “les points
(Pr,...,P,) sont End(A)-linéairement indépendants”, entraine ’hypothese
(ii) : “le point P = (P,..., P,) est d’ordre infini modulo toute sous-variété
abélienne stricte de A™.” On va plutdt montrer que non(ii) implique non(i).
Sinon(ii) est vraie, alors, il existe un endomorphisme ¢, non-nul, de A™ tel
que p(P) = 0. Or on peut écrire p(P) = (¢1(P), ..., pn(P)), ot les p; sont
des morphismes de A™ vers A non tous nuls. On suppose par exemple que
1 est non-nul. En notant 1; la restriction de ¢; a la i-éme composante de
A", on obtient ainsi n endomorphismes de A, 1, ...,,, non tous nuls et
tels que

Z%(Pi) =¢1(P) =0.
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Autrement dit, les points Py, ..., P, sont End(A)-linéairement dépendants.

O

Enfin la méme preuve permet de constater que le théoréme A.8 entraine

un énoncé analogue en remplagant I’hypothese “d’ordre infini modulo toute

sous-variété abélienne stricte” par “End(A)-linéairement indépendants”.

Ce dernier résultat & également été montré par Viada [34], Proposition 4

dans le cas particulier ou A est une courbe elliptique.
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