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TRANSFERT ALGEBRIQUE ET ACTION DU GROUPE
LINEAIRE SUR LES PUISSANCES DIVISEES
MODULO 2

par Tran Ngoc NAM

RESUME. — On détermine la dimension d’une représentation du groupe linéaire
définie par un sous-espace vectoriel de I’algebre & puissances divisées, puis on ex-
plicite I'image du transfert algébrique en degré générique et celle du transfert al-
gébrique quadruple, et finalement on identifie les indécomposables de degré pair
de l'algebre polynomiale & quatre variables, vue comme module sur 'algebre de
Steenrod.

ABSTRACT. — We compute the dimension of an algebra with divided powers
viewed as a representation of the general linear group, then compute the image
of the algebraic transfer in generic degrees, and determine the indecomposable
elements of even degree in the polynomial algebra in four variables viewed as a
module over the Steenrod algebra.

1. Introduction

Soit P := Fa[xy,...,x] lalgebre polynomiale graduée a k variables sur
le corps a deux éléments [Fo, chacune de degré 1. En tant que cohomologie
modulo 2 du classifiant B(Z/2)¥ ~ (RP>)¥, I'algébre P est dotée d’une
structure naturelle d’algebre instable sur A, I'algebre de Steenrod mod 2.

Soient A C A I'idéal de 'augmentation et AP C P le sous-espace vec-
toriel engendré par les éléments AP avec § € A et P € P. Le probleme qui
constitue le point de départ de notre recherche consiste a expliciter une base
de l'espace vectoriel gradué P4 := P/AP. Que ce probleme ait des liens
étroits avec l'algebre homologique, le cobordisme, la théorie des représenta-
tions, I’étude des espaces de lacets infinis et la théorie des invariants a été

Mots-clés : algeébre de Steenrod, groupe linéaire, puissances divisées.
Classification math. : 55510.
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bien expliqué a travers les travaux de Singer [51], Peterson [46], Wood [57],
Lannes—Zarati [23, 24, 25], Hung [19] et Hung—Nam [20]. Ceci dit, nous en
avons résolu dans [41] une bonne partie par la découverte d’une base de
P4 dans les degrés dits génériques. Cet article fait suite a ce travail. Nous
nous proposons d’étudier

— P4 et son dual comme représentation du groupe GL := GLj des ma-

trices k x k inversibles & coefficients dans Fs,

— le transfert algébrique T'ry, autrement dit le dual du morphisme 7'r}, :

Tori!(Fz,Fa) — Torg(Fa, P)9% = (P4)9% défini par Singer [51].

Le transfert algébrique T'ry est induit « au niveau Fy » par le transfert
homotopique 7% (B(Z/2)%) — 72 (S°) [4, 14, 31, 39, 47]. Une analyse de
son comportement apportera sans doute des informations importantes & la
théorie de ’homotopie, comme 'ont montré les travaux de Minami [36, 38].
La nécessité d’une telle analyse contribuera, nous ’espérons, a justifier
la raison d’étre de nos présents travaux. Nous signalons que le probleme
analogue en caractéristique impaire a été étudié par Crossley [10, 12, 11]
(pour k£ < 2).

Fixons d’abord quelques notations. Tous les espaces vectoriels rencontrés
dans 'article ont F5 pour le corps de base. Sauf indication explicite, tous les
produits tensoriels ont Fo pour 'anneau de base. Un espace vectoriel gradué
V étant donné, V¢ ou V,; désigne sa composante de degré d. Un ensemble
B étant donné, Fy(B) signifie I'espace vectoriel ayant B pour base. Si B est
un sous-ensemble d’un GL-module, GL(B) est le sous-GL-module engendré
par B de celui-ci. Enfin, le crochet (x,*) désigne I’accouplement canonique
entre un espace vectoriel (gradué ou non) et son dual.

Avec ces préliminaires, voici le panorama de nos résultats :

1.1. Dimension d’une représentation du groupe linéaire

Soit I' I'espace vectoriel gradué dual de P. Chaque composante I'y est un
GL-module & droite. Notons a(lil) - 'a,(:’“) € T 'élément dual de z}' - 2}
par rapport a la base monomiale usuelle de P. Soit {2 I’ensemble des suites
d’entiers

w = (7’, ko,kl, .. .,kr,kr+17m1, . ,mr,mr+1)
vériﬁant0<r<k,O:k0<k1<~-~<kT<kr+1:ketm1>--~>
my > myq1 = 0. A chaque w € Q nous associons 1’élément

T k;
2’"7,7'71
wo Il T 87

=1 j=ki_1+1
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de degré dega, = (k1 — ko)(2™ — 1) 4+ -+ + (ky — kp—1)(2™ — 1), et le
groupe
Ay 0
G, = Aoegﬁkl_ko,.. A € GLy
* A,

7+1_

Le probléeme qui nous intéresse consiste a déterminer la structure du sous-
GL-module GL(a,) C Tyega,, €t, en particulier, sa dimension en tant qu’es-
pace vectoriel. L’intérét de ce probléme provient de ce que GL{a,,) constitue

deg a,, .
)*, approxima-

une bonne approximation de I'espace vectoriel dual (P4
tion qui est exacte dans le cas « générique » (cf. la Section 1.2). L’infor-
mation que nous obtenons sur GL(a,) et sa dimension est la clef de nos
Théoremes 1.2, 1.3 et 1.4(ii).

Etant un sous-groupe parabolique [54] de GL, le groupe G, est d’indice

k r+1 ki—ki_1
GL/Gu =] @ H II
i=1 i=1 j=1

et coincide avec le stabilisateur de a, pour l'action du groupe GL. Le
morphisme naturel Fo(GL/G,,) — GL{ay), Gug — a,g est un épimor-
phisme de GL-modules a droite. En tant que tel, ce morphisme a été étudié
par Crabb—Hubbuck [9] qui ont démontré son injectivité sous I’hypothese
ki=1,... k. =r, 2m ™2 > [ 2Mr=mr41 > L — p 4 1. Ceci étant,
notre théoréme (que nous avons eu 'occasion d’énoncer dans [41]) est une
généralisation du leur.

Soit W+ C T le sous-espace vectoriel gradué engendré par les éléments

al™ . a0l avec [[;-, i; impair.

THEOREME 1.1. — Soit w = (r, ko, ..., krr1,m1,...,mryp1) € Q. Pour
tout 1 < 7 < r, notons
Ag 0
Gi = " 'Aoegﬁkl,km...,Ai,legﬁkﬁkH,Aiegﬁk,h
* . A;

(i) Supposons m; —mg = 1. Posons

H (2m2-1) H H a§_2mifl)_

7’2] kl1+1
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Alors
ko

1

dimGL{a,) > ) dim GL(a,,),

dim GL{a,)/GL{a,) N WL > k2 dim GL(a,)/GL(a,) N W,

1

o~

N N
B

(ii) Supposons qu’il existe 1 < s
pour tout 1 < ¢ < s et que
— S80It Mg, =k —ks_1,
s+1_k ko 1—16tk>k5+1
Notons WL c T Ie sous-espace vectoriel gradué engendre par les

éléments al(;kjr?) ai(;k) avec HJ kot 1 i; impair, gﬁ =GLy_k, et

SfI e

i=s+1 j=k;_1+1

N

r tel que Mi—m; 4 2 ki-‘rl - ki—l

— soit Mms_m

Alors
dimGL{a,) = |GL/G?|dimGL(a,),

dimGL{a,) NWE = |GL/G?|dimGL(a,) N WL,
En particulier, sim;—m;y+1 = ki41—k;—1 pourl < ¢ < r, alors I’épi-
morphisme naturel Fo(GL/G,) — GL{a,) est un isomorphisme,
et I'on a

0 si k. <k,

L{a,) N W =
gL { GLla) si kn=F.

1.2. Transfert algébrique en degré générique

Soit I' I’espace vectoriel gradué mentionné dans la section précédente. I'
étant un A-module & droite, on note I'A son sous-espace vectoriel gradué
invariant sous 'action de I'opération de Steenrod totale Sq = 2790 Sq".
Chaque composante I‘zi“ est un GL-module a droite. Ceci dit, le transfert
algébrique

Try: (M)ge = P T — HM(A)
d>0
est défini sur les GL-coinvariants de T4 et prend sa valeur dans le k-ieme
groupe de cohomologie de 'algebre de Steenrod. C’est un morphisme d’es-
paces vectoriels gradués avec les composantes

Try, : (T4)ge — HEF = Bath 7 (Fy, Fy).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Notons P := Folx1,...,xp—1] C P et 75A =Fy @4 P. Pour tout entier
N > 0, notons a(N) le nombre d’occurrences du chiffre 1 dans son écriture
binaire. Etant donnés des entiers m,n, d, d >0 avec d = 2m+"(67—|— E—1)+
2" — k, le résultat principal de notre article [41] est le suivant : dim P =

(28 —1) dimﬁi sim>=ket

(i) soit a(d+k—1) =k —1,

(ii) soit n =0t a(d+k—2) >k —2.
Afin d’étudier en degré générique (au sens de [41]) le transfert algébrique
qui concerne I'* plutdét que Pa (qui est le dual de I‘A)7 il est nécessaire

d’avoir une version duale de ce résultat.

L’espace vectoriel gradué dual I := P* sidentifie au sous-espace vectoriel
(1) (ik—1)

gradué de I' engendré par les mondémes ay " ---a; ;" avec i1,...,ip—1 = 0.
— Lo 1 0 ~ ~
Soit GL = ( g (’; 1 1 ) Les espaces vectoriels gradués I' et A =

['NIA sont des GL-modules & droite. En désignant par ¢* : 1A — (T
et 7¢ : A — (FA)Z;Z les projections canoniques, I'inclusion I'* — T'A
induit [51] un morphisme ¢ : (fA)éz — (TN, qui rend commutatif le
diagramme

r4 r4
(fA)EZ o T g

Notons Sq° : A — I'A la restriction & I'* du morphisme linéaire
I' — T défini [3, 8] par agil)-na,(j’“) — a§2i1+1)--~a§c2ik+l). Le mor-
phisme Sq° se factorise par les GL-coinvariants et induit un morphisme
5S¢0 : (TYg, — (T4)g.. Il existe des analogues I'A — T4 et (I:A)éz —
(fA)éf qu’il est d’usage de noter également Sq°.

Soient Sq° : HS' — H*?2! 'opération de Steenrod classique [27, 43], et
h; la multiplication par I'élément h; € H2 dans 'anneau de cohomologie
H*(A).

THEOREME 1.2. — Soit d = 2+ (d+k—1)+2"—k avec m+n > n > 0
et d > 0. Posons d' :=2"(d+k—1)—k+ 1.

(i) OnadimIy} > dim gﬁ(fjﬁ = ((lf) +-+ (:1)) dim fé‘»‘, les égalités

ayant]ieusjm>k:eta((§+k—2)2k—2.

TOME 58 (2008), FASCICULE 5
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(ii) On a le diagramme commutatif

(fA)N (S¢"H™  ~ ® 4 (Sq™)™
d

Ay _

gL (Fd’)g£

\LT?"kl lT’r‘kl \LT’MC ‘(T’l‘k
(5¢")™ ho (5¢°)"

k-1 d+k 1 —— k-1 A k-1 — > Hk,d’+k — fk.dtk

Dans la premiére ligne :
— (S¢°)™ est bijectif si a(d +k —2) >k — 2
— (S¢°)™ est bijectif sin =0 ou a(d+k—1
— ¢ est surjectif sim >k et a(d+ k —2) >
Dans la deuxiéme ligne : (Sq°)"ho(Sq°)™ = h

) 2 k - 17

k—2

2 (Sg")™ . D’ou
(Im Tri)? = by (Sg°)™ " ((Im Try 1))

sim > k et soit a(d+k—1) = k—1, soitn = 0 et a(d+k—2) > k—2.

(iii) Supposons que d = 2™t 4 ... 4 2™k — k et que m;_1 —m; = i pour
2 <i<k,m—my>1sik>1. Alors (ImTry)?, la composante de
degré d de ImT'ry, est le sous-espace vectoriel de Ewtk7k+d(F2,F2)
engendré par R, - - hy, . De plus T4 = GL Y. a,(fmk*l))

et

Fo si k=1 ou mqy—mo =2,

0 si k>1 et mi—ms=1.

TMgc = {

1.3. Primitifs comme représentation

L’intérét pour 'étude de P4, initiée par Singer [49], a été amplifié par
Peterson [45] en 1986. C’est dans [45] que Peterson a déterminé P4 pour
k = 1,2 et formulé sa célebre conjecture sur la A-décomposabilité en gé-
néral, qui devait étre démontrée par Wood [58] quelques années plus tard.
La détermination de P4 pour k = 3 est compliquée et a été faite par Ka-
meko dans sa these [22] & 'Université Johns Hopkins en 1990. A peu pres
six mois plus tard et indépendamment, I'* pour k = 3 a été explicité par
Alghamdi-Crabb—Hubbuck [3] & 1'Université d’Aberdeen. Probablement &
cause des difficultés techniques, mis a part les raffinements du théoreme de
Wood et les travaux de Crossley [10, 12] en caractéristique impair, aucune
tentative d’aller plus loin dans cette direction n’a été enregistrée pendant
les dix ans qui suivent. Ce n’est que trés récemment (2002) qu’un calcul
effectif de P4 en degré d = 2PT3 4+ 2PF2 — 4 pour k = 4 a été réalisé par

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Bruner-Ha-Hung [8]. Au moment d’écrire ces lignes, nous avons appris
que Kameko est en train de rédiger ses résultats complets [21] sur P4 pour
k = 4. En attendant, en vue de déterminer 'image du transfert algébrique
quadruple, nous précisons la structure de GL-module de T'A en degré pair
pour k = 4.

Soient 7 : P — P4 la projection canonique et 1 : P4 — P4 I'épimor-
phisme défini [22] par
7(Q) siP=ux--2:Q% Q€P,
sinon.
Le morphisme dual 1*, noté Sq° selon I'usage, est la restriction a I'* du
monomorphisme I' — T, agil) e ag’“) — ag%ﬂ) e affikﬂ). En identi-
fiant Coker Sq° & un sous-espace vectoriel de I'A, on obtient les formules

récursives

P = PUR2 g (Ker y)d sid=k (mod 2),
Iy = SqO(Féfk)/Q) ® (Coker S¢°)y sid=k (mod 2),
P4 = (Ker)?, I'}t = (Coker Sq°)y sid#k (mod 2).

Notre théoreme détermine (Ker)? pour k = 4 et d pair > 22. Le cas
d < 22 sera traité dans la Section 6.

THEOREME 1.3. — Soient k = 4 et d > 0 un entier pair.
(i) Sia(d+2) > 2, alors (Kerv)? = (Coker Sq°)4 = 0. Par conséquent
P4 = S¢° (T4, ,) et (MA)ge = ST, s)ac):
(ii) Supposons que d = 2PT4 4+ 2P —2 > 22 avecp > 1 et q¢ > 0. Alors

2Pte_1) (2P—1
rd = 6o Ve + 5 (T os),
Sq°((T7)g_5)ge) sip <2 o0ugq=1,

(T)ec ta_1) (20—
F2<L*(a§2p a 1)6122p 1))> @ Sqo((ré4/2_2)g£) sinon,

ott 1* : TA — (T'A) g, désigne la projection canonique.

1.4. Transfert algébrique quadruple

Soit Fy, la k-ieme filtration d’Adams (relative & la cohomologie [1]) du
groupe d’homotopie stable 72(S°). Lannes—Zarati ont montré dans [24]
I'existence d'un morphisme F},/Fj 1 — Hom 4(Fz, (P9%)*), qu’ils notent
H (pour Hopf). Ils ont aussi construit dans [23, 25] un morphisme H*(A) —

TOME 58 (2008), FASCICULE 5
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Hom4(Fo, (P9%)*), que nous notons L£Z. Les espaces vectoriels gradués
HF(A), Fy,/Fy41 sont respectivement les termes Ey, E., de la suite spec-
trale d’Adams stable du sphere S°. On a le triangle

Fi/Frq1

,H\ \
H*(A) —5Z> Homa(Fa, (P9£)*) = (T4)ge.

Lannes—Zarati [24] et Goerss [16] ont démontré que ce triangle est com-
mutatif en un sens approprié. Hung [19] y a vu une possibilité d’atta-
quer une vieille conjecture qui est attribuée & Curtis-Madsen [13, 29, 37]
et qui sénonce : le morphisme de Hurewicz m5(S°) = m,(QpS°) —
H.(QoS° Fy) ne détecte que les invariants de Hopf et ceux de Kervaire.
En s’appuyant sur le résultat de Lannes—Zarati et Goerss, Hung a proposé
la version algébrique suivante de la conjecture de Curtis—Madsen : LZ est
nul en degré positif si k > 2. [’idée de Hung s’est révélée fructueuse en ce
qu’elle I’a amené a conjecturer [19] que la composée LZ o T'ry, est nulle en
degré positif si k > 2, conjecture qui a été démontrée par Hung et 1'au-
teur [20]. C’est dans ce contexte que nous nous intéressons au transfert,
particulierement a I'image du transfert algébrique. _

Soient h; le générateur de H'?" = Fy (voir [2]) et ¢; celui de H>'12" =
Fy (voir [55]). La composante H*(A) de l'algébre de cohomologie H*(.A)
contient [34, 53] les indécomposables

d; € H4182" e; € H-212' £ e HY22' ¢ gAsTe
gi+1 € H4724'217 D3(Z) € H4’65'217 p; € H4773.217 oui = 0.

Un théoréme de Lin [26] confirme que ce sont les seuls indécomposables de
H*(A). En tant qu’espace vectoriel gradué, H*(A) est donc engendré par
ces éléments et les décomposables de la forme h;, h;,hi hi,, hic;. Encore
d’aprés Lin [26], toute relation dans H*(A) découle des suivantes :

hihig1 =0, B3, = h2h; o, hihZ,5 =0, h2h2 =0,
hici+1 = 0, hiCi = 0, hl'_i'_QCi = 0, hi+3ci = O7 ou ¢ = 0.

Basé sur ces propriétés, notre théoreme partiellement détermine I'image
du transfert algébrique de degré quatre Try : (I'A) g, — H*(A) et établit
Iinjectivité conjecturale [49] de ce morphism. (Comme le terme « triple »
a été désigné au transfert de degré trois [36], le transfert de degré quatre
sera désormais appelé transfert quadruple.) Signalons qu’une large partie de
notre théoréme a été découverte dans [8, 17, 18], a savoir : g;1 & Im Tr4 par

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Bruner-Ha-Hung [8], Ds(i),p; ¢ ImTry par Hung [18], et d;,e; € ImTry
par Ha [17]. Dans cet article, nous avancons une autre preuve de leurs
résultats. La premiere partie du theoreme suivant confirme partiellement
Hung [18, Conjecture 1.11].

THEOREME 1.4. —

(i) En tant qu’espace vectoriel gradué, en degré différent de 37.2" —
4(i > 0), ImTry est engendré par les décomposables de H*(A) et
les indécomposables d;, e;, f; avec i > 0.

(ii) Soit d = 2%(d' +4) — 4 avec d’ > 0 impair et s > 0. Alors T'ry est
injectif en degré d si et seulement s’il est injectif en degré d'. De
plus, Try est injectif en degré d dans les cas suivants :

- d <22,

— a(d+4) > 4,

— H%4t4 contient au moins un indécomposable différent des
pi(i > 0),

— H%4+4 contient hicj avec j > i+4 >4,

— H%¥+4 contient hi hi,hi,hi, avec iy > iz > ig > i1 +4 > 4.

Comme Sq" : H*(A) — H*(A) est un monomorphisme, I’équivalence de
I'injectivité de T'ry en degré d et d’ dans la seconde partie de ce théoréme
est une version précise d’un cas spécial de Hung [18, Corollaire 9.12] (Hung
y questionne non seulement l'injectivité mais aussi la surjectivité de T'ry).
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2. Dimension d’une représentation du groupe linéaire

2.1. Algebre a puissances divisées

Multiplication. Soit agil) e a,(j’“) I’élément dual de a:’f e a:;c" par rap-

port a la base monomiale usuelle de P. Les éléments agil) . ~-a,(j’“) avec

i1,...,1 = 0 forment une base de I' en tant qu’espace vectoriel gra-
dué. L’espace vectoriel T" est une algebre commutative, et agil) e ag’“) est
précisément le produit de agil), . 7a,(f’“)
Eil)aglé) = (“Ziz)az(-i1+i2) pour tout 41,73 > 0 et 1 < i < k. D’ou I' s’ap-
pelle I'algebre a puissances divisées (lqs éléments al(j )
de multiplication que les monomes a7 /j! de I'anneau polynomial Q[a;]).

Par analogie avec les polynomes, nous appelons agil) e a}f"' )
en ai,...,ag. Le degré de a, (1 < r < k) dans ce mondme est i,. Un
polynoéme en aq,...,a; est une somme de monomes distincts en aq, ..., ak.
Le degré de a, dans un polyndéme non nul est le plus grand degré de a,

dans les monomes dont il est la somme.

. La multiplication de I' vérifie :

a

vérifient la méme regle

un monome

Comme dans tout espace vectoriel gradué, dans I' un élément est homo-
gene s’il appartient a I'y pour un certain entier d. Le degré d’un élément
homogene v est noté deg~y. Siy € I'y, on a degy = d.

Comultiplications. L’algebre polynomiale P est une algebre de Hopf
dont la comultiplication §p : P — P ® P est donnée par

5p(P'P") = 6p(P)op(P"), P €P, P'eP,

L’espace vectoriel gradué dual I' = P* est également une algebre de Hopf
dont la comultiplication dr : I' — I' ® I est donnée par

or(v") = or(v)or(v"), v el, 4" €T,

or(a) = Y0 @d?) 1<i<k j>o0.

K2

La multiplication de I' est induite par dp, celle de P est induite par dr.
D’ou

(Yv",P) = (Y ®~v",6p(P)), ~e€l,¥y"el, PeP,
<,y7P/P//> — <5F(7)’Pl ® P//>’ ’Y e I‘\7 P/ e P’ P// E P

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TRANSFERT ALGEBRIQUE ET PUISSANCES DIVISEES 1795

Autre interprétation. Afin d’introduire dans la Section 2.2 D’action
des matrices sur l'algebre I', nous avons besoin de l'interprétation suivante
de celle-ci. Soient aq,...,a; les formes linéaires Fo(xq, ..., xr) — Fo dé-
finies par (a;,z;) = d;; (le symbole de Kronecker). Notons V° := Fy et
V := Fso(ay,...,a). Pour n > 0, le groupe symmétrique a n lettres &,
agit sur V" := YV ®--- ® V par permutation des facteurs. Désignons par

—_————

n
(VE7)En C Y7 e sous-espace vectoriel des éléments &,,-invariants.

Considérons le morphisme bilinéaire V™ x P& — P(m+1) qui envoie
le couple (1 @+ @ Uy, U1 @ * + * @ Vppygy) SUT

Z Vg—1(1) QR Vo—=1(m+n)>
€S min/BGmXEy

ot S0 /G X &, désigne l'ensemble des permutations o € &,y,4p, véri-
fiant 0(1) < --- < o(m), o(m+1) < --- < o(m + n). Par restriction, puis
par passage au quotient, ce morphisme induit une morphisme linéaire

(VE™)Om @ (PE)Gn _, (YOMAN)YOmin 4y @y —s - v,

qui munit I'(V) = T'(ay,...,a;) == @”20(1}@")6" d’une structure de Fa-
algebre unitaire commutative. L’application linéaire

r—TW), a™ o™ (@ 0a) - (ar®- @ a)

i1 ik

est un isomorphisme d’algebres [9]. En identifiant I" et T'(V), puis en posant

0@ = 4@ pour tout v € V, on établit sans peine que
d) _ (d1) (ds)
(aj1+"'+ajs)( ) — Z aj11 ag
di+-+ds=d

pourtout d >0et 1 < j; < - <js < k.

L’identification T' = T'(V) = I'(aq,...,ax) permet de voir chaque élé-
ment v € T' comme une fonction v = v(aq,...,ax) qui dépend des va-
riables ay,...,a;. D’olt I'on peut former 'expression ~y(vy,...,v) pour
tout v1,...,vx € V en substituant respectivement vq,...,v; a la place de
ai,-..,ar dans I’écriture de . On aura l'occasion d’effectuer ces substitu-
tions dans la Section 2.2.

L’action des matrices sur I" rencontrée dans le lemme qui suit sera définie
dans la Section 2.2.

LEMME 2.1. — Soient m > 0, P € P et v € I' un polynéme en
ai,-..,ar, non nul, homogéne, ayant le degré de chaque a; inférieur a 2™.
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Supposons que degy > deg P. Alors, pour tout vy, ...,v. € V,i1,...,0. =0
etQ€P,ona

<7’U§2 B, o 'U7(“2mi7‘)7 PQ2m> = <7; P> ' <,U§i1) o 'Ur(*ir)v Q>

om; 2Mg,. m 7 iy
De plus {(y0i” ™) -0 "))g, PQ?") = (39, P)-((v;" - -v"”)g, Q) pour
toute matrice carrée g d’ordre k a coefficients dans Fs.

Démonstration. — D’abord
(rof "0 PP = (y@ o 02T 60 (PQT)).
Supposons que
p(P)=Pa1+ > PoP p@=10Q+ Y Q&Q"
deg P'">0 deg Q'>0

Alors

0p(PQ*) =P Q™ + Y PoP'Q”+ Y P@Q) (@)
deg P"">0 deg Q'>0
+ Z P/(Q/)Qm ® P”(QH)Qm.
deg P"'>0, deg Q’>0
Par hypothese sur le degré (v, P(Q")?") = (v, P (Q)*") = (y,P") = 0.
D’ou
(@ (PO = (y@ o, P QP
_ <% P) ] <v§2 1) -U,(,2mi7‘),Q2m>.

Pour toute suite d’entiers positifs ou nuls J = (j1,...,Jr), posons 2J :=
(251, --.,2j,) et v’ = v%ﬂl)---w(»”). Observons que (v?/, R?) = (v’ R)
pour tout R € P et toute suite J. En effet, dp étant M c-équivariante (cf. le
Lemme 2.3), il est facile de voir que ép(v*) =32, v s v @v!". Do

(W R?) = (or(v¥),R@R) = Y (", R)- (/" R)=(’ R)?= (v R)

JIJ=2]

Posons I := (i,...,4,). La premiere partie du Lemme 2.1 résulte de ce
que (0271, Q%*") = ... = (v!,Q). Pour montrer la seconde partie, il suffit
de savoir que

2mM 4 m m i1 m -7_
(" @Y = (yg) (1 g) BT - (0, g) ),
(vfl) vl g = (01g) ) - (vpg) O,
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et que le degré de chaque variable aq,...,a; dans yg est inférieur a 2™.
Ceci résulte facilement de la formule

(aj, +...+ajs)(d) — Z 5?1).. g‘j s)
di+--+ds=d
qui se vérifie pour tout 1 < j; < -+ < js < k, d 2 0, et du fait que
I’ensemble des polyndémes en aq,...,a; ayant le degré de chaque variable
a; inférieur & 2™ forme une sous-algebre de I" (cela parce que tout carré de
[ est nul). O

Soit W C P le sous-espace vectoriel gradué engendré par les monoémes
xt -k avec H§:1 i; pair. Notons W* C T le sous-espace vectoriel gradué
engendré par les monomes agil) e a,(j’“) avec H?zl i; pair. L’accouplement
canonique entre P et I" permet d’identifier W* au dual de W. Rappelons que
W+ C T désigne le sous-espace vectoriel gradué engendré par les monomes
agzl) e a,(c““) avec H§:1 i; impair.

LEMME 2.2. — Soient d >0, m > 0 et v1,...,vn € I'y. Supposons que
les classes modulo W+ de 71, ...y sont linéairement indépendantes dans
I'/W+. Alors il existe Py, ..., Py € W% vérifiant

(i, P} = 6, 1 sil<i=j <N,
’Y’La - =
Y 0 sil<i#j<N.

Démonstration. — L’espace vectoriel gradué T' se décompose en I' =
WL @W*. Soient 71, . .., 7n les images de 71, . ..,yn (respectivement) par
la projection canonique I' — W*. Par hypothese, les éléments 74,...,yn
sont linéairement indépendants dans W;. Comme les espaces vectoriels W}
et W% sont en dualité, il existe Py, ..., Py € W tels que (¥;, Pj) = &;; pour
tout 1 < i,j < N. En observant v; —; € W, il suit que (y; —%;, P;) =0,
d’ou (v, Pj) = (%, Pj) = d;; pour tout 1 <i,j < N. O

2.2. Action du semigroupe des matrices

Soit Mc le semigroupe multiplicatif des matrices k x k a coefficients dans
Fy. L’action naturelle & gauche de M ¢ sur P est définie [40] par la formule

(gP)(z1,...,x) == P((z1,...,21)9), P€P, g€ Mc,

ou (z1,...,2k)g est le produit matriciel de g et (z1,...,2k), ce dernier
vu comme une matrice ligne (1 x k). En particulier, (gz1,...,9zr) =
(z1,...,2x)g en tant que matrices lignes, g(x}' - 2}*) = (gz1)™ - - - (ga))™*

pour tout i1,...i; = 0et g(> P) =>_ gP pour toute somme Y P dans P.
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Par transposition, ’action a droite de Mc sur I' est définie par la formule

(v9)(ai,...,ax) :==~((a1,...,ar)g"), v €T, g € Mec,

ot g7 est le transposé de g. On observera que (a1 g, .. ., arg) =(ay,...,a;)g’

en tant que matrices lignes, (agil) : ~-a,(jk))g = (a19)™) - (arg)™) pour
tout 41,...7; = 0 et (D 7v)g = > ~vg pour toute somme >~ dans T.

L’action de Mcsur P® P et sur I' ® I' est définie respectivement par

g(P'® P"):=gP' ®gP", g€ Mc, PP P, P'€P,
Y ®9")g:=v9®9"g, g€ Mc, v e,y el.

LEMME 2.3. —

(i) La multiplication, la comultiplication de P et celles de I' sont M c-
équivariantes.

(ii) (vg,P) = (v,gP) pour tout y €T, g € Mc, P € P.

Démonstration. — L’espace vectoriel Fo(x1,...,2) s’identifie au dual
V* de lespace vectoriel V = Fy(aq,...,ar) défini dans la Section 2.1.
Pour n > 0, le groupe symmétrique &,, opere sur (V*)®" par permuta-
tion des facteurs. L’algebre P s’identifie a I'algebre symmétrique S(V*) :=
@r@o(V*)%Z formée des coinvariants pour 'action des groupes symmé-
triques. En identifiant G£ au groupe des applications linéaires inversibles
GL(V*), ce groupe opere de maniere naturelle a gauche sur S(V*) = P. Par
transposition, GL(V*) opére a droite sur V et donc a droite sur I'(V) =T
En examinant de pres, on s’apergoit que cette action de GL = GL(V*) sur
P et sur I' est donnée par les formules citées plus haut. Cela démontre le

lemmeV) . O

Soit Q I’ensemble mentionné dans la Section 1.1. Ses éléments sont des
suites d’entiers w = (r,ko,...,kry1,M1,...,Mpp1) ayant 0 < r < k, 0 =
ko< --- <k, <krpyr=ketm;>--->mp4 =0 Achaquew € Q sont

.y N _ 17k ki (2mi-1)
associés le monome a, = [[;_; [[;1s, 1195 et le groupe

GLk —k, 0

Gw = .
* GLy 1~k

(1) Nous remercions le Pr. Lionel Schwartz pour cette démonstration conceptuelle.
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LEMME 2.4. — Soient w = (r, ko, ..., kry1,m1,...,mp11) € Q, g € Me,
m>0et0<s<k. Alors
N (27 1) (2m-1) a7 "ai(fmil) si g € GL,
(1) (a; Cray )g =
0 sigg GL.

L
(ii) ((a1---as)g,x1---xs) = 1 si et seulement si g € ( f : )

Par conséquent (ay---as)g = aj---as si et seulement si

g € ( fﬁs 2 ) Le stabilisateur de ay---as pour l'action du

] GLs; O
groupe GL est ( . GLr. )

(i) awg = aw si et seulement si (aj---ax,)g = a1 ---ax, pour tout
1 < i < r. Par conséquent, GG, est le stabilisateur de a, pour
Paction du groupe GL.

Démonstration. — (i) Soit g = (g; ;)¥._, avec g; ; € Fa. Désignons par

2m—1 2m—1
(1)),

6=
det g le déterminant de la matrice g. Posons v, = a
Montrons 7,,g = det g - v, par récurrence sur m. Si m = 1, on a

mg = (aig)---(arg) H 91,01 + -+ + gk iak)
1=1

= Z Gir 1 Gigk Q1 -ap =detg-ay---ap =detg- .
1<in o Ain <k

Supposons m > 1 et v,,_1 =det g - Ym;—1. On a

m—1 m—1
Ymg = Ym-19-(a19)®" ) (apg)®" )
k
m—1
= detg'%n—1H (91,1G1+"'+9k,iak)(2 )
=1

k
VIR | (D S

=1 j1+...+jk:2m—1

11 est facile de voir que Yy, — 1a(j’) =0sil<t<ket0<j; <2™ 1 Dou

k
m—1 m—1
’Ymg_detg Ym— 1H 91 za12 )+ +gkza(2 ))
i=1
gm—1 gm—1
= detg-Ym-1 D GuacGuw-al eooal ) =detg-ym.

1<in A Fin<k
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(i) Soit g = (gi,;)F ;=1 avec g ; € Fa. Posons g := (gi;); j=;- On a

S

(a1+--as)g = (a19) -+ (asg) = [ [ (gria1 + - + gr.ian)
i=1
= Z Gir, 17 Gigys " 01 A T As41Usy1 + -+ ApUy
1 #Fis<s
=degg-ar - as+ asp1Usyr + -+ apug
pour certains ug,1,...,ux € I'. D’ou {(ay -+ - as)g,z1 -+ xs) = 1 si et seule-

: N . Ly *
ment si § € GL;, c’est-a-~dire si et seulement si g € ( f s . )

Supposons (aj ---as)g = ay---as. Par ce qui précéde g € GL;. No-

gt o

tons que (aj ---as) ( 0 ) = (a1---as)g"t = ay---as d’apres le

]Ik—s

g to Iy g I
Lemme 2.4(i). Posant g= ) avec g = (gij)1<i<s<j<k7
0 ]Ik_s * % B Itx <

on a
——1 0
ai---Qg = (al...as)g:(al...as)(‘g ]Ik >g

S

I ~ ~
(ay---as) ( 9 ) = H (@i + Gi,s 410541 + -+ -+ Gikar).

* *
i=1

En développant ce produit, on voit apparaitre le monoéme
Ji s+qUs+q ngﬁéigs a; pour tout 1 < 7 < s < s+ ¢ < k. Il s’ensuit que
Gi.s+q = 0 et que

(LD e )

Inversement, si g = ( g0 > € ( GLs 2 >, alors d’apres le Lemme

* X *
24() ona (ar---as)g=(a1---as)g=ay -+ as.
Finalement, si g € GL, il résulte clairement de ce qui précede que g est
le stabilisateur de a; - - - as si et seulement si

GL, 0\ [ GLs O
g€g£ﬂ<* *><* gﬁk_s>'

(iii) Supposons a,g = a,. Soient Fy,...,Pyn,—1 € P des polynémes
homogenes vérifiant deg P; = k; si m;11 < j <m; et 1 <4 < r. Posons

r m;—1

P, Py =[] TI P?.

i=1 j=mis1
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Puisque

m;—1

T

i=1 j=m;y1
d’apres le Lemme 2.1 on a

m;—1

<awgaf(P07~-~ mp—1 H H 'aki)gan>'

=1 j=mi1

Il suit que
r m;—1 r m;—1
IT II (a-a)gr)y=1] 1II (@ an Py
=1 j=mit1 =1 j=m;q1
Pour 1 <7 < r et mip1 < j < my, en choisissant P; := x1 - -2, + Q;

avec (Q; étant un mondme quelconque de degré k; et différent de x; - - - zy,,
de sorte que (a1 ---ax,, P;) = 1, on obtient ((ai1---ax,)g, Pj) = 1. Les Q;
étant quelconques, ceci implique que (a1 ---ag;)g = ay---ag, pour tout
1<i<r.

Supposons (a; - - ag,)g = aj - - - ag, pour tout 1 < ¢ < r. Montrons a,g =
a,, par récurrence sur r. Si r = 1, ceci est vrai a cause du Lemme 2.4(i).
Supposons r > 1 et qu’il est vrai pour toute valeur inférieure de . D’abord,

g1

d’apres le Lemme 2.4(ii) on a g € ( N

0 .
g ) pour certains g1 € GLy, et
g € GLj_y, vérifiant (ak1+1 ak;)g = Gk, +1- - ak, pour tout 1 < i < r.

o (27”1._1)
Posant a,, := [],_ QHJ ki1 t1 95 ,on a

k

k1 1 k1

_ om1_1 _ 9m1_1 _ om1_1

awg = awHag‘ ) g =awg- Hai ) glzawg'Hag‘ )
Jj=1

j=1 j=1

d’apres le lemme 2.4(i). Il est facile de vérifier que @, g = d,, g+ Zi,é uigal(-z)

pour certains u;y €, ou 1 <i< ki et 1 < <2™, D'ou
k‘l kl
- om1_1 ¢ om1 _1
| A o)
i=1 : =1
ks ks
o gm1_ (@mi—
= Qug- aé H = ay,
j=1 j=1
car a,g = a, par hypothese de récurrence. a
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LEMME 2.5. — Solent 1 < 41 < -+ < 1, < k des entiers. Alors il existe

g € GL tel que
(a1 ax—1)g = Z H a;.

j=11<i#i; <k

Démonstration. — Le lemme est démontré en observant
. Lr_1 0
~ que {(a1 -+ ax1)g | g € GL} = GL/Go, ot G = ( o ) est

le stabilisateur de ay - - -ap_1 pour Iaction du groupe GL,

— que {(a1---ax—1)g | g € GL} est inclu dans I'ensemble des expressions
H a;+ -+ H a;
1<ii <k 1<iir <k

avec 1 < i1 < -+ <1, <k,
— que |GL/Go| = 2F —1 est égal au nombre de suites d’entiers (i1, ... ,%,)

vérifiant 1 <i; < - <1, < k.

O

Le lemme suivant sera utile pour la démonstration des Théoremes 1.1(i)
et 1.3(ii).

LEMME 2.6. — Soit m un entier positif.
. . 2m 1
(i) On a dim g£<a§ )> = (If) +-F (gmk,l) et

dimGL{al®" V) nwt = { 1 si 2"-1=k

0 sinon.
(ii) Supposons k > 1. Alors dim Qﬁ(agzm_l) - -a,(f_ml_l)> = (lf) +-
(m) et
GLay” "V a7y nwt =0,
Démonstration. — (i) Pour tout sous-ensemble I = {i; < -+ < i,.} de
{1,...,k} vérifiant r < 2™ — 1, notons
x?lm_rxith cee si 2™ —1<k,
Ty = m
fl T gy exy, st 2 — 1>k

En utilisant la formule
(0 o ba )0 = 3T e,
my4-me=2m—1
il est facile de vérifier que ((a;, +---+a;, )"~V z;) = &7 pour tous sous-
ensembles I = {i; < -+ <.}, J={j1 < -+ <js} de {1,...,k} vérifiant

r,s < 2™ — 1. Il s’ensuit que le dual de l’espace vectoriel gﬁ(a?m*l))
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sidentific & @, Fa(z;). Do GLEG "y n Wt = 0si 2m —1 # k, et
dmGLE Ty = (B) -4 ().

Supposons 2™ — 1 = k. Puisque ((a;, + --- + a; ) 2y - 2p) = 0 si
r < k, on a dim g£<a§k)> NW= < 1. Pour montrer que 1'égalité a lieu dans
ce cas, il suffit de vérifier que

Z al(_:nl) e ag’:%) c g£<agk)>

(m1,...,my)

pour tout 1 < iy < -+ < i, < k, ou (my,...,m,) parcourt ensemble des
suites d’entiers positifs de somme mj + --- + m,. = k. Montrons ceci par
récurrence sur 7. Il n’y a rien a faire si r = 1. Supposons r > 1 et que cette
propriété est vérifiée pour toute valeur inférieure de r. On a

)= F S )

(F15e-5ds) (Masems)

ol la premiére somme est prise sur I’ensemble des sous-suites de (i1, .. ., ),
la seconde est prise sur ’ensemble des suites d’entiers positifs (mq,...,ms)
vérifiant mq + - - - + ms = k. Par hypothese de récurrence

S ) e ol
(m17~--»ms)

pour toute sous-suite propre (ji,...,Js) S (é1,...,%-). Il suit donc que

Z aETl)---aETT) c g£<a§k)>'

(m1,...,mp)
(ii) Pour toute suite d’entiers I = (i1,...,4,) vérifiant 1 < r < m et
1<i <---<ir <k, notons

r

P, = H (2125 )23,)2 - H (21 ap /i)

t=0 r<t<m

Soit g; € GL une matrice (dont I'existence est assurée par le Lemme 2.5)
satisfaisant a

(ar---ax—1)gr = H a; + -+ H a;.

1<iAin<k 1<i#ir <k
Soient I = (i1,...,%), J = (j1,...,7s) des suites entiers vérifiant 1 <
rs<m, 1< < <4 <ketl < g1 < - < js < k. Notons
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2m—1 2m—1 2 2* :
v = al )~--a§%1 ). Comme ~ = [o<iom al )--~a,(€7)1, par applica-

tion itérative du Lemme 2.1 on a

(var, P7)y = ] ((a1---aw-1)gr. P)

ot<m

S
=11 (a1 ar)gr,ar - wpfas) T] (a1 ar—1)gr,ar - w/as,).
t=0 s<t<m
D’ott (vgr, P7) # 0 si et seulement si j; € {i1,...,i,} pour tout 1 <t < s,
c’est-a~dire si et seulement si J est une sous-suite de I. Observons que les
éléments ~yg; engendrent ’espace vectoriel GL(v). Il en résulte facilement
que le dual de celui-ci est isomorphe & @; Fo(Pr). Puisque le nombre des
suites I est égal a (’f) + -+ (j;), le lemme suit. O

2.3. Lemmes clefs

Cette section est une préparation a la démonstration du Théoreme 1.1(ii).
Pour tous entiers positifs m, n, notons

— Mecy,,, 'ensemble des matrices m x n a coefficients dans Fo,

- Oy, n =0 € Mcy,,, 1a matrice dont tous les coefficients sont nuls,

— I, € GL£,, la matrice unité d’ordre n.
Pour 0 < p < m + n, posons

©m,n si p=0,
0 I, ) .
0 0 € Mcep si 1 < p < min(m, n),

( 0 L, Omp-m ) € Mcp,n, si m<p<n,

AT =
P ©p—n,n
L, € Mcm.n si n<p<m,
0
0 0 .
€ Mcy.n si max(m,n) <p<m+n.

Lygn—p O ’

Etant donnés une matrice X = (X; ;) € Mcy,, et un entier positif p <
m + n, appelons le vecteur (X ;)i—j—m—p la p-ieme diagonale de X. Si X
est une matrice carrée, notons det X son déterminant.

LEMME 2.7. — Soient m,n, q des entiers positifs, ¢ < m +n, et X =
(Xij) € Mcy,m. Supposons que I, + X AJ»™ € GL,, pour tout 1 < p < q.
Alors les q premieres diagonales de X sont nulles.
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Démonstration. — Soit 1 < p < q. Il est facile de vérifier que si les p — 1
premieres diagonales de X sont toutes nulles, alors det(l, + XAJ"") =
Hi_j:n_p(l + X, ;). Ceci implique que la p-ieme diagonale de X est nulle.
D’ou le lemme. g

LEMME 2.8. — Soit w = (r, kg, ..., kre1,m1,...,mrr1) € Q avec my >
k. Notons i(p), pour 0 < p < k — 2, I'entier vérifiant m; — m;,y < p <
i(p)+1, €t posons i(k — 1) :=i(k —2). Pour tout 0 < p < k—1 ayant
i(p) > 1, soit 7, € Mcp_p, k—k, une matrice dont les k — p derniéres lignes

mip—m
sont nulles. Pour tout 0 < p < k — 1, posons

Iy, 0 ) .
_ € Mc si i(p)=1
k—k1,k1 ?
< Ap 0

op 1= < I, 0 >
) .
€ Mc si i(p) > 1.
k—k1,k
Ay,
Supposons
—que P = Y ' ---x}F est une somme de monémes qui vérifient :
2m1=k > max(iy, i) si my — Mi(h—2)41 = k —

—que P = (21 -xp,)?"" "“1P4+ Ravec P € 73 et R étant une somme

~ .. my—k
de monémes non divisibles par (z1 - - - xy, )? -1

)

A % ~
- queg= ( . 7 ) € Mcavec A€ Mcy, , et § € Mcr—ky k—k -

~ 1T ki (2mi—1) k-1 gm1—p—1
Posons aw =[[;_o 24, , 11 aj s Pre=]Tg op(@n o gy,
S . 1r7k—1 2m1*1’*1 -
et P = Hp:mlfmz Tp(Thy41 - 1(P)) . Alors :

(i) Sige GL, on a (ang, PP) = (G,7, ﬁﬁﬁ
(i) Sig ¢ GL, on a {a,g, PP;) = 0.

Démonstration. —

(i) Au cours de la démonstration du Lemme 2.4(iii) on a montré que
w9 = Aug - H] 1 52 "~Y Notons que P1+(x1~-~xk1)2m1*2m1 kP est
une somme de mondmes non divisibles par (z; ---,)?  ~!. D’olt

k1
(0,9, PP) = (.- H D (g ay )P TUPPL 4 RPY)
= (g H G (@) IR
= (.5 H G gy )2 TIPRY) = (a3, PPy,
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(ii) Raisonnons par labsurde. Supposons que @ = xil x}f soit un
monome de P qui vérifie (a,g,QP1) = 1. Soit 1 < t < r Dentier tel que
my —my < k—1<mq —myyr. Posant Q1 := Qog_1(z1 -+ :th)zmlfk et

k¢ r k;
B R | I
"M = 3§ j s
j=1

i=t+1 j=k;_1+1

de sorte que a,, = 71 H H Z“’) 42’"171)71_1), on a
I = <awg QP1>
ko 2kl(p) om1—p—1_1 1
m _ my—p—
= ’71]:[1_[ ( )ganl_[Jp "xk1)2 >
p=0 j=1
k—2
= (ng. Q) [[(a1---ar,))g op(@r - 21, )
p=0

Ly,
d’apres le Lemme 2.1. 11 suit que 1 = (y19, Q1) et que go, € ( f ki) I )

pour tout 0 < p < k — 2, ceci d’apres les Lemmes 2.3(ii) et 2.4(ii). D’out
I’on vérifie sans peine

- que A e GLy,,
A7t 0 I, X
- que g1 = g= ka pour un certain 0 # X €
0 ]kakl * *
Meg, k—ky

GLy, *
— que 119 =741 et que g10p € ( N i(p) L)

Montrons que les p premieres diagonales de X sont nulles pour tout
0 < p<k—2. Ceci étant vrai pour p = 0, on suppose 0 < p < k — 2 et
qu’il est vrai pour toute valeur inférieure de p. Si i(p) =1, on a

_ I, X Iy, 0
919p = * * A’;,*kl’kl 0
< L, + X AF=Fkr g ) ( GLy, * )
= € .
* 0 * *

D’ou det (I, + XA’;_kl*kl) =1, ce qui implique que la p-ieme diagonale de
X est nulle (cf. la démonstration du Lemme 2.7). Si i(p) > 1, on a

Ip;, X Iy, 0
g10p = % % AI;—kl,kl ™

_ ( I, +XAI;_k1’k1 X1 ) c ( Q/Ski(p) * >

* * * *
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Puisque les p — 1 premieres diagonales de X et les k — p dernieres lignes de
T, sont nulles par hypothese, on a X7, = 0. D’ou det(I, +XA’;”“1”“1) =1,
ce qui implique que la p-iéme diagonale de X est nulle (cf. la démonstration
du Lemme 2.7).

On vient de montrer que les k — 2 premieres diagonales de X sont nulles.

Comme X # 0, il suit que X = (8 (1)

my —my = k — 1. En effet, supposant le contraire et posant

) € Mcy, x—k, - Montrons que

ke
— (2m—k— (2mi-1)
S 1D | 1 R
j=1 i=t+1j=k;_1+1
mq—k
de sorte que y1 = 5 Hf;l a;Q ' ), on a
(2m1- k gmi—k
1 = (161,Q1) = ’YzHCL Ng1, Qorr(@y -z, )2 )
Jj=1
= (1291, Q) - ((a1 -+~ a,)g1,0p(w1 - - - Tk, ))

d’apres le Lemme 2.1. D’ou g10,_1 € < fﬁk‘ : ) d’apres les Lemmes 2.3(ii)

et 2.4(ii), ce qui équivaut a I, + XAZ:’F”“ € GLy, . Ceci est impossible,

1 _
car X = < 8 0 > € Mcy, j—r, et AZ_Ilcl’kl = ( (1) 8 > € Mcik—k, i, -
On a montré que m; —m; = k—1. Il s’ensuit facilement que ¢t = i(k—2)+1.

D’ott max(iy, i) < 2™t 1 par hypothese. Posant

ki
| Ut VI AU
j=2

i=t+1j=k;_1+1

de sorte que vy, = vgagynt*l), on a

I = (ng1,@1) = <(72a§2mt*1))g1,Qak,l(m .. .xkt>gmrl>
= (1201 (a1 + ak)@m_l),Q(g;2 .. .xkt)T"*’l(xl +xk)2m‘71>,

Notons quesi A, B € I', X, Y € P sont tels que A ne concerne que les va-
riables ay, ag, B ne concerne que les variables as, ..., ax_1, X € Fo[x1, zx],
Y € Fylzo,...,2,_1], alors on a l'identité (AB,XY) = (A, X)(B,Y). En
effet, pour montrer celle-ci, a cause de la bilinéarité du produit (, ), il suffit
de considérer le cas ou A, B, X,Y sont des monomes, auquel cas elle est
claire.
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Par conséquent, d’abord en choisissant un monoéme a(1J 2 (] &) qui ap-

parait dans y29; tel que
1= (@ af™ (a1 +ap) @ Y, Qg g )" (an + ),

puis en ne considérant que la partie qui concerne les variables a1, ay, €1, Tk
dans le membre de droite de cette égalité, on obtient que

1= (@i af" (a1 + ap) ", 2zl (o) + @) ?" ),

olt les entiers ji, ji vérifient ji + ji = i1 +ip — 2™ 1 +1 < 2™~1 En
appliquant le Lemme 2.1 on a

m¢—1

1= <a§j1)a,(cj’“)(a1 + ak)(thfl_l) . (a1 + a)®" x“xif“ (z1 + x1)?

)

= (aia (ar +ar) "D 2 ait) (o + a2+ )

= <a(1j1)a§€jk)(a1 +ap)®" -1 zlllx}f) 0=0.
Ceci est une contradiction. O
COROLLAIRE 2.9. — Soit w = (r, ko, ..., kr41,M1,...,Mprp1) € Q. Sup-

posons qu’il existe 1 < s < r tel que m; — m;41 = kiy1 — ki—1 pour tout
1<i<setque

— soit Mg — Mg41 = k— ks—l;

— soit mg —msy1 =k —ks—1 —1let k> ksyq.
Notons i(p), pour 0 < p < k — 2, lentier vérifiant my —m;py < p < my —
M(p)41, €t posons i(k—1) := i(k—2). Soient P € Fyl). 41, - .., xx] un poly-

néme ayant le degré de xy, inférieur & 2™ =F et P := (x1 -z, )% f-1p,
% %

Alors il existe og,...,0p,_1 € Mc tels que pour tout g = ( . ) € Mc

avec g € Mcy—_g, k—k,, L'on ait

k—1 ~ ~ 5 s
gmi-p-1, (a,g,P) si geGs,
<awg,PUOp($1"'$k,;(p)) )= { 0 si g¢&GY.

Démonstration. — Pour tout 0 < p <k — 1, soit 0, = (By--- Bj(,) 0) €
Mec la matrice ayant les blocs B; € Mcy, i, —r, , définis par

I, ) . ‘
k—kyk si 1 =1,
< Ap 1,R1
B = ©ki—17ki*ki—1
I, si 1<1< Z(p)

k—kiki—ki_1
Apfmleri
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Pour tout 0 < p < k — 1 ayant i(p) > 1, soit 7, = (Cz--- Cj(,) 0) € Mc
la matrice ayant les blocs C; € Mcp_g, k;,—k;_, définis par

Ik, . .
o a—y si =2,
p—mi+ma
Ci = ©k1,—1—k17ki—ki—l
]Iki—ki—l si 2<1< Z(p)
k—ki ki—Fki
Ap_m1+7ni '
Grace a 'hypothese sur les écarts entre mq,...,mgsy1, on vérifie sans
peine, pour tout 0 < p < k— 1 ayant i(p) > 1, que les k —p dernieres lignes

I 0 . ,
de 7, sont nulles et que o), = ( /Iféfkl Ky ) Le corollaire résulte alors
’ T
D p

du Lemme 2.8 par récurrence sur 7. O

LEMME 2.10. — Soient m > 0, et v = Zayl)oua,(:’“) € I' un po-
Iynéme non nul dont les monémes vérifient : max(iy,...,i;) < 2™! et

(32) -+ (Gk) = 0.

(i) 1l existe g € GL tel que «yg contienne au moins un mondéme ayant
le degré de ay, inférieur a 2™.

(ii) Supposons v € W=. Alors il existe g € GL tel que g contienne au
moins un monéme qui ne soit pas dans W+ et dont le degré de ay,
soit inférieur a 2.

Démonstration. — Etant donné un polynome v1 € T', notons ig(y1) le
degré de aj dans celui-ci. Soient g1, ..., gx € GL les matrices définies par
P a; si 1<j<k e 1<Kk,
9= a;+a, si j=k et 1<i<k.

11 est facile de montrer
— que ig(y + vg;) < ir(y) pour tout 1 < i < k,

— que les monomes des polynomes 7 + ~g; satisfont a 'hypothese du
lemme,

— que les v 4 7yg; ne sont pas tous nuls,
— que siy € W, il existe 1 < i < k tel que v + vg; € W.
D’oti le lemme se vérifie aisément par récurrence sur ig(7y). O
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2.4. Démonstration du Théoréme 1.1(i)

Soient

- g1,---,9m € GL tels que les éléments a,,91, ..., 0,9y forment une
base de l'espace vectoriel GL(a,,),

— h1,...,hy € GL tels que les classes modulo GL(a,) N WL des
éléments ayhq,...,a,hy forment une base de l’espace vectoriel
GL{(a,)/GL(ay,) N ZV{

~ Py,..., Py € PU8% tels que (azgi, Pj) = 6;; pour 1 <i,j < M,

- Q1,...,QN € Wieg au (cf. le Lemme 2.2) tels que (azh;,Q;) = d;;
pour 1 <14,5 < N.

Pour tout sous-ensemble I = {i; < --- < ig, } C {1,...,ka}, soit 71 € GL
une matrice satisfaisant a

(@177, -+, Gk, TT) = (@iyses i),
{(LlTI,...,asz]} = {a17...,ak2},
(ak2+17'1, . .,am'[) = (ak2+1, PN ,ak).

Supposons d’abord 1 < 4,7 < M, I = {iy < -+ <ig, } C{L,...,ka} et
J={j1 < - <jr} CA{1,..., ko}. Alors

)

2m2

(awTy95, P (gi_l(xi1 R ))
= ((aza; ™). a}(flm))mgj, P (gi_l(xil T Ty ))2’"2>
= (a=7s9;,P;) - ((a1 - - ar )75, 9; (@4, -+, ) d’aprés le Lemme 2.1
= (azg;. Po) - {(ag, -+~ a5,,)g5, 97 (20, 23,)

ijlag, - ag, , 9595 M, - -, )) d’apres le Lemme 2.3(ii)

&;
51] <ajl Crr gy s Ty xik1> = 5ij51J'

Ceci implique I'indépendance linéaire des éléments a,,77g;. D’ou

dim GL{a,,) > <k2>M = (kz) dim GL{a~).
k1 k1 w

Supposons maintenant 1 < 4,5 < N, I = {i; < -+ <, } C{1,...,ka}
et J={j1 < - < g} C{l,...,k2}. D'une mani¢re analogue a ce qui
)2””.2

était fait plus haut, on montre que (a,7shj, Q; ( Yy, C gy
gma
9i;07.7. Puisque Ql( (x“ -~~xi,€1)) €W, on a

2"L2
(", Qz( (%1 "'xikl)) ) =0 pour tout y € wt.
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Il suit que les classes modulo GL{a,) N W+ des éléments a,,7rh; sont li-
néairement indépendantes dans GL(a,)/GL{a,) N W+. Dot

dim GL{an) /GL{aw) N WE > (Zj)N - (Zj) dim GL{G.) /GL{G.) N W

2.5. Démonstration du Théoréme 1.1(ii)

C’est & Crabb-Hubbuck [9, p. 150]® que nous devons I'idée d’utiliser
I’accouplement canonique entre I' et P pour démontrer I'indépendance li-
néaire des éléments de GL(a,,). Crabb-Hubbuck ont considéré le cas k; = 1.
Grace a des techniques exposées dans les Sections 2.1, 2.2 et surtout 2.3,
nous traitons le cas général.

Soient v= Hj:l H?L:ki—ﬁrl a§2 Y et gL = ( ](I)ks gﬁk—ks

Etant donnés un sous-espace vectoriel V C C;Z(’dm et une matrice g € GL,
notons YVg := {(yv)g | v € V}. Il est clair que ¥V g est un sous-espace
vectoriel de GL{a,) et dimyVg = dimV. Soient g1,...,9pm € GL des
représentants des classes a gauche de GL/G2.

) coc.

Supposons donnés 1, ...,y € C;Z(’d@ avec y1 # 0. Comme mgy11—1 <

mi1 — k, d’apres le Lemme 2.10 il existe h € GL tel que 1k contienne au
(k1) . (ik)

moins un monome de la forme a; 377 a, " avec i < 2m1—k monéme
s
. . —~ —~ > i i
qui ne soit pas dans W si 4, € W, Posons P := z;/* !} ---2}F et P :=
s

(zq--- xks)erkflf’. D’apres le Corollaire 2.9, il existe @ € P tel que pour

tout g = ( :: i ) € Mc avec g € Mcy—k, k—k,, 'on ait
g
(@.9,P) si geas,

w9, P it =
(awg, PO ) {0 si g Gs.

Posons ~; := Ej auhij avec h;j € QAZZ, 1 <i< M. Comme hijgigflh ¢ G
si ¢ # 1, en notant §1; le symbole de Kronecker on a

_ my1—k ~ _ mq1—k
((v1)9091 ', PR ) =3 ((vaw)hijgigr th, PP )

J

= > (avhigigr b PP = 01y (auhi;h, PQTTT)

j j
51iz<5wh1jh713> = 61:(vih, P) = b1,

J

(2) Nous remercions le Pr. Lionel Schwartz d’avoir attiré notre attention sur Iarticle de
Crabb—Hubbuck.
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Montrons que GL{a,) = Zf\il 7&<aw>gi. En effet, supposons g € GL
et gg;t € G5. Alors angg; ' = (Vaw)gg9r ' = 7 - Gwggy t (cf. la démons-
tration du Lemme 2.4(iii)). Notons que d,gg; "+ € Cjﬁ(&w). Dol a,g =
(40997 g1 = (7 - Gwggr g1 € YGL(AL) g1

Montrons que g£<aw> = @fwlfyﬁ('dw)gl Supposons le contraire : il
existe y1,...,7m € g£<aw> avec 1 # 0 tels que ZZ 1(yvi)gi = 0. Par ce
qui précede, il existe h € Q[,, PePet@eP tels que

— my—k .
(v)gigy *h, PQ?™ ") =61 pour tout 1 <4 < M.

D’ou

M

M M
m k m k
0= <Z(7%)gzgl h, PQ2 v :Z 7% 9i91 'h PQ2 . Z5li: 1,
=1 =1

i=1

ce qui est une contradiction.
Montrons que GL{a,) N W+ D @i\il Y(GL{G.,) N WE)g;. En effet, ceci
résulte de ce que W+ est stable sous l'action de GL (cf. le Lemme 2.4(i)).
Montrons que GL(a,) NWE = @Y, v(GL(G.,) N WL)g;. Supposons le
contraire : il existe yi,...,7m € QAZ@/W) avec v, & W2 tels que
Z¢Ai1(’7’7i)gi € W, Par ce qui précede ((vvi)gigy *h, PQle_k> = §1; pour
certains h € Q/VE, PeW,Qe€P et pour tout 1 <i< M. Do

M M M
_ my—k _ my—k
0= (Mi)gigr ', PQ*™ )= ((y3i)gigy 'h. PQT™ )= du=1,
1=1 1=1 1=1

ce qui est une contradiction.
Pour résumer, on a

dimGL{a,) = Zdlm’ygﬁ Gw)gi = Zdlmgﬁ Qy)

1=1 1=1
= |gL/GS|dimg”Z<aw>
dim GL{(a,) "Wt = dey (GL(a,) N Wh)g Zdlmgz: (@) N W+
=1 =1

= |GL/G3|dim GL(a,) N W

C’est ce qu'il fallait démontrer.
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3. Transfert algébrique en degré générique
3.1. Préliminaires

Action de l’algébre de Steenrod. L’action naturelle a gauche de A
sur P est définie par S¢i(x]) = (f} )2l Elle vérifie la formule de Car-
tan [52]

q
S¢(PQ) = Sq"(P)Sq" "(Q), >0, PEP, Q€ P.
r=0

On transpose cette action en une A-action & droite sur I' en posant
(0, P) := (v,0P), ye€T, § € A, P € P. L’action & droite vérifie aussi la
formule de Cartan.

Soit T4 C T le sous-espace vectoriel gradué engendré par les éléments
v € T vérifiant v = 0 pour tout § € A. L’accouplement canonique entre I’
et P permet d’identifier T4 au dual de P 4. De plus, & cause de la formule

de Cartan, I'A est une sous-algebre de T'. Cette sous-algebre contient [51]
(

- 271 A . £ .
le monome a, ), donc le monéme a,, mentionné dans la Section 1.1. On

verra plus loin que I'A est un sous-GL-module de T'. Donc, le G£-module

A
1—‘deg ay
démontrera que I’

contient GL(a,) comme sous-GL-module. Dans la Section 3.4 on

A

Jega, = 9L{ay) dans le cas « générique”. C’est en ce

sens que ’espace vectoriel dual Ffeg oy = ( jeg ““)* peut étre approchée

par GL{a,), qui en constitue une bonne approximation (cf. la Section 1.1).

Invariants et coinvariants. Les actions de A et de Mc¢ (le semigroupe
des matrices kx k) sur P commutent [57, 59]. Les espaces vectoriels gradués
P4 et I'A sont naturellement des M c-modules, donc des GL-modules. La
projection 7 : P — P4 est Mc-linéaire.

Soit (P4)9% C P4 le sous-espace vectoriel gradué engendré par les élé-
ments w(P) vérifiant P € P et gn(P) = n(gP) = w(P) pour tout g € GL.
Notons (I'*)g. le quotient de I'* par le sous-espace vectoriel gradué en-
gendré par les éléments de la forme vg — v avec v € T4 et g € GL. Les
éléments de (P4)9% s’appellent les GL-invariants, ceux de (I't)g. : les
GL-coinvariants. Les espaces vectoriels gradués (P 4)9% et (I'*)g. sont en
dualité.

Morphisme de Kameko. Soit 7 : P — P4 la projection canonique.
Un des outils dont s’est servi Kameko [22] pour une description récursive

de P4 est I’épimorphisme 9 : PJ%(H']“

1 — 2 d
’(/J(T('(P)) :{ g(Q) S1 P*‘rl IkQ ) Qseln,];na

— Pj défini par la formule
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Le morphisme dual de %, noté Sq° : FA — I‘é“d Lk st la restriction a r4
du morphisme linéaire T} — I‘Qd_H€7 (“) ) .al(:k) — a§2“+1) e agz”l).

LEMME 3.1. — Sia(d+k—1) > k—1, alors sont bijectifs les morphismes
¥, Sq, ainsi que les morphismes induits 1 : (P3F)9% — (P4)9%, Sq°
(Ti)ge — (Tauip)gc-

Démonstration. — Puisque Sq° est le morphisme dual de %, il suffit de
montrer le lemme pour ¥. Pour montrer I'injectivité de celui-ci, observons
d’abord que w(W?4tk) = 0 (cf. la Section 2.1 pour W). En effet, tout
mondme de W24tk gécrit sous la forme Py PZ pour certains Py, Py € P avec
deg Py = k — 2r, r > 1. Comme a(deg(PyP?) + deg Py) = a(d+k —1) >
k —r > deg Py par hypothese, on a m(PyP?) = 0 d’aprés un théoreme de
Wood [58] (rappelé dans le Théoréme 4.1 du présent article).

Supposons que P € P2k et o)(7(P)) = 0. Montrons que 7(P) = 0.
Ceci étant vrai si P € W24tk on peut supposer que P ¢ W24tk ce
qui revient & dire que P = z7---23Q? pour un certain Q € P? On a
71(Q) = ¥(n(P)) = 0. Soient Q1,...,Qn € P? des polynomes tels que
Q= Sq¢'(Q1) + -+ S¢™V(Qn). D’apres la formule de Cartan

P=u - 0,Q% = Zm R (05

N
= (Sq¥ (a1 2k Q%) + Z Sq% (w1 -+ 2x) (S (QF)) €W + AP.
i=1 j=1

Comme 7(W + AP)2¥+F = 0, il suit que 7(P) = 0.

La surjectivité de ¢ étant claire, il reste a établir celle de la restriction
Y (PEHFYGE — (P4)9%. Soit P € P? un polynéme avec 7(P) € (P%)9~.
Comme Y(m(xy - - - 2 P?)) = 7(P), il suffit de montrer que m(zy - - - 1, P?)
est un GL-invariant. Soit g € GL. 1l est facile de voir que g(z1 - - xy) +
r1-xp € W, dott g(ay - mx)g(P)? + 21 - - - 2.9(P)? € W2HE, Le fait
m(W?HF) = 0 implique que gm(zi--- 2, P?) = 7(g(a1---21)g(P)?) =
7(z1 - 21g(P)?). Comme

U(m(xy - xpg(P)?)) = m(g(P)) = gn(P) = 7(P) = ¢(n (w1 - - 2 P?))
par hypothese, il suit de l'injectivité de 1 que
m(x1 - 2eg(P)?) = w(21 - 2 P).

Dot gm(xy -+ 2, P?) = w(xq - - 2, P%), ce qu'il fallait démontrer. O
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3.2. Démonstration du Théoréme 1.2(i)

Soient
k—1

—
— Z4 Vensemble des entiers positifs ou nuls et Z’j:l =74 X XLy,
- Fq,...,Ey C Zi‘l tels que les polynomes Z ag“) e a,(;ff)
(i1, yik—1)EE,
(1 <7 < M) forment une base de ’espace vectoriel F:li‘,

-y = a§2 _1)~-~a,(f_1_1) et g1,...,98 € GL tels que vg1,...,v9Nn

forment une base de I’espace vectoriel GL{7), o N = (’f) +-+ (:1)
d’apres le Lemme 2.6(ii),
— Py,..., Py € P tels que (ags/, Ps) = ds¢ pour 1 < 5,8 < N,

- Q1,...,Qn € P tels que <Z(i1a“~7ik71)€Eﬂ a(lh) . "a;(;ffl)er> = Oppr
pour 1 <r,r’ < M.

Montrons que les éléments (Y3, . yep, agwil) e al(f_mli’“*l))gs, oul <

r<Metl<s< N,sontlinéairement indépendants dans I'. En effet, on a

2™ 2™ 1 _ m
<(’YZCL§ 1)"'a§c—1k ))gs’aps(gs 1Qr)2 >
E /

= (g, Py (3@ a1 ))g0, 97 Q,) dapres le Lemme 2.1

p

E
= 5SS/<Z agil) . a,(fff),gs/gs_lQr> d’apres le Lemme 2.3(ii)
E ’
= 588/ <Z agil) T a,;jiil)7 Q7> = 688/57'7‘/'
E ’

Ceci donne I'indépendance linéaire voulue. De plus, du fait que

7Zagzmu) . _,a](ezjlml) = (S¢")™ (Z agil) . .al(cikll)>€(5qo)m (fdé) c T4,
ona(y) g agzmil) . '~a,(€2_mli’°’1))gS € g£<1~“§> C I'yf pour tout 1 <r < M
et 1 <s < N.DowdimIg > dimGL({TH) > MN = NdimT4 = ((}) +
.. k im T4

+ () dim Fd . R

Supposons maintenant que m > k et a(d + k — 2) > k — 2. Par ce qui
précede dim T > dim GL(T') > (2F—1) dim I‘?. D’autre part, d’apres [41]
on a dimI'y = diijf{ =(2F-1) dimﬁfz =(2F-1) dimf?. 11 suit que
dim 4 = dim GL(TA) = (28 — 1) dimf:li‘.
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3.3. Démonstration du Théoréme 1.2(ii)

La commutativité des carrés contenant (Sq%)™ et (Sq°)™ a été démontrée
par Boardman [5]. Celle du carré contenant ¢ est un cas particulier d’un
théoréme de Singer [51] que nous rappelons ci-apres.

Soient ki, ko, dq, do des entiers positifs ou nuls avec k1 + ko < k. Posons

D(k)? = T(ar,...,ax,) N4,
D(ko)* = T(ay,...,ap,)NTA,
F(k1+k2)A = I‘(al,...,ak1+k2)ﬁFA.

Le morphisme bilinéaire

D(k)g x T(ka)gy,  — T(k1 +ka)3h a,

(agil) . a](:lkl)a a(ljl) L. a]EikZ)) — a(lil) . a](:lkl) ;];13_1 L. algik—i’l2

se factorise par les coinvariants sous l'action des groupes linéaires et induit
un morphisme linéaire

(C(k1)7)ac,, ® (T(k)iy)ac,, — (D(k1 + k)3 4a,)0L0, ny -

D’autre part, la multiplication usuelle de I’anneau de cohomologie H*(.A)
fournit un morphisme linéaire
HFditk ® FF2.d2tk HFitke,ditdatkitks

Le théoreme de Singer [51] confirme la commutativité du carré
Tk )ge,, © (C(k2)3) g, —— (C(k1 + k2)7 1 a,)GL0, 0,

\LTTle@TTkz lTrk1+k2

HF1sditka ® Hk2:d2+k2 HFk1tke,ditdatki+ks

(une petite remarque : lattribut « algébrique » que nous donnons au mor-
phisme T'ry, a pour origine ce carré commutatif). En choisissant ky := k—1,
ko := 1, dy := d' et da := 0, on obtient le carré contenant ¢ dans le dia-
gramme du Théoréme 1.2(ii). Ainsi, la commutativité de ce diagramme est
établie.

Les énoncés concernant les morphismes (S¢%)™ et (S¢°)" de la premiere
ligne résultent trivialement du Lemme 3.1.

Supposons m > k et a(g+ k —2) > k — 2. Montrons que ¢ est surjec-
tif. D’aprés le Théoreme 1.2(i), on a dim Iy} = dimQL(fZﬁ}, dou T'j =

*
L

QE(fé). Il s’ensuit que la composée fé‘& —— Ty — (I'})ge est sur-

jective, le premier morphisme étant 'inclusion. Comme cette composée est
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égale A la composée f‘z; — (fﬁ)az A (T'4)gr , on en déduit la sur-
jectivité de .
Légalité (S¢°)"ho(S¢°)™ = h,, (Sq®)™ ™ résulte du fait (S¢°)"(ho) = hy,
et de ce que Sq° : H*(A) — H*(A) est un morphisme d’algebres [27, 43].
Pour terminer, ’énoncé concernant (Im7'ry)? est une conséquence facile
de la commutativité du diagramme et des énoncés qui précedent.

3.4. Démonstration du Théoréme 1.2(iii)

Ce théoreme sera démontré par récurrence sur k. Sa validité pour k =1
étant classique [45, 51], on suppose k > 2 et qu’il est vrai pour toute valeur
inférieure de k.

Posons

dl 2m1_mk+_._+2mk71_mk _(k_1)7

dy = 2Tl g2 490 (),
Puisque d = 2™ =1 (do + k— 1)+ 2™ —k et my_1 = myp +k > k, d’apres le
Théoreme 1.2(i) on a Fji“l = g£<rdﬁ>. Par hypothese de récurrence F:i“l =

GLa?® Y ag’;kflwbkfl)>. Il en résulte que

omi—mp _q 2MEk—1""k _ ]
If = 6L bl ).

D’autre part, du fait que a(dy +k —1) = k — 1, lapplication itérative du
Lemme 3.1 permet d’obtenir que

T7 = (S¢)™ (Tit) = (SO (gLial™ 70 a2 )
= LSO (a2 Ty

= 6LV e Y).

Observons que par hypothese de récurrence, (Im7'r,_1)% est le sous-
espace vectoriel de H*~1:42+k=1 engendré par Ay, —my_, = Ry g —mi_, ho-
Il suit du Théoreme 1.2(ii) et de la commutativité [2] de 1'algebre de co-
homologie H*(A) que (ImTry)? est le sous-espace vectoriel de H*4+* en-
gendré par

hmk (Sqo)mk_l (h’ml_mk—l e hmk—2—mk—1h0) = hml e hmk'
I reste & vérifier 1'égalité concernant (I';')gz. Si my —ma = 1, d’'une part
')~ =0 par hypothese de récurrence, de l'autre
dy

Gz
(T)ge = (S¢°)™ (T 57)
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d’apres le Théoréme 1.2(ii); cela implique (I'})gz = 0. Si my — ma >
2, alors le GL-module T4 = QE(a?ml*l)-~-a,(€2mk71)> est isomorphe &
Fo(GL/Go) d’apres le Théoreme 1.1(i), ot Gg C GL désigne le sous-groupe
de Borel des matrices supérieures inversibles. Il suit que (I'}')gz = Fa.

4. Primitifs comme représentation
4.1. Généralités

Rappelons d’abord les formules
Pé =~ J(f*k)m @ (Kerv)? sid=k (mod 2),
= SqO(FE‘}iik)/z) @ (Coker Sq°)y sid=k (mod 2),
P4 = (Kery)?, I'}t = (Coker S¢°)q sid#k (mod 2),

qui raménent la détermination de P4, I'* & celle de Ker ), Coker Sq° res-
pectivement. Pour déterminer Ker 1), notre méthode consiste a :
— en produire un systeme générateur et établir une borne supérieure de
la dimension dim Ker v,
— faire appel au Théoreme 1.1 qui fournit une borne inférieure de la
dimension dim Coker S¢° = dim Ker v,
— effectuer des retouches nécessaires pour que ces bornes soient égales et
obtenir la valeur exacte de dim Ker ¢.
D’apres ce que nous en savons, cette méthode a été utilisée par Alghamdi—
Crabb—Hubbuck [3] et Boardman [5], pour qui les travaux de Kameko [22]
ont été une source de référence.

Théoréme classique. Soit m : P — P4 la projection canonique. Le
théoreme classique de cette branche de la topologie algébrique qui étudie
la relation 7(P) = 0 est le suivant :

THEOREME 4.1 (Wood [58]). — Soient P,Q € P. Alors

(i) 7(0(P)Q) = m(Px(0)(Q)) pour tout 8 € A, ou x : A — A désigne
Pantiautomorphisme canonique de I’algébre de Steenrod.
(i) 7(PQ?) = 0 si a(deg(PQ?) + deg P) = a(deg P + deg Q) > deg P.

La premiére moitié du Théoréme 4.1 est connue [58] sous le nom de x-

technique. La seconde (conséquence de la premiere) est la généralisation
d’une conjecture de Peterson [45] dont elle était issue.
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Décomposition. Soient 1 < i; < -+ < i, < k des entiers. On note
x;, ] C P. L’idéal Pﬂfn--mm est un sous-A-module de P. On a la somme
directe de A-modules

P=F, @B Pu,ou,

1<i1 < <in<k

v 14 ) X
_ llidéal engendré par x;, ---x; dans la sous-algebre Fafz;,,...

)

et la somme directe d’espaces vectoriels gradués

P.A =T, @ 77'(7)7“,11“)

1<i <+ <ir <k

Systéme générateur. Soit B, .

le...m

un systeme générateur minimal de

r

en tant que A-module, i.e. un sous-ensemble de P, .. tel que

7(Pas. ) = Falr(Bry ).

Notons BIil‘-»mir Iimage de By, . ..,
Pzy.wn, — Pzz‘1~~1‘z‘r qui envoie s sur z;, pour tout 1 < s < r. Il est
clair que Bwil...zir est un systeme générateur minimal de 779;1.1 ...z;, COmme
A-module : 7(Py, 2, ) = Fo(m(By,, ..z, )). On désigne par Bgilmxir le
sous-ensemble des éléments de degré d dans Bzil.‘.zw

r

par l’isomorphisme d’algebres

Cas de trois variables. On écrira x,y, z respectivement a la place de
1, Ty, x3 dans ce paragraphe.

Alors que B, est unique, les ensembles B, et B,,. semblent varier selon
les chercheurs. Les informations sur ces ensembles sont rassemblées dans le
Théoreme 4.2 suivant. La connaissance de By, B, fournie par le Théoreme
4.2(i) est due & Peterson [45]. Celle de B,,. fournie par le Théoreme 4.2(ii)
est due & Kameko [22] et & I'auteur [42]®) (indépendamment de Kameko).
Notons que le systeme générateur minimal de Kameko presque coincide avec
celui de lauteur (la seule différence se manifeste en un monéme de degré
8, qui est zza?y* pour Kameko et xy(xyz)? pour Pauteur). La description
actuelle de By, et By, est due & 'auteur [42, Proposition 3.2].

THEOREME 4.2. —
(i) B, = {#*’~' | p > 1}, tandis que By, est composé des monémes
x2p+Q_1y2P+1_1, x2p+1_1y2P+Q_1, x2P+1_1y2P+Q+1_2P_1 avec p 2 17
q > 0. D’une maniére récursive, B, = {xP? | P € B, ou P =1} et

By se décrit comme étant ’ensemble des monémes

zP?, PeB,
zyP?, P € B, UB,UB,U{l}.

(3) Mes travaux [42] ont été dirigés par le Pr. Nguyen Huu Viet Hung.
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(ii) D’une maniére récursive, By, se décrit comme étant I’ensemble des

monomes
xyP?, PeB,,UB,, UB, U{xyz},
xzP?, P e By, UB,y,

zy(zz)?P*, P € B,.UB,,

(zy)3 P4, P e B,,

xy? P2, P e B,,

ryzP?, P e By UByy UB,. UB,. UB, UB, UB, U{1}.

4.2. Démonstration du Théoréme 1.3

(i) Ce théoreme résulte trivialement du Théoreme 4.1(ii).
(ii) D’abord, en renvoyant & Kameko [21], on a que

3 si p=24 et g=0,
70 si p=24 et g=1,
dim(Ker z/;)d < 105 si p=23 et ¢g=2,
90 si p=2 et qg=3,
45 si p=1 et g>=4.

Ensuite, observons que

dim(Ker 1)? = dim(Coker S¢°)4 = dimT'}' — dim SqO(Ff/zfz)

) p+q_ P_ .
> dim (g£<a§2 1)ag2 1)> + Sqo(l—‘f/zfz)) — dim Sqo(rf/zfz)
+q_ p_ . +q_ —
= dimQﬁ(agzp 1)a(221p 1y —dlmgﬁ<a(12p ’ 1)a§2p 1)> quO(Ff/z—Q)
> dmGEl " V) dimgel o Ve

G ) G DDy AW,
et que, d’apres le Théoreme 1.1 et le Lemme 2.6 :

dim g£<a§2P+‘1—1)@;2?—1)>/g£<a(12p+q—1)ag2p—1)> AW+
35 si p=24 et qg=0,
70 si p=24 et q=1,
> 105 si p=3 et ¢g=2,
90 si p=2 et q=3,
45 si p=1 et q=4.

Par ces inégalités, les affirmations concernant Fa‘l sont justifiées. Mon-
trons affirmation qui concerne (FdA)g[;. Siqg=#1etp>3,alors par ce qui
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précede on a

p+q__ P_
GL(a® "TVal Y)Y = Fo(GL/Go), Th = F2(GL/Go) ® Sq°(Tfn_s),

+a_ _
ou Gg C GL désigne le stabilisateur de a§2p ’ l)agp b pour l'action de

GL. Notons que cette somme-ci est une somme directe de GL-modules.
D’ou .
w, (2PT1-1) (271
(T)ge = Fa( (@l Val ™) @ S (Tzs)ge
(

+aq_ —
Supposons que ¢ = 1 ou p < 2. En notant v := a§2p ’ 1)a22p 1), montrer

THee = Sqo(l";‘/%z)g[; revient & vérifier que t*(y) € SqO(I‘ZI‘l/%Q)g[;.
Soient g1,g2 € GL des matrices satisfaisant & (a191,a291) = (az,a;) et
(a192,a292) = (a1 + aa, az). Pour tout 0 # v € Fy{as, as, aq), soit g, € GL
une matrice vérifiant (a1gy, az29,) = (a1,v). Sig=1,0n a

() = (v + 791 +vg2)

= L*(a§2p+lfl)ag2p71) + (a1 + ag)@pﬂ_l)agﬁ*l) + aéQpH*l)ang*l)) =0.

Sip=1,ona

() = (Y +Y9as T V9az+as)
q+1__ q+1__ q+1_
= L"‘(ag2 1)a2 + a§2 1)a3 + a§2 1)(CL2 +as3)) =0.

Si p =2, comme |Fa(as,as,aq4)| =8, on a

)= S0 Y g =c@ETTY ST W)

0#v€EF2(az,a3,a4) vEF2(az,a3,a4)
% 24+2_ 1 % 2¢+1_q
= (0" Vazagas) = S (@ 7)) € S (o)

Ceci acheéve la démonstration du théoreme.

5. Transfert algébrique quadruple
5.1. Transfert et bar-résolution

Suspension. Soit V = @, ., Vi, un espace vectoriel gradué. Pour m €
Z, la suspension m-ieme de V, noté XV est l'espace vectoriel gradué
défini par (X™V),, :=V,_pm (n € Z). Siv € V,,_p,, I'élément dans (¥™V),,
qui lui correspond est noté X"v.

Soient U, V' des espaces vectoriels gradués et f : U — V un morphisme.
On note X f le morphisme XU — ¥™V, "y — 3™ f(u).

Soit V' est un A-module a gauche. Alors XV D'est également. L’action
de A sur ™V est définie par la formule §(X"v) := ™ (v), v € V, 0 € A.
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Extensions. Soient P; = Fy[z,] et £1 := 7Py C Fo[zf!]. D’apres [56],
I’action naturelle de A sur P; s’étend a L4 et fait de ce dernier un A-module.
On a la suite exacte courte de A-modules

L1 T

0 XP XLy Fo 0,
. o . 1 siip=—1,
ol ¢1 est Vinclusion et m (Xx]') = { 0 si zi > 0.

Singer [51] et Lannes—Zarati [25] considérent I'élément ey € Ext § (Fa, XPy)
correspondant a cette courte suite. Observant ’isomorphisme de A-modules
(2Py)®F = $FP ils définissent ey, := eP* € Extk (Fa, 2FP). En termes de
la bar-résolution [28] de l'algébre de Steenrod, e est représenté par un
certain morphisme A-linéaire e;, : A ® A®* — $*P. Dans ce qui suit, on
se propose d’exhiber ce morphisme & 1’aide des produits de Yoneda [28, 60]
des suites exactes de A-modules.

Soient PQ = ]FQ[xl,.rQ], £2 = 1‘2_17)2 C FQ[.ﬁl,x;El] et T - EQEQ I EP1
le morphisme A-linéaire défini par

Yyt osidg = —1,

ma(Seray) = { 0 siiy>0.

La suite exacte précédente donne naissance au diagramme commutatif

_ o) £
A® A A Fy
i h N €1 l
®1 AN %o
N
T2 R L1 ™1
¥2L, Py 3Ly Fy

ou ¢ est Paugmentation, 9(0[0;1]) = 061, po(0) := Eﬁ(xfl) et
er(0l6r]) = X06i(x ),
e1(0161]) = XO(zy'er(1[61])) = 20(x5 01 (x7 1))
Pour tout r > 1, notons

P =Fsxy,..., 2], L =2 P, CFalay,. .. ,xr_l,xil].

r

On a la suite exacte courte de A-modules

0 ——X"P, - XL, la Er_ltprfl —0,
ol ¢, est l'inclusion et pour tout P € P._1 = Fao[x1,...,2,-1] C Py :

P sid = -1,

™ (B Pay) = { 0 si i, > 0.
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Supposons que @,_1 et e,._1 sont connus. Alors cette suite donne naissance
au diagramme commutatif

o

A® A®" A® A2
itﬂ > N €r \L[P - > \67‘71
” ~ r—1 N
r41 Tl R r br r r A7“—1
SrHL, P, L, Srlp,

ott (010, | -+ 101]) = 00, [0 1| -+ |02] + 2127 0[6r] -+ 0163 - - - |604] et
er(010-]---101]) = ©r—1000[0,]---|61]),
or(000, - 10]) = SOt en (16, [6,]).
[

Transfert. Soit N : Tory(Fz,F2) @ Extk (Fa, S¥P) — Torg'(Fq, SFP)
= Y*P,4 le cap-produit [28]. Le transfert est défini comme suit
Tor“,j(]F‘g,IFg) — Y*Py, 2 — zNeg. En utilisant la bar-résolution de
A, ce morphisme est représenté par un morphisme A®* — TFP 4 que
nous identifions ci-apres.

Pour tout A-module V', notons 1®V le morphisme linéaire V- — Fo@4V
qui envoie v sur 1 ® v. Le morphisme A-linéaire e; induit un morphisme
linéaire

Try : A% — xkpy
qui rend commutatif le diagramme

_ 1Q(ARADF _ _
A A%k ( ) Fy @4 (A @ ADF) 22 A%k

lek \LTTZ
shr=19xF P

YRPy, = TP ————— Ty @ 4 SFPy 2 TP

La restriction de Tr} au noyau du bord 9 : A®%F — A®F=D de la
bar-construction de l'algebre de Steenrod est précisément le morphisme
représentant du transfert qu’ont défini Singer [51] et Lannes—Zarati [25].
Pour nous, cette restriction n’est pas nécessaire et T'r}, sera défini sur A®k
tout entier. On a ainsi la formule

Tri([0kl-- - 101]) = X 7er(1[0x] - - - [64]).

Signalons [25, 51, 19] que le morphisme naturel X% (P9%) 4 — Yk (P 4)9%
est égal a la composée T'rj o LZ*, ou LZ* désigne le dual du morphisme
de Lannes—Zarati (voir la Section 1.4). Cette composée est nulle en vé-
rité [20]. Signalons également que pour ne pas compliquer les choses, nous
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avons supprimé tout symbole de suspension dans I'écriture de 7T'r} dans les
sections qui précedent.

Formule récursive. Soient 61, ...,0; € A. Par définition
e1(1[61])) = 201 (21 1).

Notons A : 4 — A ® A la comultiplication de I'algebre de Steenrod et
supposons que

Allr) =1®0,+ Y 0,20
deg 0] >0

On veut démontrer la formule suivante pour k£ > 1 :
en(1[0] - 161]) = Z 20 (xy )0 er—1 (1[0r—1] - - |01]).
deg 6, >0
Posons u := [0k - |61] et v := [Ok—1]---|f1]. On a
er(1[0k|---101]) = ex(1 ® u) = 01 (0(1 ®@ u))
Yr—1(u) + pr—1(1 ® du) = X6 (x,:lek,l(l ® v)) + nglek,l(l ® Ou)

Z 20, (z;, )0 er—1(1 @ v) + Zay t (Orer—1(1 ® v) + ep_1(1 ® du)),
deg 0] >0

ceci d’apres la formule de Cartan. La formule désirée résulte de ce que le
second terme de cette somme est nul. En effet :

Orer—1(1®v)+er—1(1®@0u) =ep—1(0r @ v+ 1® du)
= ep1(u+1®0u) =ep_1(0(1 Q@ u)) = pr_2(00(1 @ u)) = 0.

Afin d’éviter des complications inutiles, a partir d’ici nous supprimons
a nouveau tout symbole de suspension dans les formules concernant le
transfert.

Base de Milnor. L’algebre de Steenrod duale A* est isomorphe [35, 52]
a l’algebre polynomiale graduée Fo[€1, &, . .. ], ott deg&; = 27 —1. Etant don-
née une suite d’entiers positifs ou nuls I = (iy,...,4;), on note Sq(I) € A
I’élément dual de &7 := fil e ft par rapport a la base formée des monomes
en &1,8s,... de A*. Siiy = -+ =441 = 0 et 44 = 2%, 'élément Sq(I) se
note également P selon 'usage [33, 48]. Lorsque I parcourt toutes les
suites d’entiers positifs ou nuls, les éléments Sq(I) forment une base de
I’espace vectoriel gradué A. Cette base est baptisée d’apres Milnor.

L’action de la comultiplication de A sur la base de Milnor est donnée par
la formule A(Sq(I)) = >y ey Sq(I") @ Sq(I"). D’ott P est primitif. Les
PP sont les seuls éléments primitifs de 1’algébre de Hopf A.
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Dans D'algtbre A, Iélément Pf est engendré par Sqt,...,Sq¢2 . Si
s <t,ona (Pf)? =0 (voir [35]).

Le primitif P? commute [34] avec Sq!, ..., S¢% ~1. Ceci résulte de ce que
I'action de A sur @, , H*((RP>)";F3) est fidele [52] et que le commuta-
teur [Sq¢, PY] = Sq'PY + P?Sq" s’annule sur @, ., H*((RP>)";Fy) pour
tout ¢ < 2%

n>0

Coaction de Milnor. I’action de la base de Milnor sur les polynémes
peut étre calculée & l’aide de la coaction de Milnor A : P — PRA*
(cf. [35, 48]). Le morphisme A est un morphisme d’algebres et vérifie les
formules

AMu)=u@1+Y, v ®& si ueP, degu=1,
{ MNP) =3, Sq(I)(P)® ¢! si PeP.

2s+t,

D’ot1 Pon déduit, par exemple, que PF(u?’) = u?" siu € P et degu = 1.

Shuffle-produit. Soient v := [01]---|0,] et ¥ := [Ory1| - |0rss] des
éléments de la bar-construction [28] de 'algebre de Steenrod. Le shuffle-
produit de v’ et 4" est défini [2, 15, 28] comme étant

v xq = Z [90*1(1)| Tt |90*1(r+s)}7
€S, 4+5/6,x6,
ol 8,45/6, x &, désigne I'ensemble des permutations o € &, vérifiant
o)< <o eto(r+1)<---<o(r+s).
Supposons que 0;0; = 6;0; pour tout 1 < i < r < j < r+s. Alors, on
a [2] la formule d(v' xv") = d(7') * 7" +~"*A(7"). D’ou il suit que si deux
cycles de la bar-construction commutent, leur shuffle-produit est un cycle.

5.2. Démonstration du Théoréme 1.4(i)

Décomposables. Singer [51] a montré que h; € ImTr; et ¢ € Im T'r3.
Boardman [5] a montré que ¢; € ImT'r3 pour tout i > 0. Comme P, T,
est un morphisme d’algebres [51], il suit que Im Tr4 contient tous les dé-
composables de H*(A).

Reprenons les calculs par lesquels Singer est parvenu a montrer ¢y €
Im T'rs. Les ingrédients en sont :

— une description explicite de ’objet dual de ’algebre différentielle gra-

duée Lambda [7] (dont ’homologie est isomorphe & H*(.A)) en termes
des invariants de Dickson [20, 51],

— un cycle représentant explicite de ¢y en « langage » Lambda.
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Cette méthode peut s’appliquer & d’autres éléments de H*(.A). Elle risque
pourtant d’échouer si les cycles représentants concernés sont compliqués,
ou si leur expressions en termes des invariants de Dickson ne sont pas
explicites. En fait, cette méthode ne marche plus des que k = 4 et pour
tous les indécomposables de H*(A). Face a cette difficulté, nous offrons la
solution suivante :

— identifier les éléments non nuls de (P4)9%,

— choisir (intuitivement) des cycles représentants de la bar-construction
de I'algebre de Steenrod, puis vérifier qu’ils correspondent par le trans-
fert aux éléments (P4)9% identifiés plus haut.

Nous espérons que notre méthode exprime bien ce que voulait dire Singer
lorsque’il a construit son morphisme : le transfert sert (i) a vérifier si un
élément donné de I’homologie de I’algébre de Steenrod est non nul, (ii) a
prédire I'existence de certains éléments non nuls de I’homologie de ’algébre
de Steenrod.

A titre d’exemple, voici notre preuve de ce que ¢y € ImTrs. Comme

m(x122) est un GLo-invariant de Fa[xy, 22] 4 et T'r3 est un isomorphisme [51],
il existe un cycle o € A®2 tel que T73(y2) = 7(z122). Explicitement

72 == [S¢®|Sq*] + [Sq'| Py).

Posons cf; := Yox[PY]. Comme PJ est un élément primitif de A, la formule
évaluant e3(c)) est simple. En effet e3(cf) = 2$woz3 +x12523 + 212225 # 0.
Ceci implique que Tr3(cf) # 0. Comme 173 : Torgy (Fa,Fa) = Fy —
(P8)9% = Fy est non nul, il suit que Tr3 est bijectif en degré 8. D’olt
co € ImTrs.

Indécomposables d;, e;. Parmi les preuves du fait dg, eg € Im T'ry, celle
donnée par Ha [17] mérite bien notre attention. Son idée est de considérer
le diagramme commutatif

(M) gz — > HA(A)

—_

(TF)ge — H*(B)

ou B C A désigne la sous-algebre de Hopf engendrée par Sq' et Sq¢?, les
fleches verticales sont des morphismes naturels, et Tr% désigne I’analogue
du transfert algébrique. Les images de dy, ey par la projection canonique
H*(A) — H*(B) ont été explicitées par Zachariou [61, 62]. Elles sont
décomposables et suffisamment simples pour que Ha puisse montrer 1’exis-
tence des élements de (I'®)¢g . qui leur correspondent par le morphisme 7'r5.
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Il reste & vérifier que ces éléments de (I'®)g, proviennent de (I')g., ce
qu’a pu faire Ha en dualisant la situation.
La méthode de Ha peut s’appliquer aux wedge-algebres [30, 32, 44]. Ap-
pliquée & un élément concret v € H*(A), le succes de sa méthode dépend
— de la connaissance de l'image de v par la projection canonique
H*(A) — H*(B'), ou B’ C A est une certaine sous-algebre de Hopf,
— de ce que cette image soit suffisamment simple pour qu’on puisse trou-
ver son correspondant dans (I8 )g .
Ainsi, ce succes n’est plus assuré dans le cas de I'élément fo € H*?2, dont on
ne connait pas I'image par les projections canoniques H*(A) — H*(B').
Voici notre preuve de ce que dg,eg € ImTry. Comme 7(x12223) est un
GLs-invariant de Fa[z1, x2, 23]4 et Trj est un isomorphisme [5], il existe
un cycle 3 € A®3 tel que T} (y3) = m(w12923). Explicitement

v3 = [S¢?Sd?1Sq*] + [Sq*|Sq'] * [Sq*] + [Sq*|Sqd?|Sq?]
+[Sq°|1S¢%1Sq"] + [S¢°|Sq*[Sq?).

(Notons que D'existence d’un cycle contenant le terme [Sq?|Sq¢?|Sq?] équi-
vaut & ce que h3 # 0.)
Rappelons le cycle vo = [S¢?|Sq?] + [Sq'|P;]. Posons dj := o * [PY| PY]
et e} := 3 * [PY]. Pour évaluer es(dy) et es(ef), observons
~ que si P € P est divisible par P (u~1), avec § € A et degu = 1,
alors P =0,
— que si P € P est divisible par P (u~1), avec § € A et degu = 1,
alors P = 0.
En posant (0 P)(x1, 2,73, 74) := P(Ts-1(1), To-1(2), To—1(3), To—1(4)) POUT
tout P € P et 0 € Gy, il suit que

ealdy) = o Z P (24) Py (23)e2(72)
0664/62X62

2122(2324)° + (2122)3 (2324)* # 0 d’apres la Proposition 6.3,

ecaley) = oY Pllza)es(rs)

0664/63><61

— 14 14 14 14
= ] TaX3%4 + X1T5 T3X4 + T1X2T3 T4 + T1X2T3T; ‘f 0,

ceci d’apres la Proposition 6.4. D’ou T} (dj) # 0 et Tr;(ef) # 0. Comme
les morphismes

Try : Torgs(F2, Fa) = Fo — (PYH)9F = o,

Tr} : Torgy, (F2, Fa) = Fo — (PY)9% =TFs,
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sont non nuls, il suit que Ty est bijectif dans les degrés 14 et 17. D’ou
do,eq € ImT'ry.

Pour les lecteurs qui aiment la diversité, les cycles suivants ont également
des images non nulles par Trj :

di = [P |1P)] % [Py | Py], e = [Py | Py |Py] + [P3).

Comme Sq°Try = Tr,Sq°, ce qui précede implique que d; = (Sq°)i(dy) €
ImTry et que e; = (S¢°)¥(eg) € Im Try.

Indécomposables f;. Soit fi := ([Sq*|Sq¢*] + [Sq?|P3]) * [PY|PY]. Des
calculs explicites montrent que

w(p*\ _ (3.3 48, 4833, . 3366, . .6.6.3.3
Try(fy) = m(ziwyrsay + 27w5057) + 25757y + 2775757,

I’expression qui n’est pas nulle d’apres la Proposition 6.5.

Observons que hyhoh3 # 0 d’aprés Lin [26]. Ceci équivaut & I'existence
d'un cycle 4 € A®?* contenant [Sq'%|Sq*|Sq!|Sqt]. 1l est facile de vérifier
que le monéme z1°x3 apparait dans 'expression de e4(7y4). D’ott T7} (v4) #

0 et Tr;(va) # Tri(f]). Comme I'image du morphisme
Try : Torgyy(Fa,Fo) = Fa @ Fy — (PY)9° =Fy & F,

est de dimension au moins 2, il suit que Try est bijectif en degré 18.
D'ou fo € ImTry. Comme Sq°Try = TrySq°, ceci implique que f; =
(S¢°)'(fo) € ImT'ry.

Indécomposables g; 11, Ds(i), p;. Soient ¢ > 0 et d un entier tel que
H*4+4 contient I'un des éléments g;,1, D3(i), p}. Si i = 0, alors (T}')gc =
(ImTry)g = 0 d’apres [8] et d’apres les Propositions 6.6, 6.7. Si ¢ > 0, alors
d’aprés le Théoreme 1.3, on a soit (T'})g, = SqO<FdA/272)g£, soit

(TMee = 6L Vad V) + 8" T4y _5)ac

pour certains p, ¢ > 0. Comme T'ry(¢* (aiQp_l)ang—l))) =hyhehd d’apres [5],

il suit que lespace vectoriel (Im77r4)? est engendré par hyhgh? et
(Im T'r4)4/?=2. D’ot1, par récurrence sur i, on déduit que (Im Tr4)¢ est en-
gendré par les produits h;, hi,hi,hi,. Par conséquent, les indécomposables
gi+1, D3(7), p} ne sont pas dans 'image de Try.
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5.3. Démonstration du Théoréme 1.4(ii)

Cas 5.3.1 a(d+4) > 4.

Dans ce cas P4 = 0 d’apres le Théoreme 4.1(ii), et H+4+* = 0 d’apres
Lin [26]. Dot Try : (T7)ge — H** est bijectif.

Cas 5.3.2 d < 22.

La bijectivité de Try : (F‘L’;\)gg — H*%t4 est justifiée par le Théoréme
1.4(i) grace aux tableaux suivants (cf. la Section 6) :

d |1]2(3/4|5|6| 7|89 |10|11]12|13]|14
(P49 1 0]0[0|0|0|0|Fa|O|[F2| 0[]0 ]0]|O0|F
H%H+4 1010[0[0|0]|0|Fy|0|Fa| 0| 0| 0|0 |Fy

d 15| 16 | 17 18 1920|2122
(P4)9* | F2 | 0 |Fy |[Fo@®Fy| 0| 0 | 0 | Fs
HYH4 | Fy | 0 |Fy [Fo@Fy | 0| 0] 0 |Fy

d 7 9 14 15 17 18 22
Hhdta Fy Fy Fy Fy Fy Fo d Fy Fq

Générateurs hghg Cohl do h4hg €p fo,h4h2h(2) Clhg

Jz4

o
Cas 5.3.3 H44+4 contient hgy avecy =< 7 ) ) .
oY 7 highighiy, 14 >3 242 2 4.

Il est clair que vy € (Sq0)4(H4’g+4) avec d := (d — 60)/16. Il est facile de
vérifier que a(d + 2) > 2. Posons T' := I'(as, a3, aq) et GL := GL3. D’apres
le Théoreme 1.2(ii) on a le diagramme commutatif

~ (5¢9)* ~ ®
()52 S0 ()52~ (T
\LTrg lT?q
0\4

~ (8¢ ho
[3.d+3 —— H3:4+3 ——— [r4,d+4

ot (S¢")* de la premiere ligne est bijectif, et ¢ est une certaine surjection.
Le morphisme T'r3 est bijectif d’aprés Boardman [5]. Les morphismes de la
seconde ligne sont injectifs d’apreés Lin [26]. II suit que T'ry est injectif.

Cas 5.3.4 5 =0, d > 22 et H»%** contient un certain indécomposable.
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Dans ce cas, les seuls indécomposables que puissent contenir H* 94 sont
D3 = D3(0), ph. L'injectivité de Try : (I'})gr — HHIH* est justifiée par
le tableau suivant :

d 61 69

(P 0o

FAdd F, F,
Générateurs de H4+4 | Dy = D3(0) | pl

Cas 5.3.5 s >0 et d > 22.

Soit n = d/2 — 2. On a le diagramme commutatif [5]

Sq°
TMee — T )gc

i TT‘4 i Tr4
0

S
H4Ant+4 *q> H4d+4

Le morphisme S¢° de la premiere ligne est toujours injectif. D’apres Lin [26],
le morphisme Sq° de la seconde ligne est injectif. Si a(d + 2) > 2, alors
(T:Nge = S¢°(T)ge d’apres le Théoreme 1.3(i). Ceci implique que T'ry
est injectif en degré d si et seulement s’il ’est en degré n.

Supposons a(d + 2) < 2. Soient p > 1, ¢ > 0 des entiers tels que d =
2P+ta 4 2P 2 > 22.Sig=1oup < 2, alors (I'})ge = S¢°(T) g d’apres le
Théoréme 1.3(ii). D’olt T'ry est injectif en degré d si et seulement s’il lest
en degré n. Si g # 1 et p > 3, d’apres le Théoréme 1.3(ii) on a

% 2P+f171 2P _1
(Tge = Fa(* (@™ "Val" ™)) @ S¢°(TM)ge.

Observons que Tr4(L*(a§2P+q_1)a(22p_l)) = hptqhphd d’apres Boardman [5],
et que hyiqhphd & Sq°(H*" 1) d’apres Lin [26]. 11 suit que T'ry est injectif
en degré d si et seulement s’il 'est en degré n.

Ce qui a été fait jusqu’ici permet de montrer, par récurrence sur d, que
Try est injectif en degré d si et seulement s’il I'est en degré n, et que Try
est injectif en degré d si H*4** contient

— au moins un indécomposable différent de p; pour tout i > 0,

— hiej avec j > i+4 >4,

— hilhith3hi4 avec iy > i3 = 1o = 11 = 4.

Ceci termine la démonstration du Théoreme 1.4(ii).
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6. Indécomposables de degré petit

Cette section a pour objectif la détermination de P4 en degré petit
pour k = 4. Ecrivons z, y, z, t respectivement a la place de x1, 22, x3, x4 €t
renvoyons a la Section 4.1 pour les notations. Pour tout d > 0, posons

B¢ = BIUBIUBIUBIUBL UBL UBL UBL UBYL UBY,

uBd, . UBL, UBL., UBL,.

Les propositions suivantes se vérifient aisément en renvoyant a
Kameko [21].

PROPOSITION 6.1. — Soit1 < d < 22etd #7,9,14,15,17,18,22. Alors
(PR =0

PROPOSITION 6.2. — Soit 1* : T4 — (I'4)¢g. la projection canonique
et [3, 5]

(6) (2) (5)

ci = (5¢°) (arazay’ + aras'ay”’ + alagl)aég) + a(12)a§3)aé3)).

Alors, pour d € {7,9,15,22}, le générateur de (I'*)g, = Fy est donné dans
le tableau suivant :

d 7 9 15 22

Générateur de (T} )¢, L*(agﬂ) t*(epay) L*(a§15)) L*(c1a513))

PROPOSITION 6.3. — Soit d = 14. Alors B et les 13 monémes sui-

vants forment un systéme générateur minimal en degré 14 de P comme
A-module :

8
N
—~ o~ o~ o~
<
N
—_ — —

)
vy(x2)?(yt)?, (xy)3(2t)?, xy(zt)8, xz(yt)S.
De plus (PY)9% = Fa(m(dy)), ot dfj := (xy)>(2t)* + xy(2t)°.

(Rappelons que By* = @, B, = {(zy)"} et B} est composé de zy(xz)",
wy(yz)®, x2(y2)°, wy(ez)*(y2)*.)

PROPOSITION 6.4. — Soit d = 17. Alors B7 et les 47 monémes sui-
vants forment un systéme générateur minimal en degré 17 de P comme
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A-module :
xyzP?, P € {axy?th, w224 g2t ot ytS 210 47},
xytP?, P e {wy?2*, 22214 g2t 228 y28 215 27},
xztP?, P e {yz22t*,y25,yt®,y7},

vyz(zyt)?P*, P € {xy, vz, at,yz,yt, 2t},
vyz(w2t)? P, P € {xz,at,yz, yt, 2t}
ryz(yzt)2 P, P € {yz yt, 2t}
ayt(zzt)? P, P e {xz, at,yz,yt, 2t},
ayt(yzt)?P*, P € {yz yt, 2t}
z2t(yzt)? P, P e {yz,yt, 2t}

P € {zt, yt, zt},

De plus (PY)9% = Fa(r(ey)), ot
ey = xmyzt + xy14zt + acszt + acyth.

(Rappelons que BL7 = 817 et B}c;z est composé de 10 monomes

xyzP?, P e {axy?2t oyl 225, y28 27 y7, 27},
(zy2)*P*, P e {zy,xz,yz}.)
PROPOSITION 6.5. — Soit d = 18. Alors B et les 25 monémes sui-

vants forment un systeme générateur minimal en degré 18 de P comme
A-module :

xyP?, Pe By, UBS., UB\{xz(zzt)?, yz(yzt)?},
xzP?, P € By, UBj\{yzy*t!, yz(yzt)*},

tP? P e {yt2?t* yt25},

xyP?, P € {zy2*t*, vyt w2(yzt)?),

ou Bﬁy = {wya® zyx®y*, xyy®} et BS,. est composé de xyx?zt, xyy?z*

xy28, x2y?2t, 228, wy(zy2)?. De pIu:y(;?ls)gﬁ =Fo®Fy(m (f0)>, ou fy :7
2B B33 | a8y 016 4 1646343,
(Rappelons que B1® = @, B,% est composé de (zy)*z'?, (xy)*y'?, (zy)3zty®,
et B}, est composé de 12 mondmes
ry(xz)?2t?,  wy(x2)?2'?,  ay(xz)?2%28, ay(yz)?y'?,
ay(y2)?2"?,  wy(y2)?y*e®, wz(yz)®y'? wz(yz)®2'?
w2(y2)?yte®, ay(ez)®y™?,  (xy)*2"? zy(wz)?y*2®.)
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PROPOSITION 6.6 (Nam [41]). — Soit d = 61. Alors B! et les 33 mo-
némes suivants forment un systéme générateur minimal en degré 61 de P
comme A-module :

xyz(zyt) 4P, P e {z,y,t},
xyz(xzt)t* PLo, P e {z,zt},
xyz(yzt)* P16 P ey, 21t}
xyt(xzt)t PO Pe{x,zt},
ayt(yzt) 4P, P e {y,z2t},
xzt(yzt) 4P, P e {y,zt},
xyz(wyt)? (xzt) 2 P, P e {x,z,t},
xyz(wyt)? (yzt)2 P16, P ey, zt},
xyz(wzt)? (yzt) 2 PO Pe{y, zt},
ayt(wzt)?(yzt) 2 PO, Pe{y, zt},
xyz(zyt)?(xzt)*(y2t)8 P, P e {y, 2,1t}

De plus (P§)9¢ = 0.

(Rappelons que BS' = BS) = @ et BS). est composé de (xyz)'oz'°,
(zy2)"y'®, (zy2)1°210.)
PROPOSITION 6.7. — Soit d = 69. Alors B% et les 128 monémes sui-

vants®) forment un systéme générateur minimal en degré 69 de P comme
A-module :

(zy2)3 P4, P e {ay?t2, ot gyt o414 115},
(zyt)3 P4, P e {215 21}
zyz(zyt)? P, Pe B3, UBLE, UBLS, U{z', y'?, 2% 117}

U {ay™, w2t ot g2t et o114,
zyz(z2t)? P, Pe B3, UB U{z® y'®, 215 1%}

U a2t ot g1t et 2014,
ryz(yzt)? P4, P e B;it U {y'o, 215, ¢15 y214 gttt 21y,
wyt(zzt)? P4, Pe B, UB u{z® y'®, 215 t1%}

U a2t oty 21t gyt 2114,
xyt(yzt)? P4, Pe B}/it U {y'o, 215, ¢15 y214 gyttt 21y,
rzt(yzt)? P4, Pe Béit U {y'o, 215, #15 y214 yttd, 214},
ayz(ayt)®(z2t)'P%, P € {(y2)°, (yt)*, yz(yt)?, yz(2t)?, yt(2t)?},

() Crest grace au poster [21] que nous nous sommes apercus qu’il manquait 3 générateurs
dans notre liste initiale.
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ot BLY . est composé de xy®z'? et des monémes

xyzP?, P € {zy(xz)? zy(yz)* v2(y2)%, (2y)*, (22)°, (y2)*}.
De plus® (P%)9% = 0.

(Rappelons que B = ng =0 et ngz est composé de 13 mondmes

{ (myz)3P4, P c {$y2212, xy14’ .TZl4, y214, .,1715, y15’ 215})
(zyz)"P%, P e{(zy)?, (x2)%, (y2)%, ay(x2)?, 2y(yz)?, xz(y2)*}.)

7. Conjectures

Dimension des indécomposables. La premiére conjecture que nous
proposons concerne dim P 4. Elle a son origine dans le Théoréme 1.1(ii) et
dans un théoreme de [41].

Supposons que w = (1, ko, ..., k1, M1, ..., mper1) € Q vérifie

r=ketk,=ipourl <<k,

m; —m;+1 > 1 pour 1 <i<k.
Alors G, C GL coincide avec le sous-groupe de Borel des matrices triangu-
laires supérieures inversibles, et deg a,, = (2™ —1)+-- -+ (2™ —1). D’apres
le Théoreme 1.1(ii), le GL-module GL{a,,) est isomorphe & Fo(GL/G,,).

CONJECTURE 7.1. —

(i) GL{aw) =T4,, et dimPYE™ =[] (2" - 1).
(ii) Sid # dega,, pour tout w € Q vérifiant les conditions énumérées
plus haut, alors dim P4 < [lhcick(2 = 1)

Cohomologie de ’algébre de Steenrod. La seconde conjecture(®
que nous avons a proposer concerne H*(A). Son origine réside dans le
Théoreme 1.2(iii). Comme a l'ordinaire, on note a(t) le nombre d’occu-
rences du chiffre 1 dans 1’écriture binaire de ¢.

CONJECTURE 7.2. — Soilent t > s > 1 des entiers.

(i) Sia(t) > s, alors Ext’ (Fa,F) = 0.
(il) Sit=2™ 4 ... 42™s et m; —myp1 > 1 pour 1 <i < s, alors

Ext’! (F2,Fo) = Fy = Fo(hm, -+ b, )

(5) Ce fait a 6té constaté dans [18].
©)La Conjecture 7.1(i) nous a été proposée par le Pr. Nicolas Kuhn.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TRANSFERT ALGEBRIQUE ET PUISSANCES DIVISEES 1835

BIBLIOGRAPHIE

[1] J. F. Apams, « On the structure and applications of the Steenrod algebra », Com-
ment. Math. Helv. 32 (1958), p. 180-214.

[2]

, « On the non-existence of elements of Hopf invariant one », Ann. of Math.
72 (1960), p. 20-104.

[3] M. A. ALcHAMDI, M. C. CrABB & J. R. HUBBUCK, « Representations of the ho-
mology of BV and the Steenrod algebra I », London Math. Soc. Lecture Note Ser.
176 (1992), p. 217-234.

[4] M. G. BARRATT & S. PRIDDY, « On the homology of non-connected monoids and
their associated groups », Comment. Math. Helv. 47 (1972), p. 1-14.

[5] J. M. BOARDMAN, « Modular representations on the homology of powers of real
projective spaces », Contemp. Math. 146 (1993), p. 49-70.

[6] W. Bosma, J. CANNON & C. PLayousT, « The Magma algebra system I : The user
language », J. Symbolic Comput. 24 (1997), p. 235-265.

[7] A. K. BousriELD, E. B. Curtis, D. M. KaN, D. G. QUILLEN, D. L. RECTOR
& J. W. SCHLESINGER, « The mod p lower central series and the Adams spectral
sequence », Topology 5 (1966), p. 331-342.

[8] R. BRUNER, L. M. HA & N. H. V. HUNG, « On behavior of the algebraic transfer »,
a paraitre dans Trans. Amer. Math. Soc.

[9] M. C. CraBB & J. R. HUBBUCK, « Representations of the homology of BV and the
Steenrod algebra II », Progr. Math. 136 (1996), p. 143-154.

[10] M. D. CROSSLEY, « A(p)-annihilated elements in Hx(CP> x CP>) », Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc. 120 (1996), p. 441-453.

[11] , « A(p) generators for H*V and Singer’s homological transfer », Math. Z.
230 (1999), p. 401-411.
[12] , « Monomial bases for H*(CP> x CP°) over A(p) », Trans. Amer. Math.

Soc. 351 (1999), p. 171-192.

[13] E. B. Curris, « The Dyer—Lashof algebra and the A-algebra », Illinois J. Math. 19
(1975), p. 231-246.

[14] E. DYER & R. K. LASHOF, « Homology of iterated loopspaces », Amer. J. Math.
84 (1962), p. 35-88.

[15] S. EILENBERG & S. MACLANE, « On the groups H(m,n), I », Ann. of Math. 58
(1953), p. 55-106.

[16] P. GOERss, « Unstable projectives and stable Ext : with applications », Proc. Lon-
don Math. Soc. 53 (1986), p. 539-561.

[17] L. M. HA, « Sub-Hopf algebras of the Steenrod algebra and the Singer transfer »,
in preparation.

[18] N. H. V. HuNg, « The cohomology of the Steenrod algebra and representations of
the general linear groups », a paraitre dans Trans. Amer. Math. Soc.

(19]

, « Spherical classes and the algebraic transfer », Trans. Amer. Math. Soc.
349 (1997), p. 3893-3910, Erratum 355 (2003), p. 3841-3842.

[20] N. H. V. HuNG & T. N. NaM, « The hit problem for the Dickson algebra », Trans.
Amer. Math. Soc. 353 (2001), p. 5029-5040.

[21] M. KAMEKO, « Generators of the cohomology of BVj », in preparation.
[22]

, « Products of projective spaces as Steenrod modules », These, Johns Hop-
kins University, May 1990.

TOME 58 (2008), FASCICULE 5



1836 Tran Ngoc NAM

23]
[24]
[25]
[26]
[27]

28]
29]

[30]
[31]
132
[33]
[34]
[35]
[36]
[37]
[38]
[39]
[40]
1]

[42]

[43]
[44]
[45]

[46]

J. LANNES & S. ZARATI, « Foncteurs dérivés de la déstabilisation », C. R. Acad.
Sci. Paris Sér. I Math. 296 (1983), p. 573-576.

, « Invariants de Hopf d’ordre supérieur et suite spectrale d’Adams », C. R.
Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 296 (1983), p. 695-698.

, « Sur les foncteurs dérivés de la déstabilisation », Math. Z. 194 (1987),
p- 25-59.

W. H. LIN, « Some differentials in the Adams spectral sequence for spheres », pre-
print.

A. Livnivicius, The factorization of cyclic reduced powers by secondary operations,
vol. 42, Mem. Amer. Math. Soc., 1962.

S. MAc LANE, Homology, Classics in Mathematics, Springer—Verlag, Berlin, 1995.

I. MADSEN, « On the action of the Dyer—Lashof algebra in H«(G) », Pacific J. Math.
60 (1975), p. 235-275.

M. MAHOWALD & M. TANGORA, « An infinite subalgebra of Ext 4(Z2,Z2) », Trans.
Amer. Math. Soc. 132 (1968), p. 263-274.

B. M. MANN, E. Y. MiLLER & H. R. MILLER, « S'-equivariant function spaces and
characteristic classes », Trans. Amer. Math. Soc. 295 (1986), p. 233-256.

H. MARrGoLIS, S. PRIDDY & M. TANGORA, « Another systematic phenomenon in
the cohomology of the Steenrod algebra », Topology 10 (1970), p. 43-46.

H. R. MARGOLIS, Spectra and the Steenrod algebra, vol. 29, North-Holland Ma-
thematical Library, 1983.

J. P. MAyY, « The cohomology of restricted Lie algebras and Hopf algebras, appli-
cations to the Steenrod algebra », Ph.D. Thesis, Princeton University, 1964.

J. MILNOR, « The Steenrod algebra and its dual », Ann. of Math. 67 (1958), p. 150-
171.

N. MinaMi, « The Adams spectral sequence and the triple transfer », Amer. J.
Math. 117 (1995), p. 965-985.

, « On the Kervaire invariant problem », Contemp. Math., Amer. Math. Soc.,
Providence, RI 220 (1998), p. 229-253.

, « The iterated transfer analogue of the new doomsday conjecture », Trans.
Amer. Math. Soc. 351 (1999), p. 2325-2351.

S. MITCHELL, « Splitting B(Z/p)"™ and BT™ via modular representation theory »,
Math. Z. 189 (1985), p. 1-9.

H. MUI, « Modular invariant theory and cohomology algebras of symmetric
groups », J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 22 (1975), p. 319-369.

T. N. NaMm, « A-générateurs génériques pour ’algebre polynomiale », & paraitre
dans Advances in Mathematics.

, Systéme générateur minimal de Fa[z,y, z] comme module sur ’algébre de
Steenrod, (en langue vietnamienne), Mémoire de fin d’études universitaires, Uni-
versité des Sciences & Hanoi, Juin 1999.

S. P. Novikov, « On the cohomology of the Steenrod algebra (Russian) », Dokl.
Akad. Nauk SSSR 128 (1959), p. 893-895.

J. H. PALMIERI, « Quillen stratification for the Steenrod algebra », Ann. of Math.
149 (1999), p. 421-449.

F. P. PETERSON, Generators of H*(RP> A RP°°) as a module over the Steenrod
algebra, Abstracts Amer. Math. Soc., 833-55-89, April 1987.

, « A-generators for certain polynomial algebras », Math. Proc. Cambridge
Philos. Soc. 105 (1989), p. 311-312.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



TRANSFERT ALGEBRIQUE ET PUISSANCES DIVISEES 1837

[47] D. QUILLEN, « On the completion of a simplicial monoid », preprint.

[48] L. SCHWARTz, Unstable modules over the Steenrod algebra and Sullivan’s fixed
point set conjecture, Chicago Lectures in Math., 1994.

[49] W. M. SINGER, « On finite linear groups and the homology of the Steenrod algebra »,
preprint, 1980.

[50]

, « Invariant theory and the lambda algebra », Trans. Amer. Math. Soc. 280
(1983), p. 673-693.

[61] ———, « The transfer in homological algebra », Math. Z. 202 (1989), p. 493-523.

[52] N. E. STEENROD & D. B. A. EpsTEIN, Cohomology operations, Ann. of Math. Stud.,
vol. 50, Princeton University Press, 1962.

[63] M. C. TANGORA, « On the cohomology of the Steenrod algebra », Math. Z. 116
(1970), p. 18-64.

[54] T. T. Tri, « The irreducible modular representations of parabolic subgroups of
general linear groups », Comm. Algebra 26 (1998), p. 41-47.

[55] J. S. P. WANG, « On the cohomology of the mod 2 Steenrod algebra and the
nonexistence of elements of Hopf invariant one », Illinois J. Math. 11 (1967), p. 480-
490.

[56] C. WILKERSON, « Classifying spaces, Steenrod operations and algebraic closure »,
Topology 16 (1977), p. 227-237.

[57] R. M. W. WooD, « Steenrod squares of polynomials », London Math. Soc. Lecture
Note Ser. 139 (1989), p. 173-177.

, « Steenrod squares of polynomials and the Peterson conjecture », Math.
Proc. Cambridge Philos. Soc. 105 (1989), p. 307-309.

58]

[59] , « Problems in the Steenrod algebra », Bull. London Math. Soc. 146 (1998),
p. 449-517.

[60] N. YONEDA, « Notes on products in Ext », Proc. Amer. Math. Soc. 9 (1958), p. 873-
875.

[61] A. ZacHARIOU, « A subalgebra of Ext**(Z2,Z2) », Bull. London Math. Soc. 73
(1967), p. 647-648.

, « A polynomial subalgebra of the cohomology of the Steenrod algebra »,
Publ. Res. Inst. Math. Sci. 9 ((1973/74), p. 157-164.

(62]

Manuscrit recu le 9 mai 2005,
accepté le 6 décembre 2005.

Tran Ngoc NAM

Vietnam National University
Department of Mathematics
334 Nguyén Trai Street
Hanoi (Vietnam)

bruce-nam@hotmail.com

TOME 58 (2008), FASCICULE 5


mailto:bruce-nam@hotmail.com

	 1.Introduction
	 1.1.Dimension d'une représentation du groupe linéaire
	 1.2.Transfert algébrique en degré générique
	 1.3.Primitifs comme représentation
	 1.4.Transfert algébrique quadruple

	 2.Dimension d'une représentation du groupe linéaire
	 2.1.Algèbre à puissances divisées
	 2.2.Action du semigroupe des matrices
	 2.3.Lemmes clefs
	 2.4.Démonstration du Théorème 1.1(i)
	 2.5.Démonstration du Théorème 1.1(ii)

	 3.Transfert algébrique en degré générique
	 3.1.Préliminaires
	 3.2.Démonstration du Théorème 1.2(i)
	 3.3.Démonstration du Théorème 1.2(ii)
	 3.4.Démonstration du Théorème 1.2(iii)

	 4.Primitifs comme représentation
	 4.1.Généralités
	 4.2.Démonstration du Théorème 1.3

	 5.Transfert algébrique quadruple
	 5.1.Transfert et bar-résolution
	 5.2.Démonstration du Théorème 1.4(i)
	 5.3.Démonstration du Théorème 1.4(ii)

	 6.Indécomposables de degré petit
	 7.Conjectures
	Bibliographie

