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GRADIENT HORIZONTAL DE FONCTIONS
POLYNOMIALES

par Si Tiep DINH, Krzysztof KURDYKA & Patrice ORRO

RESUME. — Nous étudions les trajectoires du gradient sous-riemannien (appellé
horizontal) de fonctions polynomes. Dans ce cadre 'inégalité de Lojasiewicz n’est
pas valide et une trajectoire du gradient horizontal peut étre de longueur infinie,
et peut méme s’accumuler sur une courbe fermée. Nous montrons que ces compor-
tement sont exceptionnels ; et que, pour une fonction générique les trajectoires de
son gradient horizontal ont des propriétés similaires au cas du gradient riemannien.
Pour obtenir la finitude des longueurs des trajectoires, nous changeons la métrique
sous-riemanienne de fagon convenable. Nous considérons une classe de distributions
dites scindées, incluant celles d’Heisenberg et de Martinet. Pour un polynome gé-
nérique f I'ensemble V; des points critiques horizontaux de f est un ensemble
algébrique lisse de dimension 1 ou est vide et la restriction f|Vf est une fonction de
Morse. Nous montrons aussi que pour un polynoéme générique f, chaque trajectoire
du gradient horizontal (qui approche V}) possede une limite comme dans le cas
riemannien étudié par S. Lojasiewicz.

ABSTRACT. — We study trajectories of sub-Riemannian (also called horizon-
tal) gradient of polynomials. In this setting Lojasiewicz’s gradient inequality does
not hold and a trajectory of a horizontal gradient may be of infinite length, more-
over it may accumulate on a closed curve. We show that these phenomena are
exceptional; for a generic polynomial function the behavior of the trajectories of
horizontal gradients are similar to the behavior of the trajectories of a Riemannian
gradient. To obtain the finiteness of the length of trajectories we change suitably
the sub-Riemannian metric. We consider a class of splitting distributions which
contains those of Heisenberg and Martinet. For a generic polynomial f the set Vj
of horizontal critical points, is a smooth algebraic set of dimension 1 or the empty
set, moreover f|Vf is a Morse function. We show that for a generic polynomial
function any trajectory of the horizontal gradient (which approaches Vy) has a
limit, as in the Riemannian case studied by S. Lojasiewicz.

Mots-clés: semi-algébrique, sous-riemannien, généricité, gradient, inégalité de
Yojasiewicz.
Classification math. : 14P10, 53C17, 58 Kxx, 58 A30, 58K14, 93F14.
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1. Introduction

L’étude du flot du gradient riemannien fait I’objet de nombreux travaux
dans divers domaines des mathématiques. Le flot de ces champs permet de
résoudre plusieurs problémes, par exemple d’optimisation [15], d’analyse
en composantes principales [28], [37], de contrdle optimal [18], [36], de ré-
duction de bruit [30], d’estimation de la pose [2], le probleme de Procrustes
[35], ...

Dans cet article nous nous proposons d’étudier les trajectoires du gra-
dient sous-riemannien (appelé aussi gradient horizontal) de fonctions poly-
nomes, ou de fagon plus générale de fonctions de classe C'°°. La problé-
matique est la suivante : étant donné une variété analytique M de dimen-
sion n, on définit une structure sous-riemannienne analytique sur M en se
donnant une distribution analytique A de dimension p < n sur M, c’est-
a-dire un sous-fibré analytique de dimension p du fibré tangent T'M, muni
d’une métrique analytique gsg sur A, appelée métrique sous-riemannienne
ou de Carnot - Carathéodory. On suppose aussi que A vérifie la condi-
tion d’Hormander, ce qui implique que la distribution est non-intégrable.
Soient X1, -+, X}, des champs de vecteurs analytique orthonormés qui en-
gendrent (localement) A, on définit le gradient horizontal d’une fonction
f € C>(M,R) par

P
VI = (X)X
i=1
On désigne par Vy = {V"f = 0} ’ensemble des points critiques hori-
zontaux de f.

Rappelons d’abord un résultat classique, dii a S. Lojasiewicz, sur le gra-
dient riemannien d’une fonction au voisinage d’un point critique. Ce ré-
sultat est appelé I'inégalité de Y.ojasiewicz pour le gradient. La premiere
version de cette inégalité est donnée par S. Lojasiewicz [22], [23], [5] pour
les fonctions analytiques :

soit f une fonction analytique dans un voisinage ouvert U d’un point xg
de R™. Supposons que V f(xzg) = 0, alors il existe des constantes C' > 0,
1> a > 0 telles que

(1.1) IVf(@)l] = Clf(2) = flzo)®

pour tout x € U assez proche de xy. Des résultats sur 'inégalité de L.oja-
siewicz pour d’autres classes de fonctions ont été ensuite développés, par
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exemple, pour les fonctions sous-analytiques [21], ou pour les fonctions dé-
finissables dans les structures o-minimales [19]. Notons que si f est un po-
lynoéme alors I’exposant a peut étre borné par une constante qui ne depend
que du nombre de variables et du degré de f, voir remarque 2.9.

Une conséquence notable de l'inégalité (1.1) est la finitude locale de la
longueur des trajectoires du gradient. De plus, cette longueur est bornée
uniformément par une constante A. Ce résultat a été démontré par S.
Lojasiewicz dans le cas analytique [25], [24]. Dans le cas polynomial, D.
D’Acunto et K. Kurdyka [9] ont démontré récemment que la constante A
ne dépend que du degré et du nombre de variables des polynémes. L’inéga-
lité de Lojasiewicz a aussi des applications aux équations différentielles et
aux équations aux dérivées partielles [7], [17], [31]. Elle est un outil efficace
pour étudier la stabilité des champs de gradient [1].

Puisqu’une trajectoire du gradient d’une fonction analytique est de longu-
eur finie, elle possede une limite, et nous avons le théoréme de Y.ojasiewicz
suivant

THEOREME 1.1. — ([25],[24]) Soit f : U C R™ une fonction analytique,
et soit xz(t) une trajectoire de V f. Si il existe une suite t,, telle que x(t,,) —
xo lorsque t,, — oo, alors la longueur de z(t) est finie et donc z(t) — xg
quand t — oo.

Un autre probléme concernant le gradient est la conjecture dite du gra-
dient posée par R. Thom [34] : soit z(¢) une trajectoire du gradient d’une
fonction analytique telle que x(t) — xg, alors la limite suivante existe

lim =) =20

t=o0 [x(t) — ol
Cette conjecture a été résolue par K. Kurdyka, T. Mostowski et A. Paru-
sinski [20].

Le but cet article est d’étudier dans quelle mesure, le comportement du
gradient horizontal d’une fonction polynomiale ou de classe C'™° et de son
flot ressemble & celui du gradient riemannien ; et quels sont les phénomeénes
nouveaux. En particulier est-ce-que les résultats mentionnés ci-dessus dans
le cas riemannien demeurent valides.

Premiérement, on peut observer que I'inégalité de Lojasiewicz n’est pas
valide pour le gradient horizontal, comme le montre ’exemple suivant : le
gradient horizontal du polynéme f = 2x3 pour la distribution d’Heisen-
berg (3.1) est V' f = —2 X + 21 X5. Ainsi Vi est I'axe 3, et, puisque la
restriction de f & Vy n’est pas constante, en effet f(Vy) = R, I'inégalité de
Lojasiewicz (1.1) n’est pas vérifiée.
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La deuxieme observation est quune trajectoire du gradient horizontal
peut étre de longueur infinie, et peut méme s’accumuler sur une courbe
fermée, comme le montre ’exemple de la section 5.3.2.

Toutefois nous montrons que ces exemples sont exceptionnels dans un
certain sens, et que, pour une fonction générique f, les trajectoires de son
gradient horizontal ont des propriétés similaires au cas du gradient rieman-
nien. Nous considérons une classe de distributions scindée, la définition de
cette classe est donné dans la section 4, cette classe contient par exemple
la distribution d’Heisenberg, celle dite de Martinet, ainsi que les structures
de contact.

Donnons maintenant les résultats principaux de ce travail. Pour un entier
fixé n > 1 notons Ry[z] 'espace de polynémes a n variables de degré
au plus d. Fixons une distribution scindée. Le premier résultat concerne
la. dimension de I'ensemble V; des points critiques horizontaux pour un
polynoéme générique.

THEOREME 4.4. — Génériquement, Vy est un ensemble algébrique lisse
de dimension 1 ou est vide, ¢’est-a-dire qu’il existe un ensemble K4 C Ry[z],
semi-algébrique ouvert et dense, tel que V; est lisse de dimension 1 ou est
vide, pour tout f € K .

Ensuite nous montrons :

THEOREME 4.12. — Génériquement, la restriction f|y, est une fonction
de Morse, c’est-a-dire que I’ensemble

(1.2) Lq={f € Kqa: flv; est une fonction de Morse}

contient un ensemble semi-algébrique ouvert dense dans Ry[z]. En consé-
quence, pour tout f € Ly I'ensemble VN f~1(c) ne contient qu'un nombre
fini de points (il peut étre vide) pour tout ¢ € R.

Une conséquence immédiate du théoréme 4.12 est que l’ensemble des
points critiques horizontaux V; ne contient aucune courbe horizontale. Des
versions analogues dans le cadre des fonctions C*° de ces deux théorémes
sont les théoremes 4.18 et 4.20 donnés dans la section 4.3.

Pour obtenir la finitude des longueurs des trajectoires, nous changeons
la métrique sous-riemanienne ggr de fagon convenable. Pour un v > 0,
posons § = d%/z gsr, ou dy, est la fonction distance a V} prise avec une
métrique riemanienne g, qui prolonge gsr. Alors § est une métrique sous-
riemanienne qui est dégénérée sur V. Soit B C R" un ensemble compact et
f:R™ — R un polynéme. L’exposant 7y est choisi de la fagon suivante : par
inégalité de Lojasiewicz, (voir section 2), il existe des constantes Cy,Cy >
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0,y =120 >0 telles que
(1.3) Crdy, (x) < ||IV" f(@)]] < Cady, (v)

pour tout x € B. Pour la métrique § les trajectoires de V" f ont des lon-
gueurs uniformément bornées. Précisément nous montrons :

THEOREME 5.10. — Soient f : R® — R un polynéme, B C R™ un
ensemble compact et § la métrique associée. Si x : [t1,ts] — B est une
trajectoire de V" f, alors la longueur de x(t), pour la métrique §, est bornée
par

|f(z(t2)) — f(x(t1))]
C1
ou C est une constante associée & B par I'inégalité de Lojasiewicz (1.3).

Le théoreme suivant montre que pour un polynéme générique f, chaque
trajectoire de V" f posséde une limite comme dans le cas riemannien étudié
par S. Lojasiewicz.

THEOREME 5.14. — Soit un f € Ry[z| un polynéme générique, préci-
sément supposons que f € Lg, ot Ly est un ouvert dense semi-algébrique
donné par le théoréme 4.12. Soient B C R™ un ensemble compact et x(t) C
B une trajectoire de V" f. Supposons que z(t) s’approche de V;, c’est-a-
dire qu’il existe une suite t,,, — to € RU {+o0} telle que dy, (x(t;,)) — 0.
Alors xz(t) a une limite appartenant a Vy N B : il existe xg € Vy N B tel que

distr(x(t),z9) — 0 quand t — t

ot distg est la distance riemannienne associée a la métrique g donnée par
la formule (4.5).

Notons que la métrique § induit une distance de Carnot-Carathéodory
(voir section 3) sur R™ \ V. En général, cette distance ne se prolonge pas
en une distance sur R, mais pour f € Ly nous montrons

THEOREME 5.17. — Pour tout f € Lg, ot I'ensemble semi-algébrique
dense Ly C Ry[x] est donné par le théoréme 4.12, la fonction dist; associée
a f par la formule (5.6) est une distance sur R™.

On peut observer que ce théoréme implique le théoreme 5.14.

Cet article est organisé de la fagon suivante : dans la section 2 nous
rappelons les éléments nécessaires de la théorie de transversalité et de la
géométrie semi-algébrique. Dans la section 3 nous rappellons les résultats
fondamentaux sur les structures sous-riemanniennes. Les preuves du théo-
réme 4.4 et du théoreme 4.12 sont données dans la section 4. Finalement
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dans la section 5 nous montrons le théoreme 5.17, et nous donnons plusieurs
exemples significatifs.

Le gradient horizontal apparait, par exemple, dans un cadre mesure géo-
métrique sur les groupes de Carnot dans [27], en théorie du potentiel sur
les groupes de Carnot dans [3]. A notre connaisance ’étude des trajectoires
du gradient horizontal n’a pas encore été entreprise du point de vue que
nous avons envisagé.

2. Transversalité et géométrie semi-algébrique

Nous rappelons ici quelques définitions et résultats sur la transversalité,
que 'on peut trouver par exemple dans [16],[12],[14],[26]. Soient X,Y, Z, P
des variétés C*°, f : X — Y une fonction C*°, et S une sous-variété C'*°
deY.

DEFINITION 2.1. — On dit que f est transverse a S, si pour tout x €
f71(S) on a
o f(ToX) + Ty(2)S = Ty Y-
Si f est transverse a S sur une partie A de X, on note f h4 S et parfois

de maniere abrégée f M S. On peut remarquer que si f est une submersion,
alors elle est transverse a toute sous-variété de Y.

Remarque 2.2. — Dans le cas ou X = R™, Y = R, considérons ’appli-
0 0
cation gradient Vf : R* — R" Vf(z) = (an, ’8%) Si Vf m {0},
1 n

alors f est une fonction de Morse.

PROPOSITION 2.3. — Si f M S, alors I'image réciproque f~1(S) de S
est une sous-variété de X. De plus, si codimy S < dimX et f(X)NS # 0,
on a

codimy f~1(S) = codimy S.
Supposons codimy S >dimX, alors fM.S si et seulement si f(X) N S=0.

PROPOSITION 2.4. — ([14]) Soit g : Y — Z une submersion C™ et
soit z € Z. Alors, Iapplication composée g o f est une submersion sur
F (g7 (2)) si et seulement si f M g~1(2).

L’ensemble des applications transverses a S est un ouvert dense, ainsi
la transversalité est une propriété générique et stable, comme l'indiquent
les deux résultats suivants

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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THEOREME 2.5. — ([12],[14]) Supposons S fermé. L’ensemble
{geC®(X,)Y): fM S}
est ouvert dense dans C*°(X,Y’) pour la topologie de Whitney.

De plus, soit J"(X,Y) 'espace de r-jets, et soit V une sous-variété fermée
de J"(X,Y), alors

THEOREME 2.6. — ([16],[26]) (théoréme de transversalité de Thom)
L’ensemble

{lgeC™(X,Y):j"fhV}
est ouvert dense dans C*°(X,Y) pour la topologie de Whitney.

Nous utiliserons dans le cadre semi-algébrique le résultat suivant de
transversalité a parametre :

THEOREME 2.7. — ([12],[14]) (théoréme de transversalité & paramétre)
Soit F': P x X — Y une application C*. Posons f, = F(p,.): X =Y. Si
F S etS fermé, alors 'ensemble

D={peP:f,mMS}

est ouvert dense dans P. De plus, si X,Y, S, P sont des ensembles semi-
algébriques et si F' est une application semi-algébrique, alors D est aussi
semi-algébrique.

Preuve. — La démonstration pour 'ouverture et la densité de D est
faite dans [12],[14]. La méthode utilisée permet aussi de prouver que D est
semi-algébrique dans le cas ou X,Y, S, P et F' sont semi-algébriques. g

Nous ferons aussi référence aux deux théoremes suivants :

THEOREME 2.8. — ([4],[6]) (inégalité de Lojasiewicz) Soit A C R™ un
ensemble semi-algébrique compact, soient f,g : A — R deux fonctions
continues semi-algébriques telles que

{reAd:glx)=0}D{x e A: f(z) =0},

alors, il existe un nombre entier N € N et une constante C > 0 tels que
pour tout x € A

lg(@)|Y < CIf(@)].

Remarque 2.9. — Voici une version quantitative de I'inégalité de Y.oja-
siewicz (1.1) établie dans [11] et [10] : supposons que f soit un polynéme de
degré d & n variables, alors a < 1 — R(d,n)~!, ot R(d,n) = d(3d — 3)"~ .
Une conséquence intéressante est 1'inégalité de Y.ojasiewicz suivante : soit

TOME 59 (2009), FASCICULE 5
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g = 0 un polyndme de degré d a n variables, alors pour tout compact
B C R™ il existe une constante C > 0 et un entier N < R(d,n), tels que

(2.1) dist(z, 9~ (0))" < |f(a)], x € B.

En effet la longueur de la trajectoire de —Vg qui joint un point z € B

a l'ensemble ¢g~1(0) est majorée par c|f(x)|'~%, pour les détails voir [25],

[20] ; alors Pestimation ci-dessus pour « implique cette inégalité.
THEOREME 2.10. — ([6]) Soit A un ensemble semi-algébrique dans R™.

Si A est dense dans R"™, alors il existe un ensemble semi-algébrique ouvert
dense B dans R™ tel que B C A.

3. Structures sous-riemanniennes

DEFINITION 3.1. — Une structure sous-riemannienne C>® sur M est la
donnée d’une application C'*°

G:T*M —TM, (z,6)vr— (z,G)

ou, pour tout x de M
G, :T;M — T, M

est une application linéaire vérifiant
i) (A, Gz&) = (§,GzA) pour tout X et € dans T M, ot (A, G;&€) (resp.
(&€, G A)) est la valeur de la forme X (resp. £) appliquée a G £ (resp.
GHT/\)a
ii) (£, Gz€) > 0 pour tout & dans Ty M,
iii) I'image de G, A = ImG, est un sous-fibré C* du fibré tangent, ou
encore est une distribution sur M.
Dans le cas ou, pour tout x € M ’application G, est un isomorphisme,
la variété M est riemannienne, la métrique étant donnée par G.
Pour tout © € M et pour uy,us € ToxM, posons v1 = Gy(u1),ve =
G (uz2). On définit alors un produit scalaire sur A :

(v1,02) = (01, Go(u2)) = (v2, G (w1)).

Ceci nous emmene a la définition suivante d’une structure sous-rieman-
nienne, qui est équivalente & la précédente ([32]) :

DEFINITION 3.2. — Une structure sous-riemannienne C>® sur M est la
donnée de :

i) une distribution de classe C*°, notée A, sur M.
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ii) une métrique C*°, notée gsg, sur A (un produit scalaire sur la
distribution en chaque point).

Nous noterons cette structure sous-riemannienne (A, gsg).

Exemple 3.3 (Heisenberg). —  Dans R?, la distribution d’Heisenberg
est engendrée par deux champs de vecteurs polynomiaux :
0 1 0
X1 =

9r1 2 %0z,
(3.1)
o 1 9

“ om0 Oy

Choisissons gsgr = dx? + dx2, alors gsg est une métrique sous-rieman-
nienne rendant le systéeme {X7, Xo} orthonormé. L’application G (voir dé-
finition 3.1) qui donne cette structure sous-riemannienne est définie par

Xo

1 1
G(z,dz) = X1,G(z,dxe) = X9, G(z,dxs + —xodry — —x1d2o) = 0.

2 2
Exemple 3.4 (Martinet). — Dans R3, la distribution de Martinet est
engendrée par deux champs de vecteurs polynomiaux :
9]
X =—
! 8951
(3.2)
0] 15,0
X5 —x?—

= — x .
6$2 2 18%‘3

Choisissons gsg = dw%—l—dw%, alors ggg est une métrique sous-riemannienne

rendant le systéme {X7, X5} orthonormé. L’application G qui donne cette

structure sous-riemannienne est déterminée par

1
G(z,dx) = X1,G(2,drs) = Xo, G (2, drs — 5x§d:g2) =0.

DEFINITION 3.5. — Soit f € C*°(R",R). On définit le gradient hori-
zontal de f pour la métrique G par V" f(z) := G(df). Si X1, -+, X, est
une base orthonormée locale de la distribution on a

P
(3.3) VI =D (Xif) X
i=1
Remarque 3.6. — Si une métrique riemannienne g étend la métrique G,
et si Xq1,---, Xp, Xpy1, -+, X, est une base orthonormée locale pour g, le

gradient de f s’écrit
n

V=Y (X)X

i=1

TOME 59 (2009), FASCICULE 5
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Ainsi V" f est la projection orthogonale de V f sur la distribution.

Soit A une distribution sur M. Posons A! = A. On définit A" par
récurrence de la maniére suivante : pour tout @ € M, A’*! est I'espace
engendré par les vecteurs de la forme [X,Y],, o0 X € Aet Y € A",

DEFINITION 3.7. — Le degré de nonholonomie en x € M, noté r(z) est
le plus petit entier, si il existe, tel que AL = T, M.

Si pour tout entier r, AT # Ty M, on pose r(r) = +o0.

Si pour tout x € M, r(xz) < 400, on dit que la distribution satisfait la
condition de Hérmander.

Exemple 3.8. — Les distributions d’Heisenberg et de Martinet dans R?
satisfont la condition de Hormander.

Soit (A, g) une structure sous-riemannienne sur M, et soit v : [0,7] —
M un chemin absolument continu.

DEFINITION 3.9. — Un chemin «y est dit horizontal si §(t) € A,y
presque partout.

Si v est un chemin horizontal, sa vitesse 7 se décompose sur une base
locale X1, -+, X, de A:

(3.4) 1) = Y w0 Xi (1)

pour presque tout ¢ € [0, T1.

Dans le cas d'une distribution analytique, la joignabilité entre deux
points par un chemin horizontal est équivalente a la condition de Hor-
mander :

THEOREME 3.10. — (Rachevski-Chow [8], [29], [33]) Si A satisfait la
condition de Hérmander et si M est connexe, alors, deux points de M
peuvent toujours étre joints par un chemin horizontal. Si de plus, les don-
nées sont analytiques, on a I'équivalence.

Pour tout v € T, M, posons ||[v||lz = /g (v,v). On définit la longueur
de ~ :

(3.5) 1) = [ 3@

DEFINITION 3.11. — La distance sous-riemannienne distsg (ou distance
de Carnot-Carathéodory) entre deux points x,y € M est définie par :
(3.6)

distsr(z,y) = igf{l(’y)\’y((}) =z,7%(T) = y,%(t) € A,)presque partout}.
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Notons distg la distance pour une métrique riemannienne sur M qui
étend la métrique ggg, et supposons que la distribution A satisfasse la
condition de Hérmander de degré r, alors on a la comparaison suivante entre
la distance riemannienne distg et la distance sous-riemannienne distgpg :

THEOREME 3.12. — ([13]) Supposons M compacte, et soient x,y € M,
alors

(3.7) distsr(z,y) < C(distg(x,y))"/"
ou C' est une constante.
Remarque 3.13. — Comme par ailleurs, pour tous x,y € M, I'inégalité
distg(z,y) < distsr(z,y)

est évidente, la distance sous-riemannienne distgr est Holder équivalente
a la distance riemannienne distg.

4. Ensemble des points critiques horizontaux

La compréhension de I’ensemble des points critiques horizontaux est utile
pour appréhender les trajectoires du gradient horizontal. Dans ce para-
graphe nous étudions I’ensemble de ces points critiques pour des distribu-
tions de codimension 1 du type ci-apres.

4.1. Distributions polynomiales de codimension 1

Nous nous plagons dans le cas R™ (M = R™, n > 3) et nous considérons
des distributions polynomiales de la forme suivante, que nous appellerons
scindée :

0 0
X1 =— P n—1)59-
1 92, + Py (x4, , & 1)8$n
(4.1) (A)
Xnp-o1 = + P, (x x )i
n—1 — 3$n_1 n—1\41, s bn—1 al’n
ot les P; sont des polynomes tels que (P, - -+ , P,,—1) ne soit pas un gradient.

Ceci implique que la distribution A satisfait la condition de Hérmander.
Posons

(4.2) gsr = dx? + -+ da® |
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alors ggg est une métrique sous-riemannienne sur A telle que le systéme
{X1, -+ ,Xn—1} soit orthonormé.

Dans la suite de ce chapitre, on fixe une distribution et une métrique sous-
riemannienne du type précédent. Les distributions de Heisenberg (3.1) et
Martinet plate (3.2) sont de ce type.

Posons

n—1

(4.3) dwy = dz, — Y Pida;.
i=1

et
0

4.4 X, = —.

(4.4) = e

Il est facile de voir que, pour tout z € R™, le systeme {X;(z), -, X, ()}
forme une base de R™. On peut étendre alors la métrique sous-riemannienne
gsr sur A donnée par la formule (4.2) en la métrique riemannienne suivante
sur R™

(4.5) g=dz}+ - +da?_| +dw?.

Pour la métrique g, le systéme {X7, -+, X,,} est orthonormé.

4.2. Propriétés génériques de 1’ensemble critique horizontal

DEFINITION 4.1. — Pour une fonction C* ou un polynéme f : R" — R,
on note
(4.6) Vi = {V"f=0}

Pensemble des points critiques horizontaux de f.

Notons que Vy est fermé. Il est clair que I'ensemble {V f = 0} des points
critiques de f est contenu dans Vy, et si x € Vy n’est pas un point critique
de f alors

_ -1
Ay =Tof (f(2)).

Dans la suite de cette partie, nous nous intéressons a la dimension de

V¥, ainsi qu’a celle de son intersection avec une surface de niveau pour une

fonction générique f. La généricité sera précisée ultérieurement. Dans le

cas particulier d'une forme linéaire générique f, nous verrons que Vy est
une union finie de droites.
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4.2.1. Notations

Nous utiliserons par la suite les notations suivantes

1) @ = (21, ,Zn_1) € Rnfl7
2) j'f(@) = (. f(2), dof) = (&, f(a), a%(x), . 7%(@) R
9 50 = (@0.def) = (5 g @)oo 2 (@) € RO

4) F:R" x R* = R?" — R*1,
F(z,2) = (z1 4+ Pi(2)zn, s 2n—1 + Pr1(2)zn),
5) Z = F(0),
6) F, :R" x R x R® = R>*! _, R*—1,
Fi(z,y,2) = (21 + Pu(2)zn, -+ s 2n—1 + Po—1(2)zn),
7) Zy = F(0),
8) Rylz] = {f € Rlz],deg f < d}, Rg[z] est munie d’une structure
d’espace vectoriel de dimension finie. Posons A(d) = dimg Ry4[z] <

oo. On identifie chaque f € Ry[z] avec son vecteur de coefficients,
et Ry[z] avec RA@),

4.2.2. Sur la dimension de V¥

Nous commengons ce paragraphe par deux lemmes, qui nous permettrons
de montrer que Vy est génériquement de dimension 1.

LEMME 4.2. — Les ensembles Z et Z; sont des variétés algébriques
lisses, de dimensions respectives n + 1 et n + 2.

Preuve. — Nous démontrons le lemme pour Z, la preuve pour Z; est
analogue, ces deux ensembles sont clairement algébriques. Il suffit pour le
reste de remarquer que la matrice jacobienne de F' contient comme sous-
matrice la matrice I,,_1. En conséquence, F' est une application réguliere,
et donc 0 € R"~! est une valeur réguliere de F. Ceci implique que Z est
une variété algébrique lisse dont dimension est égale & 2n —(n—1) =n+1

(voir la proposition 2.3). O
LEMME 4.3. — Les conditions suivantes sont équivalentes
i) x € Vf,

ii) j' f(x) € Z,
iii) jf(z) € Z1.
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En conséquence, Vy = (j1f)"1(Z) = (1 )~ Z).

Preuve. — Montrons que i) est équivalente a ii). La preuve que i) est
équivalente a iii) est analogue.
Siz e Vi, ona

of of
(@) = ~Pla) @), k=1n= 1,
Donc
7110 = (2. 5@ )

~ (2P @ =Pt ). ).
En conséquence,

FGM @) = (~P) g @)+ A o

—|—P”_1(:c’)§x‘i (x)) =0.

Ce qui entraine j!f(x) € Z. Réciproquement, si j'f(x) € Z, alors
F(j'f(x)) = 0. Ceci implique que z € V. O

Maintenant pour les polynémes de degré borné, nous avons le théoreme
suivant

THEOREME 4.4. — Génériquement, Vy est un ensemble algébrique lisse
de dimension 1 ou est vide, c¢’est-a-dire qu’il existe un ensemble K4 C Ry[x],
semi-algébrique ouvert et dense, tel que V; est lisse de dimension 1 ou est
vide, pour tout f € K,. De plus, tout f de Kq est tel que si x € V; et
Vf(x) =0, alors T,Vy N A, = {0}.

Preuve. — Ecrivons un polynéme f € Ry[z] sous la forme

f = a0+ ar(@) + -+ aqle)
ol y;(x) est la partie homogene de degré i de f. Notons la partie linéaire
a1(x) = ajpzy + - + a1y,
Posons
L:R" xRy[z] = R*" > Z, Lz, f) =3 f(z) = (z,d.f).
La différentielle de L s’écrit

L, 0 0 O
a=(%% %5 )
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Ainsi, dL est de rang 2n, ce qui montre que L est une submersion, et
donc qu’elle est transverse a Z. Posons

Kj:={feRyx|:Ly=L(.,f)=j'fhZ}.

D’apreés le théoreme 2.7 de transversalité a parametre, I'ensemble K
est un semi-algébrique ouvert dense dans Ry[z]. Soit f € K}, on a V; =
(1)1 (Z) par le lemme 4.3. Et par transversalité, si j1 f(R?)NZ # 0, on
a d’apres la proposition 2.3

codimVy = codimZ.

D’autre part, dim Z = n + 1 par le lemme 4.2, donc codimZ = n — 1, ceci
implique que dim V; = 1. Notons que V; est lisse, puisque Z est lisse.
Maintenant la derniére partie de la proposition est obtenue en considé-
rant application suivante, définie pour x € R™ et f € Ry[z| par :
n(n—1)

Oz, f) = (Vf(2),[ai;(f)]) e R" x R™=

. >*f >*f *f *f
ot aij(f) o 85628.%] + R@x]{?xn + Pj axﬁxn + PlP]@
Cette application est une submersion, et la condition est obtenue par la
transversalité de O(., f) & {0} x X, ol X est le sous-ensemble, de 1’espace
"5 des matrices symétriques (n — 1) x (n — 1), constitué des matrices
non-inversibles. Notons que {0} x X est de codimension n + 1 dans R™ x

n(n—1)
7 . On pose

K3 :={fcRylx]:0(,f)=3'fm {0} x T}

L’ensemble K  est alors

(4.7) K, :=K)NnK3.
a
PROPOSITION 4.5. — Génériquement, I’application V" f : R* — R?~!
est une submersion sur V;, c’est-a-dire que I'ensemble
{f € Ry[z] : V" f est submersive sur Vy}
est semi-algébrique ouvert dense dans Rg|x].
Preuve. — On peut remarquer que V"f est la composition de F et

Jif : V'f = Fojlf. Puisque F est une submersion (voir la preuve du
lemme 4.2), cette composition est, d’apres la proposition 2.4, submersive sur
GHYWEFL(0) = (51f)"HZ) = V; (lemme 4.3 pour la derniere égalité)
si et seulement si j' f M Z. Mais cette derniére condition est satisfaite pour
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toute f € Ky, ou Ky donné par la formule (4.7) est un ensemble ouvert
dense. On a donc la généricité. g

Remarque 4.6. — On peut observer que :

— génériquement, V; ne contient pas de points isolés,

— toujours dans le cas générique, le gradient horizontal et le gradient
sont différents par la dimension de leur ensemble des zéros. Ils sont
tous les deux submersifs sur leur ensemble des zéros.

Un polyndme f peut étre générique pour la dimension de Vy sans que les
zéros de V f soient isolés et réciproquement. Comme le montrent les deux
exemples suivants :

Exemple 4.7. — On consideére la distribution
0 0
X1 =— —a(1 —2? —22)—
! 8931 1’2( 1 1'2) 8x3
(4.8) 5 5
Xo=— 1—a?—a2)—
2 81'2 +x1( T w?)axg

et le polynéme f = x3. Le gradient de f est Vf = (0,0,1) qui n’a pas de
zéros. Le gradient horizontal de f est égal a

Vif=X1fX1 + Xof Xo

o Xif = —xo(1 — 2 —23) Xof = x1(1 — 27 — 23). L’ensemble V; est
union de l'axe x3 et du cylindre {1 — 22 — 23}, il est donc de dimension 2.
Ainsi la fonction f n’est pas générique au sens du théoréme 4.4.

Exemple 4.8. — D’autre part, si on considere la distribution

0 0

X1 = — —xo—

! axl T2 81‘3

(4.9)
X 0 n 0]
=— 4z
2 8x2 ! 8953

et le polynéme f = x1+22 +23. Le gradient de f est Vf = (221 +1,0,223)
qui a la droite {z; = —=,x3 = 0,22 € R} comme ensemble des zéros. Le
gradient horizontal de f est

Vi =X1fX1 + XofXo
ou Xqf = 2x1 +1—2x9x3 Xof = 2x123. L'ensemble Vy est union de
la droite {z; = —%,.’53 = 0,29 € R} et de 'hyperbole {z1 = 0,2z2x3 —

1 = 0}, il est donc lisse de dimension 1. Ainsi f est générique au sens du
théoreme 4.4.
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4.2.3. Ensemble V; pour une forme affine

n
Si f est une forme affine f = Zaixi + ag, alors X;f = a; + a, Pi(a')

i=1
est un polyndme de n — 1 variables au plus. Donc, Vy est déterminé par un
systéme de n — 1 équations d’au plus n — 1 variables

(X1 f =0, Xp_1f =0} = {Pl(z/) = 7;171 P 1(z) = 702—1 }
On peut noter que si b = (by, - ,b,_1) € R*~! est une solution de ce

systéme, alors la droite {(b,t)|t € R} qui passe par (b,0) € R™ et qui
est parallele a I’axe x,, est contenue dans Vy. De ce fait, par la généricité
donnée par le théoréeme 4.4, le systeme {X;f = 0,--- , X,,_1f = 0} n’a
qu’un nombre fini de solutions dans R®~! nous obtenons les deux résultats
suivants.

PROPOSITION 4.9. — Il existe un ensemble semi-algébrique ouvert dense
U dans R"! tel que pour tout (a1, - ,a,_1) € U, le systéme {P;(z') =
a, -+, Py_1(2') = a,_1} n’a qu'un nombre fini de solutions dans R™~!
(peut étre vide).

PROPOSITION 4.10. — Génériquement, Vy est une union finie de droites
paralléles a I'axe x,, ou est vide, c’est-a-dire que I’ensemble

(4.10) Ky ={f € Ru[z] : V} est une union finie de droites paralléles
a laxe x, ou est vide}

est semi-algébrique ouvert dense dans Ry [z].

4.2.4. Perturbations quadratiques

Dans ce paragraphe, nous donnons un résultat de généricité pour des
perturbations quadratiques. Celui-ci nous servira dans la preuve du premier
résultat de la section suivante. Soit

n
alz) = Z 4T,
i=1

une forme linéaire, et

B(z) = Z Zﬂijxiil?j,

i=1 j=1

une forme quadratique avec 3;; = 3;;. Posons

fap(x) = f(x) + () + B(2).
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En appliquant les méthodes de démonstration du théoreme 4.4 et de la
proposition 4.5, nous obtenons

PROPOSITION 4.11. — Fixons f dans C*°(R™,R) ou Ry[z]. Alors, les

ensembles
n(n+1)

(4.11) Wi ={(a,B) e R" x R™ 2 : V_, lisse de dimension 1 ou vide},
(4.12) Wy ={(e, ) € R" x R V" fus submersive sur Vy, ,}

n(n ) . , .
sont ouverts denses dans R™= . De plus, Wy et Wy sont semi-algébriques

si f € Rglz], et tout f de W est tel que si x € Vy et Vf(x) = 0, alors
T.ViNA, = {0}.

4.2.5. Sur intersection VN f~1 f(c)

Dans cette section, nous donnons un résultat sur I'intersection de ’en-
semble des points critiques horizontaux avec une surface de niveau quel-
conque pour un polyndéme générique. On en déduit la nonhorizontalité de
I’ensemble des points critiques horizontaux.

THEOREME 4.12. — Génériquement, la restriction flv; est une fonction
de Morse, c’est-a-dire que I’ensemble

(4.13) La={f € Kqa: flv, est une fonction de Morse}

contient un ensemble semi-algébrique ouvert dense dans Ry[z]. En consé-
quence, pour tout f € Ly I'ensemble VN f~1(c) ne contient qu'un nombre
fini de points (il peut étre vide) pour tout ¢ € R.

Preuve. — On sépare le probleme en deux cas, le cas affine et le cas ou
d>2.

n
1) Le cas affine f = Z a;x; + ag. Dans ce cas, la généricité est obtenue
aisément. Posons L _ Iél —{(ag," - ,an)|a, = 0} o K; est donnée par
la proposition 4.9. Alors Ly est encore un ensemble semi-algébrique ouvert
dense. Par la proposition 4.10, pour tout (ag,- - ,ay) € L1, I'ensemble V;
est une union finie de droites paralleles a ’axe z,, ou est vide. Pour tout
xc Vi, ona

of
do(flv;) = @(@‘) =a, #0.
Donc f|y, n’a pas de points critiques, alors c’est une fonction de Morse.
2) Le cas ou deg f > 2. On va montrer que f peut étre perturbée par

une forme quadratique pour que la restriction f|y, soit une fonction de
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Morse. Dans un premier temps, nous allons essayer d’établir une condition
de Morse de fly,. Par raison de commodité, nous remplagons la notation
j* par ®. Posons

®:R" - R*™, ®(z) = (v,d, f),
et

PR xS"F S R xR xR, ¢h(2,€) = (D(2), de®(€), da f(£))

ot S"! est la sphere unité dans R™,

G = (F,dF,Id;) :R*" x R*™ x R - R*" ! x R"™' xR
(u,v,w) — (F(u),d,F(v),w).

Puisque F' (voir sous-section 4.2.1) est une submersion, G est une sub-
mersion. Aussi pour tout u = (z,2) € Z, on a T,Z = (d,F)~1(0), donc
TZ x {0} = G71(0).

Dans le cas ou V; est lisse de dimension 1, le lemme suivant caractérise
les points critiques de la restriction fly,.

LEMME 4.13. — Si V¢ est lisse de dimension 1, alors, les deux conditions
suivantes sont équivalentes

i) (2, €71 (G7H(0) =9~ H(TZ x {0})

i) x € Vi, £ € T,V NS" ! et x est un point critique de f|y,.

Preuve. — On a
- F(®(x)) = 0 si et seulement si ®(x) € Z, donc si et seulement si
x € Vf,

— do(o) F(d:®(§)) = 0 si et seulement si d,(F o ®)(§) = 0, mais d,(F o
®) = d,V"f, donc si et seulement si & € Ker(d,V'f)nSt—! =

Tme N Snil,
— puisque V; est lisse de dimension 1, si z € Vy et £ € T, V;NS" 1, alors
d. f(§) = 0 si et seulement x est un point critique de f|y,. O

La condition que fly, soit de Morse s’écrit en terme de transversalité :

LEMME 4.14. — Si ¢ thganss G71(0) = TZ x {0}, alors fly, est une
fonction de orse.

Preuve. — La condition ¢ gans1 G71(0) = TZ x {0} implique que
® M Z. Alors, d’apres le théoreme 4.4, Vy = &71(Z) est lisse de dimension
1 ou est vide. Supposons que V; soit non vide. Puisque 9 fgani1 G71(0) =
TZ x {0}, alors fiv; est de Morse d’apres la remarque 2.2. D’autre part
d’apres la proposition 2.3

codimpn ygn—19 " HTZ x {0}) = codimpan+1TZ x {0}
dn+1-2(n+1)=2n-1.
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Donc dim =1 (TZ x{0}) = 0. Par son algébricité, I'ensemble ¢»~1(T Z x{0})
ne contient qu'un nombre fini de points. D’autre part, puisque d, (F o)) est
linéaire, donc, si (z,£) € v~ H(TZ x {0}), alors (z,—¢&) € v~Y(TZ x {0}),
de plus = € Vy, {,—§ € T,V et x est un point critique de fly, par le
lemme 4.13. En conséquence, le nombre de points critiques de f|y, est
#¢~ 1 (TZ x {0})
5 .

Dans la suite, nous allons montrer que par une perturbation quadratique

O

infinitésimale, on peut rendre f|y, de Morse. Posons

fozﬁ +Za T+ = 2261]1‘ Zj,

lljl

ou o= (ai,...,a,) € R" ot = (f;;) est une matrice symétrique.

D(a, B,2) = Pop(x) := (x,dy fap)-

Rappelons que l'on identifie toujours un polynéme avec son vecteur de
coefficients. On pose

U (W NWa) x R" x (S"71) — R*™ x R?" x R

(a,ﬂ,x,{“) = ((I)aﬁ(x)7drq)aﬁ(€)a dwfﬂﬁ(§))7

et Pon écrit Uop(z,§) = U(w, §,,&). Les ensembles Wy, Wy ont été intro-
duits dans la proposition 4.11, et d’apres cette proposition l'intersection
W1 N Ws est encore un semi-algébrique ouvert dense. Puisque la propriété
d’ouverture est garantie, les dérivées de ¥ par rapport a «, § sont permises.
On va montrer

LEMME 4.15. — On a ¥ h G~1(0).

Preuve. — Par la proposition 2.4, il suffit de montrer que G o ¥ est une
submersion sur ¥~1(G71(0)). Puisque & = (&1, -+ ,&,) € S*71 C R*— {0},
il existe jo (dépendant de &) tel que &;, # 0. Nous allons traiter le cas
jo # n. Le cas jo = n se traite de maniére compléetement similaire, en
remarquant aussi que seul le cas £ = (0,---,0,1) est de fait a considérer.

Soit (a, B,2,€) € ¥1(G71(0)),. Nous distinguons deux cas, celui ou
V fap(x) #0 (cas 1), et celui ou V fop(x) =0 et dwy,(§) # 0 (cas 2).

La matrice M = M, g,2.¢) de la différentielle de G o ¥ est une matrice
n(n+1)

—1].
2

(2n—1) x |3n+
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Cas 1. Soit m tel que 3

(2n — 1) x (2n — 1) suivante

afozﬁ

Lm

(z) # 0. Nous extrayons de M la matrice

O(F 0 Pag) O(F o Qap) O(F o Qap)
O(ai, .., on—1) 0&m I(Bjo1s - Bjon—1)
M, — A(d. f(£)) d(d.f(£)) d(d. f(£))
(o, .., op—1) m 0(Bjo1s - Bjon—1)
O(de(Fo®up)(§))  O(de(F o Pup)(§))  O(de(F o Pap)(€))
8(0[1,..,@”_1) 8§m 8(ﬁj01?"7ﬁj0n—1)
1 O I]'u 0
0
1 0 T Zjo Tp_1
0
0 1 0 .’L‘jo
=& o S aaj;aﬁ EioT1 +&1%j5  jozy 7 SjoTn—1 + En1Tj,
* o 0
0
0 51 gju gnfl
0
* 0 &o

En effectuant des combinaisons des n — 1 premiéres lignes avec la ligne n

on se ramene a

1 0 I'j() 0
0
1 0 1 Zj, Tp_1
0
0 1 0 :L']'O
afryﬂ
M,y = 0 o, 0
* gju 0
0
0 &1 o §n—1
0
* 0 5.70
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Puisque que # 0, avec une manipulation sur les lignes on obtient une

Int
matrice de méme rang de Ms qui est la suivante

1 0 Ljo O
0
1 0 ‘rl ... 1"70 e xn7 1
0
0 1 0 T,
M; = 0 %’; 2f 0
gjo 0
0
0 0 51 gjo gn,1
. 0
0 gjo

Comme &;, # 0, nous obtenons le résultat dans ce premier cas.

Cas 2. Nous extrayons cette fois de M la matrice (2n — 1) x (2n — 1)
suivante

5(FO (I)aﬁ) B(F ] (I)aﬁ) 8(F ] Cbag)
6(041;--70471—1) 60‘n 6(/6j017"7ﬁj0n—1)

N 9(d f(€)) 9(da f(8)) 9(da f(§))
a(al,..,an,l) 8an 8(@-01,..,5]-0“,1)
Idz(F 0 @ap)(§))  O(de(F 0 Pap)(€))  I(da(F 0 Pap)(§))
8((11,..,Oén_1) 6057, 8(ﬂj01,..,ﬁj0n_1)
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2021

1 0 P1 Ijo O
0
1 T Zj, Tp_1
0
0 1 Pnfl 0 wj(]
=& & bt | Sn [ Sio®1 81T Clowsy T SoTn—1 T En—1T5,
(A gjo O
0
0 §1 gjo gn—l
0
Up—1 0 €j0
en effectuant quelques manipulations sur les lignes ont se ramene a
1 0 xjo 0
0
1 0 1 Tj, Tp—1
0
O 1 0 Tjo
0 dwn (€) 0
gjo 0
0
0 0 gl gjo gn—l
0
0 &io

Puisque dw, (§) et {;, sont non nuls, la matrice M, g, ¢) est donc aussi
de rang 2n — 1 dans ce dernier cas.

Ainsi G o ¥ est une submersion. Nous avons ainsi démontré le lemme
4.15. =
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Terminons maintenant la démonstration du théoreme 4.12. Par le lemme
4.15, on a ¥ M G71(0). En considérant W7 N Wy (voir proposition 4.11)
comme espace des parametres on obtient, d’apres le théoreme de transver-
salité 2.7, que I’ensemble

Wi ={(a,3) € Wi N Wy : U5 h G(0)}

est un ensemble semi-algébrique ouvert dense dans W3 NWs, et donc est un
. , . n(n+1)

ensemble semi-algébrique ouvert dense dans R™ x R > . Pour (o, B) €

W3, le lemme 4.14 implique que foég|vfa[j est une fonction de Morse. Ainsi

I’ensemble
{f € Ry[z] : fly, est une fonction de Morse}

est dense dans Ry[z]. Nous allons montrer que cet ensemble est semi-
algébrique, donc qu’il contient un ensemble semi-algébrique ouvert dense
d’apres le théoreme 2.10. Posons

Q:Ryfz] x R™ x (S"71) = R?" x R*" x R

Q(f, T, g) = (@(IC), qu)(f), dmfaﬁ(’g))
Pour chaque f € Rqy[z], notons Q¢ (z, &) = Q(f,z,§). Par le lemme 4.14, si
Qg h G71(0), alors f|y, est une fonction de Morse. Mais Qp  G~*(0) si et
seulement si {2 oG est une submersion sur (€2 0G)~!(0) par la proposition
2.4. Posons

W = {f € Ry[z] : Qf o G est une submersion sur (Q o G)~*(0)}.

Alors, pout tout f € W, f|y, est une fonction de Morse. Notons que W
est dense dans Ry[z]. Pour démontrer que W est semi-algébrique, on ’écrit
sous la forme suivante

W= {f € Ryz] : Yz € (Qf 0 G)71(0),d(Q o G) est de rang 2n — 1}.

Puisque (Q70G) 71 (0) est un ensemble algébrique et que le terme « d(270G)
est de rang 2n —1 » peut s’écrire par un nombre fini d’inégalités a partir de
déterminants, I’ensemble W est semi-algébrique. Comme nous avons déja
démontré que W est dense dans Ry[x], d’apreés le théoréeme 2.10 celui-ci
contient un ensemble semi-algébrique ouvert dense. Nous avons donc la
généricité, et ainsi le théoréme 4.12 est démontré. O

Remarque 4.16. —

— Dans le cas linéaire, une perturbation linéaire est suffisante pour rendre
flv; de Morse, donc dans tous les cas, on n’a pas besoin d’augmenter
le degré en faisant une perturbation.
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— Les points critiques de f|y, sont le lieu ot V} est tangent a une surface
de niveau de f.

— D’apres le théoréme 4.12, on déduit qu’il n’existe pas une version de
I'inégalité de Lojasiewicz pour le gradient horizontal, au moins dans le
cas générique.

PROPOSITION 4.17. — Génériquement, V; ne contient pas de courbe
horizontale, c’est-a-dire que I’ensemble

{f € Rq[z] : V} ne contient pas une courbe horizontale}

contient un ensemble semi-algébrique ouvert dense dans Rgy[x].

Preuve. — D’apres le théoreme 4.4, génériquement V; est lisse de di-
mension 1. Supposons que V; contienne une courbe horizontale. Soit c(t)
une paramétrisation de cette courbe. Puisque V¢ est lisse de dimension 1,
a(t) est lisse et &(t) existe pour tout t. D’autre part, puisque «(t) € V7,
on a

Any = Tawy 1 (fa(t))
ott Ty f~H(f(u(t)) est Pespace tangent & f~1(f
)

a(t) € Togy [ (f(alt)).
Dans la métrique g, le systéme {Xy,---, X,,} est orthonormé et on a
%[f(a(t))] = (Vf(a(t),a(t)) = (V" f(a(t), Xuf(a(1))), G(t)

= <(07 e ,O,an((l(t)), a(t)> =0.

Donc, f(a(t)) = ¢, une constante. Ceci dit que «(t) est contenue dans la

(a(t)) en a(t), donc,

fibre f~1(c), mais ceci n’est pas générique par le théoréme 4.12. Contradic-
tion. O

4.3. Généricité dans le cas C™
Dans le cadre des fonctions C'°°, nous obtenons les résultats de généricité
suivants.

THEOREME 4.18. — Génériquement, V; est lisse de dimension 1 ou est
vide, c’est-a-dire que I'ensemble

{f € C*(R",R) : V; est lisse de dimension 1 ou est vide}

est ouvert dense dans C*°(R",R) pour la topologie de Whitney.
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Preuve. — L’ensemble Z; est une variété fermée lisse de R+l o
JYHR™,R). Par le théoréme de transversalité de Thom (théoréme 2.6), I'en-

semble
(4.14) K={fecC®R"R): j'fth Z,}
est ouvert dense dans C*°(R™, R) pour la topologie de Whitney. Soit f € K
telle que j! f(R™) N Z; # 0. Par le fait que Vi = (51 )71 (Z1) (lemme 4.3)
on a d’apres la proposition 2.3
codim V; = codimZ;.

D’autre part, dim Z; = n+ 2 par le lemme 4.2, donc codim Z; = n—1, ceci
implique que dim V; = 1. On peut noter que V; est lisse puisque Z; est
lisse. Maintenant si j! f(R™) N Z; = 0, alors V; est vide. Donc pour toute
f € K, V; est lisse de dimension 1 ou est vide et on a ainsi la généricité. [

PROPOSITION 4.19. — Génériquement, 'application V" f : R® — R"*~1
est une submersion sur Vy, c’est-a-dire que I'ensemble

{f € C*(R",R) : V"f est submersive sur V;}
est ouvert dense dans C*°(R",R) pour la topologie de Whitney.
Preuve. — La preuve est similaire a celle de la proposition 4.5, en uti-
lisant j!f au lieu de j' f et Z; au lieu de Z. O

Par une méthode de démonstration analogue a celle du théoreme 4.12,
nous obtenons une version de ce théoréme pour les fonctions C*° mais avec
une généricité plus faible.

THEOREME 4.20. — Génériquement, la restriction f|y, est une fonction
de Morse, c’est-a-dire que I’ensemble

{f € C>*(R™,R) : flv, est une fonction de Morse}

est dense dans C*°(R",R). En conséquence, génériquement, I’ensemble VN
f~t(c) ne contient que des points isolés (peut étre vide) pour tout ¢ € R.

5. Trajectoires du gradient horizontal

Dans ce paragraphe, nous considérons encore des distributions polyno-
miales, scindées de codimension un, satisfaisant la condition d’Hérmander.
La métrique riemannienne g considérée est donnée par la formule (4.5);
elle prolonge la métrique sous-riemannienne gsr donnée par la formule
(4.2). Nous commencons par donner quelques résultats fondamentaux avant
d’étudier la longueur et ’existence de limites des trajectoires.
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5.1. Flot du gradient horizontal

Le but de cette partie est de donner quelques propriétés des trajectoires
du gradient horizontal analogues a celles des trajectoires du gradient rie-
mannien. Puisque I’ensemble des zéros du gradient horizontal et celui du
gradient sont essentiellement différents, I’étude des trajectoires au voisinage
de son ensemble des zéros ne sera pas abordée immédiatement dans cette
section. Les fonctions considérées ici sont des polyndmes.

Une premiere propriété du gradient horizontal, qui ressemble a celle
du gradient, est que les trajectoires du gradient horizontal montent aussi
"d’une surface de niveau a une autre".

PROPOSITION 5.1. — Le flot d’'un champ de gradient horizontal monte
d’une surface de niveau a une autre, en conséquence, le champ de gradient
horizontal n’a pas de cycles (une courbe homéomorphe a un cercle ne peut
pas étre une trajectoire du gradient horizontal).

Preuve. — Posons
v = 7Vhf
IV f][?
ol [|.|| est la norme engendrée par la métrique sous-riemannienne ggp sur
la distribution, pour laquelle le systéme {X7, -+, X,,_1} est orthonormé.

Le champ v est défini en dehors de 'ensemble V; = {z : V" f(x) = 0}.
Soit x(t) une trajectoire de v. Pour la métrique g qui prolonge la métrique

sous-riemannienne ci-dessus, le systéme {X;,---,X,} est orthonormé et
on a
bd ' Of d;
o) = Sl = [ GUralar= [ 30 55 w0 G

- / (V£ (), v(r))dr

to

:/ <Vhf(:r(r))+an(l“(T))X T >d7

TVE ()2
t
I/ dT:t—tO
to
g

A partir de cette propriété, on déduit le comportement suivant des
champs de gradient horizontal.

PROPOSITION 5.2. — Soit B C R™ un ensemble compact, soit z(t) une
trajectoire de V" f dans B. Alors, soit x(t) sort de B en temps fini, soit elle
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s’approche de Vg, c’est-a-dire qu’il existe une suite x,, de B contenue dans
x(t) telle que dy, (x,,) — 0, ot dy, est la fonction distance a V. De plus,
cette suite peut étre choisie de telle fagon que la suite f(x,,) soit croissante.

Preuve. — Soit T'(Vy,r) = {x € R"|dy,(z) < r} un voisinage tubulaire
de Vy de rayon r, et 9T (Vy,r) = {x € R"|dy, (v) = r}.

— Supposons que z(t) ne s’approche pas de Vy, il existe donc r > 0 tel que
x(t) ne touche pas 0T (Vy,r). Alors, pour tout « € z(t), on a par inégalité
de Lojasiewicz

V" ()| > VO () > VCre/2.

Pour Ty > 0 on a

To To ™ T
Falt) - o) = [ 4 reenar = [7Y S o) Gimar

To
_ /O (Vf(@(r)), V" f (@(7)))dr

To To
= [ I sG> [ ora=more.
0 0

Posons M = max fz) — mén f(z), ona M > ToCr®. Ainsi si ¢t >
la courbe z(t) sort de B.

Supposons maintenant que x(t) s’approche de Vy, alors, pour tout r > 0
suffisamment petit, z(t) intersecte 9T (Vy,r). Posons 71 = dy, (2(0)), ro =

71 r
5,...’Terl:?m,...,PourchaqUemzl,Z...,posonS

M
Cro

T =min{T : T > 0,dv, (2(T)) = rm}.

Il est évident que T}, est une suite croissante. Posons alors x,, = x(T},).
On a bien sur que dy,(z,,) = 7, — 0 quand m — oo, donc la suite x,,
s’approche de V. Puisque x(t) monte d’une surface de niveau & une autre,
et que la suite T),, est croissante, la suite f(z,,) est aussi croissante. O

Remarque 5.3. — Reparamétrons z(t) par des valeurs de la fonction f,
c’est-a-dire que f(z(t)) = ¢t. Comme la suite f(x,,) est monotone et bornée
(f est bornée sur B), il existe tg < oo telle que dv, (v,) = dv; (z(t;)) — 0
et f(xm) = f(x(tm)) = tm — to.

PROPOSITION 5.4. — Soit B C R"™, un ensemble compact, soit z(t) une
trajectoire de V" f dans B. Si x(t) ne s’approche pas de Vy, alors cette
trajectoire a une limite sur 0B.
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Preuve. — Puisque z(t) ne s’approche pas de Vy, en calculant de la
méme fagon que dans la proposition 5.2, on obtient

Ty <

M <+
00
Cro
o Ty est le temps tel que z(t) sorte de B, r > 0 est une constante. Posons

xTo = l‘(To) € 0B.

Alors xg est une limite de z(t). O

Dans le cas o z(t) s’approche de Vy, l'existence de la limite sera étudiée
dans la section 5.2.

PROPOSITION 5.5. — Le champ de gradient horizontal V" f est locale-
ment complet sur R™ : pour tout ensemble compact B C R", pour toute
trajectoire z(t) de V" f dans B qui est une solution maximale, alors soit
x(t) arrive au bord de B en temps fini, soit x(t) est compléte, c’est-a-dire
que le domaine de x(t) est (—oo, 00).

Preuve. — Le probléme est trivial quand B N'Vy = ). Supposons donc
que BN Vs # (0. D’apres la proposition 5.2, si z(t) arrive au bord de B,
le temps ¢ doit étre fini, si 2:(¢) n’arrive pas au bord de B, alors elle doit
s’approcher de V. Montrons que dans ce cas, le temps est infini. Supposons
que le contraire se produise : z(t) s’approche de Vy en un temps fini Ty au
point xg € V.

Considerons ’équation différentielle

(5.1) a(t) = V" f(x(t)).

On peut noter que la solution constante y(t) = xg, t € (—00,00) est une
solution maximale de cette équation. Puisque B est compact, le champ V" f
est lipschitzien sur B. D’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, il existe
une unique solution maximale de (5.1) qui passe par . Mais x(¢) et y(?)
sont deux solutions maximale différentes de (5.1) passent par g, c’est une
contradiction. ]

Exemple 5.6. — On consideére la distribution d’Heisenberg dans R? et
le polynoéme

f(z) =23 + %(m? +x3).

Le gradient horizontal de f est égale & V" f = X, fX; + XofXs ot X, f =
r1 — To, Xof = x1 + x2. L’ensemble des points critiques horizontaux de
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f est axe x3. Les trajectoires de V" f satisfont le systéme d’équations
différentielles suivant :

T1= 21 — T2
jigz T+ o

]

En résolvant les deux premieéres équations, on obtient

{ x1(t) = ez(a sin(t) + beos(t))

xa(t) (—acos(t) + bsin(t))
2 b2
oll a,b sont des constantes. Alors 3= @2;)6%, donc
2 b2
T3 = L i )ezt +c

4

ol ¢ est une constante. On remarque que toutes les trajectoires de V" f
possedent une limite (quand ¢ — —o0) sur axe x3, qui est 'ensemble des
points critiques horizontaux de f. Quand ¢ — 400, les trajectoires de V" f
s’éloignent de ’axe x3 de maniere exponentielle, donc, dans un compact,
les trajectoires de V" f possedent au plus un point limite sur 'axe xs.

5.2. Limites et longueur des trajectoires

Soit f : R™ — R un polynéme. Dans cette partie, nous montrons que
par un changement de la métrique, qui dépend de la fonction f, on peut
borner uniformément la longueur des trajectoires du gradient horizontal de
f. Ensuite nous montrons que pour un un polynéme générique f les limites
des trajectoires existent.

Rappelons que V; = {V"f = 0} C R"™ dénote l'ensemble des points
critiques horizontaux de f. On note toujours dy, () la fonction distance a
Vy.

Soit B C R™ un ensemble compact ; par I'inégalité de Lojasiewicz (théo-
réme 2.8), il existe des constantes C1,Cy > 0,y > 1 > 8 > 0 telles que

(5.2) Chdy, (2) < |IV" f(@)]] < Cady, ()
pour tout xz € B.

Remarque 5.7. — L’exposant v dans 'inégalité (5.2) peut étre majoré
explicitement de la fagon suivante. Supposons que les degrés de tous les
coeflicients des champs X; sont majorés par I’entier D et posons d = deg f.
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Alors le polynéme g = ||V f||? est de degré au plus 2(D + d — 1). Donc
d’aprés la remarque 2.9, on a v < O(d + D)™.

Notons :
({.,.)) et ||.||, respectivement le produit scalaire et la norme pour la
métrique riemannienne

g=dx+ - +dx® | 4 dw?,

(.,.) et ||, respectivement le produit scalaire et la norme pour la métrique

(5.3) § = dy) ()(dai + -~ +daj_y) + dory,
n—1
ot dw, = dz, — ZPidxi. Rappelons que gsg = daf + -+ + da?_;
i=1
est la métrique sous-riemannienne sur la distribution rendant le systéme
{X1, -+, Xp_1} orthonormé. On note aussi
(5.4) Ssr = dy) (@) (daf + -+ dap,_y),

Alors § et dgr dépendent non seulement de I’ensemble compact B, mais
aussi du polynéme f. De plus elles sont dégénérées sur Vy. Précisons que
la distance dy, (x) est prise avec la métrique riemannienne g. Les distances
sous-riemanniennes entre deux points z,y € R™ pour la métrique gsg (no-
tée dist(z,y)) et pour la métrique dgr (notée disty(z,y)) sont données
respectivement par les formules suivantes :

(5.5)

T
dist(z, y) = inf { | 16(0llatit  a(0) = a.a(T) = (1) € Aam} ,
(5.6)

T
disty (z,y) = igf {/0 [&(t)|aqeydt = 2(0) = z,a(T) =y, &(t) € Aam}

T
= inf { / a3, (@)D lawdt : a(0) = 7.a(T) =y, a(t) € Aam} .

On peut observer que dist est une distance sur R™ tandis que dist; n’est
pas forcément une distance sur R™. En fait dist; est une distance sur R™\ V%,
et la fonction dist;(z,y) est quand méme définie méme si z,y € V;; mais
distq(x, y) peut étre nulle pour z différent de y.

Le gradient horizontal dans la métrique § peut étre calculé a partir du
gradient pour la métrique g, comme le montre le lemme suivant. Rappelons
que {X1, -, X1, X, = %} est une base orthonormée pour la métrique
riemannienne g.
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LEMME 5.8. — Pour tout € R™ \ V; nous avons

n n—1
V=Y wXi, V=D wX,
=1 1=1

X, h
ol u; = 21,7,1':1 ,n— 1etun—XfDou6Vhf—Vf t 1OV f| =
Vi Vf
A4l
Ty
Vi
Preuve. — Soit v = (v1, -+ ,v,) € R™, la valeur de la forme df sur v est
df(v) = ((Vf,0)) = (Vf,0) = (d7) V" f + X f,0)).
n n—1
Ceci implique que Z(Xif)vi = Z d%,’; uiv; + upvy, d’ott le résultat.
i=1 i=1

O

Remarque 5.9. — Pour tout € B\ Vy, [°V"f| > C; ou C; est une
constante dans 'inégalité de Y.ojasiewicz (5.2).

Voici la version sous-riemannienne du résultat de Lojasiewicz sur une
borne uniforme pour la longueur des trajectoires du gradient (riemannien).

THEOREME 5.10. — Soient f : R® — R un polynéme, B C R™ un
ensemble compact et § la métrique associée par (5.3). Six : [t1,t2] — B est
une trajectoire de V" f, alors la longueur de z(t), pour la métrique &, est
bornée par
- f(a(t2)) — Sa(t)]

Gy
ou C est la constante associée a B dans I'inégalité de Lojasiewicz (5.2).

Preuve. — Posons
_ 5vhf
- ‘6vhf|2'

Alors z(t) est aussi une trajectoire de v. Le flot de v nous donne

fa®) - fatt) = [ Gl = [ 3 2 ) Gimar

- / (0% f(a(r)), vl(a(r))) dr

_ [ son o(r o(r OV f(x(7)) -
= [ {09 o) + X)X, i )
:/ dT:t—to.
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Donc pour le champ v, x(t) est paramétrée par des valeurs de f. On peut
donc supposer que t; = f(z(t1)), t2 = f(z(t2)). D’apres la remarque 5.9,
on a la majoration suivante de la longueur {(z(t)) de x(t) :

I A B i (GG ) I Y
z(x(t))/tl PV () dT/tl W‘h

/ _ 2=t
1 Cl ’

ou C est une constante dans l'inégalité de Lojasiewicz (5.2), d’ou l'on
déduit que la longueur des trajectoires de V" f est bornée dans B. |

Dans le lemme suivant, on examine le rapport entre les distances dist et
dist; en comparant la convergence des suites. Ce lemme sert a démontrer
un autre résultat intermédiaire, le lemme 5.12, qui méne au théoréme 5.14.

LEMME 5.11. — Soit zg € V; et soit x,, une suite dans B.
i) Si lim dist(xm,, o) =0, alors lim disty (2, o) = 0.
ii) Si lim disti (@, x0) =0, alors lim dist(zy,, Vy) = 0.

m—00 m—00
Preuve. — i) On a

disty (X, xo) =

inf {/ |&(t)|a(eydt : a(0) =z, (T) = 20, &(t) € Aa(t)}
0

87

T
= inf {/0 dy (a@)|a®)]la@dt : a(0) = m, o(T) = w0, &(t) € Aa(t)}

N

T
inf {/ Cllé(t)||awdt : a(0) = 2y, a(T) = o, &(t) € Aa(t)}
@ 0

= C dist(x, o),
ou C est une constante positive, et 'inégalité est obtenue par la compacité
de B. Ainsi on obtient i).

ii) Nous raisonnons par l'absurde, supposons que dist(z,,,Vy) # 0.
Puisque B est compact, il existe yo € B\ V; et une sous-suite z,,, de
T, tels que

lim dlbt(anpa yO) =0.

p— 00
La condition i) implique
lim disty (2, y0) = 0.

p—o0
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Mais lim disty (2, ,20) = 0 puisque lim disty (2, z) = 0, d’otr
m— 00

p—)OO
dist1 (20, y0) < dist1(xo, Tm,) + disty(2m,,yo) — 0.

Ceci implique que distq (xo,yo) = 0. Précisément que
T
disty (zg,yo) = inf / d;’/f ()] &(t)]|a(eydt -
« 0

a(0) =z, aT) = yo, &(t) € Aa(t)} =0.

Notons que r = dy, (yo) > 0, car yo & Vy. Soit a : [0,T] — R™ une courbe
horizontale telle que «(0) = z¢ et a(T) = yo. Par continuité de a, il existe
un T € (0,7) tel que dy, (a(t) > g pour tout ¢ € [T, T] et dy, (a(T)) = g
Nous avons donc

/TT dy, (a@)|&()]laqdt > (g)7 /T ()] aqeydt

T

N7 . r
> (5) dist (yo, Tub(V}, 5)) >0,
ot Tub(Vy, g) est un voisinage tubulaire de rayon g de V;. Contradiction.

O

Le lemme suivant est la clé pour démontrer qu’une limite de trajectoire
du gradient horizontal existe.

LEMME 5.12. — Soit x(t) C B, une trajectoire de V" f paramétrée par
des valeurs de f, c’est-a-dire que f(x(t)) = t. Supposons que z(t) s’ap-
proche de Vi, c’est-a-dire qu’il existe une suite t,, — to < oo telle que
dv; (2(tm)) — 0. Alors,

(5.8) Jim dy, (z(t)) = 0.
Preuve. — Posons z,, = x(t,,). Puisque B est compact, on peut extraire

de la suite x,, une sous-suite qui converge vers un point zo € Vy (pour la
métrique g donnée par (4.5)). Pour simplifier nous noterons aussi cette suite
par x,,. Puisque dist(x,,,xo) — 0, on a disty (z,,,zo) — 0 par le lemme
5.11. Nous allons montrer que pour toute suite s, — £y on a

dist (yp, o) — 0,

ol yp = x(sp). Soit {u;} = {t1, 51,12, s2,t3, - }. Puisque t,,, — to et s, —

to, alors u; — to. Notons que tg < oo, donc u; est une suite de Cauchy.
Désignons par z(yp, ©,) la courbe horizontale partie de x(t) joignant y, a

Zp, et par I(z(yp, z,)) salongueur. Fixons un € > 0, puisque distq (z,, x0) —
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0 il existe ¢ tel que pour tout p > g1 on a disty(xp,29) < 5. Ainsi pour
tout p 2 1

disti (yp, o) < dist1(yp, zp) + distq(zp, o)

t,

€ » 1 €

<l(x(yp,xp))+§ </S Wdt+§
o1 € lsp—ty] €
< —dt4+ - =" _Pl, -
oty e Ta

Sp
ot Cy est une constante dans 'inégalité de Lojasiewicz (5.2). Pour p assez
grand % < § puisque la suite u; est de Cauchy. On en déduit que
dist1(yp, £o) — 0. Et par le lemme 5.11, on obtient dist(z(t), Vy) — 0. O

Remarque 5.13. — La limite tlin);l x(t) n’existe pas forcément, on peut
—to
le voir dans la partie 5.3.2 ol (t) peut s’accumuler sur un cycle.
Finalement, nous avons tous les éléments nécessaires pour prouver le

théoréme suivant, qui montre que pour un polynome f générique, chaque
trajectoire du gradient horizontal posséde une limite.

THEOREME 5.14. — Soit un f € Ry[z| un polynéme générique, préci-
sément supposons que f € Lg, ot Ly est un ouvert dense semi-algébrique
donné par le théoréme 4.12. Soient B C R™ un ensemble compact et x(t) C
B une trajectoire de V" f. Supposons que x(t) s’approche de Vi, c’est-a-
dire qu’il existe une suite t,, — to € RU {+o0} telle que dv,(x(t;,)) — 0.
Alors x(t) a une limite appartenant a Vy N B : il existe xo € Vy N B tel que

distr(x(t),z9) — 0 quand t — t

ou distg est la distance riemannienne avec la métrique g donnée par la
formule (4.5).

Preuve. — Sans perte de généralité, on peut supposer que x(t) est pa-
ramétrée par des valeurs de f, c’est-a-dire que f(z(t)) = ¢, alors tg < 400
puisque B est compact. Par le lemme 5.12,

distp(x(t), Vy) = dv, (z(t)) — 0.
Puisque x(t) est paramétrée par des valeurs de f, on a
distg(x(t), f(to) N B) — 0.
Ceci signifie que

distr(x(t), Vi N f~ () N B) — 0.
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Par le théoréme 4.12, intersection Vy N f~1(#y) ne contient qu'un nombre
fini de points. Donc, V¢ N f~1(tg) N B ne contient qu'un nombre fini de
points (isolés). Mais distr est une distance, en conséquence, il existe un
unique point zg € Vy N f1(tg) N B tel que

distg(x(t),z9) — 0.

Le théoréme a ainsi démontré. O

Remarquons que dist; n’est pas forcément une distance sur R™ mais elle
I'est lorsque la fonction f est générique au sens du théoreme 4.12. Pour le
prouver, nous avons besoin du lemme suivant

LEMME 5.15. — Pour tout polynéme f € K, oti 'ensemble K4 est défini
par la formule (4.7), on peut choisir les exposants y = 8 = 1 dans 'inégalité
de Lojasiewicz (5.2). C’est-a-dire que pour chaque compact B C R™, il
existe des constantes C1,Cs, 0 < C < Cy telles que

Crdy, (z) < |IV" f(2)|| < Cady, (z)
pour tout x € B.

Preuve. — D’apres la proposition 4.5, pour tout f € K4, V" f est une
submersion sur V. Ceci signifie que en tout x € V¥, la matrice jacobienne
de V" f : R® — R"~! est de rang constant n — 1. D’apres le théoréme du
rang constant, pour tout x € Vy, il existe u : U — U” un difféomorphisme
d’un voisinage U¥ de 0 € R™ sur un voisinage U® de z, u(0) = z, et
w: W — W; un difféomorphisme d’un voisinage W de 0 € R*~! sur un
voisinage W1 de 0 € R"~! w(0) = 0 tels que l'on ait

A(yh'" 7yn717yn) = (y17"' 7yn71)

ot A=woV"fou. Parailleurs u " (Vy) = {y1 =+ = 91 = 0} NU} =:
Vi f, et de plus
(5.9) AW = [[(y1, -+ yn—1)|| = dist(y, Vi f),

ou dist(., V1 f) est la distance & V4 f pour la métrique standard dans R™.
Puisque u et w sont des difféomorphismes (définis sur des ensembles
convexes), ils sont bilipschitziens, c’est-a-dire que u,v et u=!,v~! sont lip-
schitziens. Il existe alors deux constantes 0 < C} < C§ < 400 telles que
pour tout z € U* nous ayons

(5.10) Cfdy, () < [IV*F(2)]] < CEdv, ()

d’apres (5.9). Par compacité de B NV, on peut trouver un recouvrement
fini de BNV} par des ouverts U%¢, i = 1,--- , k, tels que (5.10) soit vrai dans
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chaque U% . Remarquons qu’il existe » > 0 tel que si z € B = B — U Uu®
i
alors dy, (z) > r,. Posons donc

~ h ~ h
G IV o ISP
B dy, B dy,
Nous obtenons
C~’1dvf(z) < ||Vhf(z)|| < CN’Zde(z)7 z e B
Enfin, posons C; = min{C{*,--- ,C7*,C1}, Co = max{C3',--- ,C3*, Co}.
Alors pour tout z € B, on a

Cidy, (2) < ||V f(2)]| < Cady, (2).

Nous avons ainsi démontré le lemme. |
Remarque 5.16. — Par le lemme 5.15, pour tout f € Ky la majoration
PV < Co

est valable dans B\ Vy, ot C5 est une constante dans 'inégalité de Loja-
siewicz (5.2).

Le lemme 5.15 implique le théoreme suivant

THEOREME 5.17. — Pour tout f € L4, ol I'ensemble semi-algébrique
dense Lq C Ry[z] est donné par le théoréme 4.12, la fonction dist; associé
a f par la formule (5.6) est une distance sur R™.

Preuve. — Nous nous placons dans le cas générique du théoréeme 4.12.
Soient a,b € R™ a # b. Nous allons montrer que disty (a,b) # 0. Il y trois
cas a considérer :

(1) aeVyetbd¢Vy,

(2) a g VyetbgVy,

(3) aeVyetbeVy.

LEMME 5.18. — Soit « : [t1,t2] — R™ une courbe horizontale, suppo-
sons que dy,(a(t)) = r > 0. Alors la longueur (par rapport a la métrique

d) de « est minoré par r fois la longueur de « par rapport a la métrique
riemanienne g.

Preuve. — Le lemme est évident puisque § = d%;; (da? + - +dx2_ )+
dw? et v = 1 dans notre cas. |
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Examinons maintenant le cas 1 : supposons que 2r = dy, (b) > 0. Soit
« : [to,ta] — R™ une courbe horizontale joignant a et b. Il existe un ¢; €
(to, t2) tel que r = dy, (a(t1)) et dy,(a(t)) > r pour tout t € [t1,t2]. Donc
par lemme 5.18 la longueur (par rapport a la métrique 6) de o est > 72,
car dist(«(t1),b) = r donc la longueur (pour la métrique g) de «([t1,t2])

est au moins égale a r. Ainsi
disty (a,b) = r* > 0.

Dans la cas 2 : posons 2r = min{dy, (a),dv,(b)} > 0. Soit « : [to,ta] —
R™ une courbe horizontale joignant a et b. Si dy,(a(t)) > r, t € [to, 2],
alors par lemme 5.18 la longueur (par rapport a la métrique ) de a est
> rdist(a, b). Si il existe un t; € (to,t2) tel que r = dy, (a(t1)), alors, par
Pargument employé dans le cas 1, la longueur (par rapport a la métrique
§) de a est > 2r%. Donc

disty (a,b) > min{2r?, rdist(a,b)} > 0.

Il reste a régler le cas 3, ot les deux points a,b sont dans V. Dans un
premier temps supposons que f(a) < f(b). Soit « : [tg, t2] — R™ une courbe
horizontale joignant a et b.

En enlevant les parties ou f o o est décroissante on obtient une courbe
(bien sfir de longueur plus courte), on peut supposer que a(t) monte d’une
surface de niveau a une autre pour tout ¢. Fixons un r > 0. S’il existe
un t1 € (to,t2) tel que 2r = dy, (a(t1)) alors, par I'argument du cas 1, la
longueur de a est > 2. Donc on supposera que dy, (a(t)) < 2r, t € [to, to].
Prenons ’ensemble compact

B:={z €R": dy,(z) <2r}U{z € R": f(a) < f(x) < f(b)}.

Supposons «(t) paramétrée par les valeurs de f, alors grace a l'inégalité
de Schwartz on a

df (a(t)) . .
l=—p== OV (), a(t)) < [PV fla®)l|a(t)].
Donc par le lemme 5.15 et la remarque 5.16, on obtient
1 1

at)| > = > —=— >0

O1= 9 e * o

ou Cy est une constante dans I'inégalité de Lojasiewicz (5.2). La constante
Cy dépend de 'ensemble compact B fixé ci-dessus. Alors

f(b) 1

longueur(a(t)) > /f a0l G0 = @) >0
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Finalement, on peut conclure que
dist(a,b) > min {7“2, Ci<f(b) — f(a))} > 0.
2

Il reste encore le cas ou f(a) = f(b). Puisque f restreinte a V; est une
fonction de Morse et dimVy = 1, l'ensemble f~1(f(a)) N V; n’a qu'un
nombre fini des points. Nous allons distinguer deux cas. Si a et b ne sont
pas inclus dans le méme composante connexe de V alors, on choisissant
r > 0 suffisamment petit on voit que tout chemin horizontal, joignant a
et b, doit sortir du voisinage tubulaire {dy, < r}. Ainsi on peut appliquer
I’argument du cas 1.

Si a et b sont dans la méme composante connexe de Vy on choisit r > 0
de la fagon suivante : soit r; = %supye[a,b} |f(y) = f(a)|, ou [a,b] désigne
I’ensemble de points de Vy qui se trouvent entre a et b. Ceci a bien sens si
la. composante de Vy qui contient ces points est homéomorphe a la droite
R, sinon cette composante est homéomorphe a un cercle et on prend cette
composante entiére comme [a,b]. Notons R = SUDPye[q,b] ly| + r1 et A =
sup||<g |V f|- Finalement choisissons 0 < r < min{r, 5t} de fagon que
T := {dy, <r}N{|z| < R} soit un voisinage tubulaire de [a, b].

Soit « : [tg,t2] — R™ une courbe horizontale joignant a et b. Alors
soit « sort du tube {dvf < 7} et on peut appliquer Pargument du cas 1.
Soit « reste dans la tube {dy, < r}, et il existe un t; € (to,t2) tel que
|f(a(t1)) — f(a)] = 1 > 0, on peut donc appliquer argument du cas 3 ou
f(a) < f(b). Ainsi disty(a,b) > 0 aussi dans ce dernier cas. Le théoréme
5.17 est ainsi démontré. 0

Remarque 5.19. — D’apres les théorémes 5.10 et 5.17, pour tout f € Ly
la longueur des trajectoires de V” f est bornée uniformément et (R™, dist;)
est un espace métrique. Ainsi le théoréme 5.14 n’est qu'une conséquence
du théoreme 5.17.

5.3. Quelques phénomeénes particuliers

Le gradient horizontal est la projection du gradient sur la distribution.
Puisque la distribution n’est pas forcément orthogonale aux fibres de la
fonction f, le gradient horizontal n’est pas forcément orthogonal aux fibres
de la fonction. De plus, au voisinage de ’ensemble des points critiques
horizontaux V; = {V"f = 0}, le gradient horizontal est trés proche des
plans tangents aux fibres. De ce fait, le gradient horizontal est beaucoup
plus petit que le gradient au voisinage de V;, et dans le méme esprit que
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[9] T'on peut imaginer que les trajectoires du gradient horizontal pourraient
étre beaucoup plus longues que celles du gradient, et que leur longueur
pourrait n’étre pas bornée uniformément, et méme, pas bornée. Les deux
parties qui suivent donnent des exemples de ce type de comportement pour
le gradient horizontal.

5.3.1. La longueur des trajectoires du gradient horizontal n’est pas
forcément bornée uniformément

Voici un exemple qui illustre la particularité du gradient horizontal ou
I'inégalité de Lojasiewicz n’existe plus.

Placons nous dans R? ot I’on considére la distribution d’Heisenberg, et
le polynéme f(x1,x9,x3) = 2x3. Le gradient horizontal de f s’écrit

Vhf =X1fX1 +XofXo = —22 X1 + 21 X5.

L’ensemble des points critiques horizontaux Vy de f est 'axe z3. Donc la
généricité de dimension 1 de Vy, et la généricité sur la finitude de l'inter-
section de V; avec une surface de niveau de f sont satisfaites.

Les trajectoires de V" f sont déterminées par le systéme

r1 = —Tg
(5.11) Ty = o .
I3 = —5952(—@) + 5T1%1 = i(x% + z2)

En résolvant ce systeme, nous obtenons
x1 = rcos(t) + csin(t)
ou r, c sont des constantes.

1
Prenons ¢ = 0, on a x; = rcos(t), zo = rsin(t) et x5 = §r2t +CouC

. 1
est une constante, ainsi avec C' = 0 nous avons rz = —r2t.

Calculons la longueur des trajectoires contenues dans la boite

1 1 1 1
B:{_Q<x1<2,_2<$2<270<$3<1}

Soit ¢ un temps pour lequel une trajectoire reste encore dans la boite,
2

onal < z3 = §r2t < 1, donc 0 < ¢ < —;, donc la longueur de toute
T

trajectoire de V" f dans B contenue dans le cylindre {z? + 22 = 72} est

L(r) = / V" f ()]t = / VR0 + (bt = / rir=2.
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Puisque 7 est la distance a I’axe x3, la longueur des trajectoires du gra-
dient n’est pas bornée uniformément dans cette boite. En effet, la longueur
devient de plus en plus grande quand la trajectoire s’approche de 'axe x3.

La vitesse de montée est plus petite que celle de rotation.
Dans cet exemple, les trajectoires de V" f n’ont pas de points limites sur

b)
laxe x3.

5.3.2. Les trajectoires du gradient horizontal peuvent s’accumuler

sur un cycle

Voici une autre propriété particuliere du gradient horizontal. Dans cet
exemple, il n’y a pas la généricité de dimension 1 de I’ensemble critique
horizontal, ni la généricité sur la finitude de l'intersection de l’ensemble
critique horizontal avec une surface de niveau de la fonction.

Dans R3, on considere la distribution

1
X1 = i**lﬁg(l*l}%*
8:51 2
(5.12) o 2
Xo= — 4+ —a1(1 —
2= 520 + 2xl( xy
N 1 2
et le polynéme f = 2x3 — 6(1 — 7

2
Lo

2

— 5

Vif=X1fX1+ Xof Xo

avec

(5.13) {

)7
0
) 93

— 22)3. Le gradient horizontal de f est

Xif =a(1—af = 23)? = 22(1 = 2% — a3)

Xof =ap(1 — 2% —22)? + 21(1 — 2% — 22).

La projection du champ de gradient horizontal dans le plan (z1,z5) s’ac-

cumule sur le cercle {1 — 22 — 22 = 0}. L’ensemble des points critiques

horizontaux de f est

Vp ={1-a¥—23 = 0}U({z2 = 21 (1 2] —a3)} N {z1 = —z2(1-2]—23)}).

Donc, cet ensemble est I'union de I'axe x3 et du cylindre {1 —2? — 23 = 0}.
Les trajectoires de V" f sont déterminées par le systéme

2 2

1 =21(1 — a7 —m2)2 — xo(1 —x% —x%)

(5.14)

T3 = i(x% —i—x%)(l —x? —x
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Soit z(t) une solution de ce systéme avec la condition initiale
z(0) = a = (a1, a2, a3)

1
telle que 3 < a2 +a% < 1. Montrons que x(t) s’approche du tube {1 —z? —

3 =0} :

Posons R = r?

Zx%—i—x%,ona

(5.15) R = 2212 + 22979 = 2r%(1 — %) = 2R(1 — R)? > 0.
1.
Alors R est croissant sur z(t). Notons que #3 = ZR' On a

o0 (o]
23(00) — 23(0) = 25(00) — a3 :/O Zs(t)dt = i/o : R(c0) — R(0).
Nous allons montrer que R(t) — 1 quand ¢t — oo. Puisque Vy contient
le cylindre {1 — 72 = 0}, la trajectoire z(t) n’arrive jamais & ce cylindre
en temps fini par la proposition 5.5, donc x(t) ne traverse pas ce cylindre.
D’autre part R(0) = r2(0) < 1, donc z(t) reste toujours a I'intérieur du
cylindre, ce qui signifie que R(t) < 1 pour tout ¢. Maintenant, cherchons une

1
fonction qui borne R inférieurement et qui tende vers 1. Puisque R(0) > 3

1
et R est croissant, on a 0 < 1 — R < 3 < R et on obtient la minoration
suivante de R & partir de ’équation (5.15) : R > 2(1 — R)3.

u
Posons u=1— R, on a — > 2u®. Alors - > 2dt.
n

t
d 1 1
Prenons l'intégrale, on a /o —U—Z > 2t. Donc 22(1) — 222(0) > 2t.
1 1
Alors u(t) < —————==—. Ainsi,ona 1 — R(t) < i .
4t + ——— b+ —
T 20) V T RO)?
1

Et finalement R(t) > 1 — — 1 quand t — oo.

1
\/ T A RO)?

Rappelons que R(t) < 1 pour tout ¢, on en déduit que R(t) — 1 quand

1-R(0
t — oo. Cela signifie que z3(00) = z3(0) + %
Ainsi la trajectoire 2(t) s’accumule sur le cercle {1 — 2% — 22 = 0,23 =
1 - R(0) 1-R(0
x3(0)+———=1}, ce cercle est contenu dans la fibre f = 2x3(0)+ —

de la fonction f. De ce fait, la longueur de x(¢) n’est pas bornée et z(t) n’a
pas de limite.
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