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SUR LA PREMIERE CLASSE DE STIEFEL-WHITNEY
DE L’ESPACE DES APPLICATIONS STABLES REELLES
VERS L’ESPACE PROJECTIF

par Nicolas PUIGNAU (*)

RiESUME. — L’espace de module des applications stables vers I’espace projectif
posséde naturellement une structure réelle dont la partie réelle est une variété pro-
jective normale. Cette derniére est un espace de module pour les courbes spatiales
rationnelles réelles avec des points marqués réels. Puisque le lieu singulier est de
codimension au moins deux, une premiére classe de Stiefel-Whitney est bien défi-
nie. Dans cet article nous déterminons un représentant pour la premiere classe de
Stiefel-Whitney dans le cas ot le morphisme d’évaluation est génériquement fini.
Ce représentant est établi en termes de diviseurs de la frontiére.

ABSTRACT. — Moduli space of genus zero stable maps to the projective three-
space naturally carries a real structure such that the fixed locus is a moduli space
for real rational spatial curves with real marked points. The latter is a normal
projective real variety. The singular locus being in codimension at least two, a first
Stiefel-Whitney class is well defined. In this paper, we determine a representative
for the first Stiefel-Whitney class of such real space when the evaluation map
is generically finite. This can be done by means of Poincaré duals of boundary
divisors.

1. Introduction

Nous nous intéressons aux courbes rationnelles réelles pointées de 1’es-
pace projectif CP3. Dans [4] Welschinger définit des invariants pour les
variétés convexes de dimension trois équipées d’une structure réelles. Ces
derniers sont déterminés via la géométrie énumérative des courbes ration-
nelles réelles de la variété. Pour un entier d supérieur ou égal a trois et une

Mots-clés : espace des modules d’applications stables, courbes spatiales rationnelles, géo-
métrie énumérative réelle.

Classification math. : 14F25, 14N35, 14P25, 53B99.

(*) Pendant la préparation de cet article, 'auteur fut partiellement soutenu par une
bourse de recherche de la DAAD & 'université Technique de Berlin en Allemagne.
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configuration générique de 2d points dans I’espace complexe projectif CP3
les courbes rationnelles de degré d qui passent par ces points sont en nombre
fini. Ce nombre est indépendant de la configuration choisie parce que le
corps des nombres complexes est algébriquement clos, c’est un invariant de
Gromov-Witten de CP3. Le méme probléme sur le corps des nombres réels
dépend de la configuration de points choisie. Dans ce contexte, un inva-
riant de Welschinger est défini comme la somme algébrique sur les courbes
réelles de la collection, chacune comptée avec un signe approprié qui ne
dépend que de la courbe plongée. Cette somme est alors indépendante de
la configuration de points générique (voir [4]).

Soit ﬂgd(mﬁ) I'espace des modules des applications stables en genre
zéro (omis dans la notation) de degré d dans CP? avec 2d points marqués
(voir [2]). L’invariant de Gromov-Witten, décrit précédemment, n’est autre
que le degré du morphisme d’évaluation ev : ﬂgd(CPS) — (CP3)? qui
envoie une courbe marquée sur la configuration des marquages. Il existe
une contrepartie réelle de cet espace, notée Rﬂgd((CP?’), qui est une variété
projective normale et un espace de parameétres pour les courbes spatiales
rationnelles réelles de degré d munies de 2d points marqués réels (voir [4]).
L’invariant de Welschinger peut également s’interpréter comme le degré
du morphisme d’évaluation evg entre les espaces Rﬂ;d((CP?’) et (RP3)24,
En fait, ce degré n’est bien défini que parce que Rﬂgd(CPs) peut-étre
orienté en dehors du lieu ou le jacobien du morphisme d’évaluation est de
corang au moins deux. Cette propriété est au coeur de I'existence et de la
définition des invariants de Welschinger. Il en résulte que la classe principale
de Rﬂgd(CP?’) a été grossierement caractérisée par Welschinger (voir [5])
dans une approximation suffisante pour construire ces invariants. Le travail
actuel accomplit cette tache en donnant une représentation précise de la
premiére classe de Stiefel-Whitney de Rﬂgd(CPS ).

Pour A U B une partition de [2d] = {1,...,2d} et des entiers d' et d”
tels que d' + d”’ = d est défini un diviseur irréductible D(A, B;d’,d") de
ﬂgd(cp?’) comme la fermeture du lieu des applications stables (C,z,u)
telles que

(1) C =C4UCp est 'union de deux courbes Cy et C'p de genre zéro
sécantes transversalement en un point unique;

(2) les marquages indexés par A (resp. B) appartiennent a C'4 (resp.
Cg):

(3) u(Cy) est de degré d' et u(Cp) de degré d”.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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La frontiere de ﬂgd(CP?’) est la réunion de tous ces diviseurs (voir [2]).

. . . . ——d
Soit maintenant (C,z,u) une application stable de My,;(CP3) telle que
C = CP! et u soit une immersion. Le faisceau normal N, défini comme

le quotient de la séquence 0 —— T¢ du uw*Teps est le faisceau d’un
fibré vectoriel de rang deux sur CP!. 1l est donc décomposable en somme
directe de deux fibrés en droites. Lorsque les fibrés linéaires de la décompo-
sition sont isomorphes, on dit que la courbe définie par (C, z,u) est équi-
librée. Notons K¢ C ﬂgd((CPB’) la réunion des diviseurs irréductibles de
la frontiere dont 'image par le morphisme d’évaluation est de codimension
au moins deux et du lieu des courbes non équilibrées (C,z,u) telles que
h (C; N, ® Oc(—z)) soit au moins deux. L’'image de la partie réelle RK¢
est de codimension au moins deux dans (RP3)24,

Une orientation sur Rﬂgd(CPB) est définie partout en dehors de RK
ce qui permet d’identifier I'invariant de Welschinger et le degré du mor-
phisme d’évaluation réel (c¢f. proposition 4.2 de [5]). En conséquence, la
premiére classe de Stiefel-Whitney de Rﬂgd((CP‘?’) admet un représentant
dual inclus dans RK? et peut donc s’écrire en termes de composantes
pseudo-connexes de celui-ci (par composante pseudo-connexe on entend
I’adhérence d’'une composante connexe du complémentaire du lieu singu-
lier dans le lieu réel de K?). Nous déterminons exactement quelles sont les
composantes pseudo-connexes de RK? qui participent effectivement & re-
présenter la premiere classe de Stiefel-Whitney de Rﬂgd(CP?’). 11 advient
que les composantes qui ne sont pas dans la frontiére ne participent pas car
elles sont de codimension trop grande (section 2.1). De plus, la participa-
tion d’'une composante pseudo-connexe de la fontiere réelle ne dépend que
de la donnée du diviseur irréductible qui la contient. Pour une classe [D)]
dans H6Ul,1(Rﬂgd((CP3)7 Z/27), on note [D]¥ son image par le morphisme
Heg—1 (RMoy(CP?),Z/2Z) — H'(RMay(CP3),Z/2Z). Cet article vise &
démontrer le théoreme suivant.

THEOREME 1.1. — La premiére classe de Stiefel-Whitney de Rﬂgd(CP‘g)
s’écrit

w1 (RM,(CP?)) = > L[RK{]Y
0<t<2d
ott RKY est la partie réelle de la réunion des diviseurs D(A, B,d’,d") tels
que |A| = 2d’ + ¢.

Dans la démonstration nous remarquons d’abord (section 2.1) que seules
les composantes de la frontiére sont de codimension assez petite pour re-
présenter la premiere classe de Stiefel-Whitney. Ensuite nous procédons
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152 Nicolas PUIGNAU

a une étude locale des orientations au voisinage d’un composante pseudo-
connexe quelconque de RK?. Pour cela on transporte une orientation locale
le long d’un chemin générique transverse a la composante et on compare
cette orientation a celle issue d’un chemin de comparaison qui lui se situe
dans le lieu régulier du morphisme d’évaluation (section 2.3). Cette ap-
proche locale est possible du fait que Rﬂgd((ﬁ]ﬂ) soit orienté en dehors
de RK? en relevant une orientation de RP? par le morphisme d’évaluation
réel suivant les signes de Welschinger. Donc pour comparer les orientations
locales, on les compare successivement au tiré-en-arriere d’une orientation
de référence sur RP? (section 2.3.5).

Remerciements. Je remercie le relecteur de cet article pour m’avoir
révéler un certain nombre d’inexactitudes contenues dans sa version préli-
minaire.

2. Démonstration
2.1. Réduction a la frontiére

Nous réduisons notre étude aux composantes pseudo-connexes contenues
dans certains diviseurs irréductibles de la frontiere.

PrOPOSITION 2.1. — La premiére classe de Stiefel-Whitney de
—d
RM,,(CP3) est représentable (dualement) en termes de composantes
pseudo-connexes de la partie réelle des diviseurs de la frontiére

D(A, B,d',d") tels que |A] # 2d'.

Démonstration. — La démonstration de cette proposition repose essen-
tiellement sur les deux lemmes suivants.

LeEMME 2.2 (Eisenbud-Van de Ven [1]). — Soit Mor¢ I’ensemble des
morphismes v : CP' — CP3 de degré d. Pour p tel que 1 < p < d—4
l'ensemble Sq, C M or®, défini comme le lieu des morphismes tels que le
fibré normal admet une décomposition du type Ocp1(2d—1—p)DOcp1 (2d—
1+ p), est une sous-variété de dimension dim Sy, = 4d — 2p + 4 (soit de
codimension 2p — 1).

Ainsi les composantes de K? définies comme le lieu des applications
stables (C, z,u) non équilibrées et telles que la dimension de H! (C T NL®
(’)C(—g)) soit au moins deux, sont en codimension trop grande (> 2)

—d
dans Mo, (CP3). On peut donc exclure de notre étude les composantes
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de la partie réelle de K¢ correspondant au lieu des courbes non équi-
librées puisque la premiere classe de Stiefel-Whitney est un élément de
HY(RMy,(CP%),72,/27).

Il est possible de raffiner ce résultat en excluant la partie réelle des divi-
seurs irréductibles de la frontiére qui ne sont pas écrasés par le morphisme
d’évaluation puisque celui-ci est génériquement régulier & cet endroit (voir

[4])-

LEMME 2.3 (Cf. [2]). — L’image d’un diviseur de la frontiére
D(A, B;d',d") par le morphisme d’évaluation ev : ﬂgd(CP3) — (CP3)
est de codimension un dans (CP3)2? si et seulement si |A| = 2d'.

Ainsi, seuls les diviseurs irréductibles de la frontiere D(A, B;d',d") qui
vérifient |A| # 2d’ contribuent éventuellement a représenter par dualité la
premiere classe de Stiefel-Whitney de la partie réelle. g

2.2. Bases de ’espace tangent

Morphismes d’oubli. Soient [ < k des entiers, il existe un morphisme
entre variétés projectives de MZ((CP?’) vers M?((CP?’) qui consiste & suppri-
mer certains points marqués d’une application stable (C, z,u) € MZ((CPS)
puis & contracter les branches de la source C' devenues instables par insuf-
fisance de points marqués (voir [2]).

DEFINITION 2.4. — Pour un ensemble d’indices {i1, . ..,i,} dans [k], on
note wfh__”in le morphisme d’oubli de MZ (CP3) vers Mz,n(CP?’) qui sup-
prime les points marqués indexés par I'ensemble {iy,...,i,}. Par exemple,

pour {i} dans [k]

k. MicPh) - M,_,(CP?)
(Crz1,y. oy zpu) = (O3 20,0 5, 2, ).

ot ij;lb désigne la source éventuellement contractée C' — ijc“b pour stabi-

liser. Pour alléger les notations on écrit m pour wfk] 1 ’apph'caﬁon qui oublie
tous les points marqués.

—d
L’espace des modules contient un ouvert dense et lisse Mo, (CP?)*, lieu
des applications stables sans automorphisme ou applications simples (voir

[2])-
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. . . . ——d .

LEMME 2.5. — Soit (C, z,u) une application simple de My, (CP3)*, qui

ne contracte pas sa source C, alors on a une décomposition du noyau

kerd|(c T = @le kerd|(c,,u)mF et un isomorphisme kerd|(c , & =
T.Ck.

Démonstration. — Soit i dans [2d], en ’'absence d’automorphisme le mor-
phisme 7¥ décrit la courbe universelle au-dessus de I'image ¥ (HZ(CP:g)*)
(voir [2]). Les automorphismes d’une application stable étant un sous-
groupe du groupe des automorphismes de son image par un morphisme
d’oubli, ﬂz_l((CP?’)* est inclus dans Wf(ﬂZ(CP?’)*). Donc (7F)~!

(O340 21, ... %, ..., zk,u) est isomorphisme & C*. Par hypothese
(3 (3
sur u on a l'égalité C**® = C, donc au point (C,z1,...,2,u), on a
:
kerd|(c,..pymy = T.,C% = T,,C. Pour tout i,j dans [k] distincts, on a
- i

foalird k=1 k _ _k—1__k _mF k
légalité 7/ om; = m om} et donc kerd| (o ;)7 = i, ker d|(c,zu)7; -

On en déduit un isomorphisme entre ker d| (¢, )7 et TEO’C . O

On note Ker dr le sous-ensemble du fibré tangent Tﬂd (cPs)-
2d,

le noyau de la différentielle du morphisme d’oubli en chaque point. Sa

restriction au lieu des applications stables simples non contractantes est un

sous-fibré linéaire.

défini par

2.2.1. Bases standards, bases modeles

. . ) —d
PROPOSITION 2.6. — Soit (C, z,u) une immersion de My,;(CP3), on a
la suite exacte

2.1) 0 1.C T6py My (CP?) = HO(C,N,) — 0

ouT,C =@ T..C.

Démonstration. — La suite exacte se construit sur le morphisme d’oubli
d’apres le lemme 2.5 avec T(CTU)HS(CP?’) au conoyau. Or, T(cyu)ﬂg((CPs)
comme espace tangent est ’espace des déformations a 'ordre un de la
courbe immergée définie par u, c’est-a-dire H(C, N,,). O

DEFINITION 2.7. — Une base standard de T(cé,u)ﬂgd((CP?’) est une
base adaptée a la suite exacte (2.1). C’est-a-dire, un 6d-uplet composé
de 2d éléments {e;}i—1. 24, générateurs de chaque T,,CP' et 4d éléments
{fi,gi}i=1.... 24 de sorte que (f;, g;) se projette sur une base de H°(CP', N,,).
On écrira une telle base dans cet ordre (e1,. .., €24, f1,91s-- -, f2d, 92d)-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Pour ¢ dans [2d], on note T(CPS)M le sous-fibré de T(cpsy2a associé a
la i-éme composante {0} x -+ x Teps x --- x {0}. La décomposition de

Tcpsyza = @ T )PS)M se releve par le morphisme d’évaluation en tout
point régulier

(2.2) T, My, (CP?) @ev ev(, (CP3)2),

Notation 2.8. — Pour (C,z,u) une immersion et ¢ dans [2d], le fi-
bré N, ® Oc(—2z%) ou 2% désigne (2153 245y 224) € C%971 sera noté
No,—m2a(z).

PROPOSITION 2.9. — Soit (C,z,u) une immersion de mgd((CP?)) et i
dans [2d], alors on a la suite exacte

0 T..C ev* TS, (CP?)? —— HY(C.N,, _21(z)) —>0

Démonstration. — Pour i dans [2d], on définit €v; le morphisme composé

Mzd((cpg) — M2d 1((CP3) (CPJ)Qd !

de sorte que le tiré-en-arricre ev*(T(((é)PS)M) soit précisément Ker dév;. La
dﬂ'?d

suite exacte 0 — Ker dn?? —— Ker dev; —— dr2?(Ker dév;) — 0

fournit 1'égalité dr2?(Kerdev;) = Kerdev (voir [3]). On conclut ensuite

en appliquant les égalités ker dw%d = T,,C (proposition 2.6) et ker dev =

H(C, N, —n2d(z)) (lemme 1.3 de [4]]). 0
DEFINITION 2.10. — Soit (C, z,u) une immersion équilibrée : le fibré

normal N,, admet une décomposition en somme directe de deux fibrés en
droites isomorphes. Une base standard B de T(C&u)ﬂ;ld((CP% est une base
modele lorsqu’elle respecte la décomposition (2.2) et la décomposition du
fibré normal. C’est-a-dire que chaque élément de la base appartient a un
des sous-espaces ev*T( 9 ((CPS) et que les couples de vecteurs qui se pro-
jettent sur une base de HO( Pl,./\/'u7_ﬂ.i2d(£)) forment une base compatible
avec la décomposition du fibré normal (une section dans chaque sous-fibré
linéaire). Si de plus B = (e1,...,ead, f1,91,-- -, fad, 924) est telle que e; est
dans T,,CP*, {f;, g;} se projettent sur HO((CPl,Nu’,W?d@) et (f1,--, fod)
se projette sur une base de sections d’un des sous-fibré linéaire de la dé-
composition du fibré normal, on dit que la base modéle est ordonnée.

TOME 60 (2010), FASCICULE 1
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Remarque 2.11. — Quand B est modele ordonée, automatiquement
(g1,---,924) est une base pour lautre sous-fibré linéaire de la décompo-
sition du fibré normal.

2.3. Traverser la frontiére

Un point générique (C*UC?, z,u) de la frontiere est tel que, pour i dans
{1,2}, O est isomorphe & CP!, uci est une immersion et &€ = {C*NC?} est
un point double ordinaire. Si on note degu(C') = d’ et degu(C?) = d”, un
élément générique a deux branches a la source avec, disons, 2d’ + £ points
marqués sur une branche et 2d"” — ¢ sur 'autre (on rappelle que d = d'+d").
Par convention /¢ est toujours un entier positif.

Soit RDg,)e une composante pseudo-connexe quelconque de la partie
réelle du diviseur irréductible D(A, B;d’,d"”) ou |A| = 2d' + £ avec 1 <
£ < 2d, ce sont les composantes a étudier d’apres la proposition 2.1. On
distingue deux cas : d’ non nul puis d nul (d”’ n’est jamais nul puisque
|B| =2d" — ¢ < 2d").

2.3.1. Chemins transverses. Cas d’ # 0

Un point générique de Rl)g,’(8 posséde a la source une structure réelle
telle que I'application soit réelle et qui identifie RC' et RC? avec RP?.

Choix d’un point de référence. Prenons un point générique
(Cyy2*,uy) de RDd,l et (re)indexons les points marqués pour que
{zf,. .., 2 }U{ 234415 - - 234} soient dans RC} dans Dordre cyclique 27 <

C< oz << Zguyy < e < z5g et que {27, ,..., 255} (vesp. () si
¢ = 2d") soient dans RC} dans l'ordre cyclique £* < zf,; < -+ < 23,
(voir figure 2.1).

Choix d’un chemin de référence. Soit B, un voisinage contractile
de (Cy, 2%, uy) dans Rﬂgd((CP?’) de sorte que RDg,j découpe B, en deux
composantes connexes. Fixons un chemin générique ~ : [0,1] — B, trans-
verse a RDg,l uniquement au point (Cy, z*, uy). Sans ambiguité, on écrit

aussi v pour désigner son image ([0, 1]) C Rﬂgd(cﬁ'). L’image de ~ par
le morphisme d’évaluation est notée v, C (RP?)2? et (Cy, 2%, u;) désigne le
point 7(t) pour ¢ dans [0, 1]. On distingue plus particulierement (Cj, 2°, ug)
le point de « départ » et (Cy, 2, uy) le point d’« arrivée » du chemin, chacun
se situant dans une composante connexe différente de RMY,(CP3) N B,.
Par généricité de «y ces points correspondent a des immersions équilibrées.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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26

z5

Z4

z3
22

21

Fi1c. 2.1. Au point (Cy,z*,uy) :d=3,d =1,{=3

Construction d’un chemin de comparaison. On construit un che-
min 4 associé a v mais a valeurs dans le lieu régulier du morphisme d’éva-
luation. Au point (C,, 2*, u) est associé le point (Cy, 2%, u4) correspondant
a la méme courbe mais avec des points marqués différents, de sorte que Z;
soit dans RC? pour 1 < i < £ et 27 soit égal & 2 pour £ < i < 2d. De plus
on impose 'ordre cyclique £* < 2} < -+ < Zj < -++ < Z5,, sur RC?. (Voir
figure 2.2.)

F1G. 2.2. Au point (Cy,2%,uy) :d=3,d =1,¢=3

Par construction (Cy, 2%, u,) est dans K¢ donc, d’aprés le lemme 2.3, c’est
un point régulier du morphisme d’évaluation. Soit (Cy, z* U 2%, uy) le point

2d+-4

—d .
de RMy,, ,(CP?) dont la projection par le morphisme d’oubli 77571 ,,

TOME 60 (2010), FASCICULE 1
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est (Cy, 2%, uy) et la projection par ﬁf‘”i est (Cy, 2", uy). Ce qui revient a

écrire z* U Z* pour désigner le point (27,...,27, 27, .., 27, 27,1, - -, 25q) de
(CL)?*\ Diagagte. Soient I' un chemin qui reléve y dans RM4,, ,(CP?)*

pour le morphisme d’oubli W[%j_-fli_ o0 au point (Cy, 2" UZ*, u,) et 7 : [0,1] —

Rﬂﬁd(cp?’)* le chemin composé wffifﬁg ol

—d ol T ¢ —d
I' C RMyq o(CP?)" —> 7 C RMy(CP?)*.
Le chemin de comparaison 4 est transverse a la frontiere au point
(Cy, 2, uy) et compatible avec v dans le sens ou les courbes et les points
marqués en commun coincident tout le long. Comme précédemment on note
(Cy, 2t up) = 4(t), pour t dans [0, 1].

2.3.2. Base modéle positive au point de départ

Fixons pour la suite une orientation sur I’espace projectif réel RP3.

DEFINITION 2.12. — Soit (ey,... €k, f1,91,- -+, fod, g24) une base mo-
déle ordonnée de T(C’E’u)RM;d((CP?’) ot (C, z,u) est une immersion équi-
librée. Alors pour tout triplet de vecteurs (e;, fi,g;) on associe un signe
Z(es, fi,9i) = {(+), (=)} selon que son image par d|(c,, . ev soit une base
positive ou négative de Ty,(,,)RP?.

On note Ag = up(Cp) la courbe réelle définie par le point de départ du
chemin de référence 7. Fixons une orientation og 4, sur RAq et construisons
une base positive de TV(O)RMgd((CP?’) comme suit. Les 2d premiers vec-
teurs {€? € T,0Co}iz1,.. 24 sont tels que les vecteurs {d oug(e?)}iz1,... 24,
de Tra, soierft positifs relativement a oga,. Les 4d &erniers vecteurs
{2, g%}i21,. 2a complétent la base en une base modeéle ordonnée de les-
pace tangent T, q)RME,(CP?) avec Z(e), f?,¢7) = (+) pour tout i dans
[2d]. La base ainsi définie By = (eY,...,€9, 1,97+, [0, 95;) est posi-
tive. Le fibré normal N,,, est un fibré réel et on note H(C,N,,) la partie
réelle de H°(C, N,,,). Par construction, les éléments {f?, gg}i:17m72d de By
se projettent dans HY(C,N,,) et chaque couple (f;,g;) sur une base de
HD%(C?Nug,fﬂ?d(zo))'

Suivant la méme méthode on construit une base modele ordonnée posi-
tive au point de départ du chemin de comparaison (dans Ts ) RM3,(CP?))
que Pon note By = (&9,..., 45 9,89, fgd, fgd). Chaque couple (f;, ;)
se projette sur une base de HH%((Cpl,NuU’,w?d(ZO)) et donc le 4d-uplet
(f0,30,..., f9,,83,) est une base de HQ(CP', N,,).
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2.3.3. Homotopies et trivialisation. Cas d’ # 0

Homotopie au point de départ.

LEMME 2.13. — Le 6d-uplet (€9, ... €3, 9,89, ..., fgd,ggd) définit une
base standard positive de T RM3,(CP?).

Démonstration. — Soit le point I'(0) = (C,2°U2°% ug) € RM4,, ,(CP3)*
comme défini dans la construction du chemin de comparaison (2.3.1). Quitte
A inverser le chemin, on peut supposer que I'ordre cyclique des points z°UZ°
séerive 2§ <o <z <F) <o <E) <2 <0 < 29, (voir figure 2.3).

26

z5

zZ4

23
22
21

Fi1a. 2.3. Au point v(0) : d=3,£=3

Fixons des représentants (2% ug) et (2°,ug) pour (Co,z%ug) et
(Co, 2%, up) dans (RPY)2? x Mord de sorte que 2? = 2V lorsque i est
dans {¢ 4+ 1,...,2d}. Puisque ugp est une immersion équilibrée, on rap-
pelle que N, se décompose en Ocp1(2d — 1) @ Ocp1(2d — 1). On consi-
deére un isomorphisme de R-espaces vectoriels entre H(CP, Ocpi(2d —
1)) et Rog—1[X,Y], lespace vectoriel des polyndémes homogénes réels de
degré 2d — 1. Ainsi HO((CPl,Nu777T7gd(g)) est associé au sous-espace de
Roq-1]X,Y]®? des couples de polynéines qui s’annulent en {z1,..., 224} \
{z;}. D’apres lordre cyclique sur les points marqués, on peut construire un
chemin ¢ : [0,1] — (RP')24\ Diagag qui relie °(0) = 2° 4 (1) = 2° et qui
reste constant en 2, =z, ,,..., 29, = 23,. On construit ainsi une homo-
topie de base h?€[071] dans Pespace vectoriel Rog—1[X,Y] de sorte que, pour
i dans [2d], le couple (h{(f?),h%(g?)) définisse une base du sous-espace
HR(CP', Ny, _r2a(z0)). D’apres le choix de By = (&9,....&) . f2.q0...,
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79,,3,), les vecteurs & de T:,RP' sont tous orientés positivement re-
lativement & oga,. On obtient par h® = A% @ h° une famille de vec-
teurs de T, )RM%,(CP?) ordonnée avec (&9,...,é3, ) car h{(f?, g?) est
dans HR(CP', N, _.24:z0)) et positive puisque Z(&,hY(f?),hi(g7)) =
209, f2,99) = (+) pour i dans [2d]. On en déduit l'existence de réels
N S0 et i > 0 tels ue A() = X fO et A9() = gl pour i
dans [2d]. En conclusion, (f7,¢%,..., fo. 99) et (2,39, ..., fS,;,39,) sont
homotopes comme bases de HR(CP',\,,) et le résultat s’en déduit par
positivité de la base By. O

Trivialisation le long du chemin. On décrit une trivialisation du fibré
tangent T]ngd( cpoy le long du chemin de comparaison 4. Cette derniére
nous permet de construire une trivialisation le long du chemin de référence
~. Le chemin de comparaison est dans le lieu régulier du morphisme d’éva-
luation, en particulier la restriction du morphisme d’évaluation réel a 4 est

de jacobien partout non nul et la décomposition (2.2) se reléve le long de %

2d
—d % i
T|5RM4(CP?) = P (evr) T RP.
i=1

Rappelons que €v; = m2doev et ev*(T((é)P?,)zd) = Ker dév;. Soit ® une trivia-
lisation de T |§ngd(CP3) issue de By, compatible avec la décomposition
(2.2) et adaptée a la suite exacte de la proposition 2.9 (voir [3]). On note
€ 7 — Kerdn?? les 2d sections tautologiques réelles de chaque sous-fibré
Ker dr??|5 de sorte que &;(5(0)) = &2 et fi, g : 7 — Ker dév;/ Ker dn?¢ les
4d sections tautologiques réelles telles que f;(5(0)) = f2, 3:(5(0)) = g2 et
(fi(3(t)), 3i(7(t))) forment une base, pour i dans [2d] et t dans [0, 1].

Soit ¢ une trivialisation de Kerdr le long de v, issue de Bp|kerdr €t
compatible avec la décomposition en droites du lemme 2.5. On note e; : v —
Ker d7ri2d les 2d sections tautologiques de chaque sous-fibré Ker dw?dh issues
de €Y € kerd.gym??. Le 6d-uplet B, = (e}, .., €h,, it .., f;d,ggd)te[oyl]
est une famille libre de sections du fibré T\,YRﬂgd((CP3) qui définie la
trivialisation recherchée.

Revenir au modele. On décrit une homotopie entre la base standard
By de T, 1)RM3,(CP?) et une base modele. La méthode est identique a
celle de la démonstration du lemme 2.13.

LEMME 2.14. — Il existe une base modéle By = (e}, ..., e%d, g,
faar95q) de Ty 1yRMS,(CP3) ayant les propriétés suivantes
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~ les 4d-uplets (fi, 31, ..., faq 93q) €t (fi, 91, .., fas, 934) se projettent
sur des bases homotopes dans HR(C1,Ny,) ;

— pouri dans {1,...,2d" — ¢}, le couple (f!, g}) se projette sur une base
de HIE(Cl’Nul?_ﬂ?ii(E)) ;

— pour i dans {2d” — ¢+ 1,...,2d"}, le couple (f},g}) se projette sur
une base de HY(C1, N,

ul’fﬂgg”+171‘(5)) 2
— pour i dans {2d" + 1,...,2d}, le couple (fi,g}) se projette sur une
base de Hg(C1, N, _y2a(,)).
On convient lorsque 2d"’ — ¢ est nul de remplacer {1,...,2d" — ¢} par 'en-
semble vide.

Démonstration. — Quitte & restreindre +y, I’ordre cyclique des points z'U
Flestzf < o <z} <y < <z <E < <EH <23guy, <o <
z3, (voir figure 2.4). On choisit des représentants (z',u1) et (2!, u;) dans

2

Fia. 2.4. Au point v(1) : d=3,4=3

(RPY)?4 x Morg respectivement de (Cy,z',u;) et (Cy, 21, uy) de sorte que
2z} = 2! pour i de £+ 1 & 2d. D’apres l'ordre cyclique sur les points 2! et
21, on peut construire un chemin ¢! dans (RP')2?\ Diagsg qui relie z' &
(zz}+1> e gy Rpy ey 2hy Z%d/,+17 ..y 23y) (voir figure 2.5).

Puisque u; est une immersion équilibrée, le fibré A, est isomorphe au
fibré Ocp1(2d — 1) @ O¢p1(2d — 1). De plus, d’apres la construction, les
léments f}' et g! sont dans HY(CP', Ocp (—Z/';l)) ol 2:1 désigne la collection
de points marqués 2! dont on a 6té le i-éme. Par suite, on définit comme en
2.3.3 une homotopie de base, notée htle[0,1]7 dans HY(CP', Ocp1(2d—1)%?)
telle que h} = id et

~hl(fl,5!) € HY(CPY, Ocpi (—2t,,)®%)) pouri € {1,...,2d" — [} ;
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FIG. 2.5. Description de ¢! et z' Uzt € (RP)24+¢

—h(fL, ) € HY(CPY Ocpr (—2dy,, )®2) pour i€ {2d" — 0 +1,...,2d"} ;
~hl(f},gl) € HY(CP', Ocpi(—21)®?) pour i € {2d” +1,...,2d}.
On pose (f},g}) = hi(f}

1.g}) pour i dans [2d] et on obtient le résultat.

O

2.34. Casd' =0

La situation ou (Cy, z*, us) appartient & D(A, B, 0, d) nécessite une étude
différenciée. En effet, I’application u contracte alors une branche de C' et
le lemme 2.5 comme les propositions 2.6 et 2.9 ne sont plus valables en ce
point.

Chemins. Soit RDB{ , une composante pseudo-connexe de RICS) ¢ qui soit

de codimension un dans Rﬂgd(CPg’ ) (nécessairement ¢ est au moins deux
par stabilité). On choisit un point générique (Cj,z*,u,) dans B, N K¢
tel que, quitte & changer I'indexation, les points {27,...,2;} sont sur la
branche de classe nulle et 'ordre cyclique sur la branche de classe non
nulle est 27, ; < -+ < 23;. On définit un chemin de référence v : t €
[0,1] — (Cy, 2t u) € Rﬂgd((CPg’)* transverse & K¢ en (O, 2%, u,) au pa-
rameétre t, mais dans le « sens » des applications. C’est-a-dire que seuls les
points marqués dépendent du parametre ¢, 'application u; fixant I'image
ug(CPY) = u,(CPY) = u,(Cy) = ui (CP') pour tout ¢ dans [0, 1]. De plus,
pour simplifier on exige que 7(0) = (1) aprés renversement dans 1’ordre

cyclique ug(29) = ui(z1),...,uo(2]) = ui(z}). De cette fagon, (C1,z',u;)
peut s’écrire (CP', 2z, ..., 27, Z?—&-l’ ooy 295, up). Par généricité, applica-
tion u, peut étre choisie équilibrée et par suite up = u1 = uy|cz sont

toutes équilibrées.
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Bases. On construit une base modele ordonnée de T )RM3,(CP?) en
se donnant 4d éléments {2, g%}i—1,.. 2a de sorte que chaque couple (f;, g;)
se projette sur une base de HD%(Cpl,NUm_ﬂ.iZd(ZD)) qui respecte la décom-
position du fibré normal N,, = Ocp1(2d — 1) & O¢p1(2d — 1). Par le
méme procédé qu’en 2.3.2 on construit une base modele ordonnée posi-
tive By = (e1,..., €24, f1,91,- - -, fad, g2a) d’apres le choix d’une orientation

0RA, sur la partie réelle de Ag = uo(CP?).

Trivialisation. On construit une trivialisation de T|VRﬂ;d(CP3) is-
sue de By qui soit tautologique sur les 4d derniers vecteurs. C’est-a-dire
que le long du chemin on trivialise le sous-fibré défini par les vecteurs
(f1,91,---, fod, g2q4) de la base modele By en se donnant 4d sections
constantes t € [0,1] — f2,¢) € HY(CP', uTcps) vu que 'application
u; = ug est constante. Pour la partie de TMRMZCI((CP?’) engendrée par
Ker dr on ne peut pas définir les vecteurs e
car ker d| (¢, o+ u, )T Nkerd|(c, 2+ u,)evr # {0}. Puisque 'application ug est
constante le long du chemin, on peut décrire la courbe universelle au-dessus

comme dans le cas d’ non nul

de v comme l'espace des déformations de la source. Considérons le produit
[0,1] x CP! x {ug} et les 2d sections t € [0,1] — 2! € CP! définies par
le chemin 4. La courbe universelle Ug,(CP?) au-dessus de Mgd(cpf‘)* res-
treinte & v est Péclaté Blg ([0, 1] x CP') du produit [0, 1] x CP! en 'unique
point de concours (t,, &) des ¢ premieres sections (voir [2]).

’ uo(-) — CP3 x [0, 1]

te [0,1]

FIG. 2.6. Description de Ia courbe universelle UL,(CP3)|, (d' =0, £ =3)
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On définit ainsi une trivialisation de base (ef,...,e5;)ic0,1) C Kerdr
dans Ble([0,1] x CP') issue de (eq,...,e2q)t=0. Le résultat de cette
construction est une base modele non ordonnée B; telle qu’on peut la dé-
crire par la donnée By = (—ep,...,—€1,€041,---,€2d, [1,91, - -, [2d, G2d)
(voir figure 2.6).

2.3.5. Evaluation de bases

On compare les orientations induites par les bases By et B; dans une
trivialisation du fibré tangent a I'image du chemin de référence par le mor-
phisme d’évaluation. Lorsque ces orientations coincident, on en déduit que
e(RDi}’Z) = 0, dans le cas contraire on obtient G(RD?Z) =1.

Trivialisation & ’image. Cas d’ # 0. On se place dans une trivialisa-
tion de T(gps)za le long de v, qui soit compatible avec le morphisme d’éva-
luation. On projette la base modeéle ordonnée positive du paragraphe 2.3.2
sur une base en 7, (0). Reprenons la trivialisation ¢ définie en 2.3.3 ayant
pour sections tautologiques e; : v C ngd((c}ﬁ) — Ker dr?4|., pour i dans
[2d]. Puisque deuvg est injective sur Ker dr|,, on construit une famille libre
de 2d (rang de Ker dr) sections v; : v, C (RP?)2? — T'|,, (RP?)2? comme
images des sections e;. C’est-a-dire que si on écrit v! pour v;(7.(t)) alors
v} =d|,. yevr(el) € T,Ei)(t)]RP‘3 pour t dans [0, 1]. On complete la base en
0
3
de sorte que (wy,w?) = d|,.yevr(f2,¢¢) ot W représente la classe au
quotient de w? dans la suite exacte

choisissant pour chaque v{ un couple de vecteurs (w?,w?) dans TA(:)(O)]RP3

0—= <0 >p —= T

©
Do RP? ——=T " (RP?/ < v) >g —0.

(

Ainsi chaque triplet (v],wf,w?) est une base positive de T, (o)RP(}). On

considere une trivialisation de T|£f*)RP3 et on complete le 2d-uplet

t t oetions Lant oot I 0,0
(V1 ..+, V5g)telo,1) Par 4d sections {wy,w};t € [0, 1]};¢[2q) issues de (wi,w;).
On obtient une section de bases positives V; = (vi,..., vk, wi wi, ...,

why,wh;) de Tgpsyza le long du chemin ~,. De plus Vy est égal a
d|0)evr(Bo) et (devg)™ (V1) est une base modele ordonnée positive de
Ty 1)RMG,(CP3).

Trivialisation a I’image. Cas d’ = 0. On prend la trivialisation la plus
évidente de T(gps)2a le long du chemin v, qui soit issue de d|(1yevr(Bo)
et qui respecte linclusion T, Rug(CP') C T, RP?. C'est-a-dire une

section de bases V, = (vi,...,v5,, wh,wi, ... wh, wi,) telle que Vy soit
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égale & I'image de d|.,(o)evr(Bo) et V1 soit équivalente & la base de T, (1)RP?
; 0 0 0 0 0,0 0 .0
donnée par (vg, ..., 7,0y 1, Vgg, W], WY, ..., Wy, Woy)-

2.3.6. Matrices de transition

On décrit la base d|(1yevr(B1) dans la base Vi sous forme matricielle.
Pour simplifier ’expression et le calcul du déterminant on se limite & définir
une matrice semblable. La proposition 2.15 étudie le cas d’ non nul et la
proposition 2.17 le cas ou d’ est nul.

PROPOSITION 2.15. — Suivant les trivialisations définies en 2.3.3 et
2.3.5, Pexpression matricielle de la base d,y(l)evR(Bl) dans la base V; est
semblable a la matrice

-1 0 0 0 0
0 | Iag—v 0 0 0
Bily, = 0 0 0 Je 0
0 0 ‘[2(2d”—€) 0 0
O 0 0 0 12(2d’)
0 0|1
0 I, | 0
ou J := : .. la matrice de permutation cyclique par
L|---1o0lo
paires.
LEMME 2.16. — La base modéle By = (e},...,e3; 1,91,y [oqs 92q)

de I'espace tangent T.,1)RM%,(CP?) définie en 2.3.3 vérifie

(1) Z(e}, far—s1-4 Gar1—i) = (=) pour 1 <i < L
(2) Z(el, flp,gly) = (+) pour £ <i<2d";
(3) ZL(e}, f},g}) = (+) pour 2d” < i < 2d.

Démonstration. — On fixe une orientation og4, sur la partie réelle de
Ay = u1(CP?) de sorte que les vecteurs {el;i = ¢ +1,...,2d"} (éléments
de la base issus de T¢2) soient positifs. Les vecteurs {ef;i = 1,...,0} et
{el;i = 2d" +1,...,2d} sont alors orientés négativement relativement a
0rA4, puisque le chemin «y est transverse a la frontiére. De méme, en (1)
les vecteurs {&};i = 1,...,2d"”} sont orientés positivement relativement a
ora, alors que les vecteurs {é};i = 2d” + 1,...,2d} le sont négativement
d’aprés le lemme 2.3.1. Reprenons la construction de By et considérons le
relevé du chemin ¢! dans (RP')%¢ x Mord et 'homotopie de base h! de
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HR(CP',Ocp1(2d — 1)) associée par le lemme 2.14. Une trivialisation de
T|a RME,(CP3) issue de By compatible avec la suite exacte (2.2) et dé-
finie par cette homotopie fournit une base de T 1)RMZ,(CP?) dont les
4d derniers vecteurs sont (f1,g1,. .., fag, gaq)- On obtient le long de la pre-
miére composante une trivialisation (&1(t),...,€3,(t)):e(0,1) de T|er (RP1)??
qui vérifie Z(e}(1), fl,g}) = (+) car Z(¢}(0), f},g}) = (+), pour i dans
[2d]. Cependant, pour i dans [f], e} étant orienté négativement relati-
vement & Oga,, il est opposé a lorientation définie par é}(0). Or, cette
orientation est aussi celle définie par €3, 41-i(1) car 2d"” +1 — i est dans
[2d"]. D’autre part, pour i dans {£ + 1,...,2d"}, e} est orienté positive-
ment relativement & oga, et donc A l'orientation définie par &} (0) qui est
aussi celle définie par é_,(0) car i — ¢ est dans [2d”]. Enfin, pour i dans
{2d" +1,...,2d}, e} est orienté positivement relativement & og4, et donc
relativement a & (1). Finalement, &} (1) = X', e} si ¢ est dans {2d",...,2d}
et €!_,(1) = X, e} si i appartient & {¢ +1,...,2d"} ot X, € R} alors
que €3, 1_;(1) = A e} avec X' € R* lorsque i appartient & [(]. En consé-
quence, (f21d”+17i(zil)v géd”Jrlfi(Zil)) = Al—(ﬁl(gzl)a g:(2})) pour i dans [£] et
(FH1), 91 ) = AL (FHED), 51 (1) pour i dans {24, 2d], de méme
(fl (2D, gl () = AL(FH(ZD), FH(ZD) pour i dans {£+1,...,2d"}, avec
det A” < 0 et det Ai > 0, d’ou le résultat. O

Démonstration de la proposition 2.15. — D’apres le lemme 2.16, la base
modele By est équivalente & la donnée du 6d-uplet suivant

(617 <., €2d, _f2d”; g2d'y -y _f1+2d”72791+2d”7£;

fio 915, faar—e, G2ar—es fodr+1, G2d7+1, - - - f2ds G24)

ou (€1,...,€24, f1,91,- -+, fad, g24) désigne une base modele ordonnée posi-
tive de Tw(l)ngd((CP% qui se projette sur V; (voir 2.3.5). Les premiers
vecteurs de base (e}, ..., e,;) étant tous positifs relativement a og 4, on peut
décider qu'un des deux vecteurs (f}, g!) pour i dans {2d” —(+1,...,2d"}
doit porter un signe négatif et on choisit arbitrairement le premier. On en
déduit I'expression d’une matrice semblable & la matrice de transition qui
définit I'image de la base By par le morphisme d’évaluation réel dans la
base V. Pour cela, on remplace B; par la donnée

(_617 ceey T€0, €041, .., €24, de”ngd”a EERE f1+2d”—€7gl+2d”—€a

fi,915 -, faar—e, 92ar—e, faar+1, 92d 41, - - - fads 92d)

qui lui est encore équivalente. Vu que 2d —2d” = 2d’ on obtient I’expression
matricielle recherchée. ]
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PROPOSITION 2.17. — Cas d' = 0, suivant les trivialisations définies
en 2.3.4 et 2.3.5, I'expression de la base d.yevr(B1) dans la base Vi est
semblable a la matrice

-1, 0 0 0

Bily, = 0 |Isq_¢| O 0
RGN R VR 7 B
0 0 0 | Ia2da—0)
Démonstration. — La base modeéle By est le résultat d’une trivialisa-

tion qui est tautologique sur les 4d derniers vecteurs. De plus, chaque sec-
tion e! de l'espace tangent a la source induit une orientation opposée a
celle définie par ogq pour ¢t > t, (en particulier en ¢t = 1) dés que i est
dans [¢] et sont tautologiques sinon. On peut donc décrire By comme une
base modeéle par la donnée (—ey, ..., —e1,€p41,..-,€2d, f1,91, - -, fods §2d),
d’apres le choix du chemin. Cependant, dans cette description, les couples
de vecteurs (f;, g;) forment une base de Hg(CPl,Nu’,nglii(z)) (resp. de
HS(CP17NU,_7Ti2d(z))) pour ¢ dans [¢] (resp. pour ¢ dans {¢ + 1,...,2d})
d’apres le choix du chemin. La base n’est donc pas ordonnée et la matrice
de transition est présentable dans la forme annoncée. O

2.4. Conclusion

On rappelle que RD3,7 ¢, est une composante pseudo-connexe de la partie
réelle du diviseur irréductible de la frontiere D(A, B,d’,d"”) tel que |A| =
2d' +¢.

PRrROPOSITION 2.18. — Soit d un entier supérieur a 3. Une composante
pseudo-connexe RDg,, ¢ de la partie réelle de la frontiére participe a repré-

senter (dualement) la premiére classe de Stiefel-Whitney de Rﬂgd(CP?’)
si et seulement si { =0 mod (2).

Démonstration. — C’est le résultat du calcul du déterminant des ma-
trices de transitions définies dans les propositions précédentes. Pour le cas
d' =0 il est immédiat que ce déterminant vaut (—1) car det J = 1. Dans
le cas ol d’ n’est pas nul, on observe que

+1 0 010 +I|0 0 0

0 0 J 0 |J 0 0
det = det

0 I2(2d”—£) 0 0 0 0 IQ(Qd”—Z) 0

0 0 01|17 0 1]0 0 I
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puisque l'ordre de la permutation des colonnes associée est toujours pair.
Donc le déterminant de la matrice de la proposition 2.15 est (—1)%. O

La proposition 2.18 acheéve la démonstration du théoreme 1.1.
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