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SUR I/ÉNERGIE EN THÉORIE DU POTENTIEL
PAR RAPPORT A UN NOYAU NON SYMÉTRIQUE

par Masanori KISHI

Introduction.

Soient X un espace localement compact séparé et G un noyau semi-
continu intérieurement tel qu'il applique X x X dans [0, oo] et G (x, x)
soit positif sur la diagonale de X x X et G (x, y) soit fini continu au
moins en dehors de la diagonale. Etant donnée une mesure positive a, on
définit le potentiel et l'énergie de [JL par les intégrales suivantes :

Gy.(x) = f G ( x , y ) d ^ ( y ) ,
€/

[I [x ||â = / Gv.(x)dy,(x)

respectivement. On examine si l'hypothèse :
G[JL (x) ̂  Gv (x) dans X et [JL d'énergie finie,

implique que l'énergie de v est finie (sous certaines hypothèses sur la
régularité) (1). Quand ceci est vrai, nous disons que G est héréditaire.
Evidemment tous les noyaux symétriques (2) sont héréditaires.

Dans cet article nous donnons d'abord un exemple d'un noyau G
qui n'est pas héréditaire tandis que son adjoint ô (3) est héréditaire, les
deux noyaux G et G satisfaisant aux principes du maximum dilaté (4)

(1) C'est un problème posé par Durier.
(2) Cela veut dire que G (x, y) = G (y, x) sur X x X.
(3) C'est le noyau défini par ô (x, y) = G (y, x).
(4) Nous disons qu'un noyau G satisfait au principe du maximum Â:-dilaté,

quand pour toute mesure positive
sup G[s.(x) < k sup G\i(x)

, - , . a-ex a? es/A
ou Sp, désigne le support de p,.
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et de domination dilaté (5). Ensuite nous donnons deux conditions suffi-
santes pour que G soit héréditaire. Enfin une conséquence simple d'une
condition suffisante est donnée.

1. Un exemple.

Soit X l'espace compact des points Xn(n'= 1, 2, ...) et x^ tel que
chaque Xn soit isolé et la suite { Xn } converge vers x^. Nous posons

a; pour k > l
G (.x-fc. Xi) === YÎ pour k == l

Pjk pour k < l
G 0:0, xi) = a;
G to, x^) = ^
G (̂ <o, -TU)) = oo,

où les suites de nombres positifs { a^ }, { ^ }, {^ } sont déterminées
de manière que

lim ajfc = lim ̂  == lim y^ = oo
00

^ afc/2^ = oo
1

fc—i
2 a,/2» + Y»^ + 3^/2» = p», /; = 1, 2,...
1

00 00 00

^j 01^/4^ ^ Bfc/4fc, ^ Yfc/4^ soient convergentes.
1 1 1

Alors nous avons pour
00

[x = Zj^-^s.^ et v == ^ ,

G[JI (.c) = Gv (x) partout sur X
00 00 00

I I !̂  ||â ̂  2 a,̂  + ̂  ̂  + ̂  y^ < oo,
i i i

(5) Nous disons que G satisfait au principe de domination ^-dilaté, si le fait
que G \s. (x) ̂  G v (x) sur S (A pour une mesure positive \s. d'énergie finie et pour
une mesure positive v implique l'inégalité G (A (x) ^ k G v (x) dans X. Quand k = 1,
ce principe se nomme le principe de domination.
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tandis que [| v \\Q = oo. Par suite G n'est pas héréditaire.

Pour déterminer { (x,jc}, { Pfc }, { Yfc } comme ci-dessus nous prenons
deux suites { b^ }, { Cjc} telles que

4/3 < 6 < bj, < ̂  < c < 2.

Par récurrence nous déterminons { jî^ } comme suit

jîl = 1 ^Pfc<Pfc+l <Cfc^ .

Alors { j î f c } croît vers oo et
00

^Pfe/2^ oo.
1

Ensuite nous déterminons la suite { a^ } par
k

^ an/2" = ̂ .
i

Alors { OA; } croît vers oo et

S a^ ̂  (c — 1)/2 f; ̂  < oo
i i

oc

^a^^ = Umpfc = oo.
i

Enfin la suite { y^ } déterminée par

y,^ = (l—2-^—^-i

converge vers oo et

S Y^ ̂  (c — 1)/2 ̂  pA•/2fr < oo.
i i

Par notre choix, il existe un nombre fini A tel que

Pfc ̂  Ayfc, YA; ̂  afc ̂  AY^

pour tous les indices k. Ces dernières propriétés prouvent que G et G
satisfont aux principes du maximum dilaté et de domination dilaté (6).
Après le théorème 1 nous noterons que G est héréditaire.

(6) Pour cela nous vérifions d'abord que G et G satisfont au principe de
continuité, et que l'inégalité : G^JI ^ Ge^, sur S^ (ô\s. ̂ ôe^, sur S p., resp.) pour
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2. Quelques remarques sur le noyau satisfaisant
au principe du maximum dilaté.

Nous noterons d'abord

A A
LEMME 1. — Soit G symétrique. Si G satisfait au principe du maxi-

mum k-dilaté, alors pour toutes mesures positives ji, v

(!^v)ô^|| i t | |a[|v| |a,
ou

(;x, v)8 = = / ô[i Oc) dv (;c).

Ceci est obtenu originairement par Ninomiya [7], nous citons aussi
Choquet [2].

COROLLAIRE. — Soit G un noyau non-symétrique satisfaisant au prin-
cipe du maximum k-dilaté tel que le noyau adjoint G y satisfasse aussi.
Alors pour toutes mesures positives a, v

(p t , v )e^4 / : | | [ i [ |Q | | v [ [o .

En effet, nous posons ô (x, y) = G (x, y) + ô (x, y). Puisque G et
satisfont au principe du maximum Â-dilatë, G satisfait au principe du

maximum 2 ^-dilaté. Alors notre inégalité résulte du lemme 1.
G

LEMME 2. — Soit G un noyau satisfaisant au principe du maximum
k-dilaté tel que le noyau adjoint G y satisfasse aussi et soit régulier (7).
5'; v est une mesure positive telle que (v, À)o soit fini pour toutes mesures

une mesure positive \s. et pour un point x à l'extérieur de S [JL, implique ^d\\. ^ A.
Ceci montre que G (G, resp.) satisfait au principe du maximum A-dilaté (cf. [5],
Theorem 11.8). Ensuite nous vérifions que l'inégalité ci-dessus implique que
G(JL ^ A'Gs^, sur X, avec A' = maxCA^A +1). Ceci montre que G et ô satis-
font au principe de domination A'-dilaté (cf. [5], Theorem 11.4).

(7) Nous disons qu'un compact L est ô-régulier si le fait que G |)L (x) ̂  h (x)
à p.p.p. sur L implique la même inégalité partout sur L pour toute mesure positive
^ et pour toute fonction continue positive h.
^ Quand, pour tout compact K et tout voisinage (o de K, il existe un compact
G-régulier L tel que K C L C co, nous disons que G est régulier.
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positives \ d'énergie finie, alors ou bien v == 0 ou bien Sv est de capacité
positive (8) (9).

Démonstration, — Nous pouvons supposer que v 7^ 0 et Sv est
compact. Nous démontrerons que K = Sv est de capacité positive. Nous
posons

c (K) = sup { (JL (K); [x mesure positive portée par K }.
G;x (x) <^ 1 dans X

La fonction c (K) de compacts est continue à droite (10), donc si
c (K) = 0, il existerait, pour une suite { £n } de nombres positifs telle que

3C

Ij Sn < oo,

des ensembles ouverts o)n contenant K tels que pour tous les compacts
L, K c L C tOn, c (L) < £„ . ô étant régulier nous pouvons prendre des
compacts ô-régulier Ln tels que K c Ln C tOn. Alors par le théorème
d'existence (11) il existe des mesures positives [in et Xn. portées par Ln telles
que

( G[jin (x) ̂  1 à p.p.p. sur Ln (12)
^ G{jin (x) ̂  1 sur S^n
( ôXn (.c) ̂  1 sur Ln
j GXn Oc) ̂  1 sur SXn.

Par le principe du maximum /^-dilaté, GjJin (x) et G\n (x) sont inférieurs
à k dans X. Nous notons :

En effet,
\n (X) ^ k2 C (Ln) ̂  k2 £n .

Xn (X) ̂  J Gy.n d\n = f &\n d^

^ k (JLn (X) ̂  k2 C (Ln) ̂  k2 £n .

(8) Quand un compact K porte au moins une mesure positive non-nulle d'éner
gie finie, K est dit être de capacité positive ; sinon K est de capacité nulle.

(9) Nous notons que la mesure v de notre exemple dans le paragraphe 1 pos-
sède la propriété : (v, \)^ < oo pour toutes mesures positives X d'énergie finie, mais
Sv est de capacité nulle, bien que G et ô satisfont au principe du maximum dilaté.

(10) Voir Brelot [1], Part. III, Theorem 7.
(11) Voir [5] (Theorem 1.1), [6] et Durier [3] (Lemme 1).
(12) Cela veut dire que l'ensemble exceptionnel {x G L^ ; G (JL^ (x) < 1} ne

contient pas de compact de capacité positive.
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Nous posons :

X = ̂  An .

Alors
00 00

X (X) = ^ X» (X) ̂  ̂  ̂  e^ < oo
i i

II À ||â = 2 1 G\nd\^<^4k ^ ( | À . , | [ G | | X » | | e
n, w ^ n, m

^4^(^£») < oo,1-4
fe \ .

tandis que GÀ (jr) = oo sur K et (v, X)c = oo. Cette contradiction montre
que c (K) est positive et par suite K est de capacité positive.

Du lemme 3 au lemme 6, nous supposons :

[P] tout ensemble ouvert non-vide est de capacité positive ou

[P'] G (x, y) > 0 sur X x X.

LEMME 3. — Soit G un noyau satisfaisant au principe de domination
k-dilaté. Alors G satisfait localement au principe du maximum dilaté.

Ceci est une remarque faite par Ninomiya [7].

LEMME 4. — Soit G un noyau non-symétrique tel que ô satisfasse
au principe de continuité. Si G satisfait au principe de domination k-dilaté,
alors G y satisfait aussi.

Voir[5], Theorem 11.4.

LEMME 5. — Soit G un noyau non-symétrique satisfaisant au prin-
cipe de domination k-dilaté tel que le noyau adjoint satisfasse au principe
de continuité. Alors pour tout compact K il existe un nombre fini k' tel que

([X,v)o^||[i||o||v||G

pour toutes mesures positives [JL, v, portées par K.

Ceci résulte immédiatement du lemme 3, du lemme 4 et du corollaire
du lemme 1.
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LEMME 6. — Soit G un noyau non-symétrique satisfaisant au prin-
cipe de domination k-dilaté tel que G soit régulier et satisfasse au principe
de continuité. Si v est une mesure positive telle que (v, X)o soit fini pour
toutes mesures positives \ d'énergie finie, alors ou bien v == 0 ou bien Sv
est de capacité positive.

En effet, sans diminuer la généralité nous pouvons supposer que Sv
est compact. Alors ce lemme résulte des lemmes 2 et 5 (13).

3. Deux conditions suffisantes.

THÉORÈME 1. — Soit G un noyau non-symétrique satisfaisant au
principe du maximum k-dilaté tel que G y satisfasse aussi. Si G est régulier,
G est héréditaire.

Démonstration. — Soient [JL et v des mesures positives telles que
Gv (x) <^ G[JL (x) dans X et [JL soit d'énergie finie. Nous posons :

E,= { x ; Gv (x) <^ n } n = 1, 2, ...
Eoo = { x ; Gv (x) = oo }.

D'abord nous montrons : v (Eoo) = 0. En effet, s'il existait un compact K
dans Eoo tel que v (K) > 0, la mesure VK, la restriction de v à K, possé-
derait la propriété :

-- FovK d\ ̂  r<
^fG[^X<4/; | l [x | lo| |X| |a<

»/

(VK, X)o = / GVK d\^ Gv d\

G < 00

pour toutes mesures positives À d'énergie finie. C'est contradictoire avec le
lemme 2, parce que K est de capacité nulle.

Donc v (Eoo) = 0 et la suite { Vn } de mesures qui sont les restrictions
de v à En converge vaguement vers v. En restreignant les mesures à des
compacts nous obtenons un filtre { Va } de mesures positives croissant

(13) Nous pouvons le démontrer utilisant la notion de « contenance » et le
théorème de Fuglede (cf. [4], Théorème 1.1).
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vers v tel que Va soit de masse totale finie et Gva soit borné sur Sva. Alors
Va est d'énergie finie et par le corollaire du lemme 1

H Va ||â = /GVa dVa ̂  fGV ^Va

^fG[Jlr iVa^4^| | [J l | [o| |Va| |o.

Donc
Va [ [a ̂  4^ [| [l ||G

et

I I v ||G = lim I I va | |G^4 À: [ | ^ ||G < oo.

Ceci prouve que G est héréditaire.

Remarque. — Notre exemple dans le § 1 montre que, bien que G et
G satisfassent au principe du maximum dilaté, G n'est pas nécessairement
héréditaire, si G n'est pas régulier.

Nous notons encore que le noyau G de notre exemple est héréditaire,
parce que G est régulier.

THÉORÈME 2. — Soit G un noyau non-symétrique satisfaisant au
principe de domination k-dilaté tel que G soit régulier et satisfasse au
principe de continuité. Si tout ouvert non-vide est de capacité positive
ou G (x, y) > 0 dans X X X, alors G est localement héréditaire (14).

Démonstration. — Le procédé utilisé dans la démonstration du
théorème 1 est applicable grâce aux lemmes 5 et 6.

Nous terminons cet article par une conséquence simple du théorème 2.

COROLLAIRE. — Soit G un noyau non-symétrique satisfaisant aux
principes de balayage et de continuité tel que G soit régulier. Si tout
ouvert non-vide est de capacité positive ou G (x, y) > 0 dans X x X,
alors pour toute mesure [JL d'énergie finie et à support compact, la mesure
balayée sur un compact est d'énergie finie.

(14) Si G (JL (x) ̂  G v (x) dans X pour des mesures positives à support compact
»x, v, avec {JL d'énergie finie, alors v est d'énergie finie.
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