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COHOMOLOGIE DE DOLBEAULT LE LONG
DES FEUILLES DE CERTAINS FEUILLETAGES
COMPLEXES

par Aziz EL KACIMI ALAOUI & Jihéne SLIMENE

RiESUME. — La cohomologie de Dolbeault feuilletée mesure ’obstruction & ré-
soudre le probleme de Cauchy-Riemann le long des feuilles d’un feuilletage com-
plexe. En utilisant des méthodes de cohomologie des groupes, nous calculons cette
cohomologie pour deux classes de feuilletages : i) le feuilletage complexe affine de
Reeb de dimension (complexe) 2 sur la variété de Hopf de dimension 5 ; ii) les
feuilletages complexes sur le tore hyperbolique (fibration en tores de dimension
n au-dessus d’un cercle et de monodromie une matrice hyperbolique & coefficients
entiers diagonalisable et de valeurs propres réelles positives) donnés par des actions
localement libres du groupe des transformations affines de la droite réelle.

ABSTRACT. — Leafwise Dolbeault cohomology measures the obstruction to
solve the Cauchy-Riemann problem along the leaves of a complex foliation. Us-
ing essentially methods of cohomology of groups, we compute this cohomology
for two classes of complex foliations: i) the two dimensional complex affine Reeb
foliations on the Hopf 5-manifold; ii) complex foliations on the hyperbolic torus
(fibration over the circle whose fibre is the n-dimensional torus and its monodromy
is a hyperbolic and diagonalizable matrix all of whose eigenvalues are real and
positive) obtained by locally free actions of the real affine Lie group.

Introduction

Soit M une variété différentiable munie d’un feuilletage de dimension
réelle 2m. On dira que F est complexe si ses feuilles sont munies d’une
structure complexe de telle sorte que les changements de coordonnées soient
holomorphes (en restriction aux feuilles). On peut donc transposer tout pro-
bléeme de ’analyse complexe classique en son analogue le long des feuilles,
en particulier le probleme du dz (ou O feuilleté). Il peut étre interprété

Mots-clés : feuilletage complexe, F-holomorphie, cohomologie de Dolbeault feuilletée.
Classification math. : 32W05, 32G05, 32Q58, 58 A30.
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comme une version paramétrée (par l'espace des feuilles M/F) du pro-
bléme du 0 usuel. De facon similaire au cas classique, la cohomologie de
Dolbeault feuilletée H;)_-*(M ) apparait comme obstruction & la résolution
de ce probleme. Dans les diverses tentatives pour résoudre le 97 ou, de
maniere équivalente, pour calculer les espaces vectoriels Hg-*(M ), une dif-
ficulté majeure apparait souvent : la régularité des solutions (quand elles
existent) n’est pas a priori acquise; ceci est dii au fait que 'opérateur 95
n’est pas elliptique (il 'est seulement le long des feuilles) contrairement
au cas classique. On peut toutefois citer des avancées dans cette direction
qu’on peut trouver dans [3], [4], [7] et [12]. Dans ce travail, nous nous pro-
posons de résoudre ce probléme pour les feuilletages complexes qui suivent.

1 - On note M la variété (C2 x R) \ {0} munie du feuilletage complexe
F de dimension 2 défini par 'équation dt = 0 ((z1,z22,t) désignent les
coordonnées sur M ). Ce feuilletage est invariant par le difféomorphisme
v i (21,20,t) € M — (Az1, Aza, At) € M (ot A €]0,1[) et induit donc un
feuilletage complexe F de dimension 2 sur la variété quotient M = M /T
ou I' est le groupe des automorphismes de F engendré par ~.

2 - Soit A € SL(n,Z) une matrice diagonalisable ayant toutes ses valeurs
propres Aj, -+, A, réelles positives et différentes de 1 (on dit que A est
hyperbolique). On a une action du groupe R sur R™ : (¢,z2) € R x R" —
Atz € R™ qui permet de construire un groupe de Lie résoluble G = R" x4 R
ayant I' = Z™ x4 Z comme réseau cocompact. Le quotient G/I" est une
variété compacte notée ’]I‘ZJrl et appelée tore hyperbolique de dimension
n+ 1. Soit v un vecteur propre de A associé & une valeur propre A €]0, 1[.
Les champs de vecteurs X = AvetY = % sont linéairement indépendants
et induisent des champs sur la variété ']I‘ZJrl sur laquelle ils définissent un
feuilletage F de dimension 2 réelle. Ce feuilletage est muni d’une structure
complexe définie a I’aide de la structure presque complexe intégrable donnée
par Jr(X) =Y et Jp(Y) = —-X.

Ces exemples sont extrémement riches et leurs structures sont assez di-
versifiées. Le premier a une structure conforme tangentiellement et trans-
versalement et n’est pas riemannien. Le deuxieme a une dynamique com-
pliquée et la croissance de ses feuilles (il y a des cylindres et des plans)
est exponentielle. Il est aussi C*°-stable (c¢f. [5]). (Toutefois la structure
complexe de long des feuilles peut a priori se déformer!) Nous en avons
aussi décrit beaucoup d’objets géométriques qui lui sont rattachés tels que
les 1-formes F-holomorphes ou encore les fonctionnelles F-analytiques in-
variantes etc. Nos démonstrations utilisent des méthodes d’analyse réelle
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et complexe mais aussi des outils de cohomologie des groupes discrets et
des techniques de suites spectrales (la référence qu’on utilise est [1]).

Sauf mention expresse du contraire ou précision, tous les objets que 'on
considérera (variétés, applications, feuilletages...) seront supposés de classe
C*.

1. Feuilletages complexes

Soit M une variété différentiable munie d’un feuilletage F de dimension
réelle 2m. On notera TF le fibré tangent a F.

DEFINITION 1.1. — On dira que F est complexe s’il peut étre défini
par un recouvrement ouvert {U;} de M et des difféomorphismes

¢; 2 x O — U;

(o011 Q; est un ouvert de C™ et O; un ouvert de R™) tels que les changements
de coordonnées :

Gij = ¢; 0 b i (2,t) € 97 (U NU;) — (2,t) € 65 (Ui N ;)

soient de la forme (2',t') = ( 5 (2:1), fj(t)) avec gf)}j(z,t) holomorphe en
z pour t fixé.

Il est facile de voir que tout feuilletage orientable par surfaces possede
une structure complexe. Mais qu’en est-il en dimension (paire) supérieure
ou égale a 47 Le premier auteur a posé la question de 'existence de ces
feuilletages (en codimension 1) sur les spheres impaires S?" 1. Pour le mo-
ment seule sur S® une réponse positive a été donnée (cf. [11]).

Soient (M, F) et (M',F') deux feuilletages complexes. On appelle mor-
phisme de (M, F) vers (M', F') toute application f: M — M’ de classe
C* et telle que 'image de toute feuille F' de F est contenue dans une
feuille F’ de F’ et Dapplication f : F — F’ est holomorphe. On dira
qu’un morphisme f : (M, F) — (M', F') est un isomorphisme de feuille-
tages complexes si ¢’est un difféomorphisme qui est un biholomorphisme sur
les feuilles. Lorsque M = M’ et F = F’ on parlera simplement d’automor-
phisme de (M, F). On notera Aut(M, F) le groupe des automorphismes de
(M, F).

Dans toute la suite, on se donne une variété M munie d’'un feuilletage
complexe F de dimension m. Lorsqu’on travaillera en coordonnées locales,
on les notera (z,t) = (21, -+ , Zm, t1, -+ ,tn) Oll n est la codimension réelle
de F. Pour chaque j = 1,---,m, 2; = x; + 4y;. Ainsi, pour j = 1,--- ,m,
dzj = dxj+idy; et dz; = dx;—idy;. Pour tous multi-indices I = (i1, ..., 1)

TOME 60 (2010), FASCICULE 2
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et J = (j1,...,Jq) dans {1,...,m}, on adoptera les notations suivantes
dzr =dz;, N...Ndz, et dzj = dz; A...A\dz;, . Une forme différentielle o
de degré r = p + q est dite feuilletée de type (p,q) si elle s’écrit localement
o= Z arg(z,t) dzy Ndzy ol les ayy(z,t) sont des fonctions C*°.
l1|=p,1J|=q

On notera Q:Y(M) Despace des formes différentielles feuilletées de type
(p,q) sur (M, F). On définit un opérateur de Cauchy-Riemann le long des
feuilles 9z : Q4(M) — Q54T (M) localement par :

= o~ dary _ ,
(1) Ora = Z Z 0 (z,8)dzZp Ndzr NdZ .
1,0 k=1
Il vérifie O o O = 0; pour tout p fixé dans {0,...,m}, on obtient donc

un complexe différentiel :
(2)

0 — QBO(M) 25 bt (M) 22 .. 27, qrmL () 27, B (M) — 0

appelé complexe de Dolbeault feuilleté (ou compleze du d) de F. On fixe
p et on pose :

25" (M) = noyau{Q (M) 2% Q5+ (M)
et

BR:1(M) = image{ Q51 (M) 2% 05 (M)}
Le quotient HY" (M) = Z%"(M)/B%" (M) est appelé dx-cohomologie ou
cohomologie de Dolbeault feuilletée. L’espace vectoriel topologique H (M)
(les espaces de formes feuilletées de type (p,¢) sont munis de la topologie
() peut ne pas étre séparé! On appelle alors cohomologie de Dolbeault
feuilletée réduite le quotient Hy' (M) = Z29(M)/B%9(M) ot BR9(M) est
I'adhérence de B2(M).

On a une version feuilletée du Lemme de Dolbeault-Grothendieck. Lo-

calement, la cohomologie de Dolbeault feuilletée est donc triviale. On peut
ainsi décrire H*(M) a l'aide d’un faisceau qui joue un role analogue au

faisceau des germes de formes holomorphes sur une variété analytique com-
plexe. Une p-forme « est dite F-holomorphe si elle est feuilletée de type
(p,0) et vérifie dra = 0. Localement, une p-forme F-holomorphe s’écrit
a =3y aj..j(zt)dz; N--- Ndzj, avec aj,...;, holomorphe en z.

Soient H'- (plus Simplemfnt Hx lorsque p = 0) le faisceau des p-formes
F-holomorphes sur M et Q27 celui des germes de formes différentielles
de type (p,q) sur F; ce dernier est un faisceau fin sur M. Le lemme de
Dolbeault-Grothendieck feuilleté implique la :
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PROPOSITION 1.2. — La suite 0 — HY < Q5° SENEN Qrm 0
est une résolution fine de H'. On a alors H1(M, H%.) = H2?(M), pour
tous p,q =10,1,...m.

Si n > 1, cette résolution n’est pas elliptique; elle ’est seulement le
long des feuilles. La cohomologie H*(M,H") n’est donc pas toujours de
dimension finie méme si M est compacte.

1.1. Fonctionnelles F-analytiques invariantes

L’espace Hx (M) des fonctions F-holomorphes est un sous-espace de 'es-
pace C*°(M); il y est fermé pour la topologie C*°. La topologie induite sur
Hx(M) est celle de la convergence uniforme sur les compacts des dérivées
par rapport au paramétre transverse (il n’est pas nécessaire de dériver le
long des feuilles). Une fonctionnelle F-analytique sur (M, F) est une forme
linéaire continue ¢ : h € He(M) — (¢, h) € C. Elle généralise la notion
classique de fonctionnelle analytique de Martineau [10].

Soit T un groupe d’automorphismes du feuilletage complexe (M, F). On
a une action continue (v,h) € T' x Hr(M) — ho~y~! € Hz(M). Par
transposition, elle induit une action continue sur I'espace H'z(M) des fonc-
tionnelles F-analytiques (dual topologique de Hx(M)). Un point fixe ¢ de
cette action est appelé fonctionnelle F-analytique I'-invariante.

Supposons T' isomorphe & Z engendré par un élément v € Aut(M,F).
Dans cette situation on a un opérateur 6 : h € Hx(M) — (h—ho~) €
Hx(M). Son conoyau est fondamental dans la détermination de l’espace
H’z (M) des fonctionnelles F-analytiques I-invariantes. En effet, une fonc-
tionnelle F-analytique I'-invariante est nulle sur 'image de § qui n’est rien
d’autre que l'espace C engendré par les éléments de la forme h — h oy avec
h variant dans Hz(M) ; elle induit donc une forme linéaire continue sur le
quotient Hz(M)/C qui est exactement le premier groupe de cohomologie
HY(Z,Hr(M)) a valeurs dans le Z-module Hx(M). Son calcul se raméme
A la résolution du probléme qui se formule comme suit : Etant donnée
g € Hp(M), existe-t-il h € Hy(M) telle que h — h oy = g ? Pour cette
raison, cette équation sera appelée équation cohomologique F-analytique.
Pour g donnée dans Hz(M), une condition nécessaire pour que 1’équation
h — h o~ = g admette une solution h dans Hx(M) est que ((, g) = 0 pour
toute fonctionnelle F-analytique y-invariante sur (M, F).

Terminons cette section par la proposition qui suit et dont la démons-
tration est une simple conséquence du principe du maximum.

TOME 60 (2010), FASCICULE 2
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PROPOSITION 1.3. — Supposons M compacte et que toutes les feuilles
sont denses. Alors toute fonction M — C continue et F-holomorphe est
constante.

La condition « M compacte » est substantielle : nous verrons un exemple
(¢f. 3.6) de feuilletage complexe F dont toutes les feuilles sont denses sur
une variété non compacte pour lequel l'espace des fonctions C*> et F-
holomorphes est de dimension infinie. On pourrait penser qu’une fonction
continue et F-holomorphe sur (M, F) avec M compacte est basique (i.e.
constante sur les feuilles). Il n’en est rien : dans [6] R. Feres et A. Zeghib
ont construit un contre exemple a cet effet.

Tout le reste de ce papier sera consacré au calcul de la cohomologie
de Dolbeault feuilletée pour les deux exemples de feuilletages complexes
mentionnés dans I'introduction.

2. Feuilletage complexe de Reeb sur S* x S!

C’est un feuilletage complexe de dimension 2 sur la variété de Hopf S* x
S!. Du point de vue réel, c’est le feuilletage affine de Reeb. Ses feuilles
sont toutes holomorphiquement équivalentes & C? sauf celle qui provient
de C? \ {0} qui est équivalente & la surface de Hopf S? x S!; le feuilletage
F n’est donc pas kahlérien.

2.1. Les espaces H%*(M)

En degré x =0

e Un élément de H;JO(]T/[/) est une fonction f(z1, z2,t) qui est C* et ho-
lomorphe en (z1, 22) pour tout (21, 22) tel que (21, 22,t) # (0,0,0). D’apres
le théoréme de Hartogs (voir [9] par exemple) et un raisonnement élémen-

taire utilisant la formule de Cauchy, f se prolonge a C? x R en une fonc-
tion C* et F-holomorphe. Donc H(iO(M) = ’I'[j',_:((C2 x R). Une fonction

fe H;((C x R) s’écrit : f(z1,22,¢ E Uy (8)27 252 ol les @y m,

m1 EN
mo €N

sont des fonctions C'* telles que, pour tout compact K x C' C C? x R et

am1m2 (t) mi .mo

tout entier naturel s la série E BT 21" z5"? converge uniformé-

mq €N
mg €N

ment sur le compact K x C.
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e On pose Uy = C x C x R* et, pour ¢ = 1,2, on note U; 'ouvert de M
tel que z; # 0; U = {Up, Uy, Uz} est un recouvrement ouvert de M. Les
ouverts U; et Us sont respectivement égaux a C* x C x R et C x C* x R.
OH&ZUOl ZUoﬂUl—(C*XCXR* U()Q:UoﬂUQ:CX(C*XR*
U12—U10U2 C*X(C*XRetU()lQ—UOﬂU1mU2—(C*XC*XR*
Les feuilletages fg, fl, fg, fm, ]—"02, }'12 et ]—"012 induits respectivement
sur les ouverts Uy, Uy, Us, Uy Upya, Uio et Uyio sont des produits de va-

riétés de Stein par R ou par R*. On a donc, pour * > 1 : H%*(Uo) =0,
0
HZH(Uy) = 0, HX*(Uy) = 0, HZ" (Ugy) = 0, HZ* (Ups) = 0, HZ" (Uys) =
7 U1) =0, HZ(Uz) =0, HZ" (Un) = 0, HZ" (Uo2) = 0, HZ" (Us2)
0 et H%* (Uo12) = 0. Le recouvrement U = {Uy, Uy, Us} est alors de Le-
012 .
ray ; il permet donc de calculer la cohomologie H %*(M ). Pour x = 0, les
(12 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0
éléments des espaces H]?O (Uo), H]~rl (Uy), H}_v2 (Us), Hfm(UOl)’ H%OQ(UOQ),

0,0 0,0 , . )
H=" (Uyg) et H % (Up12) s’écrivent respectivement sous les formes sui-
12 012

vantes :
m1 mo ml m2
§ Ay (¢ 22 E by (t
mqEN my €L
mo €N mo €N
m1 mo . ml ma2
(3.3) g Crnyms ( 25 (34) : g Qg (t zg
mq €N mq EL
mo €L mo €N
m1 m2 . ml mZ
(3.5) E Brayms (t) (3.6) : E Vimamo (
m1 €N mq €L
mo €L mo€ZL
§ m1 mz
dml’mg
mi €L
mo €L

OU Grmymsy Xmymss Bmyms €6 dmym, sont des fonctions C'*° sur R* et by, m,,
Crmyma €6 Ymym, sont des fonctions C'*° sur R et les séries en question doivent
converger uniformément sur tout compact ainsi que toutes leurs dérivées
par rapport & t. Comme le recouvrement U = {Uy, Uy, Us} est constitué de
trois ouverts, on a U;; N---NU;, = 0 pour ¢ > 4. Pour k > 3, tous les
k-cocycles sont donc nuls; ce qui donne H%_k (M )=0pour k>3

En degré x =1

Un 1-cocycle sur le recouvrement ¢ a valeurs dans le faisceau H 1 est la
donnée d’un triplet (flg,fog,fol) avec fi1o € Hfm (Ulg), fo2 € Hfoz (UOQ)
et fo1 € H~ (U01) tel que fi2 — fo2 + fo1 = 0 sur Upyo; il sera un cobord
s'il existe un trlplet (fo, f1, f2) avec fo € Hz ( 0), J1 € Hz (U1) et fo €

TOME 60 (2010), FASCICULE 2
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f2_f1 :f12

'H}:2 (Us) tel que ¢ f2 — fo = foz . En remplacant chacune de ces fonctions

f1— fo= for

par son développement en série entiére, ce systéme se transforme en le

suivant :

(

S)
Z Cmima (t)zifhzgnz - Z bm1m2 (t)Z{rnZ;nz = Z Ymims (t)Z{nlng

m1 €N m1 €L m1EL
mo €L mg €N mo €L

Z Crmams (8)2] 252 — Z Umyms (B)2] 25 % = Z Brayms (£)21" 25"

mq €N mq N mq N
mo €L mo €N mo€Z

my  m2 ( ) my maz __ ( ) my ma2
E bmlmz(t)zl 22 E Amyms t 21 2T = Qmymy t 21 %
m1 €L m1 €N my €L
mg €N mog €N mog €N

Les fonctions um,mys Bmyms €6 Ym,m, vérifient (1 ot elles sont définies) la
relation suivante qui vient du fait que (fi2, fo2, fo1) est un cocycle :

Ymima — Bmyims + @mym, =0  pour tous  mq,mg € Z.

Cette relation se simplifie suivant la position du couple (my, ma) dans le
réseau Z X Z. Plus précisément, on aura ce qui suit :

i) Simy =2 0et mg 20, 0n & Ymyms — Bmyms + @myms = 0. Le
systeme a une solution particuliere am,m, = —Qmima, Omyims = 0
et Cmymy = Ymims-

ii)

iii)

iv)

Simyg = 0 et mg <0 alors amym, =0, Gmymy, = 0 €t byyym, =0
et I'équation se réduit & Vi m, — Bmim, = 0. Ceci force alors la
fonction B, m, & étre C*° sur R tout entier (a priori elle ne 1’était
que sur R*). Le systéme a une solution (@, ms, Omymss Cmyms) avec

bmlmg = 0myms = 0 et Cmims = Ymima = ﬂm1m2~

Simi < 0 et mo > 0 alors Bmym, =0, Gmym, = 0 €t cym, =0
et I'équation se réduit & Ym,m, + Qmym, = 0. Ceci force alors la
fonction qun,m, & étre C° sur R tout entier (a priori elle ne 1’était
que sur R*). Le systéme a une solution (@m,msy, OmymasCmims) €1
posant by my = Qmyims = —Ymima-

Simi <0et me <0, amym, = 0et Bnym, = 0; le systéme se réduit
a Iéquation v, m, = 0. C’est la condition nécessaire et suffisante
pour que le systéme admette une solution (G, mys Omymss Cmyms )-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Conclusion
Le 1-cocycle (fi2, fo2, fo1) ou

fr= D Amma (A for = Y Brma(t)27 25

mq€Z m1EeN
mo €7 mo €L
et
— mi M2
for = E am1m2(t)21 )
mq €L
mg €N

est un cobord si et seulement si Z Ymams (£)27 1252 = 0. On en déduit

mq<0
mo<0
0,1/7 7\ Ymima (t) N .
alors que H}~_ (M) = “mi,ms (O les fonctions ~,,,m, sont de
mypens 1
mgEN*
- L Yrmyms (t) . ,
classe C'™° sur R et telles que la série —im - converge uniformé-
myens A1 %2
mo €N*

ment sur tout compact ainsi que toutes les dérivées par rapport a t.

En degré x = 2

On se donne une 2-cochalne fp12; c’est une fonction f—holomorphe sur
Pouvert Upja = C* x C* x R* et qui s’écrit donc sous forme de la série (3.7)
avec les coefficients vérifiant les conditions de convergence susmentionnées.
Comme le recouvrement ne contient que trois ouverts, toute 4-intersection
est vide et donc fp12 est un cocycle. C’est un cobord s’il existe une 1-
cochaine (fi2, foz, fo1) avec fiz € Hz (Ui2), fo2 € H;OQ(Uoz) et fo1 €
H’fvm(Um) telle que fi2 — fo2 + for = foi12 sur Upi2. Rappelons que fo;
est donné par la série (3.4), foz par la série (3.5) et fi2 par la série (3.6).
L’équation a résoudre fi2 — foo + fo1 = fo12 donne alors le systeme :

Ymama — Bmams + Qmymy = dmym, — POUr  my,ma € Z.

Comme précédemment, nous allons examiner ce qui se passe suivant la
position du point (mq,ms) dans le réseau Z x Z. Cela va permettre de dire
dans quelles conditions on peut résoudre ce systeme.

i) Simy = 0 et mo > 0, 'équation reste la méme Yy, my — Bimyms +
Qmyms = Amym,- Elle a une solution : By, m, quelconque, Yim,m, =
ﬁmlmQ et Amimy = dm1m2~

ii) Simy = 0 et ma < 0, amym, = 0 et I'équation devient v, m, —
Bmyims = Amym,- Elle a une solution Ym,m, = 0, Bmyims = —dmyms-

TOME 60 (2010), FASCICULE 2
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iii) Si my < 0et ma =0, Binym, = 0 et 'équation devient v, m, +
Qmyms = Qmym,- Elle a une solution ¥, ms, = 0, Qmyms = dmymes-

iv) Si mqp < 0et my <0, @mymy, = 0 €t Brym, = 0 et 'équation
se réduit a 1'égalité Vi ms, = dmym,. Comme Yy, pm, € CP(R) et
dpmym, € C®(R*), Péquation n’a de solution que si, et seulement si,
la fonction d,m, s’étend en un élément de C°(R) i.e. dpyym, st
dans I'image de lapplication restriction p : C*°(R) — C*°(R*).

Considérons les espaces de Fréchet C*°(R) et C'*°(R*) des fonctions com-
plexes de classe C*° respectivement sur R et son ouvert R*. L’application
restriction p : f € C®(R) +— fjr- € C(R*) est injective et permet
d’identifier C*°(R) & un sous-espace non fermé de C*°(R*). Le difféomor-
phisme o : t € R —— At € R préserve I'ouvert R*. Il permet de définir des
actions de Z sur les espaces C°(R) et C°°(R*) :

(k, f) € Z x C®(R) — foo® € C®(R)

et
(k,f) € Z x C®(R*) — foo® e C®(R¥)

qui deviennent donc des Z-modules. On note W quotient C*°(R*)/ C*°(R)
(qui est non séparé) et m : C°°(R*) — W la projection canonique. Comme
C*(R) n’est pas un idéal de 'anneau C°°(R*), W n’est malheureusement
qu’un espace vectoriel et ne posséde pas de structure d’anneau induite par
celle de C*°(R*). Comme l’'action de Z sur C*°(R*) laisse stable C*°(R),
elle induit une action sur W qui devient aussi un Z-module. On a une suite
exacte de Z-modules :

0— C=(R) L C®([R*) "> W — 0.

On prend la cohomologie du groupe discret Z a valeurs dans chacun de ces
Z-modules et on obtient une suite exacte longue de cohomologie :

.0 0
0 — H(Z,C*(R)) = H(Z,C>(R")) = HO(Z,W) > ---
.1 1
% HY(Z,C®(R)) 2 HY(Z,C®(R*)) = HYZ,W) — 0
ol ¢ est ’homomorphisme de connexion habituel. Cette suite s’arréte aux
termes du premier degré car la cohomologie de Z (& valeurs dans n’importe
quel module) est toujours nulle en degré supérieur ou égal a 2. Nous allons
calculer explicitement les différents espaces qui y interviennent.
e L'espace H(Z,C>(R)) est constitué des fonctions f € C°°(R) inva-
riantes par o i.e. telles que f(At) = f(¢) pour tout t € R; ce sont donc les
constantes. Par suite H(Z, C*(R)) = C.
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e L’espace HY(Z,C>(R*)) est constitué des fonctions f € C°(R*) in-
variantes par o i.e. telles que f(At) = f(¢) pour tout ¢ € R*. Comme les
actions de Z sur R%} et R* engendrées respectivement par ¢ € R} +—
At € RY et t € R* —— At € R* sont conjuguées (via la fonction loga-
rithme) & l'action de Z sur R engendrée par la translation ¢t — ¢ + 1,
I’espace des fonctions o-invariantes sur R* s’identifie a la somme directe
de deux copies de l'espace des fonctions complexes C'*° et 1-périodiques
sur R donc & la somme directe de deux copies de l'espace C°°(S') des
fonctions complexes C° sur le cercle S! = R/Z. On le notera V; on
a ainsi V = C°(S') @ C*°(S!). On a une application linéaire continue
I:feVi— f; f@)dt € C. On notera V; son noyau. D’ott une décompo-
sition en somme directe V = V5 @ (C ® 1) ot 1 est la fonction constante
égale a 1 sur R*.

e On rappelle que, pour tout espace vectoriel £ muni d’une action de 7Z
engendrée par un automorphisme o : E — E, HY(Z,E) = E/{(f — o f) ou
(f—o f) est le sous-espace de E engendré par les éléments de la forme f—o f
avec f parcourant E. Dans notre situation H'(Z,C°(R)) est le quotient
de C*°(R) par le sous-espace engendré par les fonctions g € C°(R) de
la forme g = f — f o 0. Nous sommes donc amenés a résoudre I’équation
fonctionnelle : étant donnée g € C*°(R), existe-t-il f € C(R) telle que
g(t) = f(t) — f(At) pour tout ¢ € R. Une condition nécessaire est g(0) = 0.
En fait, elle est suffisante ; la solution est donnée par la série (convergente

pour la topologie C*) f(t) = Z g(A™t). Par suite le sous-espace (f — o f)
n=0

est exactement le noyau de la forme linéaire continue ¢ € C*(R) —
g(0) € C et donc HY(Z,C>®(R)) est isomorphe a C et est représenté par
les fonctions constantes.

e L’action de Z sur R* via o est libre et propre; le quotient est la somme
disjointe de deux copies du cercle S'. Comme R* est acyclique (en coho-
mologie réelle), on a :

HY(Z,C>(R*)) = H'(Z, H*(R*,C®(R*))) = H'(R*/Z,C) =C & C

ot O (R*) est le faisceau des germes de fonctions complexes C*° sur R*.
(La premiere égalité découle de la dégénérescence au deuxiéme terme de la
suite spectrale associée au revétement de groupe Z : R* — R*/Z.)

Dans la suite exacte en cohomologie, les applications j0 et j! sont données
respectivement par j%(a) = a (fonction constante égale a a) et jl(b) =
(b,b). L’application j! est donc injective; par suite I’lhomomorphisme de
connexion c est 'application nulle. La suite exacte se partage donc en deux
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sous-suites exactes courtes :
jO 7_‘,0
0—C—=>V-—>->W?—0
et
it ™ 1
0—C—->CeC—=>H (ZW)—0

(Ici W€ est 'espace H°(Z,W) qui est constitué des invariants de W par
laction de Z induite par o.) De ces deux suites exactes on déduit que
W =V/C~Vyet H(Z,W) ~C.

e Soit ©* l'espace des fonctions C*° et F-holomorphes sur l'ouvert
Upia = C* x C* x R* et qui s’écrivent

flaz )= > vm%ngt)

z z
my,mg EN* 1 2

Ol Yimym, € C®(R*) avec les conditions de convergence C'°° habituelles.
Il contient 'espace © des fonctions C*° et F-holomorphes sur 'ouvert
Upio = C* x C* x R et qui s’écrivent sous la méme forme mais cette
fois-ci Ym,m, € C°(R) (avec aussi les conditions de convergence C*° habi-
tuelles). On a donc une injection © — O* et le quotient ©* /O s’identifie &
I’espace vectoriel de cohomologie H Q(ZTJ s Hz). Ses éléments peuvent s'inter-

. - Ymams ( :
préter comme des séries g 75172’,,(12‘) dont les coefficients sont dans
z

my,moeNs "1 72
le groupe W.

Reprenons maintenant le difféomorphisme o : ¢t — At € R qui défi-
nit comme nous l’avons vu une action de Z sur 'espace de Fréchet C*°(R).

Celle-ci induit une action (qu’on notera encore o) de Z sur lespace

Vv Y t .
H%I(M): %";752) donnée par
o 2122
mg EN*
Ymams (AL)
U(f)(zlv ZQvt) = )\ml:r_L:nTZ;mlzmQ
N 1 %2
mo EN*

et qui fait donc de 'espace H%l(]\?) un Z-module qu’'on notera L (pour

simplifier les notations dans les calculs qui vont suivre).
Posons A = H?*(M,Hz) = ©* /6. On a une action de Z sur A induite par

lautomorphisme du feuilletage F : 7 : (21, 22,1) € M — (Az1, Azg, At) €
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M et ses restrictions aux divers ouverts invariants :

Ymyms (t) Yimams (AL)
=] Y Tl o] Y mebO
mi,moEN* 1 2 mi,moEN* 1 2

o, pour f € ©* [f] désigne sa classe d’équivalence dans A. On notera
A" le sous-espace de A dont les éléments sont les y-invariants. Bien en-
tendu, un élément de A7 est représenté par une fonction f(z1,z29,t) =

t
Z M’A‘() avec Ym,;m, € C°(R*) telle que vf — f représente la

Zml ma
m1,maEN* 1 2
classe nulle dans A i.e., pour tout (mq,my) € N*?, la fonction Fp,,m, (t) =

t
Ymma(t) Ymams (t) est dans I'image de la restriction p : C*°(R*) —

Amitme
C*(R). On a finalement le :
THEOREME 2.1. — On a :
C six=20
tm1+m2
Co c —_— six=1
0,% me mi_m
(4) H]__ (M): m;\]* mzzl 1222
mog EN*
HYZ,L)® AY sik =2
0 si* >3

ou, pour tout (myi,ma) € N* x N*| les ¢,m, sont des constantes com-

- tmatms . [
plexes telles que la série E Cmims _m_my COnVerge uniformément sur
e 1 %2
mo EN*

tout compact de C* x C* x R.

Démonstration. — Pour des raisons évidentes de degré, H1(M,Hx) =0
pour ¢ > 3. Reste a calculer seulement H?(M, Hz) =0 pour 0 < g < 2.

On a un revétement feuilleté 7 : M — M de groupe I' >~ Z engendré par
l’automorphisme 7 du feuilletage F. Le faisceau H 7 des germes de fonctions
f—holomorphes sur M est le relevé par 7w du faisceau Hzx des germes de
fonctions F-holomorphes sur M. On a alors une suite spectrale de terme
Ey? = HP(T', HI(M,H3)) et convergeant vers HY*(M). CommeT = Z, la
différentielle dy : EZ? — EYT297! est nulle et donc la suite stationne déja
au terme E,. Ce qui nous donne, pour tout ¢ € N Hg_-’e(M) = @ ED.

pt+a=L
De facon plus précise :
HE (M) = B = HO(T, H*(M, Hz)) = E°

= {éléments de H;(M) invariants par vy}
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HY' (M) = ES' & B)° = HO(D, H (M, Hz)) & H'(T, H(M, Hz))
C’est-a-dire Hy' (M) = {éléments de L invariants par o} & H' (T, H;(M))
De méme :

HY* (M) = ES* & B} & B3 = H°(D, H* (M, Hz)) & H'(T, H*(M, H3))
Ici on a utilisé le fait que E2° = H2(T, H(M, Hz)) = O car T' =~ Z.
Mais HO(T, Hz(JT/[/7 Hz)) n'est rien d’autre que l'espace des invariants de
H? (M ,H }:) par 'automorphisme induit par le difféomorphisme
v (21, 22,t) € C* X C* x R* — (Az1, Az9, At) € C* x C* x R*

que nous allons calculer de facon précise.

En degré + =0

Rappelons qu’on a ’égalité H;(M) = H;(C2 x R). 11 est alors clair
que toute fonction f € 7‘[]@(([32 x R) invariante par « est constante; d’ol

H;)_-’O(M ) = C engendré par la fonction constante égale a 1.

En degré « =1

Donner explicitement 1’espace H(])_-l(M ), revient a calculer l’espace

—~ t
HY(Z,Hz(C?x R)) et les éléments de H%I(M) = % in-
mpenx 1 72
mo EN*
variants par o. O

o L’espace H'(Z, Hz(C? x R))

On sait qu’il s’identifie canoniquement au conoyau de l'opérateur linéaire
(et continu) ¢ : ’HJ;((C2 x R) — H}_:((C2 x R) défini par §(f) = f — fon.
Cela revient a se donner g € H;((C2 x R) et a chercher f € H;.(CQ x R)
telle que, pour tout (z1, z2,t) € C? x R, on ait :

f(zlv’?:?at) - f()‘Zh)\Z?a At) = g(Zl,Zg,t).

Une condition nécessaire pour que cette équation cohomologique ait une
solution est ¢(0,0,0) = 0. On va la supposer remplie. On a alors une solu-

o0

tion formelle f(z1,22,t) = » _ g(Az1, A"z, A*t). La « dérivée » (formelle)
k=0

d’ordre s € N* en t s’écrit

S o0

o' f ks 0°9 1k k k
78(21,22725) = A 578(/\ 2’1,/\ ZQ,A t)
ot kZ:O ot
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Soient R > 0 et K la boule fermée de C? x R de centre l'origine et
de rayon R; alors, comme \*¢ tend vers 0 quand k — +oo, la famille
ng()\kzl,)\kzz,)\kt) y est bornée par une constante C' > 0 indépendante
de k. Ceci permet de montrer que toutes les séries dérivées en question
convergent uniformément sur tout compact. Comme la série elle-méme
converge au point 0, elle converge finalement (au sens de ce qu'il faut)

vers une fonction f € H;(CQ x R) solution de I’équation f — f o~y = g.

L’image de 'opérateur ¢ est donc le noyau de la fonctionnelle f—analytique
g € H}g((C2 x R) — ¢(0) € C. Ceci montre que ’espace vectoriel
Hl(Z,H;((C2 x R)) est isomorphe a C et est engendré par la fonction
constante égale a 1.

e Les invariants de H%l(ﬂ)

~ t
On doit chercher les éléments de H%_l (M) = E % qui sont
« A1 A2
mq EN
mo EN*

invariants par 'action de ¢ donnée par

_ ¢7n1m2 ()‘t)
(0 f)(z1,22,1) = L Nmarma
m;EN*

De tels éléments doivent satisfaire la condition d’invariance @, m,(At) =
A2 6 m, () pour tout couple (my, ma) € N* xN*. Posons k = my+ma
et cherchons les fonctions complexes ¢ € C*°(R) qui vérifient ¢p(A\t) =
Afg(t). La fonction b(t) = t* vérifie la condition b(At) = A*b(t). Soit ¢ €
C*(R) une autre fonction vérifiant la méme condition ; alors, pour ¢t # 0,
la fonction ¥ (t) = % vérifie 1(At) = 1 (t). On doit avoir ¢(t) = (t)tk
avec 1 définie sur R* et telle que ¥(At) = ¥(t). Soit € > 0 assez petit
et développons ¢ en série de Taylor sur Vouvert U =] — ¢, +¢[ : ¢(t) =
#(0)+¢'(0)t+---+ %tk + -+ Comme la fonction % est bornée sur
U* =] —¢,4¢[\{0} (car coincide sur ]0, e[ avec 1 qui est invariante par I’ho-
mothétie t €]0, +-0o[— At €]0, +00[), on a forcément ¢ (0) = 0 pour i =
0,1,---,k—1. Par suite ¢(t) = tk9 () sur U. La fonction 1 est donc en fait
définie sur U ; comme elle vérifie (At) = 1)(t), elle est constante. Par suite
¢ est un multiple par une constante de la fonction b(t) = t*. On en déduit

01, tmitma
que le sous-espace des invariants de H P (M) est Cmima i _mz
m1EN* 1 2
mo EN*
0.1 matme
Ce qui donne Hy (M) = C & Cmyma iy ( OU les coefficients
mq EN* 2
mo EN*
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M +ma
Cm,m, Sont des constantes telles que la série E Crmyms —mr—my CONverge
et )
mog EN*

uniformément sur tout compact.

En degré « =2

Comme précédemment, E3t est 'espace H*(Z, L) et qu’on ne sait pas dé-
terminer explicitement pour I'instant ! L'espace E92 = H(Z, H2(M, H=))
n'est rien d’autre que A i.e. celui des éléments de A = H2(M, Hz) =
©* /0O invariants par v et qu’on a déja décrit.

Ceci termine la démonstration du théoréeme et donc le calcul de la coho-
mologie de Dolbeault feuilletée pour le feuilletage complexe affine de Reeb
sur la variété de Hopf S* x S*.

: : +1
3. Un feuilletage complexe sur le tore hyperbolique T

On va d’abord introduire les ingrédients et les divers espaces fonction-
nels qui serviront dans les calculs et a I'investigation de la cohomologie de
Dolbeault feuilletée H%*(TZH) ainsi que d’autres invariants rattachés a ce
feuilletage complexe.

3.1. Quelques préliminaires

On note wy,--+ ,v, des vecteurs propres unitaires associés respective-
ment aux valeurs propres Aj,---, A, de la matrice A. (Les composantes
de v; seront notées (k3,---,k%).) On vérifie facilement que les champs

de vecteurs Y = 2 et X; = Av; = M (nia%l Jr"'JrH%%) avec i =

1,--- ,n induisent des champs sur 'I[‘ZH. Ils vérifient les relations de cro-
{ (X, X;] =0 )
chet Soit X l'un des champs Xq,---,X,, (X7 par
[Y7 Xz] = (ln )\Z)XZ

exemple) de coordonnées (K1, -, ky) associé & A € {1, -+, A, }; on sup-
pose A < 1 et donc v =In A < 0. Les champs X, Y engendrent un sous-fibré
intégrable du fibré tangent a ']I‘Z;r1 et définissent donc un feuilletage F. En
fait, F est aussi défini par le sous-groupe H de G, produit semi-direct
de la direction propre E)\ = RX par R agissant (sur F) bien s{ir) par
multiplication par \'; H est isomorphe au groupe affine GA (groupe des
transformations affines préservant 1'orientation de la droite réelle).
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On rappelle que la structure complexe sur les feuilles est donnée par la
structure presque complexe intégrable J£(X) =Y et Jz(Y) = —X. Les
fibrés T'0F et TPLF respectivement F-holomorphe et F-anti-holomorphe
sont respectivement engendrés par les champs Z = %(X —iY) et Z =
1(X 4 1Y) qui sont donnés exactement par les formules :

BRI o\ .0
Z—§ |:/\ <I€18x1+"‘+/€naxn>—lat:|,

_ 1, (. 0 9\ 0

Ces champs forment une base (Z, Z) du complexifié¢ TF®C du fibré tangent
au feuilletage ; (Z, Z) admet pour base duale (w,w) ol w et w sont les 1-
formes feuilletées respectivement de type (1,0) et de type (0,1) données
explicitement par :

w=A""(kidz1+- +rpdr,)+idt et ©= A" (kidar+- - Fhpday,)—idt.

La (1,0)-forme w vérifie 07w = vw A dt et n’est donc pas F-holomorphe. 11
n’y a en fait aucune 1-forme F-holomorphe sur (']I“ff;rl7 F) comme nous le
verrons plus loin. Le complexe de Dolbeault feuilleté s’écrit

0 — Q30T+ 25 Q%N (T — 0.
On a, de fagon plus précise :
0, (rmn4-1 COO(TZH) si* =
QF(Th) = ntly o — -
Co(T\T)®w six=

et Popérateur 0+ est défini par :

(5) 3]:]0;{/\‘5 <51§i+~~+nnw)+iw} Qw.

3.2. Une description hiérarchique de F

Pour simplifier, on pose G = R" x4 R, M=T"xRet M = ']TZJFI.
Le groupe I' (qui est Z™ x4 Z) est une extension scindée 0 — Ty =
Z" — T — Y = Z — 0. La variété M est le quotient de G par
laction du sous-groupe I'g (distingué dans T') & laide des difféomorphismes
Ti (21, a0, t) € G— (21, 1,2 + 1L, Tip1, -+ , 2, t) € G pour
i=1,---,n. La variété M est obtenue comme quotient de M par 'action
de ¥ = Z engendrée par le difféomorphisme o : (z,t) € T" x R —
(Az,t+1) e T" x R.

TOME 60 (2010), FASCICULE 2



744 Aziz EL KACIMI ALAOUI & Jihéne SLIMENE

Le feuilletage F sur G est un produit complexe : chaque feuille Fde F
est holomorphiquement équivalente au groupe affine muni de la structure
complexe invariante donnée par I'automorphisme Jz qu’on a défini précé-
demment. Les flots des champs Xs, -+, X,, engendrent un sous-groupe T’
isomorphe a R" ! et on a G = FxT. Les difféomorphismes 1, Tp sont

en fait des éléments de Aut(G, F) et o est un élément de Aut(M, F). Pour
chaque ¢ = 1,--- ,n, on pose :
Ci=Rx - XxRxS'XxRx---xR.

—_— —

(i — 1) fois (n —1) fois
Alors le quotient de G par le sous-groupe engendre par 7; est une variété
M difféomorphe a C; x R. Le feullletage F est invariant par 'action de
7; et induit un feuilletage }‘Z sur M qui est aussi un produit complexe :
ses feuilles sont obtenues en multipliant par le facteur R* le flot linéaire en
droites fermées de direction le champ X; et sont toutes holomorphiquement
équivalentes & GA. Aussi bien pour (G, F) que pour les feuilletages (M;, F;)
on a :

. 0 5ix > 1 = 0 six>1

H% (G):{ S1 k=2 et H;__i (Mz):{ —~ =

H=(G) six=0 Hz (M;) six=0.

3.3. Fonctions sur ’]I"ZJrl

La forme volume p = dx Adt = dxy A--- Adxy, ANdt sur G =R"™ x4 R est
invariante par l'action de I' = Z™ X 4 Z et induit donc une forme volume
sur T

Une fonction sur TZH est une fonction sur G = R™ x4 R invariante
par I' = Z™ x Z. D’apres ce qui précede, une telle fonction est identi-
fiée & une fonction n-périodique, de période 1 en z,--- ,x, et invariante
par 0 : (z,t) € T" xR +— (Az,t +1) € T" x R de. f(Az,t+1) =
f(z,t) pour tout (z,t) € T™ x R. Si une telle fonction f est intégrable
(ou L1), elle admet un développement de Fourier Z fen (t)e? ™2} oy

mezZm™
les f,, sont ses coefficients de Fourier donnés par les formules intégrales

t) = [pn f(z,t)e ™M) g La condition d’invariance sur la fonction
f se traduit au niveau des fy, par la relation :

(€D Jm(t+1) = fem(?)

ou B est la matrice transposée de A. En particulier fo est une fonction
périodique de période 1 en t. Toute fonction L' sur 'H‘Zﬂ est donc une
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fonction f : (m,t) € Z" x R — fin(t) € C ot les valeurs fi, (t) vérifient la
condition (CI). Nous travaillerons de cette fagon tout le long de ce papier.

Pour chaque R € N*, notons Cg le compact [—R, R]. La suite (Cr)gen+
est croissante et recouvre R. Il est bien connu que, pour tout (r,s) € N2,
tout R € N* et toute fonction f € C*°(T™ x R), les quantités suivantes
existent :

ds f
R R R R
[l oo = sup | =22 ()] et |If[7, = folde+ D Iml"|frnl e

teCr dt

meZn\{0}

Alors || [|E, est une semi-norme sur C°°(T" x R) et la famille (|| [|Z,)
(indexée par 7, s et R) y définit la topologie C*°. Pour tout £ € N, || ||It =
Z I Hfs est une semi-norme sur C*°(T™ x R).

r4+s</t
Sur ’espace C* (’]I‘ZH), considéré comme le sous-espace des fonctions de
C>*(T™ x R) vérifiant la condition (CI), il suffit de considérer les normes :

6) [l fllrs = [fols,oo + Z Im["| frls,00 €t || |[e= Z I {lr,s

meZm\{0} r4+s<£
. d* fm y "
ol | fmls,co = sup (t)| . Pour chaque ¢ € N, on note W* le complété
tefo,1]| dt®
de (C=(T%™), || |]¢)- On a ﬂ W = C>=(T}™). Cela signifie qu'une fonc-

LeN
tion f : ']I“fffrl — C est O si, et seulement si, pour tout (r,s) € N? on a

Z Im|["| fm|s,00 < +00.

mezZn
La matrice B agit linéairement sur le réseau Z™. Soit A une partie de

Z"™ contenant un et un seul représentant de chaque orbite de cette ac-
tion. L’orbite de 0 est réduite & {0}. Il est clair qu’on a une partition
zr = |J {B'm:j ez}
meA

Pour tout m € A, soit Vi, le sous-espace de CW(TZH) engendré par la
famille de fonctions {egjmy, : j € Z} i.e. toutes les fonctions f € C= (T} ™)
qui s’écrivent f = Z fBiméBim- L’espace Vg est constitué des fonctions

JEZ
qui ne dépendent que de la variable t et périodiques de période 1. Nous
avons une décomposition en somme directe C>(T}™) = @ Vin-
meA
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3.4. Formulation du probléme du Jr

Dans notre situation précise, nous allons nous intéresser au complexe

différentiel de Dolbeault feuilleté pour p = 0 i.e. 0 — QQO(T7%H) 2%
Q(])}l(’]I‘ZH) — 0 on l'opérateur 0 est donné de facon exacte par la for-

mule
F.¢- Ly, 9F of \ ;91
8ff—2 {)\ (/ﬂ@ +- K nax >+ 81&}

Le feuilletage F étant de dimension (complexe) 1, les espaces H O’q('ﬂ"}ﬁl)
0,0
sont triviaux pour ¢ > 2. D’apres la proposition 1.4, 'espace H ;2 (TZH)
est isomorphe & C. Le probléme se réduit uniquement a la determmation
de H(])_-’l('IFT'l) et de son séparé associé ﬁ%l (T"4t1). 1 consiste & se donner
a=gew e QP (T%) et a trouver f € QR°(T%H) = C=(T™) telle que
O f = a, ce qui revient & résoudre I’équation :
1 of af of

7 B N (T R +i—

@ 2{ ( 92, "oz, ) o] Y

dans l'espace C>° (T} ).

Comme nous l'avons déja fait remarquer, les fonctions L' sur
peuvent é&tre regardées comme des fonctions ¢ : (m,t) € Z™ X R —— ¢y (t)
telles que ¢pm(t) = ¢m(t + 1) (c’est la condition (CI)). Par exemple la
fonction suivante A(m,t) = Ay (t) = e~ % (M2 qui g'introduira naturel-
lement par la suite, vérifie la condition (CI).

n+1
TA

3.5. La quantité A(B’m,t)

Son comportement sur Porbite {B/m : j € Z} d’un élément m € Z" \
{0} nous sera essentiel. Explicitons-le. Rappelons que 0 < A < 1 et que
(B'm,v) = (m, AVv) = (m, Mv) = M (m, v).

i) Cas (m.v) >0

La quantité (B/m,v) reste positive pour tout j € Z. On a ainsi
lim A(B'm,t) = +oc et lim A(B'm,t) = 1.

j——o0 j—too
ii) Cas (m,v) <0
La quantité (BYm,v) reste négative pour tout j € Z. On a ainsi
lim A(B’m,t) =0et lim A(B'm,t)=1.
j—oo

Jj——00
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3.6. Les fonctions J’?—holomorphes sur (]/\4\7 .7?)

Rappelons que, via sa décomposition en série de Fourier, une fonction
c>® . f= Z fmeém sur M = T" x R est une fonction f : (m,t) €

meZ’n
Z" x R — fm(t) € C telle que, pour tout R € N* et tout £ € N on ait

IIfI|1F < 400 ou :

et
IAE = >0 [Ifolfu+ D Iml"fmlfs

r+s</ meZm\{0}
On a alors, par continuité de I'opérateur 5]? pour la topologie C'*° :

555]“(:1:,1&):% S (im(mn, )N fn(t) + i f1n (1)) em(2),

mezZn
Donc f est F-holomorphe si, et seulement si, on a 2im(m, v)A fn(t) +
ifl,(t) = 0 pour tout m € Z™ et tout t € R. Sim = 0, f§(t) = 0
pour tout ¢ € R et donc fo est une constante. Si m # 0 alors fi(t) =
C’me*ZT”m’”V‘t avec Cy, constante pour tout m € Z™. Nous allons exa-

miner les conditions que doivent satisfaire les constantes Cp,. Soit s €
27

N et posons Om(t) = e™» (m.2)A" Un caleul facile mais lourd & mener
S

donne dtsm (t) = Py({m,v), \)e” ¥ ™2 64 Py est un polynome de
S
degré 2s s’écrivant Ps(U,V) = Z aqgeUV? ol age sont des constantes
d, =0

réelles. La condition qu’on doit avoir est que, pour tous R, d,¢ € N on ait
Z |Crm| - [(m, )| pm (¢, R) < +00 ol :

mezZm
pun(6, R) = sup {Affe ¥ (moi' ]
teCr

AR muAT i (m ) est négatif

AtRe= 3 MmN () est positif.
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a |(m,v)| < |m|- [v| = |m]| (v étant
de norme 1) ; on doit donc avoir finalement Z |Cra|-|m|%pem (£, R) < 4o00.

mezZm™
Ainsi :
—~ 27 i ) AE
Ha(M) = {f(x,t) = > fme v imoRA em(af:)}
mezZm
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ol les fin sont des constantes complexes telles que Z | fen|-Im|%pm (€, R) <

meZn
400 pour tous £, d € N et tout R € N*.

3.7. Les 1-formes (F ou F)-holomorphes

Rappelons qu’on a deux formes w et w respectivement de type (1,0) et
de type (0,1) et qui forment un coparallélisme sur les feuilles de F. Elles
sont données comme suit :

w=A"rydry + -+ Kpdr,) +idt

et
O = \""(kdwy + -+ + Kpdry,) — idt.

Un calcul immédiat donne 97w = TWAW.

e Sur (]\//.7, F)

Une 1-forme ]?—holomorphe sur M s'écrit o = hw avec 5foz = 0. Mais
a}egoa pour expression ?Of(hw) = 0zh ANw + hdzw, cest-a-dire d>a =
(—8;—‘/1 + %h) wAw ot 7 est I'opérateur sur 'espace C*°(T™ x R) défini

par :
o1 oh oh\ .oh
Ch= 2 (e 2 . oh
97 2[ (’%xl e )+ at]

La 1-forme « est donc F -holomorphe si, et seulement si, la fonction A vérifie
=0 , . - . .
07h = 7h. L’équation différentielle associée est donc :

L BV PCLISSLC U BLLILY )
2 'O, " Oy ot — a
Cette équation est équivalente au systéme :
(27T<m,v>>\t + Z;) hm(t) + hiy(t) =0 pour tout m € Z™.

Pour chaque m € Z", on a une solution hy (t) = hye™ % (A =51

hm constante pour tout m € Z™. Ainsi I'espace H}E(]\//f) des 1-formes F-

avec

holomorphes s’écrit :

Hi?(]\//j) - { =2 hame™ ¥ (moIA _Zytem(w)}

mezZm™
ou les hy, sont des constantes complexes. Comme pour le cas des fonc-
tions F-holomorphes les constantes fy, sont assujeties a une condition de
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convergence Z |Pn| - Im|%pm (€, R) < 400 pour tous £,d € N et tout
mezn\{0}
R e N*. Ici:

_2m t_iv _2m t
/\Ete T (m,u) A =t sup {/\Ete T (m,v) A }

teCr

pm(& R) = sup
teCr

o Sur (T, F)

Une 1-forme F-holomorphe sur (TZH, F) est une 1-forme ]?—holomorphe
o = hw sur (M, F) invariante par I'automorphisme o : (z,t) € T" X R —
(Az,t+1) € T" xR (du feuilletage F). Mais comme w est déja o-invariante,
h doit satisfaire la condition ho o = h. Si :

hat) = Y hme™ ¥ MmN Fle (4),

mezn

cette relation impose aux coefficients hm(t) = hme™ & A =5 e vé-
rifier la condition (CI) i.e. hm(t + 1) = hpm(t) pour tout t € R et tout
m € Z"™. Un calcul simple montre alors que les constantes h,, doivent satis-
faire hpm = e_%hm pour tout m € Z™. On a forcément hg = 0. Si m # 0,
on a |hpim| = |hm| pour tout j € Z. Si hy, # 0, la condition de convergence
est alors mise en défaut. Il n’y a donc aucune 1-forme F-holomorphe non

nulle sur (T, F) i.e. Vespace vectoriel Hz"(T%™) est nul. O
Rappelons qu’on a une partition Z" = {0} U U {B'm:j€Z} on

meA,
A = A\ {0} qui est la partie de Z™ \ {0} constituée par un et un seul

élément de chaque orbite de B agissant sur Z" \ {0}. Pour tout m € A, on
note Hy, le sous-espace de Hx(M) :

Hm = h(l’,t) = Z thmei%ijm’v))\tijm(x)
JEZL
Le sous-espace Hg est réduit aux constantes, donc isomorphe a C. Chaque
H,, est fermé et on a une décomposition en somme directe :
meA,
L’opérateur 0 : H}:(Z\/i) — ’H}:(Z\/i) défini par 0h = h — h oo~ ! res-
pecte cette décomposition et son noyau est exactement Hg. Sa restriction
a chaque Hy, est une injection Hy, — Hp,. Enfin pour tout m € A, soit
s j t
H_, Vespace des fonctions h = Zthme*%wjml”))‘ epim(x) dans Hy,
JEZ

telles que hpjy, = 0 pour j < jo ou jo € Z ne dépend que de la fonction h.
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Pour m € Ay U {0} (ou Ay = {m € Z" : (m,v) > 0}), on définit les
applications linéaires Ly, : H~(M) — C comme suit. Pour :

f
g(x,t) = Z gme_%”(m’vw‘t@m(l')
meZ”L
on pose :
1
Lim(g) = ZgBjm et Lo(g) :/ / g(z,t)dzdt = go.
n Jo

JEL
On vérifie facilement que Ly, et Lo ainsi définies sont des fonctionnelles
F-analytiques non nulles et o-invariantes sur (M, F). On note Ny, inter-
section de Hy, avec le noyau de Lyy,.

THEOREME 3.1. — i) Ona Hp'(T%™) = HY(S, Ha(M)).

ii) Si g € Hy, avec m dans Ay U {0}, alors I'équation cohomologique
.?E-analytique g=h—hoo~! a une solution h € Hy, si, et seulement
si, g € Nm ; ce qui implique que H' (X, Hy,) est isomorphe a C. Ainsi
Despace vectoriel H%I(TZH) est de dimension infinie.

iii) Pour tout g € H_ avecm € A_ = {m € Z" : (m,v) < 0}, I'équation
cohomologique g = h — ho o~! a une solution unique h € Hy,.

iv) L’espace des fonctionnelles F -analytiques o-invariantes sur (]/\4\ , F )
est engendré par les fonctionnelles Ly, avec m € Ay U {0}.

Démonstration. — i) On a une extension de groupes :
0—TIy=2"—>T —>%X=7Z—0.

Les groupes I et Ty agissent sur H%*(G) qui se réduit & I’espace Hg__io (G) =
Hz(G) d’apres la sous-section 3.2; ¥ agit sur H*(I'o, Hx(G)). La suite
spectrale de Hochschild-Lyndon-Serre associée a l’extension ci-dessus a
pour terme :
EY = HP (%, H9(Lo, Hz=(G)))

et converge vers H*(I', H=(G)) = H%*(']I‘ZH). I1 faut donc calculer tous les
espaces et morphismes qui interviennent dans cette suite spectrale. On peut
déja remarquer que, comme ¥ = Z, la différentielle dy : E2Y — ERT2471
est nulle et donc la suite spectrale converge au terme FEs ; ce qui donne :

H (T3 = B @ B
= H'(S, H' (To, Hz(G))) ® H' (S, H(To, Hz(G))).

Mais :
HY (3, HO(To, Hx(G))) = H' (S, Ha(M)).

Nous allons montrer que I'espace vectoriel H'(To, Hz(G)) est trivial.
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e Le calcul de Hl(FO,H}:(G))

L’espace H =(G) est un I'p-module. Comme les espaces vectoriels H;_J* (G)
sont triviaux pour x > 1, la suite spectrale (D,) associée au revétement
Ty — G — M dégénere au terme Dy et on a ’égalité :

D3 = H;i;*(f\?) = H* (Lo, Hx(G)).

On peut écrire Tg = T5 @ --- @ I'§ o, pour tout i = 1,--- ,n, T est
engendre par l'automorphisme 7; ; on pose alors Fo i@ - -olp. Bien sir
FO =Ty et Ty =% On a ainsi FO F6®F0 pour tout ¢ =1,--- ,n—1.
Chacun des T est une copie de Z et tous les groupes I'}) et Fo (avec i =
1,-++,n) agissent sur I'espace vectoriel H=(G). La formule de Kiinneth en
cohomologie des groupes discrets donne alors, en 'appliquant & la somme
directe To =T} & T -

HY(To, Hx(G)) = H*(To, Hx(G)) ® H (IS, HA(G)) &

H'(To, Hx(G)) ® HO(Lh, HA(G)).

Mais :
H'(Tg, Hz(G)) = HE (M) =0
et donc :
HY(To, Hx(G)) = H'(To, Hx(G)) @ HO(T, Hz(G)).
Le méme raisonnement appliqué a la somme directe fg =T%a fg donne :
H' (o, Hz(G)) = H' (T, Hz(G)) @ H (T, Hz(G)) @ H (I}, Hz(G)).

En répétant ce processus, on arrive finalement a la formule :
H' (To, HA(G)) = B (T, 1 ®H° (1), Hx(G))

Mais :
H' (T, Hz(@) = H'(T§, Hz(G)) = HE (M) = 0
et par suite Hl(I‘O,H}:(G)) = 0. Ce qui donne
HE (T = HY(S, Ha(M)).

e L’action du groupe ¥ sur 'espace Hy, s’écrit 0 : h € Hyy — hoo™ ! €
H,y,. On note Cyy, le sous-espace de Hyy, engendré par les éléments de la forme
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h—hoo~! avec h parcourant Hyy,. On sait alors que H' (X, Hy,) = Hpm /Cm-
Le probléme se ramene donc a résoudre I’équation cohomologique :

Etant donnée g € Hp,, existe-t-il h € Hy, telle que h —hoo t =g ?

Une condition nécessaire pour que cette équation ait une solution est que
(1, g) = 0 pour toute fonctionnelle o-invariante p sur Hyy,. Ecrivons h et ¢
sous forme de séries :
W t) =3 hpime 5 BN 0p (@)
jez
et
_z2x/pi ¢
g(z,t) = ZgBjme o (BTmsu)A €Bim(T)
JEZ
ou les hy, et g, sont des constantes complexes devant satisfaire la condition
de convergence :

> gl - B m|ppim(t. R) < +o0

JEZ
et

> 19im| - 1B M| ppim (£, R) < +00

JEZ
pour tous ¢,d € N et tout R € R*. On sait que les gy, satisfont cette
condition de convergence (c’est la donnée du probléme) et toute solution
formelle h qu’on trouvera doit aussi satisfaire cette condition pour étre une
vraie solution de I’équation cohomologique susmentionnée. Cette équation
est équivalente au systeme :

(8) hp —hpp =gp pour p € {B’m:j € Z}.

Sim = 0, go = 0 nécessairement ; ceci n’est rien d’autre que la condition
Lo(g) = 0. Ce qui donne H(3, Ho) = ker {6 : Hy — Hp} = C.
Supposons m # 0. On a deux solutions formelles :

oo o0
hp = Zgij et  hp=-— Zngjp.
§=0 j=1

ii) Comme 6 est injectif, on doit avoir Zgij = 0 i.e. g doit véri-
JEL
fier Lm(g) = 0 c’est-a-dire g doit étre un élément de Pespace Ny,. Cette
condition est donc nécessaire et nous allons montrer qu’elle est suffisante.
e Pour ce faire, nous aurons besoin de choisir I’ensemble A C Z™ bien
adapté a notre probléeme. Il est donné par le :
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LEMME [2]. — On peut choisir I'ensemble A de telle sorte que pour
m € A\ {0}, les suites (|B’m|) et (|[B~7ml|) (indexées par j > 0) soient
strictement croissantes et que, pour tout j € Z, on ait :

9) |Bm[* > (|j] + 1)
00 —00
e Pour démontrer que les h, = Zgij ou hy = — Z gBip Té-
§=0 j=—1

pondent a ce que nous cherchons, il reste a vérifier la convergence de la
série Z |hgim| - |1B'm|%pgim (¢, R) pour tout R € N* et tous £,d € N.

JEZ
On a:
S=> " 1B'm|*ppim(l, R)|hpsm|
JEZL
= " 1B'm|*ppim(l, R)|hpim| + Y [B'm|*ppim(l, R) | hpsml-
j=0 <0
Posons
Sy = |B'm|"ppim(l, R)|hpiml
j=0
et
S_ = Z |Bjm‘dejm(£a R)|hBJm|
J<0
On a:

J
S+ < Z (Z |Bkm|dekm(£a R)) |gBJm|

720 \k=0
Rappelons que |m|? < |[Bm|¢<---<|B/~'m|? < |B'ml|? et que |B'm[?>>
j + 1. D’autre part :

pBrm(f, R) = sup )\ee—QTWB'“me‘
teCr

_ )\ee—%"wkm,mxﬂ

_ )\ee—%"wf(m,v),\*ﬁ'
et donc pm (¢, R) = ppm(4, R) = -+ = ppim (¢, R). On obtient donc :

Sy <pm(6R) D (G +1)|Bm|* - [gpiml
Jj=0
< pm(¢, R) Z |B'm|"*? - |ggip| (par I'inégalité (9))
>0
< +o00.
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La derniére inégalité vient du fait que la donnée g est dans H(M). Nous
avons donc montré que la série S converge.
Pour démontrer la convergence de la série

S_ = Z |Bjm‘dejm(£a R)|thm|a

7<0

on remplace cette fois-ci le terme hp;,, par 'expression

— 00
hpim == Y 9prttm
k=1

et on procede exactement par le méme type de majorations que pour la
série S .

On vient donc de montrer que I'image de l'opérateur § : h € Hy, —
(h —hoo) € Hy est égale au noyau de la fonctionnelle £y, : Hy — C
définie précédemment. On en déduit que 'espace H' (X, Hy,) est isomorphe
a C (car la fonctionnelle £y, est non nulle). Comme 'inclusion naturelle
Hm — Hj?(]\//f) induit une injection de H'(Z, Hy,) dans HI(E,Hﬁ(]\//j)) =
hf(j)f’l(']TZ;rl)7 I’espace H%I(TZH) « contient » tous les espaces H'(%, Hy,)
(avec m € Ay) qui sont transverses 'un & l'autre ; il est donc de dimension
infinie.

iii) Soit g une fonction dans H, ; il existe jo € Z tel que g soit de la
forme :

_ 27 j t
g(l'vt) = Z gBim€ (B7m,v)X ijm(m)'
Jj=Jjo

Les coefficients hp;,,, de la solution h = Z thmeJTMB]m’“)’\tem(a:) dans
jez
H,, de I’équation cohomologique h—hoo ™! = ¢ sont donnés par la formule
hpim = Z gBi+km- La quantité — Z gpi+km e convient plus car la série
keN k<0
en question n’est plus toujours convergente (di au comportement pour

j — —oo de la quantité A(B/m,t) qui n’oblige plus les coefficients ggim,
a avoir la décroissance qu’il faut). Comme ce qu’on a fait au point ii), on
doit montrer que cette solution formelle est en fait une vraie solution i.e.
on doit établir la convergence de la série :

> il - [Bm|?ppim(t. R)
JEL
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pour tout R € N* et tous ¢,d € N. On a :
S=> " |B'm|*ppim(l, R)|hpsm|
JEZ
= > 1B M| s (6, B) sl + 3 1B/ i (6 R) il
>0 §<0
Posons
SJr = Z \Bjm|dp3jm(€7 R)|h31m|

j=0
et

S_ = E |Bjm‘dejm(£a R)|hBJm|
3<0
On a:

oo
E 9BG+k)m

k=0

J
< Z (Z ‘Bkm|dekm(£a R)) |gBjm‘

=0 \k=0

J
< Z (Z Bkm|d> ijm(£7R>|gBJ'm|

j=0 \k=0

Sy = |B'm|"ppim((, R)

320

< (.] + 1)|Bjm|dejm(€7 R)|gBJm|
j=0
< Z |Bjm|d+2ijm(£7 R)‘gBJm|
j=0
< +o0.
Occupons-nous maintenant de la somme S_. On supposera, pour la com-

modité de l'écriture, que l'indice jo est strictement négatif (ceci ne fait
perdre aucune généralité). On a alors :

oo
g 9BG+K)m

k=0

S. =3 |Bm|*ppsm(t, R)
7<0

< > Do IBmppimtR) | 19pim]

JoSk<—1 \Jj<k

+ 3 1BIm s R) | | D |9p4ml

J<0 k=20
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Pour des raisons similaires a celles qui ont été évoquées précédemment,
toutes les séries du terme de droite convergent. Par suite la fonction h est
bien dans H,y,.

iv) Nous avons montré que l'espace N, intersection de Hy, avec le
noyau de la fonctionnelle analytique £y, (pour m € Ay U {0}) ainsi que
lespace H,, (pour m € A_) sont dans l'image de 'opérateur 6 : h €
Hﬁ(]\?) — (h—hoo 1) € HJ:_(]\//T) Il n’est pas difficile de montrer que
le sous-espace qu'’ils engendrent (algébriquement) a pour adhérence & =

m noyau(Ly,). Ceci montre clairement que l'espace des fonction-
meA L U{0}
nelles F-analytiques o-invariantes sur (]/\4\ ,F) (qui est le dual de
F(;}l(']l‘zﬂ)) est engendré par les Ly, avec m € AL U{0}. On a par consé-
quent ﬁ%l('ﬂ‘;ﬁl) = H(M)/E. Ce qui termine la démonstration du théo-

_’F
réme énoncé. O
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