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COMPACTIFICATION MINIMALE ET MAUVAISE
REDUCTION

par Benoit STROH

RESUME. — Nous construisons la compactification minimale de certaines va-
riétés modulaires de Siegel en leurs places de mauvaise réduction. Ces variétés
parametrent des schémas abéliens principalement polarisés munis d’une structure
de niveau parahorique en un nombre premier p et d’une structure de niveau auxil-
liaire ; elles ont mauvaise réduction en p. Nous esquissons également une théorie
arithmétique des formes modulaires de Siegel associées & ces variétés.

ABSTRACT. — We construct the minimal compactification of some modular
Siegel varieties at their bad reduction places. These varieties parametrize princi-
pally polarized abelian schemes endowed with a parahoric level structure at a prime
number p and with an auxiliary level structure; such varieties have bad reduction
at p. We also sketch an arithmetic theory of the associated Siegel modular forms.

Soient g > 2 et 1 < s < g deux entiers, p un nombre premier, n > 3
un entier non divisible par p et D = {d; < dy < -+ < ds} un sous-
ensemble ordonné de {1,-- - , g}. Soient S un schéma et G un schéma abélien
principalement polarisé de genre g sur S. Appelons structure de niveau
parahorique de type D en p sur G la donnée d’un drapeau

H, c H, C --- C H,_1 C H, C G[p]

de groupes totalement isotropes, finis et plats sur S, tels que H; soit de
rang p% pour 1 < i < s. Notons Ag o le champ sur Spec(Z) qui parametre
les schémas abéliens principalement polarisés de genre g munis d’une struc-
ture de niveau parahorique de type D en p. Désignons par Gy le schéma
abélien universel sur Ag . Notons Ay, o le champ sur Ay o x Z[1/n] pa-
rametrant les structures de niveau principales sur Gy[n]. Les champs Ay o
et Ag 0 sont algébriques. Ils sont lisses sur Spec(Z[1/pn]) mais pas sur
Spec(Zyp) : on dit qu'ils ont bonne réduction en les nombres premiers qui

Mots-clés : compactification minimale, variétés de Siegel, structures de niveau paraho-
riques, mauvaise réduction.
Classification math. : 14K10,14G35,11G18.



1036 Benoit STROH

ne divisent pas pn et qu’ils ont mauvaise réduction en p. D’apres [11]
et [9], Agno est un schéma quasi-projectif sur Spec(Z[1/n]). Cela n’est
pas le cas de Ay o, et dans la suite, nous étudierons par conséquent plus
volontiers Ay, o que Ay 0. Le schéma A, 5, o n’est pas projectif, et nous vou-
drions le compactifier. Une construction effectuée par Faltings et Chai dans
[2, ch. V] permet d’obtenir une compactification canonique

(Agn0 X Z[1/pn])*

de la restriction de Ay ,,0 au schéma Spec(Z[1/pn]) formé des places de
bonne réduction. Cette compactification est appelée « compactification mi-
nimale » de Ay 0 X Z[1/pn]. Avant de donner plus de précisions sur cette
derniére, introduisons quelques notations. Désignons encore par G le
schéma abélien universel sur Ay, o et notons wy le faisceau inversible
sur Ag o des formes volumes invariantes de Gg. Rappelons que pour
tout k € Z, une forme modulaire de poids k sur Ay, 0 X Z[1/pn] est un
élément du groupe

HO (Ag,n,o x Z[1/pn] , wg) .

La compactification minimale de Faltings et Chai s’obtient comme le sché-
ma projectif associé a l'algebre graduée des formes modulaires de poids
positif, soit

(Agno x Z[1/pn])* = Proj (@ H° (Ag,n,0 % Z[1/pn], w§)> .

keN

Dans cet article, nous construisons une compactification de A, , o sur
Spec(Z[1/n]) qui étend (Ag,0 X Z[1/pn])* au-dessus de la place de mau-
vaise réduction p. Nous obtenons ainsi un schéma A7, , projectif sur
Spec(Z[1/n]) qui est muni d’un isomorphisme canonique

A;,mo x Z[1/pn] — (Ago x Z[1/pn])*.

Nous l'appelons la « compactification minimale » de Ay o sur Spec(Z[1/n]).
Le schéma A7 , est relié a l'algebre graduée des formes modulaires
sur Ay n,0. Remarquons que dans ce contexte, la notion de poids réserve
quelques surprises. En effet, pour tout 1 < i < s, notons G; = Go/H; le
quotient de G par le i-eme sous-groupe universel sur Ay ,, o, puis notons w;
le faisceau inversible des formes volumes invariantes de G;. Sur Ay, 0, la
chaine d’isogénies universelle

Go — Gi — -+ — G

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COMPACTIFICATION MINIMALE ET MAUVAISE REDUCTION 1037

induit une chaine de morphismes
Ws — Ws—1 — **° — W

dont les restrictions a Spec(Z[1/pn]) sont des isomorphismes. Ces mor-
phismes ne sont par contre pas des isomorphismes au-dessus de Spec(Zy).
Il existe donc plusieurs faisceaux automorphes intéressants sur Ay , o, et il
y a lieu de tous les considérer. Ce phénomene est a relier a la théorie du
modele local [5], qui étudie la mauvaise réduction de A, ,, 0. Définissons
les formes modulaires de poids (ko, - - - ,ks) € Z*T1 pour A, o comme les
éléments du groupe

S
0 ki
- <A R )
1=0

Nous obtenons le résultat suivant, qui sera précisé par le théoreme 3.9.

THEOREME PRINCIPAL. — I existe un schéma Aj o0 qui est canonique,
projectif de type fini sur Spec(Z[1/n]), et qui contient Ag ,, o comme ouvert
dense. 1l est muni d’un faisceau ample étendant ®;_, w; et I'on a

A;,n,o = Proj (@ HY (Ag,n,o ) ®wf>> .
i=0

keN

Le schéma Aj , o est stratifié par des variétés de Siegel de genre < g et de
niveau parahorique variable.

Remarquons qu’utiliser uniquement wy conduirait a un schéma dans le-
quel Ag 0 ne se plonge pas! Remarquons également que l'existence de
la compactification minimale est bien connue lorsque g = 1 [1]. Notre dé-
marche reste valable dans ce cas, mais il faut modifier I’énoncé du théoréme
principal car le principe de Kocher n’est pas vérifié.

L’ingrédient principal de la démonstration du théoreme est la construc-
tion de compactifications toroidales de Ag o [12].

Nos résultats s’étendent a un cadre plus général que celui des variétés de
Siegel. En effet, on peut remplacer A, 5, o par une variété de Shimura P.E.L.
associée a un groupe réductif G sur Q non ramifié en p, et & un sous-groupe
compact ouvert net de G(A f) dont la composante en p est un sous-groupe
parahorique de G(Q)) inclus dans un sous-groupe hyper-spécial. On pourra
par exemple consulter [7] pour les cas de bonne réduction, olt la composante
en p est hyper-spéciale.

TOME 60 (2010), FASCICULE 3



1038 Benoit STROH

Plan de l’article

Dans la premiére partie, nous expliquons comment déduire ’existence de
compactifications toroidales de Ay ,, o des résultats de [12].

Dans la seconde partie, nous étudions les formes modulaires sur Ag p 0.
Nous définissons leur développement de Fourier-Jacobi et démontrons un
principe de Kocher. Pour cela, nous utilisons le caractere réduit de la fibre
de Ag 0 en p démontré dans [4], la densité de son lieu ordinaire prouvée
dans [3] et une description de ses composantes irréductibles due & [13].

)- Nous utili-
sons de maniére essentielle la normalité de Ay , 0, qui a été prouvée dans
[12, prop. 3.1.7.1].

*

Dans la troisieme partie, nous construisons le schéma A7 ,

1. Rappels sur les compactifications toroidales de A,

Soient 1 < s < g deux entiers, p un nombre premier, n > 3 un entier non
divisible par p et D = {d; < d3 < --- < ds} un sous-ensemble ordonné de
{1,---,g}. Notons A, le champ algébrique sur Spec(Z) qui parametre les
schémas abéliens principalement polarisés de genre g. Soit V = @?il Z-x;
un Z-module libre de rang 2g muni d’une base (z;) et de la forme symplec-

tique de matrice
0o J
()

ou J’ désigne la matrice anti-diagonale dont les coefficients non nuls sont
égaux & 1. Notons Ay, — Spec(Z[1/n]) l'espace de modules des sché-
mas abéliens principalement polarisés de genre g munis d’une structure
de niveau principale en n : il parametre les schémas abéliens A munis
dun isomorphisme V/nV — A[n] qui respecte les formes symplectiques
a un scalaire prés. D’apres [9] et [11], A, est un schéma quasi-projectif
sur Spec(Z[1/n]). Notons Ay — Spec(Z) le champ de modules des sché-
mas abéliens principalement polarisés de genre g munis d’une structure
de niveau parahorique de type D en p : ce champ parametre les schémas
abéliens A munis d’un drapeau de sous-groupes finis, plats et totalement
isotropes
H, Cc Hy C --- C H; CA[p]

tel que H; soit de rang p® pour 0 < i < s. Posons enfin

Agno = Ago Xa, Agn-

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ce schéma quasi-projectif sur Spec(Z[1/n]) est Pobjet central de notre ar-
ticle. Il parametre les schémas abéliens principalement polarisés de genre g
munis d’une structure de niveau principale en n et d’une structure de ni-
veau parahorique de type D en p. Il n’est pas propre sur Spec(Z[1/n]); on
en décrit a présent des compactifications toroidales qui dépendent du choix
d’une décomposition polyédrale d'un complexe conique.

1.1. Données combinatoires

Pour tout sous-espace totalement isotrope V' facteur direct de V', no-
tons V'+ son orthogonal et C(V/V'%) le cone des formes quadratiques
semi-définies positives & radical rationnel sur (V/V'+) ® R. Notons € I'en-
semble des sous-espaces totalement isotropes facteurs directs de V, et C le
quotient de 'union disjointe

IT covv)

Viee

par la relation d’équivalence engendrée par les inclusions
c(/ vy c cv/v'h)

pour tous sous-espaces totalement isotropes facteurs directs V" C V'. C’est
un compleze conique muni d’une action de GSp2g(Z). Si ’on pose

g9
X=@Pza,
j=1

il existe une injection de C'(X) dans C. Soit ¥ une décomposition polyédrale
GL(X)-admissible de C'(X) comme définie dans [2, déf. IV.2.2]. Son orbite
dans C sous l'action de GSp,,(Z) définit une décomposition polyédrale
GSp,, (Z)-admissible & de C comme dans [12, déf. 3.2.3.1]. D’apres [2,
th. IV.5.7 et IV.6.7] et [12, th. 3.2.7.1], il existe des compactifications

Ag = Ay, Agn = Agn et Ago — Ago
associées & X et a &. Posons

Agno = Ago XA, Agn-

C’est une compactification de Ay, o sur Spec(Z[1/n]).

TOME 60 (2010), FASCICULE 3



1040 Benoit STROH

1.2. Stratification de A, o

Dans ce paragraphe, on décrit deux stratifications naturelles de Zg,n,o-
Soit VY, le drapeau de V tel que

d; 29
V%:@ij@ @ PZ-x;
j=1

j=d;+1
29—dst1—i 2g
et Vii= P za2e P pz
7j=1 j:297ds+1_1‘+1

pour 1 < ¢ < s. Posons

Lo = Stabgsp,, (z) (VD)
et
I',, = Ker (Gszg(Z) — GSpgg(Z/nZ)) .

D’apres [2, th. IV.5.7 et IV.6.7] et [12, th. 3.2.7.1], les champs algébriques
Ay, Ay et Ay o sont munis d'une stratification paramétrée par

©/GSpy,(Z),&/T'y et &/T,
ainsi que d’une d’une stratification plus grossiére paramétrée par
€/GSpy,(Z),&/T'y, et &/Ty.

Dans le reste de ce paragraphe, nous décrivons plus précisément ces stratifi-
cations. Soit V' € €. Dans [2] et [12] sont définis des variétés de Siegel Ay,
Ay et Ay o (le type parahorique de cette derniére est relié & 'image de
V3, dans V'+/V"), des schémas abéliens

By: — Ay, Byrp — Ayrg et Byrg — Ay o,
des Z-modules libres Sy, Sy ,, et Sy o, des torseurs
My — By, My, — By oy et Myrg— Byrg

sous les tores Ey, = Hom(Sv/,G,,), Ev:, = Hom(Sy/ ,,G,,) et
Ey/ o = Hom(Sy' 0, Gy), et des fibrés en plongements toriques localement
de type fini

My — By, My, — Byr g et My — By

qui sont munis d’une strate fermée canonique. Notons I'y+, I'y/ , et 'y o
les stabilisateurs de V' dans GSp,,(Z), dans I';, et dans I'y.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Notons &y I’ensemble des 0 € & inclus dans Pintérieur de C(V/V'1).
A tout o € Gy on associe des fibrés en plongements toriques affines de
type fini

ﬂg — By, an — BV’,n et mmo — Bvlyo

munis d’une stratification paramétrée par les faces de o. Dans tous les
cas, la strate paramétrée par o (la « o-strate ») est 'unique strate fermée.
Notons T'; et Ty g les stabilisateurs de o dans GSp,,(Z) et dans I'g ; ce sont
des groupes finis.

Remarque 1.1. — Comme n > 3, le stabilisateur de o dans I';, est trivial
d’apres le lemme de Serre [11].
D’apres [2, th. IV.5.7 et 6.7] et [12, th 3.2.7.1], il existe des isomorphismes
— L oV =~ L oV
My [Ty — A, My — Ay /Ty,
— L =V
Myio [ Tyrg— Ao,
My, — A

—~ ~

- ~ =0
M(LO / Fo’,O I .Ag70

(1.1)

o

g,m?

entre complétés formels le long des V'-strates et des o-strates. Considérons
les produits fibrés

Avino = Avio Xa,, Avin s Byvino = Byio Xs,, By,
MV/,n,O = MV’,O XMV’ MV’,n s MU,n,O = MU,O Xmg MD’,TL?
la somme amalgamée
Svimo = Svio ED SV
Sy

le groupe I'v/ , 0 = L'y o NIy, et le groupe I'y, o = I')y, N Tg. Les schémas

My o et Mgy, sont des fibrés en plongements toriques sur By, o
équivariants sous le tore

EV’,n,O = HOm(SV/7n7O7 Gm)
La proposition suivante résulte immédiatement des isomorphismes (1.1).

PROPOSITION 1.2. — Le champ algébrique ngn’o est muni d’une strati-
fication paramétrée par €/T,, o. Son complété formel le long de la V'-strate
est isomorphe au quotient

Myino/Tvino

TOME 60 (2010), FASCICULE 3



1042 Benoit STROH

du complété formel de m\//,n,o le long de la strate fermée canonique. Le
champ Zg,n,o est également muni d’une stratification plus fine paramétrée
par 6/T',, o. Son complété formel le long de la o-strate est isomorphe au
complété formel

o~

Ma,n,O

de MMO le long de la o-strate.

Le corollaire suivant résulte du fait que A, ,, et ﬂg,mo sont des schémas
pour tout o € 6.

COROLLAIRE 1.3. — Le champ algébrique A, o est un espace algé-
brique.

1.3. Extension des schémas abéliens

Notons Gy le schéma abélien universel sur Ay, 0 et H, le drapeau uni-
versel de Gg[p]. Posons G; = Gy/H; pour 1 < i < s. Il existe une chaine
d’isogénies

Go— G — - — G
entre schémas abéliens sur Ay ,, o. Le théoréme [12, 3.2.7.1] et les résultats
de [2, I1.2] montrent que G; s’étend en un schéma semi-abélien

Gi ? Ag,n,O

pour 0 < ¢ < s, et que la chaine d’isogénies s’étend en une chaine de
morphismes entre schémas semi-abéliens. Pour tout 0 < 7 < s, notons ¢; la
section neutre de GG; et posons

Qi = 6: QGi/ng,o et Wi = det( Qz )

Ces derniers sont des faisceaux localement libres sur A, , o de rang res-
pectifs g et 1. On appelle w; le i-éme fibré de Hodge. 11 existe une suite de
morphismes

Wy — We—1 — ==+ — Wo

définis sur Ag 0, qui induisent des isomorphismes apres changement de
base par Spec(Z[1/np]).

Pour tous V! € € et 0 < ¢ < s, il existe un schéma semi-abélien
C;'V/’Z- — By 0 qui est globalement extension

O—>Tvl,i —)GV/,Z‘ _>AV’,2’ —)0

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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d’un schéma abélien par un tore [12, par. 1.4.5 et 1.4.9]. Le schéma abé-
lien Ay ; provient d'un schéma abélien sur Ay, 0. Le groupe des ca-
ractéres Xy ; du tore Ty ; est égal & Pimage de V25" dans V/V'+ [12,
par. 3.2. 1] On a par exemple Xy o = V/V'+. Pour tout o € Gy, notons
encore GV/ le schéma semi-abélien qui est I'image réciproque de GV/ ;
par le morphisme

o~

Ma,n,O — BV/,n,O-
D’apres la remarque qui suit [12, th. 3.1.8.2], 'extension de Raynaud de

o~

Gi ? MJ,n,O
est Gy ;. Il existe donc sur an’o des isomorphismes

(1.2) w; — det(Q@Vw)

= det (XV’,i) & WAy, ;-

2. Formes modulaires de Siegel

Dans cette partie, on définit les formes modulaires de genre g, de niveau
principal en n, et de niveau parahorique de type D en p. Le poids d’une
telle forme est une famille d’entiers relatifs (ko, - - - , ks) qui code le faisceau
inversible dont la forme est une section globale. On définit le développe-
ment de Fourier-Jacobi d’une forme modulaire, qui dépend a priori d’'un
élément de &/I',, 9. On montre qu’il ne dépend en fait que de I'élément
correspondant dans I’ensemble €/T',, o, qui est par définition I’ensemble des
pointes ou cusps. On montre un principe de Kocher, valable si g > 2, ainsi
qu’un principe de développement de Fourier-Jacobi.

Dans cette partie, on fixe un élément k = (ko,-- - , ks) € Z5+L, un Z[1/n]-
module M, et I’'on note

S
= ® w?ki
i=0

qui est un faisceau inversible sur Ay , 0.

DEFINITION 2.1. — Une forme modulaire de Siegel de genre g,de poids k,
de niveau principal en n, de niveau parahorique de type D en p, et a valeurs
dans M est un élément du goupe H(A, 0, wE @ M).

Remarque 2.2. — La famille k = (kg, - ,ks) induit une famille de
caracteres

(detko, e 7detk")

TOME 60 (2010), FASCICULE 3



1044 Benoit STROH

du groupe algébrique GL4. On pourrait remplacer le choix de k£ par celui
d’une famille de s+1 représentations algébriques de GLg, et I'on obtiendrait
des formes a valeurs vectorielles ; les résultats de cette partie s’adapteraient
sans peine.

Si M est un Z[1/pn]-module, les faisceaux w®* ® M sont tous isomorphes.
La donnée de k est donc équivalente & celle de ), k;.

PROPOSITION 2.3. — Le groupe Ho(jlgyn,o , wk ® M) est indépendant
du choix de la décomposition polyédrale 3..

Démonstration. — Soit ¥’ une autre décomposition polyédrale GL(X)-
admissibles de C(X). Notons

—/

Ag,n,O
la compactification toroidale qui lui est associée. Deux décompositions ad-
mettent un raffinement commun ; on peut donc supposer que ¥’ raffine X.

Il existe alors un morphisme
—, _
d) : 'Ag,n,O A97n70

qui est propre, surjectif et birationnel. Localement pour la topologie étale,
¢ s’identifie & un morphisme entre plongements toriques équivariants sous
le méme tore. En utilisant les résultats de [6, 1.3], on voit que

Ps OZ;YH,O = Ozg,n,o
et que pour tout 7 > 0, on a
J —/ -
R ¢, OA_(,,",O 0.

Notons w; le i-éme fibré de Hodge sur ];7n,0. Comme w, = ¢*w;, la formule
de projection et la suite spectrale de Leray montrent qu’on a bien

H? (Agn0, 0 ® M) = H (Z;,n,o LWt M) - A

2.1. Développement de Fourier-Jacobi

Le Ey 0 -torseur My o est affine sur By, o pour tout V' € €. Il
existe donc un faisceau A en algebres sur Op,  tel que

My no = Spec(A)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Le tore Ey/ y o agit sur A et P'on peut décomposer ce faisceau en algebres
selon le groupe des caracteres Sy 5,0 de Ey 0. On obtient

A= P £»
AESy’ no

ott L(A) est le sous Op,, -module de A sur lequel Ey- o agit par \.
Comme My, est un Eyr o -torseur, £(A) est un faisceau inversible
sur By 0. Pour tout o € Gy, si 'on pose

oV = {XeSym*(V/V* @R) telque b(A\) >0 Vbeo},

on a par définition

Moo = Spec b

)\GSVI%OO oV

Posons

S

S

k k; k ki

we = ® (det(Xvr 4)) et wy = ® WAL,
i=0 i=0

Dans la définition suivante, on utilise la proposition 1.2 et le calcul (1.2) de w;
au voisinage d’une strate. Soit f € HY(A, 0, wk ® M).

DEFINITION 2.4. — Le développement de Fourier-Jacobi de f en
o € By est la série formelle

Fl,(f) = > ane(f)

AESys poNoY

€ H H° (BV’,n,O R [,()\) (9 we% & wfb ® M)

AESys N

obtenue en évaluant f sur le complété formel de ﬂa,n,O le long de
sa o-strate.

Posons
07 = {XeSym*(V/V*@R) | b(A) >0 Vbeo}.

L’idéal de la o-strate de M, , o est engendré par les HO(By .0, £())) ot
A € Sy 0N o”. On en déduit que presque tous les ay (f) sont nuls pour
AeoV —o”.

PROPOSITION 2.5. — Le développement de Fourier-Jacobi de f en
o € Gy ne dépend que de f et de V.

TOME 60 (2010), FASCICULE 3
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Démonstration. — Soient o, 7 € Gy/. Quitte a considérer une suite de
cOnes reliant 7 et o, on peut supposer que 7 est une face de o. Il existe
alors une immersion ouverte

Mo = Moo

Comme les schémas semi-abéliens Gy ; se correspondent via ce plonge-
ment, on voit que

FI,(f) = FI.(f) € H° (ﬁno WE) A
O

La proposition précédente permet de définir le développement de Fourier-
Jacobi

Flv (f) = Z axv(f)
y

de f en la pointe V' € €. Le corollaire suivant résume quelques proprié-
tés élémentaires du développement de Fourier-Jacobi. On y utilise le fait
que Noes,, 0¥ = C(V/V'H)V et que le groupe T'y o agit sur Palgebre

I = (Bw,n,o L) @t @t @ M) .
AESV/,n‘O

COROLLAIRE 2.6. — Le développement de Fourier-Jacobi de f en V' est
indépendant de X, et est invariant sous Ilaction de Ty ,p0.
L’application A — ay v/(f) est a support dans Sy, 0 N C(V/V'+)V. On
aF,v (f) =~ Fy/(f) pour tout vy € I';, o.

Remarque 2.7. — Si V' € € est un sous-espace totalement isotrope
maximal, le schéma By ,, o est égal & Spec(Z[1/n]) et le développement de
Fourier-Jacobi de f est un élément de

Z[1/n] HSV/,n,o ® we% ®MH ,

qu’on appelle habituellement g¢-développement de f.

2.2. Principe de Ko6cher

Dans ce paragraphe, on démontre un principe de Kocher en utilisant la
méthode de [2, V.1] et la proposition suivante, qui résulte de [3] et de [13].

PROPOSITION 2.8. — Toute composante irréductible de Ay o X
Spec(F,) rencontre le bord de A, ,, o % Spec(F,).
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Démonstration. — 11 suffit de démontrer I’énoncé analogue ou I, est
remplacé par une cloture algébrique F,,. D’apres le théoréme principal de [3],
le lieu ordinaire A9 5 de Ag n,0xSpec(F,) est dense dans Ay, 0 X Spec(Fy).
On en déduit que les composantes irréductibles de Ay ,, o x Spec(F),) sont les
adhérences des composantes irréductibles de A% . D’aprés [13, 3.2 et 3.3],

g,m,0°
les composantes irréductibles de Agff}ﬁ sont ses composantes connexes. De

plus, on dispose d’une description explicite de ces composantes connexes : ce
sont les fibres du morphisme

ACd S — (ZnZ) < {(dy <dy < <d) | 0<d;<d; Vi<s}

7’”’3

qui & un objet (A,c: (Z/nZ)?9 = A[n],H.) de A2, associe le facteur

de similitude de c et la famille formée des rangs multiplicatifs d; des H;.

On déduit de la proposition 1.2 que chaque composante connexe de .44

— _ g,n,0
rencontre le bord de Ay, 0 X Spec(F,) [12, 1.2.6]. O
Remarque 2.9. — En fait, on a démontré que toute composante irréduc-

tible de Ay n,0 x Spec(Fp) rencontre une V’-strate pour un certain V' € €
maximal.

COROLLAIRE 2.10. — Si F'Jy/(f) =0 pour tout V' € €, on a f = 0.

Démonstration. — Sur un schéma quasi-cohérent, la formation de la co-
homologie cohérente commute aux limites inductives de faisceaux. On peut
donc supposer que M est de type fini sur Z, puis que M est égal & Z/pZ,
a Z[1/n] ou & Z/IZ, ou | est un nombre premier qui ne divise pas np. En
particulier, M est un anneau et 'on a

HY (Ag 00, wE® M) = H° (A .0 x Spec(M), wﬁ) .

Si M = Z[1/n] ou Z/IZ, pour tout o € & 'image du morphisme

ﬂa,n,o x Spec(M) — ng,() x Spec(M)

donné par la proposition 1.2 a une intersection non vide avec toutes les
composantes irréductibles de jg,n,o x Spec(M). Pour conclure, il suffit de
remarquer que pour tout schéma réduit X, pour tout ouvert dense U et
pour tout faiseau F localement libre sur X, la restriction

HO(X7‘7:) —>HO(U5F)

est injective. Si M = Z/pZ, un raisonnement analogue s’applique. On utilise
la proposition 2.8 et le caracteére réduit de A, ,, o x Spec(M) [4], en tenant
compte des développements de Fourier-Jacobi en tous les V' € €. O
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Remarque 2.11. — Soit R un systeme de représentants des orbites de
sous-espaces totalement isotropes maximaux facteurs directs de V sous
laction de I',, o. D’aprés la remarque 2.9, Papplication f +— {FJv/(f)}vier
est injective. Si l'on se restreint aux formes modulaires a coefficients dans
un module sans p-torsion, il résulte de la démonstration du corollaire 2.10
que f — FJy/(f) est injective pour tout V' € €.

On déduit du corollaire 2.10 un principe de développement de Fourier-
Jacobi.

COROLLAIRE  2.12. — Soient M C M’ deux Z-modules et
f e H (A 0 , wE®@ M'). Si FJy/(f) est a coefficients dans M pour
tout V' € €, ona f € H'(A 0, wk® M).

On dispose également d’un principe de Ko6cher.

PRrROPOSITION 2.13. — Si g > 2, I'application de restriction réalise un
isomorphisme

HY (Zg,n,o s WE® M) = H° (Ag,n,O s CL)E® M) .

Démonstration. — On se réduit comme précédemment au cas ou M est
égal & Z[1/n], ou & Z/IZ avec | qui ne divise pas n. Le schéma A, o X
Spec(M) est un ouvert dense de Ay, o x Spec(M). Le schéma Ay, o x
Spec(M) est réduit. On en déduit que I'application de restriction est injec-
tive. Montrons qu’elle est surjective. Soit f € H%(A, 0 x Spec(M) , wk).
Pour tout V' € € maximal, on peut former un développement de Fourier-
Jacobi FJy/(f) analogue & celui de la définition 2.4. Notons A ’ensemble
des A € Sy/ 0 tels que ay v/ (f) # 0. Il est invariant sous I'y/ ,, 0 et son
intersection avec Sy ,, 0\ 0¥ est finie pour tout o € Gy/. On déduit de |2,
lem. V.1.3] que A C C(V/V'H)V : en effet, on remarque que l'image de
Ty 5.0 dans GL(V/V'%) est d’indice fini, et qu'une puissance assez grande
de l’endomorphi/s\me T de [2, V.1.3] est dans cette irriige. La section f
s’étend donc & My, 0. On en déduit que f s'étend My, o pour tout
V" € €, puis que f s’étend & A, 0. O

2.3. Coefficient constant
Soient une forme modulaire f € HO(Ay 0, wE®M), un sous-espace V'€ €
et un céne o € Gy/. Dans cette partie, nous montrons que la restriction

de f a la o-strate est indépendante de o et définit une forme modulaire de
genre g — rang (V).
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PROPOSITION 2.14. — La restriction de f & la o-strate de A, o ne
dépend que de V' et est égale a

k k
aO,V/(f) € HO (BV/,n,O y Wet ® Wab ® M)

Démonstration. — L’idéal de la o-strate est engendré par les
HO(By' .m0 ,L(N\) ot A € Syr 0 N 07, et le développement de Fourier-
Jacobi de f est & support dans C(V/V'F)V. Mais C(V/V')V \ 6> = {0}
car o est inclus dans l'intérieur de C’(V/V’J'). |

On rappelle que pour 0 < ¢ < s, le schéma abélien Ay ; descend a
la variété de Siegel Ay, de genre g — rang(V’) et de type paraho-
rique l'image de V%, dans V’+/V’. D’apres [12, prop. 1.4.6.1], la fleche
By no — Av’no admet une section canonique dont I'image s’identifie aux
invariants de By n 0 par I'v/ 5 0. On en déduit le résultat suivant.

COROLLAIRE 2.15. — La section agv/(f) provient dune section
de HY (.AV/JL’Q , wfb ® M)

3. Compactification minimale

Construisons & présent la compactification minimale de Ay 5, 0. Dans un
premier temps, on se restreint au cas ot n > 2pg./2p. Cette hypothése sera
utilisée dans la preuve de la proposition 3.3.

Le théoreme [8, IX.2.1] affirme que si S est un schéma normal excellent,
si G — S est un schéma semi-abélien et si wg,s désigne le déterminant
du faisceau des formes différentielles invariantes de G, il existe un entier

positif m tel que

Xm
Yays

soit engendré par ses sections globales sur .S. Le schéma jg,n’o est excellent

et normal d’aprés [12, th. 3.2.7.1]. Il existe donc un entier positif m tel

que w?m soit engendré par ses sections globales pour tout 0 < ¢ < s. Ainsi,

il existe un morphisme propre
S
0 Agno — HP (HO(Xgm,o ;wiM)
i=0

On applique le théoréme de factorisation de Stein [EGA 111 4.3.3, 4.3.4] et
'on obtient un schéma A7 , ; et une factorisation de ¢ en

Agno Ao~ TP (B Ay, w™)
1=0
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ou ¥ est un morphisme fini, ou les fibres de 7 sont non vides et géomé-
triquement connexes, et ou m, O Aymo = =0 Ar . Pour tout 0 < i < s,
il existe un faisceau inversible £; sur P (H (.Ag n,0,W )) qui est trés ample
et tel que p*L; = w. L'existence du plongement de Segre [EGA 11 4.3]
montre que Xf_,L; est trées ample sur []7_, P (H%(Ag 0, w™)). Posons
L =1 K3_, L;; dapres [EGA 11 4.6.3], c’est un faisceau ample sur Aj o
1l résulte de [EGA 11 4.6.3] que

A*nO—Pr0J<@HO gno,ﬁk)>.

- g,m,0 - O‘A;,n,07 on a HO( gnOaEk) =
HO(Ag,n,O;®i wfm) pour tout k > 0. Notons k& = (k,--- ,k) € c N5+l pour

tout k € N. D’aprés [EGA 11 2.4.7], on a

A, O—Pr03<@H Agno, w )>

keN

Comme 7L 5 ® wi" et W*OZ

En particulier, I'algebre graduée @, oy HO( Agno, wk) est de type fini
sur Z[1/n]. La proposition 2.3 montre que A7 ,,  est indépendant du choix
de X.

LEMME 3.1. — Soient g, m et N trois entiers tels que m > 2Ngv/2N,
soit K un corps, et soient G et G' deux schémas abéliens de genre g
sur Spec(K) munis de polarisations \ et X et de structures de niveau prin-
cipales en m. Si \ est principale, il existe au plus une isogénie f : G — G’
compatible aux structures de niveau en m telle que ftoXN o f = N, ot f!
désigne l'isogénie duale de f.

Démonstration. — Soient f et g deux isogénies satisfaisant les hypo-
theéses du lemme. Comme Hom(G, G’) s’identifie & un réseau de End(G) ®Q
inclus dans End(G) ® Z[1/N], on peut voir f et g comme des Q-endomor-
phismes de G tels que Nf et Ng soient dans End(G). D’apreés [10, coro. 19.3],
la Q-algebre End(G) ® Q est semi-simple de rang < 4¢g%. Notons Tr la trace
réduite qui lui associée et ¢ la forme quadratique sur End(G) ® Q qui en-
voie u sur Tr(u!AuA~1). Cette derniere est définie positive par [10, th. 21.1]
et prend des valeurs entieres sur End(G). Par hypothese, on a

q(f) = Tr(p) <4ANg*, q(g9) <4ANg?

et il existe u € Hom(G, G’) tel que f — g = mu. On a donc

m?q(u) = q(f —g) < a(f) +4q(g9) < 8Ng>.
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Comme m > 2Ngv2N par hypotheése, on en déduit que g(u) < 1/N2.
Or on a Nu € End(G) et g prend des valeurs entiéres sur End(G),
doncu=0et f=g. |

Remarque 3.2. — En posant N = 1 puis G = G’ et A = X dans le
lemme précédent, on montre que tout automorphisme de G préservant une
polarisation principale et une structure principale de niveau > 2gv/2 est
égal a l'identité. Ceci est une forme faible du lemme de Serre [11].

PRrROPOSITION 3.3. — Les fibres géométriques de 7 au-dessus de I'image
de Ay n0 possédent un unique point géométrique.

Démonstration. — Comme ¢*L; — w]*, le faisceau w]" est trivialisé le

long des fibres de 7 pour 0 < ¢ < s. D’apres [8, th. X.4.5] ou [2, prop. V.2.2],
on en déduit que pour tout point géométrique T de m(Ayn0) et tout
0 < i < s, la fibre 771(Z) est incluse dans Agno et la classe d’isomor-
phisme du schéma abélien G; est constante sur 7—1(Z). Le faisceau des
endomorphismes de G; est constant sur 7—1(Z) , & valeurs dans un Z-
module libre de type fini. Cela implique que la classe d’isomorphisme du
schéma abélien polarisé G; est constante sur 7—!(Z). On rappelle qu'on
suppose n > 2pgy/2p. On applique le lemme 3.1 4 G = Gy, A G' =G, ala
polarisation principale A = A\g de Gy, & la polarisation canonique N = \;
de G;,am=mneta N =ppour 0 <i<s. On en déduit que la classe
d’isomorphisme de la chalne d’isogénies

Go — G1 — - — Gy

entre schémas abéliens polarisés est constante sur 7~ 1(z). Cela montre que
la fibre géométrique 7~ 1(Z) posséde un unique point géométrique. O

COROLLAIRE 3.4. — La restriction de m a Ay, 0 est un isomorphisme
sur son image.

Démonstration. — D’apres la proposition 3.3 et le Main Theorem de Za-
riski [EGA 111 4.4.3], la restriction de 7 & A, , o est finie sur son image. La
proposition 3.3 et le caractére réduit de A, 0 montrent que la restriction

de 7 a Ay 0 est une application birationnelle. Comme .04 , =04
s g,n, g,m,

et A, .0 est normal, le théoréme des fonctions formelles [EGA 111 4.1.5]
montre que le schéma Aj , ; est normal. Toute application finie biration-
nelle d’'image normale est un isomorphisme. C’est donc le cas du morphisme
7 Agno — m(Agno) obtenu par restriction. O

Etudions & présent la restriction de 7w aux autres strates de Xg,n’o.
Comme 7 est donné par I’évaluation de formes modulaires de Siegel, le
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corollaire 2.15 implique que pour tout V' € €, la restriction de w a la
V'-strate se factorise en

*
g,n,0°

vy Ayipo — A
On montre comme précédemment que my~ est un morphisme fini biration-
nel sur son image, dont les fibres géométriques possédent un unique point
géométrique. Avant de prouver la normalité de my:( Ay, 0), il nous faut

établir quelques résultats préliminaires.

PROPOSITION 3.5. — Deux strates paramétrées par des éléments diffé-
rents de €/T'y, o ont des images disjointes par .

Démonstration. — Soit & un point géométrique de A7 ,, 5. D’apres 2,
prop. V.2.2], la restriction de G; & m7~1(Z) pour 0 < i < s est un schéma
semi-abélien de rang torique constant. Ainsi, les rangs multiplicatifs et
abéliens [12, 1.2.6] de la chaine

(3.1) Go— G — - — Gy

sont constants sur 7~1(z). Or d’aprés [12, 1.2.6], ces rangs parameétrent
exactement l’ensemble €/T,, o. O

Le schéma A7 |, ; est donc muni d’une stratification indexée par €/T', o.
Notons Zy- la strate de Aj , ; paramétrée par V' € €. Soit Z un point
géométrique de Zy. Notons encore x I'unique point géométrique de la
fibre de my : Ayr o — Aj o en Z. Notons

O

« _
g.m,00 %

le complété du localisé strict O4- & de A, o en T et

By no, z

le complété formel de By: o X Spec((’)AV,rn_’m,;) le long de la fibre
de By/ no — Ay no en .

PRrROPOSITION 3.6. — Il existe un isomorphisme canonique
T'no
~ N ol5
Oy e = II H (Bymo.z £V)

AESy/ o NC(V/VIL)Y

qui induit un isomorphisme Oz, z — O, .. z-

Démonstration. — D’aprés [EGA 111 4.1.5], Panneau complet 6A; -
est isomorphe a l'anneau des fonctions réguliéres sur le complété formel
de Ay 0 le long de 77!(Z). La proposition 3.5 montre que 7 '(Z) est
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inclus dans la V'-strate de A, ,, o X Spec(Ouz . 7)- L'existence du premier
isomorphisme résulte de I'isomorphisme

= N
Mvino /Tvino — Agno

—

et du fait que 'anneau des fonctions régulieres sur My ,, ¢ est

II H (Bvrmos £0V) -

AESy/ o NC(V/VIL)V

La seconde assertion se déduit de la premiere et du corollaire 2.15. g

COROLLAIRE 3.7. — Pour tout V' € €, la restriction de w a la V'-strate
de A, o se factorise en un isomorphisme my : Ay: o — Zy:.

Démonstration. — Soit V' € €. On a vu que la restriction de 7 a la V'-
strate de Ay ,, o se factorisait en un morphisme 7wy : Ays 0 — Ay o o- Par
définition, le sous-schéma Zy de A;,n,O est 'image de my,. On a montré
que le morphisme 7wy : Ay, 0 — Zys est fini birationnel. D’aprés [12,
prop. 3.1.7.1], le schéma Ay, o est normal. On déduit du second isomor-
phisme de la proposition 3.6 que le schéma Zy- est normal. Ainsi, my/
induit un isomorphisme de Ay ,, ¢ sur Zy. O

Soit n’ un entier divisible par n mais non par p. Le schéma A,/ o est
muni d’une action du groupe GSpQg(Z/n’Z), et le quotient par ’action du
sous-groupe I', o/I',/ o s’identifie canoniquement a Ay ,, o. Comme ’éven-
tail 3 est équivariant sous I’action de GL(X), le schéma A;’n,70 est muni
d’une action de GSp,,(Z/n'Z) prolongeant celle sur Ay /9. Le quotient
de Aj ., o par I'y 0/T' o est canoniquement isomorphe a Aj |, .

Pour tout n > 3, il existe un entier n’ > 2pg+/2p qui est divisible par n
mais non par p. En posant

* _ *
gm0 — Ag,n’VO/F”ﬁ’

on obtient une compactification minimale de A , o qui est indépendante
du choix de n'.

Remarque 3.8. — De la méme maniére, on obtient une compactification
minimale de I’espace de modules grossier associé & A, o. Sa description est
moins élégante que celle de A7 |,  car il faut tenir compte des automor-
phismes du champ A .

Notons A7, la compactification minimale de A, , construite dans
[2, V.2.5]. On rappelle que Zg,n,o désigne la compactification toroidale
associée a Y. Dans le théoréme suivant, nous résumons les propriétés de
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la construction que nous venons d’effectuer. Le cas des courbes elliptiques
étant bien connu [1], on suppose g > 2.

THEOREME 3.9. — Pour tout n >3, il existe un schéma canonique AZ,n,O
projectif de type fini sur Spec(Z[1/n]). Il contient Ay, o comme ouvert
dense, est normal et indépendant de ¥. Le morphisme d’oubli de A, o
vers Ay, s’étend en un morphisme de A, o vers A7 . Pour tout 0 <
i < s, le fibré de Hodge w; sur Ay, o s’étend en un faisceau inversible sur
A5 0. Le produit tensoriel ®;_, w; est ample sur A,
isomorphisme canonique

S
* ~ : 0 k
Agno Proj @ HY | Agno ® Wi
i=0

keN

et il existe un

Le schéma Aj, ,, , est muni d’une stratification localement fermée paramé-
trée par €/T',, o ; la strate associée a V' € € est canoniquement isomorphe
a Ay’ n0. 1l existe un morphisme canonique 7 : Ay, 0 — Aj o o- L'image
inverse par m de la stratification de Aj , o coincide avec la stratification
de Xg,n,o qui est paramétrée par €/T'y, o.

Démonstration. — Il résulte de 'isomorphisme
S
% ~ . 0 a k
Ag7n,0 — PI‘OJ @ H Ag,n,O; ® wi
keN =0

et du principe de Kocher 2.13, valable si g > 2, que les schémas A7 ,, et
Proj (©renH® (Agn0, ®_g wF)) sont isomorphes. L’existence d’un mor-
phisme de A7 ,, o dans A7, prolongeant le morphisme d’oubli du niveau se
teste sur les complétions en tout point du bord, et résulte directement de
la proposition 3.6. Il reste a prouver que w; s’étend en un faisceau inver-
sible sur A7, , pour 0 < i < s. Soit j 'immersion de Ay, 0 dans A7, .
Comme A7, , est normal et A7, ,\ Ay no est de codimension > 2, une
éventuelle extension localement libre du faisceau w; est unique, et égale
a j. w;. Par descente, il suffit de montrer que w; s’étend au complété du
localisé strict de Aj , o en tout point géométrique d'une V'-strate. Cela
résulte de (1.2) et du corollaire 3.7. O
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