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PERSISTANCE DES SOUS-VARIETES A BORD ET A
COINS NORMALEMENT DILATEES

par Pierre BERGER

RiESUME. — On se propose de montrer que les variétés a bord et plus généra-
lement & coins, normalement dilatées par un endomorphisme sont persistantes en
tant que stratifications a-régulieres. Ce résultat sera démontré en classe C?, pour
s > 1. On donne aussi un exemple simple d’une sous-variété & bord normalement
dilatée mais qui n’est pas persistante en tant que sous-variété différentiable.

ABSTRACT. — We show that invariant submanifolds with boundary, and more
generally with corners which are normally expanded by an endomorphism are per-
sistent as a-regular stratifications. This result will be shown in class C'*, for s > 1.
We present also a simple example of a submanifold with boundary which is nor-
mally expanded but non-persistent as a differentiable submanifold.

Introduction

Soit M une variété C*°. Pour s > 1, une sous-variété a bord de M de
classe C® et de dimension d est un sous-ensemble N de M tel que, pour
tout point x € N, il existe une carte (U, ¢) d’un voisinage de x € M dans
le C*-atlas de M engendré par sa structure lisse vérifiant :

(0.1) $(UNN) =V x {0},

ot V est un ouvert de R4~! x R¥.

De fagon similaire, une sous-variété a coins de M de classe C* est un
sous-ensemble N de M, tel que pour tout x € N, il existe une C*-carte
(U, ¢) d’'un voisinage de © € M vérifiant I’équation (0.1) en autorisant V &
étre un ouvert de (RT)<.

Mots-clés : variété invariante, variété a bord, variété a coins, persitance, hyperbolicité
normales, stratification.
Classification math. : 37TD10, 57R55.
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Une stratification de classe C*® d’un ensemble localement compact N de
M est une partition finie 3 de N en sous-variétés de classe C*° appelées
strates, vérifiant la condition de frontiere :

V(X,Y)eX? adh(X)NY #0 = adh(X) DY et dim X > dimY.

Une telle stratification est (a)-réguliere si pour toutes strates X et Y, pour
toute suite (x,,), € X convergeant vers z € Y, telle que (T}, X),, converge
vers un certain sous-espace P de T, M, I'espace T,Y est contenu dans P.

Une sous-variété a bord de classe C'* définit canoniquement une stratifi-
cation ¥ = (9N, N) de classe C* sur N dont les strates sont le bord ON et
Iintérieur N de N. Une telle stratification est a-réguliere.

De facon similaire, une sous-variété a coins de classe C*® définit canoni-
quement une stratification (a-réguliere) ¥ = (X;)%_, de classe C* sur N
dont chaque strate X est la C*-variété formée des points x € N qui ont
exactement k coordonnées non nulles dans les cartes vérifiant I’équation
(0.1).

Soit f un endomorphisme de classe C* de M. Autrement dit, f est une
application de classe C* de M dans elle-méme pouvant avoir des singularités
et ne pas étre bijective. On dira que f préserve une stratification > d’un
sous-espace N de M, si elle envoie chaque strate de ¥ dans elle-méme. On
dira que la stratification X est C*-persistante si toute C'*-perturbation f’
de f préserve une stratification ¥’ de classe C* d’un sous-espace N’, telle
que :

— N est homéomorphe & N’ via une application h C°-proche de I'inclu-

sion N — M,

— la restriction de h a chaque strate X de ¥ est un difféfomorphisme
de classe C*® sur une strate de X', qui est C*-proche de l'inclusion
canonique X — M pour la topologie C°-compact-ouverte.

Si ¥ est a-réguliere, on dira que la stratification a-réguliére ¥ est C°-
persistante si la stratification X/ définie ci-dessus est toujours a-régulicre.

Pour s > 1, ’endomorphisme f dilate s fois normalement la stratification
Y., si f préserve ¥ et dilate s fois normalement chacune de ses strates X :

Il existe une métrique riemannienne sur M, un réel A < 1 ainsi qu’une
fonction continue et positive C' sur X tels que, pour tout z € X, pour tous
vecteurs unitaires u € T, X+ et v € T, X, on a :

Ipo T f™(u)]| > Cla) - A" - max(L, [T (v)]"), ¥n > 0

avec p la projection orthogonale de T, M sur T, X .
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Le résultat principal de cette article est le théoréme suivant :

THEOREME 0.1. — Soient M une variété C*°, N une sous-variété a coins
de classe C*, pour s > 0. Soit f un endomorphisme de classe C* de M,
préservant et dilatant s fois normalement la stratification ¥ induite par N.

Soit N’ un ouvert relativement compact de N dont 'adhérence adh(N')
est envoyée dans N’ par f. Alors la stratification a-réguliére ¥y, sur N,
dont les strates sont les intersections des strates de ¥ avec N', est persis-
tante.

Remarque. — En particulier, toute sous-variété a coins compacte, de
classe C®, définit une stratification a-réguliére et de classe C* qui, quand
elle est dilatée s fois normalement, est C*®-persistante.

Remarque. — En général, les sous-variétés a coins ne persistent pas en
tant que sous-variétés différentiables.

Nous allons d’abord rappeler l'ingrédient principal de la preuve de ce
théoreme : la structure de treillis de laminations et son théoréme de persis-
tance associé. Puis, nous allons énoncer le théoreme 0.1 dans le cas particu-
lier et plus clair des variétés a bord compactes de classe C''. Ensuite, nous
exposerons un exemple simple d’une variété a bord qui est normalement
dilatée mais pas persistante. Enfin, nous allons montrer ce cas particulier
puis le cas général du théoréme principal de cet article.

Ce travail n’aurait pas pu étre réalisé sans la direction de J-C. Yoccoz
durant ma these. J'exprime également ma reconnaissance P. Pansu pour
de nombreuses discussions. Ce travail s’est déroulé a I'université Paris Sud
(Orsay) et a l'université d’état de New York (Suny Stony Brook), je remer-
cie ces deux institutions pour leur hospitalité.

1. Structure de treillis sur les stratifications

Soit ¥ une C*-stratification d’un sous-espace localement compact N
d’une variété M. Une structure de treillis de laminations de classe C® sur
Pespace stratifié (N,X) est la donnée pour chaque strate X € X, d’'une
lamination £x sur un voisinage ouvert Ly de X dans N (pour la topologie
induite) qui vérifie les conditions suivantes :

— X est une feuille de Lx.

- (Lx,Lx) est une C*-lamination : Les feuilles de £Lx sont des varié-

tés imergées de classe C*; les plaques de Lx varient transversalement
continliment dans la topologie C*.

TOME 61 (2011), FASCICULE 1
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— Feuilletage de laminations : étant donnée une strate Y dont ’adhé-
rence contient X, les petites plaques de Ly contenues dans Lx sont
C*-feuilletées par des plaques de Lx ; ce feuilletage est de classe C° et
varie continiiment transversalement aux plaques de Ly

Comme Lyx est une lamination, la stratification ¥ est alors nécessaire-

ment a-réguliere.

Nous allons démontrer le théoreme 0.1 en utilisant le théoréme suivant,

qui est une restriction du résultat principal de [2] (ou la définition de treillis
de laminations est plus détaillée) :

THEOREME 1.1. — Soient s > 1 et ¥ une CS-stratification d’un sous-
espace localement compact N d’une variété M. Soit f un endomorphisme
de M qui préserve et dilate s fois normalement les strates de ¥. Si (N, )
posséde une structure de treillis de classe C*® satisfaisant :

(i) pour chaque strate X de X, il existe un voisinage Vx de X dans N
tel que f envoie chaque plaque de Lx contenue dans Vx dans une
feuille de Lx,

(#9) Chaque feuille de Lx différente de X a son image par un itéré de
f qui est disjointe de V.

Soit N’ un ouvert relativement compact dans N, dont I’adhérence est
envoyée par [ dans lui-méme. Alors, la stratification a-réguliere ¥y, de
N’ est C®-persistante.

2. Variétés a bord normalement dilatées

Dans le cadre de la C'-persistance des variétés a bord et compactes, le
théoreme 0.1 s’énonce ainsi :

COROLLAIRE 2.1. — Soit N une sous-variété compacte, connexe, de
classe C' et & bord d’une variété différentiable lisse M. Soit f un endomor-
phisme de M de classe C', préservant le bord ON et I'intérieur N de N. Si
f dilate (une fois) normalement ON et N, alors la stratification a-réguliére
(ON, N) sur N est C'-persistante.

Autrement dit, pour toute application f' C'-proche de f, il existe deux
sous-variétés disjointes ON' et N’ telles qu’il existe un homéomorphisme h
de N sur I'union N’ := ON’ U N vérifiant :

— P’application h est C°-proche de I'inclusion canonique de N dans M,

— [ envoie N’ et N’ dans respectivement ON' et N,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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— la restriction de h & ON (resp. N) est un C*-difféomorphisme sur ON’,
qui est proche de l'inclusion canonique de ON (resp. N) dans M pour
la topologie C''-compact-ouverte.

Remarque. — En général N’ n’est pas une sous-variété a bord de classe
C' cariln’y a pas de direction transverse & N tangente & N’. La variété N’
peut s’enrouler sur ON’ et former une stratification qui n’est pas toujours
b-réguliére : il existe des suites (z,), € NN et (y,)n € ON'N telles que :

— (Zn)n et (yn) convergent toutes les deux vers un point y € ON’,
la famille de droites ™ ((z,y,))n converge vers une droite D,

la famille de sous-espaces (T, N’), converge vers un certain sous-
espace P de T,M,
— mais D n’est pas contenu dans P.

2.1. Exemple d’une sous-variété a bord normalement dilatée,
mais non persistante en tant que sous-variété de classe C'

Soient M le plan R?, N le segment [—1,1] x {0} et

= (l’, y) = (183/2 + .’1?/2, 2y)
qui est un difféomorphisme du plan. La variété a bord N est bien norma-
lement dilatée et la différentielle de f sur chacune des extrémités est une
similitude de rapport 2 .

On perturbe maintenant f au voisinage d’une des extrémités A de N de
fagon & ce que, sur une boule B centrée en A, la perturbation f’ soit égale
a la composition d’une petite rotation R centrée en A avec I’homothétie H
centrée en A et de rapport 2. Le théoréme 2.1 assure 'existence d’une strati-
fication (N, (ON’, N’ )) proche de N et préservée par cette perturbation f”.

Cette perturbation étant homotope a f, par une homotopie restant dans
un petit voisinage de f dans C'(M, M) et conservant le point fixe répulsif
A, par continuité, A est donc une composante connexe de dN’. On peut
trouver z € N’ N B tel que T, N’ soit différent de la droite joignant A & x.
Sinon, au voisinage de A, N’ est une demi-droite, ce qui est absurde car la
composition d’une petite rotation avec une homotopie ne préserve aucune
droite. On fixe un tel et on regarde la préorbite (z,,)n<o de Ro H partant
de z. L’application R o H étant linéaire et conforme, ’angle entre TIN

et Az, est constant et non nul. Ainsi la stratification (N’, (ON’, N’)) n’est
pas b-réguliere, et n’est donc pas une variété a bord.

(D Via une carte, on peut identifier un voisinage de y dans M & un espace euclidien.

TOME 61 (2011), FASCICULE 1
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On remarque que ce contre-exemple peut étre réalisé avec des perturba-
tions réelles analytiques de f : on compose simplement f par une rotation
du plan centrée en A. Pour les mémes raisons que ci-dessus, A reste une
composante connexe de ON’. On utilise alors le théoréme de linéarisation
de Steinberg quand ’angle de rotation est petit et irrationnel, pour conju-
guer différentiablement f’ au voisinage de A avec Ro H et ainsi se ramener
au cas précédent pour conclure.

On remarque enfin que cette sous-variété a bord se complexifie en une
sous-variété a bord de C2, dont le bord est formé des deux mémes points
alors que son intérieur est un disque. On peut choisir cette sous-variété N’
relativement compacte ayant son adhérence envoyée dans N’. On remarque
que cette sous-variété n’est persistante qu’en tant que stratification.

2.2. Preuve du corollaire 2.1

Pour montrer ce corollaire, il suffit de construire une structure de treillis
de laminations sur 'espace stratifié (N, (ON, N )) qui vérifie les hypotheses
() et (i7) du théoreme 1.1.

Comme N est un ouvert de N, on choisit la lamination (Lg, Ly) formée
d’une seule feuille égale  la variété N. Les conditions (i) et (ii) associées
a cette lamination sont alors évidentes.

La lamination Ly associée a la strate ON va étre obtenue grace a la
construction d’une fonction réelle et continue r sur un voisinage Lgy de
ON dans N vérifiant les propriétés suivantes :

1) la préimage de 0 par r est égale au bord de N,

2) 7 est une submersion de classe C! sur N N Ly,

(
(
(
(4

)
3) f préserve les hypersurfaces de niveau de r au voisinage de ON,
) les hypersurfaces de niveau A de r tendent vers 9N pour la topologie

C' quand )\ tend vers 0.

D’apres 1, 2 et 4, les fibres de r forment bien les feuilles d’une lami-
nation Lon sur Loy de classe C'. D’apres 1, cette lamination est bien
cohérente avec la stratification (ON, N ). D’apres 2, la condition de feuille-
tage de laminations est bien vérifiée. Ainsi, le couple ((Lay, Lon), N) forme
une structure de treillis sur (ON, N ). D’apres 3, cette structure de treillis
vérifie 'hypothese (i) du théoréme 1.1. Comme Lyn est une fibration et
que f dilate normalement le bord N, 'hypothése (i7) du théoréme 1.1 est
bien vérifiée. Comme f dilate normalement le bord et l'intérieur de NV, le
théoréme 1.1 implique la C'l-persistance de la stratification (9N, N ).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Pour construire la fonction r, on commence par mettre une structure de
variété & bord C® sur N, compatible avec sa structure C? initiale (). On
choisit alors une métrique riemannienne g de classe C* sur N et adap-
tée ®) & la dilatation normale de &N dans N. On note exp Papplication
exponentielle associée & g. On note n(z) € T, N I'unique vecteur unitaire,
orthogonal a ’espace tangent du bord de N et qui pointe vers l'intérieur
de N. L’application z — n(x) est de classe C.

Par compacité de N, il existe 1o > 0 et un voisinage V' de dN, tels que

Exp:ON x [0,ro[—= V

(z,t) — exp, (t . n(x))

soit un difféomorphisme et tels que I'adhérence de la préimage fljvl(V)
soit incluse dans V. Soient p; et ps les projections sur la premiere et la
deuxiéme coordonnée de N x [0, r[. On note alors p la fonction sur V' égale
a poo Exp~!. Cest une submersion de V. Soit 7 la projection de V sur ON
égale & p1oExp~!. Soient t > € > 0 tels que f~1(p71([0,])) est un compact
inclus dans p~1([0,¢ — €[). Soit Lon Pouvert p=1([0,¢[). Soit ¢ € C(R)
décroissante, valant 1 sur | — co,t — €] et 0 sur [t,+oo[. Par la suite, on
s’autorisera a réduire t et donc d’adapter €, ¢ et Lon.
Soient C' := supy ||Tf|| et r’ la fonction de classe C! sur Lyy définie
par :
pof

ri=(=dop)-p+dop 5=

Cela implique que le gradient Vr’ de ' est égal a
] o
(21) Vi'=(1—¢op)-Vp+¢op-V (pcf) + (pcf p> V(g op).

Montrons que " est une submersion. On a g(Vp, V(¢op)) < 0 et comme
C = ||Tf], la fonction (po f/C — p) est négative. On remarque aussi que
Vp(z) tend uniformément vers n o w(x) quand la distance entre le bord
de N et x diminue. De plus g(Vp,V(p o f)) est égal au produit scalaire
de Vp avec I'image par 'adjoint de T'f de Vp. Donc par symétrie de g,
g(Vp,V(po f)) est égal a g(Vp, Tf o Vp). Par conséquent, pour t assez
petit, g(Vp, V(po f)) est proche de g(nom, T fonom) qui est strictement

() on procéde comme dans [6] aprés avoir étendu N en une sous-variété sans bord.
Cependant, cette structure C°° sera en général incompatible avec la structure C*° de M.
(3) Cela signifie que la fonction C, dans la définition de la dilatation normale d’une sous-

variété, peut étre choisie égale & 1. Une telle métrique existe par la proposition 2.1.11
de [2].

TOME 61 (2011), FASCICULE 1
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positif, par dilatation normale du bord de N. Ainsi, il existe m > 0 tel que,
pour t assez petit et tout x € Ly, on a :

(2.2) g(Vr',Vp) > m.

En particulier, 7’ est une submersion.

On remarque aussi que 1’ = p sur p~1({t}) et v = po f/C sur un
voisinage de f~1 (p‘l ({t})) Donc, pour t assez petit, la fonction r suivante
est bien définie et continue :

r:Logy — R

0 sixz € ON
T = ‘o
e size fT(Lon) \ [T (Lon), n = 0
Une telle fonction r vérifie donc les propriétés 1 et 3. Il ne reste donc

plus qu’a démontrer les propriétés 2 et 4 pour t assez petit. On peut déja
remarquer que la restriction de 7 & Lyn \ ON est de classe C. Le reste de

ces propriétés peut se démontrer en utilisant des champs de cones.
On rappelle qu’un champ de cones x sur une partie U de N est un ouvert
de T'N|y tel que, pour € U, avec I'intersection x(z) de x avec T, N vérifie :

x(x) # 0
Yu € x(z), vt € R\ {0}, tu € x(x)

Comme le bord de N est normalement dilaté, la propriété 2.1.12 de [2]
entraine que pour tout € > 0, il existe un champ continu de cones x sur un
voisinage U du bord de N, tel que :

(a) pour tout z € ON, I'espace tangent T,,0ON de ON en x est maximal en
tant que sous-espace vectoriel inclus dans Yy, ; tout vecteur unitaire
de x est e-distant d’un vecteur de TON,

(b) pour tout z € U, f~1(U) est inclus dans U et pour z € f‘;vl(U), la
préimage par i f de X, est incluse dans x.,

(¢) pour x € fljvl(U ), image par T'f de tout vecteur u du complémen-
taire de . est un vecteur non nul (du complémentaire de X f(s))-

Admettons pour 'instant que toutes les lignes de niveau de r’ sont C*-
proches du bord de N pour t assez petit. Alors, pour ¢ assez petit, Lyy
est inclus dans U et le noyau de T’ est inclus dans x. Par (b) et (c), la
restriction de ' o f™ & fﬁvl(LaN) est une submersion dont le noyau est
inclus dans x. Ainsi, la restriction de ' & Lyy \ ON est une submersion
dont le noyau est inclus dans y. Cela prouve la propriété 2.

Pour démontrer 4, on va procéder par l’absurde. Soit (z,), une suite

de points de Lyy \ ON convergeant vers un certain x € 9N, telle que

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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la suite des noyaux de T, r ne tendent pas vers TON. Soit P une valeur
d’adhérence de cette suite. Le d-plan P appartient donc a ’adhérence de .
Par dilatation normale, 'orbite en avant par T'f d’un vecteur de P\ T,,0N
ne s’annule pas est tend a avoir un angle avec TON bien plus grand que celui
autorisé par (a). Cela est contradictoire avec la propriété 3 qui implique que
Iorbite de u reste dans I'adhérence du noyau de T'r et donc dans ’adhérence
de x.

Il ne reste donc plus qu’a prouver que les noyaux de Tr’ peuvent &étre
choisis uniformément arbitrairement proche de TON, pour t assez petit.

On a remarqué que g(Vp, Vr') > 0, en (2.2). Comme Vp est proche de
n pour t assez petit, par le théoréme des fonctions implicites, les lignes de
niveau de 7’ sont les images par Exp de sections C! du fibré AN x [0, 7[—
ON. Ce fibré étant trivial, on peut identifier de telles sections a des fonctions
réelles sur ON. Dans cette identification, la section o, associée a la ligne
de niveau p de r’ vérifie :

r’' o Exp(x,0,(x)) = p, Yo € ON

(2.3)
= Oron (r'oExp)(x,0,(x))+0r(r' oExp)(z,0,(x)) To,(x) =0, Vo € ON.

Or d’apres (2.2), on a :

(2.4) Or(r' o Exp) = g(Vr',Vp) = m > 0.
Par ailleurs, on a d’aprées (2.1) :

95 / _Yop

(2:5) Ton(r' o Ezp) = === -Ton(po f o Exp).

La forme linéaire Orgnr’ est donc de norme inférieure a celle de dran(p ©
f o Exp). Comme f préserve le bord de N, la norme de dran(po f o Exp)
est arbitrairement petite quand ¢ tend vers 0. Par (2.3) et (2.4), il en est
donc de méme pour T'o,.

3. Variétés a coins normalement dilatées
3.1. Rappels sur les variétés a coins

Pour s € [1,00], une application d'un ouvert de R’ dans R™ est de
classe C* si on peut I’étendre en une application de classe C* d’'un ouvert
de R" dans R" . La différentielle en un point d’une telle application sera la
différentielle de I'une de ses extensions en ce point (qui ne dépend pas de

TOME 61 (2011), FASCICULE 1
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I'extension). Une application d'un ouvert de R’} dans Ri/ est de classe C° si
sa composition avec I'inclusion canonique de R’_}_, dans R™ est de classe C*.

Un C*-difféomorphisme d'un ouvert de R’} sur un ouvert de R’} est une
application qui peut s’étendre en un C®-difféomorphisme d’un ouvert de
R™ sur un ouvert de R”.

On rappelle qu'une variété a coins N de dimension d est une variété
C* modelée sur R‘j_. Cela signifie que les changements de cartes sont des
C*°-difféomorphismes d’ouverts de Rff_.

Par exemple, tout cube [0, 1]™ pour n > 0 est muni canoniquement d’une
structure de variété a coins. C’est aussi le cas du compact suivant, que 1’on
nomme la goutte :

{(z.9) eR* 2 - Ve <y <Vz—z, 220}

Le bord topologique de N, noté bIN, est I’ensemble des points x € N dont
I'image par une carte de N posseéde au moins coordonnée nulle.

Le coindice d'un point x € N est le nombre de coordonnées non nulles
de I'image de = par une carte d’'un de ses voisinages. On note par Xy
I’ensemble des points de coindice k ; la structure de variété a coins de N
induit sur X une structure de variété (sans coins) de dimension k.

Soient x € N et E Iensemble des couples (u, @), ol ¢ est une carte de N
d’un voisinage de x et u un vecteur de R™. On définit sur E une relation
d’équivalence : deux couples (u, @) et (v,1) sont équivalents si la différen-
tielle de 1) o ¢! au point ¢(x) envoie u sur v. L’espace quotient est appelé
Uespace tangent en = a N. On le note T, N. Par transport des structures,
on obtient sur 7, N une structure d’espace vectoriel de dimension n.

Une application continue h, d’une variété a coins N dans une autre N’,
est de classe C*, si vue & travers des cartes ¢ et ¢’ de respectivement
N et N’, lapplication ¢’ o h o ¢~ ! est de classe C® sur son ensemble de
définition. Dans ce cas, pour x € N, on vérifie que 'application A induit
une application linéaire, dite différentielle de h en x et notée T, h, qui & un
vecteur v € T, N envoie la classe d’équivalence de (Td)(x)(gb'OhOrj)’l)(u), qb’),
ou (u, @) est un représentant de v et ¢’ une carte d’un voisinage de h(z).
L’application h est une immersion (resp. submersion) si sa différentielle
est injective (resp. surjective) en tout point. Un C®-difféomorphisme de
variétés a coins est une application C* qui possede un inverse de classe C*.
Un C*-difféomorphisme local (de variétés a coins) est une application dont
la restriction & un voisinage de tout point est un C*®-difféomorphisme sur
son image. Un plongement de classe C*® est un homéomorphisme sur son
image, qui est aussi une immersion de classe C*.
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On va maintenant définir une variété a coins ON telle que ON \ bON
s’identifie & X441, avec d la dimension de N. Les points de N sont les
couples (z, E) ou x appartient a bN et E est une valeur d’adhérence de
(T, Xd—1)n dans lespace des plans de codimension 1 de TN, pour (z,)n €
(Xq-1)N qui tend vers z.

Cet ensemble ON est muni de la structure de variété a coins engendrée par
les cartes suivantes : pour (x, E) € N, on choisit une carte ¢ d’un voisinage
distingué V de x € N. Le sous-espace vectoriel E est donc de la forme
T~ (RF=1 x {0} x R%™F), avec x appartenant & ¢~ (RF ! x {0} x RLTH).
On considere la restriction correspondante

(z,E) — ¢(x) € R*1 x {0} x RIF,

De telles applications engendrent une structure de variété a coins sur ON
de dimension d — 1.

La variété a coins ON s’envoie continiiment dans N, via 'application p
qui & (z, E) associe sa premiére coordonnée. On remarque que = € X; a
exactement (d — j)-préimages par p.

On appelle face de N une composante connexe de JN.

PROPRIETE 3.1. — II existe un C*°-difféomorphisme local ¢ de la va-
riété a coins ON x RY sur un voisinage V de bN dans N, tel que ¢(+,0) est
égal a p. L’application ¢ sera appelée voisinage tubulaire de ON.

Démonstration. — La preuve découle de la these de J. Cerf [4]. Pour
toute variété a coins N, ce dernier construit un C'*°-plongement de N
dans une variété (sans coins) de méme dimension. Il construit aussi une
métrique riemannienne sur cette extension de N telle que la variété X
soit géodésique, pour tout £ > 0. La construction de l'application p est
alors classique. O

3.2. Preuve du résultat principal (théoréme 0.1)

Ce théoréme se démontre en construisant une structure de treillis de
laminations sur (V,X) vérifiant les conditions (i) et (i¢) du théoréme 1.1.
Ce dernier théoreme implique alors la persistance de ¥/ en tant que
stratification a-réguliére.

La construction de la structure de treillis est plus délicate que celle ef-
fectuée pour les variétés a bord, car la dilatation normale de X;_1 ne peut
pas étre uniforme si NV n’est pas une variété a bord, avec d la dimension de
N. La méthode est cependant similaire. Dans la partie 3.2.1, on va montrer
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qu’il suffit de construire une fonction sur ON x R+ vérifiant des propriétés
semblables a celles déja rencontrées dans le cadre des variétés a bord. Dans
la partie 3.2.2, on construira cette fonction. On procéde comme pour les
variétés a bord, mais par défaut de dilatation normale uniforme, on est
obligé de changer la géométrie du domaine fondamental.

Remarquons tout d’abord que 1’on peux supposer que N est envoyée par
f dans N, puisque notre théoréme concerne la persistance de la restriction
de ¥ & N’ et qu'un petit voisinage de adh(N’) dans N est envoyé par f
dans N'.

On fixe un voisinage tubulaire p de 9N. On rappelle que p envoie ON x {0}
dans bN.

Il existe V' et V deux voisinages de AN x {0} dans AN x R* et une
unique application f de classe C* de V' dans V tel que le diagramme
suivant commute :

vy
pl Ip
N L

On note Ay, l'intersection de ON x {0} avec p~1(Xy), pour k > 1.

PROPRIETE 3.2. — I existe pour chaque k > 1 un voisinage Uy, de Ay,
dans V, tel que P)p, Soit un revétement a d — k feuillets de Uy, := p(ffk)
vérifiant :

— fﬁl(Uk) C Uy et fﬁl(Uk) C U,

avec FF .= p‘}]l ({z}) pour x € Uy,
k

~Voe fTN U, fFY) = Fﬁ(m){

~Vk>j, x€U,NU;, FFcCFi.

La preuve de cette propriété étant technique et délicate, elle sera démon-
trée tout a la fin de la preuve du théoréme.

3.2.1. Une condition suffisante pour obtenir la persistance de la
stratification

Pour construire une C*-structure de treillis de laminations sur ¥, il suffit
de trouver une fonction r continue, positive, bornée, définie sur un voisinage
ouvert D, de ON x {0} dans V' et vérifiant les propriétés suivantes :

Py. il existe C > 1 tel que :

{ rof=C-r sur D, N f~4(D,)
r=1({0}) = oN x {0}
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P,. la restriction de r & D,. \ (ON x {0}) est de classe C*,

P;. pour k € {0,...,d—1}, il existe un voisinage ouvert Lj de X} dans
Uik \ Uj<iX; tel que, pour o € Ly, la fibre FF¥ est incluse dans D,
et I'application

TE 1 x € L — (7"(3/))1161,,9,8c

est localement ) une submersion stratifiée : pour [ > k et z € X,
la différentielle en = de ry le long de X; a un noyau de dimen-
sion minimal k; on note T,r; cette différentielle. On demande que
cette submersion stratifiée vérifie la condition de régularité (ay)
de Thom : pour k < I' < let (z,)n € (X; N L)Y qui tend vers
x € Xy N Ly, le noyau de T, 7, tend vers celui de T,r, dans la
grassmanienne des k-plans de T M.

On va montrer que l'existence d’une telle fonction est suffisante pour
construire une structure de treillis qui vérifie les propriétés (i) et (i) du
théoreme 1.1.

Pour ce faire, on va démontrer par récurrence décroissante sur k €
{0,...,d — 1}, que les fibres de 7, forment une lamination L£; de classe
C?® qui est associée a la strate Xy, et qui vérifie la condition de feuilletage
de laminations avec chaque lamination (L;, L;), pour j > k.

Pour k = d, on rappelle que (L4, L4) = Xq4. Les feuilles de la lamination
L4 sont donc les composantes connexes de X.

Soit k < d. On va montrer tout d’abord que les fibres de 7y restreintes a
L; N Ly, forment les feuilles d’'une C*-lamination sur L; N L qui feuillette
celle de L1,z , pour | > k.

Par (P1), pour j > l et x € Ly N L; N X, les points ri(x) et ri(x)
ont chacun exactement d — j coordonnées nulles. Donc (7(y))ye(rr\r1) n'a
aucune coordonnée nulle. Comme Ly, N L; est inclus dans U;>; X, par (P)
et (P;), Papplication suivante est (localement) une submersion de variété
a coins de classe C*° :

x € L N Ly = (1(y))ye(rr\rt)

On fixe un petit voisinage distingué U de = € L N L; pour la structure de
variété a coins N. On identifie U & un ouvert de R‘j_ via une carte de N.
Dans cette identification, cette submersion locale restreinte a U N Ly N L;
peut s’étendre sur un ouvert de R? et ainsi définir un feuilletage F de classe

(4) Restreinte & un ouvert trivialisant U, du revétement F¥ — L, ’application r, est
a valeurs dans un espace qui s’identifie a Riﬁk. Pour cette structure, on demande que
Tgu soit une submersion stratifiée.

TOME 61 (2011), FASCICULE 1



92 Pierre BERGER

C*. Par (Ps), ces feuilles sont transverses a l'identification de la lamination
(LinLyNU, LyjL,nr,nv)- D’apres la propriété 1.3.6 de [2], les intersections
des feuilles de F avec celle de £; forment les feuilles d’'une C'*-lamination
Ly qui feuillette la restriction de £; a Ly N Ly NU.

Comme (L;);>k est un recouvrement ouvert de Ly \ Xj, 'ensemble des
fibres de rj définit les feuilles d’'une C*® lamination £}, sur Ly \ Xx.

On va montrer que l'on peut rajouter la feuille Xj & £; pour former une
lamination L.

Pour cela, on va montrer I'existence d'un recouvrement (U;); de X}, dans
N tel que lintersection des fibres de 7, avec U; sont des variétés (des
plaques) qui tendent vers X N U; dans la topologie C! compact-ouverte.

On considére ainsi une carte ¢ : U = RF x (R*)?=* d'un ouvert U de
N, intersectant X}, et inclus dans L. Via ¢, la variété U N X, s’identifie a
R* x {0} et la variété U N X; s’identifie & R* x (R})!=F x {0}, pour I > k
et avec Rf = R*\ {0}.

Comme la restriction de r; a X; est de classe C*° et que 1 y a exactement
d — 1 zéros, 'application suivante est bien définie et de classe C*, pour U
assez petit et t € R'=F x {0} :

Pyt (u,0) € RF x (RI)F = (r 0 67 (1,0,0) — t) € R7F x {0}

Comme ¢ s’annule sur r;, ' ({t}) N U et comme, par la (ay)-régularité de
7 (Ps), Oyt est inversible, l'intersection de r;, ' ({t}) avec U s’identifie via
¢ & un graphe d'une fonction de R* dans (R})'~* x {0}. Une telle fonction
est de classe C® et tend vers 0 quand t tend vers 0, dans la topologie C°
par continuité de ry, et dans la topologie C! par la condition (a ) vérifiée
par r (Ps).

Comme X est s fois normalement dilatée par f, comme f préserve
le feuilletage L) par (Pp) et comme les feuilles de ce feuilletage ont un
espace tangent proche de celui de Xj, le lemme 7.4 de [3] implique que
les intersections des fibres de 7y avec U sont des variétés qui tendent vers
X, NU dans la topologie C*.

De tels ouverts U recouvrent Xj. L’union de £}, avec X}, forme donc une
C*-lamination Ly sur Ly qui vérifie la condition de feuilletage. Cela acheve
la récurrence décroissante sur k.

Ainsi (Lg, Lx)x forme une structure de treillis de laminations de classe
C* sur . De plus, par la propriété (P;), la condition (i) du théoréme est
vérifiée avec Vi, := f~1(Ly) N Ly, pour chaque strate Xj. La condition (i7)
du théoréme provient elle aussi de la propriété (P).
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3.2.2. Réalisation de la condition suffisante

On commence par rajouter quelques notations a celles déja établies avant
3.2.1. Pour k > 1, soient A := p~1(X;) NIN x {0} et B := ON x {0}.
Chaque point y € V possede un voisinage U, tel que py, soit un difféomor-

. . =1 . .
phisme sur son image. On note p, := Pl 'application de p(U,) dans U,.

Y

i) Construction de R. Pour z appartenant a Y™ := ﬂzzof*k(f/’), on
définit :

r(x) = Zm o f*(x)
k=0

ol py est la projection de N x RT sur RT.
Pour z € Y"*! on a

r"(f(@)) =" (x) = pa o [ (@) — pa(a).

Par la dilatation normale, la compacité relative de N’ et la supposition que
N est envoyée dans N, il existe M > 0 et T > 0 tels que, avec R := rM
restreinte & T := R~1([0, T[) (que I'on suppose inclus dans T*1) on a :

i.0. R71({0}) = B;.

il1.3C>A>1;Vee Y, onaC-R(z)> Ro f(z) =\ R(z).

i.2. Ifour tout k > 0, quitte a restreindre Uy et Uy, ouvert T contient

U} et 'application

x €Uy — (R(y))yeF;?

est localement une submersion de variétés & coins de classe C'® dans
d—k
(R4)*=".

ii) Définition itérative de r et esquisse de la preuve. Pour copstruire
r, on va choisir un fermé U de T, disjoint de B tel que 'union U, >0 f " (U)
soit égale & T\ B. On va aussi choisir une fonction ¥ de classe C® sur Y
égale & 1sur U et 4 0 sur T\ (qu_l(U)>. On pose D := f~H(U)\ U et
on définit :

Rof
Ri:=V R+(1-1)- éf
ainsi que :
r:T — R+t
0 siye B
Yy w siye f~(D), n>0

Ri(y) siyeU
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Les propriétés (Py) et (P») sont alors faciles a vérifier.

Pour montrer (P3), on commence par calculer le noyau de la différentielle
de rp en & € Ug. Pour cela, on calcule la différentielle de r en y € T\ B.
Ona:

. dR, o T, f* siye f~™(D)
T =
dyRy siyeU

On note ny := 0 si y appartient & BUU U D et n, := n si y appartient a
f(D).

On a ainsi, pour z € Uy :
(3.1) ker Ty, = ker(dy (R1 o ™ o py))yep-

Mais, pour k < d et x appartenant a un petit voisinage de X, les entiers
(ny)yerr n'ont aucune raison d’étre égaux. Et, comme la dilatation normale
de X4_ n'est pas uniforme, les espaces (ker(d, (R o f™ opy)))yerk ne sont
en général pas proches des espaces (ker(dy R)),epr. De plus, les n,, premiers
itérés de y € F¥ ne restent pas forcément ni dans U ni dans un voisinage
de Ay ou sa dilatation normale agit.

Pour palier a ce probléme, I'idée intuitive est de regrouper par paquet
les éléments de la fibre F¥, en procédant par récurrence décroissante sur k.

Par dilatation normale, pour chaque k, tout plan de dimension k de
TN, assez proche d’'un plan tangent a X, a toutes ses préorbites par T'f,
basées dans un certain voisinage Ly de X, qui tendent a étre tangentes a
X.. Appelons, de facon informelle, le bassin de répulsion de T' X} 1'union
de tels plans de dimension k de TN. On va maintenant esquisser la preuve
de P3), par récurrence décroissante :

Pour k < det x € Ly, si les entiers (ny),cp»r sont tous égaux & un certain
entier n, on s’arrange pour que, quelque soit y € F¥, chaque point y de la
fibre F¥ arrive & D en étant resté dans plU (L) et pour que ker(T'¢n (5y7k)
appartienne au bassin de répulsion de T X.

Si les entiers (ny),c pr ne sont pas égaux, le minimum n de cette famille
n’est pas atteint pour exactement [ — k > 0 éléments de F*. On va alors
s’arranger pour que :

— les points {f*(z)}_, appartiennent & Uy N Ly,

— le point f"(x) appartienne a U et le noyau de T'fn(,)7 intersecte le

noyau de (T'Ry o Tpy),cpr AP en un plan de dimension k qui

Ein @) \pn (2
appartient au bassin de répulsion de T X}.
La géométrie de D est donc dictée par la dilatation normale des strates

(Xk)k et par la géométrie des voisinages (Ug)g.
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Comme la dilatation normale de ces strates n’est en général uniforme que
pour k minimal, c’est par récurrence croissante sur k£ que ’on va construire
D. On va ainsi combiner une récurrence croissante avec une récurrence
décroissante...

iii) Géométrie du domaine fondamental. On va définir dans cette
partie et la suivante une famille de petits réels strictement positifs (tk)ﬁzl
par récurrence croissante : le réel t; sera considéré assez petit en fonction
de (t;);<k. On dira que la famille (t;,)¢1 est récursivement assez petite.

Pour k£ € {0,...,d — 1} et t > 0, on note :

Wi={zelUy > Ry <t
yeFk
On pose :
Wy, i= Wi*,
U=T\ /fpl_Ulk (W)

Par (i.1) et la propriété 3.2, pour t < T',ona f~1(W}) C W,z//\. On suppose
donc chaque t, inférieur & T, ainsi 1'union U, f~™(U) est égale 4 T\ B. On
suppose aussi (t )i récursivement assez petite, pour que Cy := adh(Wy \
Ui<rf~1(W})) soit un compact propre inclus dans Uy, et fﬁl(Ujgkpl_Ulj (Cy))
soit inclus dans I'intérieur de Ujgkp‘;ji(Cj), pour k € {0,...,d—1}.

On démontrera a la fin la propriété, non triviale, suivante :

PROPRIETE 3.3. — Il existe une fonction ¥ de classe C* sur T, valant
Lsur U et 0 sur Y\ f~1(U) telle que, pour (1)} récursivement assez
petite, le noyau Ey(z) := ker(dRy o Typy)ycpy soit uniformément proche
de celui de x +— (dR o Typy)yecpr, pour x € Ck.

1l s’agit maintenant de fixer (¢ ), par une récurrence croissante, en fonc-
tion de la dilatation normale. Pour convenir a la définition itérative de r,
on va matérialiser 'influence de la dilations normale des strates de (X )k
par des champs de cones.

iv) Champs de cénes. La dilatation normale et la propriété 2.1.12 de
[2] implique le
FAIT 3.4. — Pour k € {0,...,d — 1} et e > 0, il existe t, assez petit
devant (t;)j<r et un champ de cones xy, sur Cj, tels que :
(1) pour = € Cy, Ey(z) est maximal en tant que qu’espace vectoriel
inclus dans xx(x) ; de plus, tout vecteur non nul de x(x) forme un
angle inférieur a €, avec un vecteur de Ey(z),
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(2) Ie champ de cones i est f.-stable : pour x € Cp, N f~1(C}), le cone
Tof 1 (xx(f(x))) est inclus dans ().

L’esquisse de la preuve dans ii) invite & fixer définitivement (¢;)%=]

j=0 et
(ej)?;é tels que de plus, pour j € {1,...,d—1},on a:

(Aj) pour i < j et z € C; NC;, le cone x;(x) Nker(dRy o pr)yeE;'\Fgﬁ
est inclus dans x;(z).

Pour ce faire, on procéde par récurrence croissante sur j € {0,...,d—1}:

L’assertion (Ap) est vide de sens.

Soit k € {1,...,d —1}. Supposons (€;)j<k et (t;) <k fixés pour que tout
ce qui précede (et notamment les assertions (A4;), pour j < k) soit vérifié.

Pour tous i < k et € C, N Cy, Vespace E;(x) est inclus dans le céne
ouvert y;(x) et la fibre F¥ est incluse dans F?. Donc, pour € assez petit,
le cone xi(x) qui est ex-proche de Ej(z), vérifie :

xk(z) Nker(dRy o Tupy)yerivpr C Xi(2).

Par compacité, on peut choisir ¢; indépendamment de x € Cp, N C;. Ainsi,
lassertion (A;) est vérifiée pour un tel €5 que I'on fixe maintenant. On fixe
aussi t pour que tout ce qui précede soit vérifié.

v) Vérification de la propriété (P3). On va montrer par récurrence
décroissante la propriété suivante :

PROPRIETE 3.5. — Sur Cy, le noyau de la différentielle de r), est inclus
dans xy.
Démonstration. — Pour commencer, on remarque que :

@:IM_l C My Z:p|_Ulo(CQ) C - My = Ujgka(Cj) C---CMy=T7T

est une filtration. Autrement dit, la préimage par f de M, est incluse dans
lintérieur de My, pour k € {0,...,d — 1}.

Comme pfljld,l(cd_l) est égal a “dh(pfald,l(Wd—l) \ fH(My_s)) toute
orbite partant de p\iﬁt,l(cdfl) \ Aj_1 arrive en D en étant restée dans
Cgy_1. Ainsi, le noyau de la différentielle de ry_1 en x € Cy_1, qui est égal
a celui de f' (dRy o Tpgnu(y))yera-1(z) Par (3.1), est inclus dans xq—1 ()
par les assertions 1 et 2 du fait 3.4.

Soit k € {0,...,d — 2}. On suppose que, pour j > k, la propriété 3.5
est vérifiée. Comme pl}}k (Cy) est égal a adh(p‘;jlk (W) \ fH(Mg_1)), toute
orbite partant de pl_Ulk(C’k) \ Ay arrive en D en franchissant (M;);>x par
ordre croissant.
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Soit z € Cy. Si tous les points de F¥ arrivent en D en étant restés dans
Mj, alors ils sont aussi tous restés dans p‘_Ulk (Ck). La propriété 3.5 s’obtient
alors comme dans le cas k = d—1, car les entiers (n,),cpr sont tous égaux.
Sinon, on considére n > 0 minimal tel quil existe un élément de y € FF¥

dont I'image f"(y) appartient & pl}Ill(Cl), pour I > k. On choisit alors [
maximal. Par minimalité de n et comme x n’appartient pas a f~!(U;<,C}),
le point 2’ := f"(z) appartient & Cj. Comme la fibre F¥ contient F,,
ona:

ker Ty, = ker Ty Nker Ty (r(z))zeF:/\Fi/.
Par hypothese de récurrence, on a :

ker Tprry, C xu(2") Nker Ty (7(2)) s i\ 1 -

On va montrer que les éléments de F, f, \ F fc, appartiennent a D. On a alors
d’apres (A4;) :

ker Tpry, C xi(2") Nker T (R1(2)) e prp\pt, C Xk (7).
Et par f.-stabilité de xx, on a :
ker Tpre C (f2xk)(2) C Xk ().

Ce que l'on souhaitait démontrer.

Il suffit donc de montrer que les éléments de Ff, \Ffﬁ, appartiennent
a D. Tout d’abord, le point x’ appartient & C;. Donc, tous les points de
F¥ \ F!, n’appartiennent pas & Uj<lf’1(p|}[1j (W;)) = Uj<lf*1(p‘;}i(0j)).
Par définition, ces éléments n’appartiennent pas n’ont plus a pl_Ull(Cl).
Enfin par maximalité de [, I’ensemble Ff, \ch, ne peut pas intersecter
Uj>lp\;71;' (C;). Ainsi, 'ensemble ¥, \ F!, est inclus dans le complémentaire

N

de f~Y(U) = U, f 1(p‘_Ul_ (C;)). Comme z’ appartient a Cj, les éléments de
J
FE\ F!, appartiennent bien a D. O

Cette derniére propriété montre en particulier que ker(T,r;) est un es-
pace de dimension k, pour tout x € Cy.

On montre maintenant par récurrence décroissante sur k que la propriété
(Ps) est vérifiée. Soit k € {1,...,d}. On va commencer par montrer que
ker(T'ry) est continue sur Cj. Par I'hypothése de récurrence, seule la conti-
nuité en Kj := Cp N Xj, n'est pas évidente. Soit (Tn)n € C}f une suite
qui converge vers 2 € Kj,. Soit E une valeur d’adhérence de (ker(T}, 75))n.
L’angle entre les espaces E et Ep(x) = T, X} est donc inférieur & €. Par
f.-stabilité de ker T'ry, et f-stabilité de K, il existe une valeur d’adhérence
Ey, de (ker(Tym(5,)7k))n, qui est ex-proche de Ey(f™(x)) et telle que E

n
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soit égale a (T, f™)~1(E,,). Donc par dilatation normale et la propriété 1
du fait 3.4, U'espace E est égal & Ey(x) = T, Xi. Cela prouve la continuité
de ker(T'ry), par compacité de la grassmannienne.

On finit maintenant de démontrer la propriété (Ps). Pour x € Xy, il
existe n > 0 tel que le point f"(z) appartient & Uintérieur de K dans Xj.
Par dilatation normale, il existe un voisinage V. de x € N dont I'image par
f™ est incluse dans C}, et tel que, pour tout ' € V,, 'espace ker T,/ est
de dimension k.

Par régularité de T'f" et régularité de ker Ty, , quitte a réduire V7, la
restriction ker T'ry v, est continue.

On pose alors Ly, := int(Uzex, VaUCY), qui vérifie donc la propriété (Ps).

vi) Construction de ¥ (preuve de la propriété 3.3). La difficulté
de cette propriété réside dans le fait que la famille de réels (¢ )y soit récur-
sivement assez petite et que les compacts (Cy)x s'intersectent.

On rappelle que, dans la partie i), on a défini les réels C > A > 1. On
fixe une fonction ¢ croissante de classe C* sur R, s’annulant sur | — oo, 1/}
et égale a 1 sur |1, 00[. Pour ¢ > 0, on pose ¢, := ¢(-/t).

o (ZyeF}’f(z) R(y)) siz e ﬁk

1 sinon

Remarquons que ¥ est de classe C* quand (ty )y est récursivement assez
petite : pour k € {0,...,d — 1}, il suffit que t; soit assez petit pour que
l'adhérence de p_UAlk (W) intersectée avec la frontiere de U, &, soit incluse dans
f‘l( Uj<k prUlj (Wj)), ol Hf;ll ¢; est nulle.

On remarque enfin que la fonction ¥ est bien nulle sur T\ f~1(U) et
égale a 1 sur U.

On doit donc montrer que, pour (¢;); récursivement assez petite, le noyau
Ey(x) := ker(dRy o T'py),cpr est uniformément proche de celui de z —
(dRoTpy)yepr, pour x € Cy et k € {0,...,d—1}.

Pour toute la suite de cette preuve, les estimations seront uniformes

Soit\I/::H?:1 ¢; avec ¢p:=z€T

sur C, ou sur pl}jl (C) et seront effectuées pour (tj); récursivement assez
k
petite.
On commence par calculer la différentielle de R; :

iRy = war+ Y=Y agorf+ (R—R°f> 4.

C C
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Et, on a pour z € T :

.= > ([]¢i])-d0i= > (1] (Z)'%' > d(Rop,).

{0732} \ii (i:0:32) \i#s Ve
—
=:fi(2)

On analyse maintenant la différentielle de R;.

— Les fonctions ¥ et (1 — ¥)/C sont & valeurs dans [0, 1].
dRoT]f
ldRoT £

sur p - ). On a ainsi l'existence d’une fonction continue a sur
|U1 Cy). O Pexist d’une fonct t T,
k

— Par dilatation normale, la différentielle est proche de H‘;—g”

bornée et supérieure a 1, telle que :

(1-¥)
C

On note que la fonction a est indépendante de (t;);.

WdR +

dRoTf=a-dR+o(1), sur pl_Ulk(Ok)'

— La fonction p := (R— %) est positive et inférieure a R, d’apres
(i.1). Donc, pour tout I, sur p;jll (C1), la fonction p est & valeurs dans
[0, #].

Malheureusement, la norme uniforme de p-d¥ sur C} n’est ni négligeable
ni dans la direction de dR, pour k € {1,...,d — 2}. Cependant, la pro-
priété 3.2.2 veut seulement que I'intersection des noyaux de (dR10T'py),c Fk
soit proche de I'intersection des noyaux de (dR o T'py),c i, sur Cp.

On remarque que, pour ¢ < [, la norme uniforme de la fonction f; est
petite devant 1/¢;.

Ainsi, pour x € Cy et 2 € Fl, on a :

pz)- Y filz) Y d(Ropy) =o(1).

{i<l:U;32} yeF;
Et, pour z € U; \pE(Ci), ona:
On conclut que, pour € Cy et z € FF, si | > k est maximal tel que z
soit dans p‘;}l (Ci),on a:
d,Ry =a(z)-d. R+ p(2) - fi(z) Z d(Ropy) +o(1).
yEF]L

Aussi, pour k € {1,...,d} et * € Cf, si & appartient exactement &
(Ci,)5—y, pour (ij); € {k,...,d —1}! décroissant (et ainsi i = k), on a
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pour z € Fi? \ Fi# ™ (avec FO := () :
d.Ry = a(z) - d.R+p(2)- fi,(z) Y d(Rop,)+o(l).
yer,’

On munit F¥ d’un ordre compatible avec I'indexation (i;);, selon lequel on
effectue un produit extérieur :

/\ d(Riop.)

z€FF

A a(z)d(Rop.) +p(2) - fi;(2) Y d(Ropy)+o(1)

zEFI\F, ! yEF,’

Il
>~

Tous les scalaires étant positifs, ce produit est égal a :

l
[I{ II e=+ > o)1) | )

Z€FI\F, 7} ZEFI\F, 7! yEFI\(F 7 ufz))

A (d(R o p,) + 0(1)).
z€Fk
Cela implique le noyau de (d(R o py))ycpr, est de dimension k et uni-
formément proche de ker(d(R o py))yepr sur Ck, pour une famille (t;);
récursivement assez petite.

3.3. Preuve de la propriété 3.2

Pour chaque k > 0, comme N est supposée envoyée par f dans N’
relativement compacte, par dilatation normale, il existe un compact K de
X} tel que

Un>0f|;\,n(K) = X}.
Comme p|4, est un revétement a d — k feuillets de X, et comme p est un
difféomorphisme local, il existe un petit voisinage ouvert Vj, de p‘_;k (K) tel
que pyp, et PIvUf-1(Vh) soient des revétements a d — k feuillets de V}, :=
(Vi) et Vi U fljvl(Vk) respectivement.

Soient Uk = Un>0f_n(‘7k) et U, := p(Uk)

D’apres l'expression de Uk, la préimage fAfl((A]k) est incluse dans Uj. On
va montrer que fﬁvl(Uk) est inclus dans Uy.
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On considere 'application I : z € V' — (p(z), 7(x)) € V' x ON, avec  :
ON x Rt — ON la projection canonique. L’application I est une bijection
qui permet de faire I'identification géométrique suivante. Un point de 1%
est la donnée d’un point z de N avec une face de l'intersection de IV avec un
voisinage ouvert de z. Appelons cette face, une face locale de N proche de
x. Les faces locales ne doivent pas étre confondues avec les faces (globales)
de N. Par exemple, quand la variété est la "goutte" (voire la partie 3.1), un
point proche de l'arréte de dimension 0 est proche de deux faces locales,
alors que cette variété est munie d’une unique face.

Par dilatation normale, en choisissant Vie petit, on peut choisir U, inclus
dans un petit voisinage de I’adhérence de Ay.

L’endomorphisme T'f induit une application entre les faces locales
proches de f(x) € Uy vers les faces locales proches de z car, par dila-
tion normale, la préimage par Tf d’un hyperplan proche de T Xy 1 est
un hyperplan proche de T X;_ ;. La dilatation normale entraine méme que
cette application entre faces locales est bijective. On remarque que l'inverse
de cette application est f Ainsi, pour = € fﬁvl(Uk), un point y € Fk(x)
est la donnée de f(z) munie d’une face locale proche de f(x). Cette face
possede une préimage pointée en x. Cela entraine que y a une préimage par
f. Ainsi z appartient & p(f~*(Ui)) qui est inclus dans U, = p(Uy).

Cela entraine aussi que, pour T € fljvl(Uk), la fibre F¥ est incluse dans

f’l(Uk) et que lemk est une bijection de F¥ sur F¥

flz)
On va maintenant montrer les égalités suivantes :
(32) Uk = Unso /iy (Vi) et p(f (Vi) = 5" (V)

avec V0= Vi) \Vi et V/:=p(V))= fﬁvl(Vk) \ Vi.

Soient z € Uy, \ Vi et y € F¥, comme Uy, est égal a Vj U Unzo F=v,
il existe alors un unique n > 0 tel que y appartient & f‘"(f/k’) Donc f"(y)
appartient a ‘A/k’ et, par commutativité du diagramme, f"(x) appartient a
V}. Cela implique que = appartient & flj\,”(Vk') Donc p(f _"(Vk’)) est inclus
dans f‘;V"(Vk’) et Uy est inclus dans U>0f‘jV"(Vk). Comme Uy, contient V4
et est f~1 stable, on obtient les égalités de (3.2).

On peut maintenant démontrer que pjp, est un revétement a(d—k)
feuillets de Uy. On a défini Vj, de facon a ce que la restriction de p a
Vi U [ (Vi) = Vi U VY soit un revétement & (d — k) feuillets de Vj U
fljvl(Vk) = Vi UV/. Par la deuxiéme égalité de (3.2), tous les éléments de
Ui \ (Vi UVY) sont envoyés par p a extérieur de Vi U VY. Donc FF¥ est de
cardinalité (d — k) pour z € V, UV
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Pour o € f"(V{), par la deuxitme égalité de (3.2), la fibre F} est
incluse dans f *"(Vk). Par la bijectivité de fA|"F£, puis la commutativité du
diagramme, et enfin la cardinalité de Fé“, pour y = f"(z) € V{, la fibre F¥
est bien de cardinalité (d — k).

D’apres la premiére égalité de (3.2), cette discussion implique que P10,
est un revétement de Uy & (d — k) feuillets.

Pour j < ket v € Xj, qui tend vers y € X}, F¥ tend & étre inclus
dans Fg Quitte a restreindre Vj, et Vj, on peut donc supposer que, pour
x € Uy NUj, la fibre F¥ est incluse dans FJ.

4. Questions et remarques sur le théoréme de persistance
des variétés a coins

En réalité, la version générale du théoréme 1.1 (voir le résultat principal
de [2]) implique que nous avons montré la C*-persistance des variétés &
coins en un sens plus fort. En effet, toute perturbation f’ de f préserve une
stratification ¥ qui est I'image de X5 par un plongement p contrdlé :

— p est un homéomorphisme sur son image C°-proche de 'inclusion ca-

nonique de N’ dans M,

— p envoie les strates de ¥y sur les strates de ¥’ qui sont préservées
par f’.

— la restriction de p & chaque intersection de N’ avec chaque lamina-
tion ® (Lk, L) est un plongement de lamination de classe C*®, proche
de l'inclusion canonique. Cela signifie en plus que :

— p est un plongement de classe C* le long des plaques de L, conte-
nues dans N’,
— ses s premieres différentielles varient continument transversale-
ment au plaques,
— ses différentielles sont proches de celle de I’identité sur tout com-
pact de Ly,
Ainsi, ¥’ est munie d’une structure de treillis de laminations 7’ de classe
C?. La version générale du théoréme 1.1 implique enfin que la structure de
treillis 77 vérifie les hypotheses (i) et (i7) du théoreme 1.1.

Chacune des laminations (L, Lx )k étant des fibrations, il semble facile de
constater que la stratification |y est persistante en tant que stratification
c-réguliere au sens de Bekka (voir [1]).

®) (Lg, L) est définie durant la preuve du théoréme 0.1.
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Questions.

— Les orbifolds généralisent les structures de variétés a coins et sont
aussi canoniquement stratifiés. Considérons un orbifold plongé dans
une variété, dont la stratification canonique est normalement dilatée.
Cette stratification est-elle persistante ?

— Plus généralement, on peut se demander si toute stratification
c-réguliere, préservée et normalement dilatée par la dynamique est
persistante en tant que stratification c-réguliere.

— Maifie a montré que les sous-variétés compactes C''-persistantes et uni-
formément localement maximales [8] sont les sous-variétés normale-
ment hyperboliques. Hirsh-Pugh-Shub [7] ont montré que toute sous-
variété normalement hyperbolique, par un difféomorphisme f, est 'in-
tersection transverse de deux sous-variétés (une fois) normalement di-
latées et dont les adhérences compactes sont envoyées dans elles méme
par respectivement f et f~!. Est ce que toute variété a coins compacte,
Cl-persistante (en tant que stratification) et uniformément localement
maximale est aussi I'intersection transverse de deux sous-variétés a
coins vérifiant notre théoréme 0.1 pour respectivement f et f=17?

Réciproquement, la persistance des variétés a coins de "fagon controlée"
implique que toute variété a coins compacte, laissée invariante par un dif-
féomorphisme f, qui est l'intersection transverse de deux variétés a coins
vérifiant notre théoréme 0.1 pour respectivement f et f~!, est alors per-
sistante en tant que stratification a-réguliere.
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