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NON ANNULATION DES FONCTIONS L DES FORMES
MODULAIRES DE HILBERT AU POINT CENTRAL

par Denis TROTABAS

RESUME. La conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer donne des estimations
fines sur le rang de certaines variétés abéliennes définies sur Q. Dans le cas des
jacobiennes des courbes modulaires, ce probléme est équivalent & ’estimation de
Pordre d’annulation en 1/2 des fonctions L des formes modulaires, et a été traité
inconditionnellement par Kowalski, Michel et VanderKam. L’objet de ce travail
est d’étendre cette approche dans le cas d’un corps totalement réel arbitraire,
ce qui nécessite 'utilisation de la théorie adélique. Nous suivons la méthode des
moments amolis initiée par Selberg. On généralise la formule de Petersson que 'on
utilise pour étudier les deux premiers moments harmoniques, ce qui nous permet
d’atteindre inconditionnellement les mémes proportions de formes dont la fonction
L est non nulle en 1/2 que celles établies pour Q. Dans cette situation, il y a un
terme additionnel, issu des formes anciennes, & contréler.

ABSTRACT. — Birch and Swinnerton-Dyer conjecture allows for sharp estimates
on the rank of certain abelian varieties defined over Q. in the case of the jacobian
of the modular curves, this problem is equivalent to the estimation of the order
of vanishing at 1/2 of L-functions of classical modular forms, and was treated,
without assuming the Riemann hypothesis, by Kowalski, Michel and VanderKam.
The purpose of this paper is to extend this approach in the case of an arbitrary
totally real field, which necessitates an appeal of Jacquet-Langlands’ theory and
the adelization of the problem. To show that the L-function (resp. its derivative)
of a positive density of forms does not vanish at 1/2, we follow Selberg’s method
of mollified moments (Iwaniec, Sarnak, Kowalski, Michel and VanderKam among
others applied it successfully in the case of classical modular forms). We generalize
the Petersson formula, and use it to estimate the first two harmonic moments, this
then allows us to match the same unconditional densities as the ones proved over Q
by Kowalski, Michel and VanderKam. In this setting, there is an additional term,
coming from old forms, to control.

Mots-clés: fonctions L, formes modulaires de Hilbert, valeurs spéciales, formes
automorphes.
Classification math. : 11F41, 11M41, 11F70.



188 Denis TROTABAS

1. Introduction et résultats

Soit F'/ Q une extension finie de degré d, totalement réelle, d’anneau
d’entiers Op, et soit q un idéal premier de Op. Les représentations auto-
morphes cuspidales de caractere central trivial de GL2 (A p) sont les facteurs
irréductibles de I'action de GLa(Ag) sur L3(GL2(F)Z(Ar)\GL2(AFr)). On
notera (7, V) ou simplement 7 un tel constituant, et on sait que ’on a une
factorisation : m = @ Ty, v parcourant I’ensemble de toutes les places de
F', chaque 7, étant une représentation irréductible de GLz(F},) uniquement
déterminée par cet isomorphisme. En séparant les places infinies et finies,
on écrit : ™ = Ty, @7y, et on dit que 7 est une forme modulaire de Hilbert
de poids k s'il existe k = (k;); € 2N%, tel que

d
z@ (kj — 1),

produit de séries discretes de caractere central trivial, et de parametres
k; — 1.

Pour F = Q, cela équivaut aux formes modulaires classiques (cf. [9]),
et il est nécessaire dans le cas d’un corps de nombres général de travailler
adéliquement.

Soit L(s,my) =Y, Ar(n)N(n)~* (avec la convention qu'une telle somme
ne porte que sur les idéaux non nuls de Op) la fonction L finie de T,
convergente pour R(s) > 1, q, le conducteur de 7 (c’est un idéal de Op).

Soit

A(s, ) := N(ax)*/*L(s,m) = N(ax)*/* L(s, moc) L(s, )

la fonction L complétée (i.e., tenant compte des places archimédiennes, et
incorporant le conducteur), qui se prolonge analytiquement au plan com-
plexe, et satisfait a ’équation fonctionnelle :

(1.1) A(s,m) = ez A(1 —s,m)

pour e, € {—1,1} (car m = 7).

Les valeurs L(1/2,7y) sont liées a des problémes arithmético-géométri-
ques (cf. la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer), et on s’intéresse ici
a leur non annulation. Plus précisément, si k € Nil est fixé, on considere
quc Pensemble (fini) des formes modulaires de Hilbert de poids k et de
conducteur ¢, dont on note le cardinal \H’q“\, et on a:
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FONCTIONS L DES FORMES MODULAIRES DE HILBERT EN 1/2 189

THEOREME 1.1. — Pour k > 2 pair, et q parcourant les idéaux premiers
de OF :
mell® L(1/2,7) #0 1
(1.2) lim inf it 1 (k/ ) 70} > -,
N(q)—o0 |Hq| 4

{re ke, =—1et L'(1/2,mf) #0} _ 7
1.3 lim inf a > L.
(13) Jminf %] 16

Selon la terminologie de Kowalski et Michel [15], on dit qu’'on a une
densité naturelle positive de formes dont la fonction L (resp. la dérivée de
la fonction L) ne s’annule pas en 1/2.

Remarque 1.2. — Si e, = —1, alors A(1/2,7) = 0 d’aprés 1’équation
fonctionnelle. Comme on a asymptotiquement une méme proportion entre
les formes de signe 1 et —1, le résultat prouvé se réécrit :

o HmeTFIL(/2,m) £0} 1
lim inf = > —.
N(q)—o0 |{’/T € Hq |E7-r = +1}| 2

Le travail de Iwaniec, Luo et Sarnak [12], dans le cadre des formes modu-
laires classiques, permet d’atteindre une proportion de 9/16, sous 1’hypo-
thése de Riemann (GRH). De méme, le résultat pour la dérivée s’écrit :
{7 € Myler = —Let L'(1/2,my) 0} _ 7

N(q)—o0 |{7T S chﬂgﬂ' = —1}| 8
et [12] ont atteint, sous (GRH), 15/16. Kowalski, Michel et VanderKam [18]
ont montré (sur Q) que cette meilleure précision pour les dérivées n’est pas

un hasard. On conjecture en fait que les proportions ci-dessus sont 1, mais
cela n’est pas atteignable avec les techniques d’analyse harmonique utilisées
ici, dans [13], [18] et [24].

Dans ce travail, on prouve qu’il y a une densité harmonique positive de
telles formes :

THEOREME 1.3. — Pour k > 2 pair, et q parcourant les idéaux premiers

de OF :

‘ 1
1.4 lim inf 1 > —.
(1.4) am inf D Lagjamzo = 1

S
g 7
1.5 lim inf Lo oy (1 am s > —
(1.5) Nl(qm)llloo en=—1,L"(1/2,m)#0 Z 16
mellk
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190 Denis TROTABAS

avec la notation : 151 /2,720 vaut 1 si A(1/2,7) # 0, 0 sinon.

Le symbole Zh indique que ’on pondeére la somme par des coefficients,
introduits plus tard, provenant de ’extension de la formule de Petersson a
IT¥ (cf. section 6, définition 6.2).

Le passage du théoréme 1.3 au théoréeme 1.1 est expliqué dans [15] :
notre situation n’induit pas de nouvelle difficulté, et nous n’incluons pas
ici de détails supplémentaires. Disons juste qu’il est possible d’6ter le poids
harmonique en multipliant par L(1,sym?7), qui est approximable pour
presque toute forme 7 par un polyndéme de Dirichlet de longueur moindre
que N(q)¢. Se référer & la version longue du présent article [23] pour la
preuve complete.

La méthode suivie ici est celle des moments amollis, initiée par Selberg,
et amollisseur choisi a été introduit par Iwaniec et Sarnak [13], généralisé
par [18] : par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut en effet écrire (tous
les nombres sont réels) :

h 2
o _ (S A01/2.7)
A(1/2,m)#0 = h .
71'»61'["1c Z:ﬂ'el_l’qc A(1/2a 7T)2

Malheureusement, expression de droite tend vers 0 quand N(q) tend vers
linfini (elle est d’ordre log(N(q))~!), ce qui a suggéré d’écrire :

2

S _ (Chem AQ/2mM(m))
A(1/2,m)#0 = .

rellk z:el‘[’; A(1/2,7)>M(r)?

Si la suite de nombres (M(’]T)) . est bien choisie, on peut espérer sta-
mellf

biliser le quotient, et obtenir une densité positive : on nomme alors cette
suite un “amollisseur”. Iwaniec et Sarnak [13], puis Kowalski et al. [18] ont
trouvé, sur Q, une famille d’amollisseurs optimaux pour ce probléme, parmi
ceux de la forme :

M(r) = > Ap(m)Py

N(m)<M
avec M = N(q)?/2, pour A dans ]0, 1[. Plus précisément, pour P un poly-
néme tel que P(0) = P'(0) = 0, A €]0,1] tel que M = N(q)*/? ¢ N, on
prend :

log(M/N

G(m)N(m)t/z

P, =

et on peut énoncer
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FONCTIONS L DES FORMES MODULAIRES DE HILBERT EN 1/2 191

PROPOSITION 1.4. — Avec les notations ci-dessus, quand N(q) — oo,
parmi les idéaux premiers de Op, k > 2 pair, on a :

h
(16)  Mi()= 3 A(/2mM()

IS

_ o x 2N@V _ 1
= Ok X R log V(@) (P W+ O(logwm»))

(1.7)
h
My(q) == > A(1/2,7)*M(m)?
7r€H’§
o SN@Y2 (1PN 0 | P'(1)? 1
‘C’“xlogqu))?( 2+ 5+ )
avec Cj, = <r@)0(%)

(2m) % reso—1(Cr)

Ce résultat entraine le théoréme 1.3 de fagon évidente (voir section 9,
similairement pour la dérivée). Remarquons les constantes (impliquant la
géométrie de F') intervenant dans 'asymptotique des deux moments amol-
lis (& comparer avec [18], propositions 4.1 et 5.1). Il est assez étonnant que
la proportion des formes, elle, n’en soit pas affectée, et qu’ainsi on puisse
atteindre les mémes bornes que sur Q — les meilleures connues incondition-
nellement a ce jour.

Les deux expressions M (q) et My(q) sont les deux premiers moments
amollis, et le terme principal des membres de droite proviennent de la
“diagonale” de la formule de Petersson. Un effort important doit étre fait
pour montrer que le terme des sommes de Kloosterman a une contribution
négligeable : ¢’est ici que le choix de amollisseur (i.e., celui de [18]) s’avere
crucial, puisqu’il permet d’éviter une contribution “hors-diagonale”, qui
était présente lors d’un travail antérieur de Kowalski et Michel [16]. Outre
les difficultés techniques déja présentes sur Q, il faut gérer les unités de
F. De plus, nous ne supposons pas que Op est principal, ce qui nécessite
I'intervention de la théorie adélique. Enfin, méme pour k = 2, il peut
exister des formes non ramifiées, et par conséquent un terme supplémentaire
& gérer : c’est un phénomene absent dans [18], mais une adaptation de la
diagonalisation des formes anciennes selon [12] nous permet de le controler.

Un corollaire de I’étude du second moment est le résultat de grand crible
suivant :
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192 Denis TROTABAS

THEOREME 1.5. — Soit (xn)nco, une suite de nombres complexes, q
un idéal quelconque de Op. On pose :

1/2
loxlla = (> lwal?)
N(m<X
On a alors 'estimation :

(1.8) Z‘ 3 W]

mellk N(n)<X

< (1+ X )n E
— | lzx]|5.
g N(q) 2

Cette estimation généralise I'inégalité de grand crible classique pour les
formes modulaires sur Q, ainsi que celle de [19], ot il est supposé que F a
un groupe de classes étroit trivial. La preuve est donnée en section 9.

Remerciements. Ce travail correspond pour I'essentiel & ma these, dirigée
par Philippe Michel, qui fut un excellent directeur, patient, passionné et
motivant. C’est lui qui m’a fait découvrir la théorie analytique des formes
automorphes, et guidé dans le labyrinthe de Dédale. Si ce qui suit a de
lintérét, c’est a lui qu’il le doit. Je remercie A. Venkatesh et E. Kowalski
pour avoir rapporté ma these : ils m’ont donné de précieux conseils. E. Ko-
walski m’avait invité au séminaire de Bordeaux : je garde de son hospitalité
un excellent souvenir. Il m’a aussi été d’une grande aide pour améliorer la
qualité de la rédaction.

Organisation de ce travail. La section 2 fixe les notations utilisées de
fagon récurrente dans le texte. La section 3 définit les espaces des formes
modulaires de Hilbert, la 4 rappelle les fondements de la théorie auto-
morphe — et la définition automorphe des formes de Hilbert. Le coeur du
travail commence en 5, ou 'on prouve la formule de Petersson nécessaire,
que I'on utilise lors de toutes les sections ultérieures pour étudier les divers
moments harmoniques (sections 7, 8, 9 pour prouver (1.4) et section 10
pour la preuve de (1.5) dans le cas de la dérivée), I'inégalité de grand crible
en 9. L’appendice final contient des résultats techniques concernant les
formes anciennes : il s’agit de montrer que les termes issus de la formule de
Petersson, paramétrés par les formes anciennes, n’ont pas de contribution
asymptotique.

2. Notations et rappels

Dans toute la suite, on notera F' une extension totalement réelle de Q, de
degré d, d’anneau d’entiers Op. On désignera par q un idéal maximal, sauf
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FONCTIONS L DES FORMES MODULAIRES DE HILBERT EN 1/2 193

dans la section 5, plus générale. On notera usuellement Ap I’anneau des
adeles de F'. Les places de F' seront notées v, F,, désignant le complété de F'
env, et O, ou O, 'anneau local des entiers quand v foo. L’écriture Fi est
ici pour RY, et FX = (R*)? (respectivement : FX>0 = FXT = (R})%).
Np/q désigne la norme, Trp/q la trace, et N = [Np/q| (prolongée aux
idéaux fractionnaires).

La notation w, (ou éventuellement w, si v est la valuation associée
a l'idéal maximal p) désigne une uniformisante de 'anneau O,. Si a =
[Tp™ (@ est un idéal fractionnaire, on notera id(a) l'idele fini (w:f"(a))p
(s’il est besoin valant 1 aux places infinies). C’est cet idéle que l'on dit
correspondre a a.

On note aussi | X| le cardinal de ’ensemble fini X.

2.1. Géométrie de F

e On note D la différente de F : cet idéal de Op a pour norme [0p|, oit
0p est le discriminant de F. La norme d’un idéal a est égale & : N(a) :=
[OF : a], définition que 'on peut prolonger par multiplicativité au groupe
des idéaux fractionnaires de F', noté .# (F).

Les d plongements de F' dans R seront notés & — £ pour j =1,...,d.
Si ¢ vérifie : €9) > 0 pour tout j, on notera £ > 0 (on dit alors que ¢ est
totalement positif), et pour tout sous-ensemble X de F', on pose :

Xt = x>0 .= {x €X:iz> o}.

e L’ensemble F*>0 est le sous-groupe de .#(F) formé des idéaux princi-
paux admettant un générateur totalement positif . Le groupe des classes
étroit est le quotient :

CUH(F) = 4(F)/F*>°.
Ce groupe admet la représentation adélique :

CUH(F) = AXJFXFXTOX
avec Op = [T,<o Or,. Clest donc un groupe fini, de cardinal i}, et on
choisit une fois pour toutes un systéme de représentants {a} dans Jp :
ce choix est inélégant, mais reste nécessaire dans la mesure ou il permet
de traduire le probleme posé en terme d’analyse harmonique sur des es-
paces symétriques réels (probleme de “I’adélisation”). De plus, la formule

de Petersson pour un corps général (i.e., dont le groupe des classes étroit
n’est pas trivial) s’exprime avec des sommes de termes dépendant de ce

TOME 61 (2011), FASCICULE 1



194 Denis TROTABAS

choix, bien qu’invariante globalement. Techniquement, cela permet aussi
de remplacer des sommes sur des idéaux par des sommes sur des entiers,
et d’utiliser le lemme suivant (cf. [19] page 131), conséquence du théoréeme
de Dirichlet sur les unités de F :

LEMME 2.1. — Soit F' un corps de nombres totalement réel. Il existe
des constantes C1, Cy ne dépendant que de F telles que

(21) VEEF IO, Vje{l,....d}:
C1IN(©V! < (9] < Ca|N (€)1

e Etant donné a et b deux idéaux fractionnaires, on notera :

a~b< aetbont méme image dans S < 3¢ € F*>%ab™! = €O
et lorsque tel est le cas on notera [ab™!] le choix d'un ¢ satisfaisant a la
relation précédente.
e Nous noterons (r la fonction de zéta de Dedekind du corps F'. Cette série
de Dirichlet permet de construire des fonctions arithmétiques, comme par
exemple :

x la généralisation de la fonction de Mobius, toujours notée u, définie
par la relation :

(n) = (—1)" si n est produit de r idéaux premiers distincts
P = 0 sinon.

On vérifie aisément ’identité pour R(s) > 1 :
Crl(s) = > u(m)N(n)™
nCOfr
* la fonction 7, définie par 7(n) := [{o0 C Op[no~' C Op}|, donne le
nombre de diviseurs, et vérifie toujours I'estimation, pour tout € > 0 :
T(n) <. N(n)®.

Elle peut se voir comme les coefficients de la série (%.
On utilisera aussi la fonction arithmétique

wn) =[]0+ N ).
pln
Dans le produit, p désigne un idéal maximal. Son introduction dans ’amol-
lisseur M () permet de calculer explicitement les termes principaux des
premiers et deuxiéme moments. On se servira implicitement de ’estima-
tion
|{n C Op|N(n) =n}| <. n Ve >0
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FONCTIONS L DES FORMES MODULAIRES DE HILBERT EN 1/2 195

pour la convergence de certaines sommes.
Enfin, nous noterons Cl(ﬂ) la fonction (g x (1 — N(q)~*), c’est-a-dire la
fonction ¢ a laquelle on a 6té le facteur en g, idéal maximal de Op.

2.2. Sommes de Kloosterman

Par commodité, on rappelle ici la définition donnée par Venkatesh dans
[26] (définition 2) des sommes de Kloosterman.

Soient a, b deux idéaux fractionnaires de F', tels que b C a. On note
(a/b)* Pensemble des = € a/b engendrant a/b en tant que Op-module.
Pour un tel x, on note Z 'unique élément y € (a=!/ba=2)* tel que xy =
1 mod ba~!. Cela étant posé, soient ai,a; deux idéaux fractionnaires, et
¢ un idéal tel que ¢ ~ a;as. Soient aussi o € al_l’i);l, Qg9 € a;li);l et
c € ¢~1q, q étant un idéal fixé de Op. On pose
(2.2)

KS(an,ar500,0;¢,¢) = Y exp (2i7TT‘rF/Q (W»

C
z€(ajec~t/ajc)x
Nous les renormaliserons en 6, et donnerons alors la borne de Weil qu’elles
satisfont.

2.3. Rappels sur les groupes

De fagon générale, si G est un groupe algébrique sur Z, et R un anneau
quelconque, G(R) désigne le groupe des points de G a valeurs dans R. Si R
est topologique, G(R) peut étre muni d’une topologie “forte”, issue de celle
de R. En particulier, G(F,,) désigne bien siir G(R)? et G*(F,) sa compo-
sante neutre. Nous travaillerons avec G = GLo, et aurons besoin de certains
de ses sous-groupes : pour R un anneau (éventuellement topologique), on

notera :
Z(R) = {(g S);zGRX}
N(R) = {<(1):f)xeR
A(R) = {(g (1’) ac R}
P(R) = {(g 2) adeRXbeR}
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196 Denis TROTABAS

Les sous-groupes SLa(R), (S)O,(R) interviendront avec R = F,. On pourra
noter Zo, le centre de GLo(Fi), et ZE = FX* sa composante neutre. Dans
le cas ou F' est un corps de nombres, certains groupes compacts sont utiles :
pour v|oo, on a déja vu le sous-groupe compact maximal K, = SOq(F},)
de GL2+ (Fy), et en faisant le produit sur toutes les places infinies on note
Ko = SOy(Fy) celui de GL§ (F.). En v finie, le compact maximal de
GL2(F,) est K, = GL2(Op,). D’autres sous-groupes compacts dans le cas
non-archimédien sont importants : si q, C O, est un idéal, on notera

Ko(qy) = { ( Z Z ) € GL2(Op,), ¢, € qv}.

Ces sous-groupes locaux engendrent des sous-groupes compacts de
GL2(AF). Soit g C OF un idéal :

Kf = H GLQ(OFU)

<00
Ko(@) = {9 € Ky3 Yo Joo,g, € Ko(aOr,)}
K = K K;y.
L’importance de ces groupes réside notamment dans la décomposition
d’Iwasawa :
PROPOSITION 2.2. — Soit F' totalement réel, et v une place de F'. L’ap-
plication :

Z(F,) x N(F,) x A(F,) x K, — GLo(F,)
(z,n,a,k) — znak
e est surjective, et sa restriction a Z(F,) x N(F,) x A(F,) x K, induit
un homéomorphisme si v|co ;
e est surjective si v Jfoo. De plus, si (po, ko) € P(F,) x K, a pour image
g € GLo(F,), toutes les décompositions d’Iwasawa de g sont données par
{(pokil, k’k’o), ke PN KU}.

Pour v|oo,v foo,v = 00, on notera pour g, € GLa(F),) une décomposi-
tion d’Iwasawa :

Gv = Z(gv)n(gv>a’(gv)k(gv)

On notera aussi que pour v|co ou v = 0o, on a aussi une décomposition
d’Twasawa pour GLj (F,) :

Z1 x N(F,) x AT™(F,) x K,.
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On pourra utiliser l'isomorphisme exceptionnel SO2(R) = R/27Z en no-

tant k € SO2(R) :
Jo— cosf sinf
"\ —sinf cosf )’

2.4. Mesures de Haar sur les corps locaux

Soit F' un corps de nombres, que nous supposerons totalement réel pour
raccourcir notre propos.

Dans ce cas, pour toute place archimédienne v, F, = R, et on munit R
de la mesure de Lebesgue dz (qui est la mesure Haar normalisée dans ce
cas). La mesure de Haar de R* est d*x = %,

Pour v finie, on utilise les mesures normalisées de Tate (voir la these de
Tate dans [5] pour plus de détails) : si p est un idéal maximal correspondant
a v, on note n,(Dr) la p-valuation de la différente globale (ou locale),
et on choisit pour mesure de Haar normalisée celle qui vérifie vol(O,) =
N(p)~"»®r)/2 1a notant dz. La mesure (2% est bien une mesure de Haar

I

et c’est aussi celle de R} .

multiplicative, mais on note d*x la mesure normalisée de telle sorte que
vol*(OF) = 1.

On peut alors mettre sur les groupes adéliques Ap et Ay les mesures
limite inductive (bien définies car on a pris la peine d’assurer vol(O,) = 1
p.p.(v) et vol* (OF) = 1 p.p.(v)). Ces mesures sont caractérisées par leur
valeur sur une base de la topologie : on pose mes([[,cg Us X [],¢5 Ov) =
[I,cgmes,(Uy,) (avec S ensemble de places fini, U, ouvert dans F%,) dans le
cas de la mesure additive par exemple, et on fait pareillement pour la me-
sure multiplicative. On aura juste besoin en fait de savoir que vol(Ap/F) =
1 pour la mesure additive, soit encore vol(Fy,/OF) = [0p|"/2.

La décomposition d’Iwasawa permet également de normaliser la mesure
de Haar de GLg. En fait, remarquant que Z(F,) = F)X, N(F,) = F,,
A(F,)) = F)

o, on peut montrer que

d*a
digLy(r,)(9) = dxzdedMKv

-G ()

avec k, € K,. On normalise dux, pour en faire une mesure de probabilité.
Voir la preuve dans [3], proposition 2.1.5.

en notant
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La mesure de Haar de GLy(R) induit celle de GL$ (R) (on intégre sur
Z(R)*,N(R), A(R)T); celle du quotient Z(R)*\GLJ (R) est paramétrée
par dac‘lf—ljdu K,

On déduit de ces mesures locales une mesure de Haar normalisée sur
GL2(Ap) déterminée par les valeurs mes (I, cq U % [Logs GL2(0y)) =
[I,cgmes,(Uy). Cest dans un but global que I'on normalise les mesures

locales.

2.5. Notations des fonctions

F étant de degré d, on aura a travailler avec des fonctions définies sur R<.

On notera en caractéres gras les vecteurs. Sin € N, n = (n,...,n) € N%
Ainsi, si ¢ = ®;¢; : C4 — C, et z = (21,...,24), On note :
d
o(z) =[] ¢i(z)-
j=1

De méme, si f : C — C est complexe, f(z) désigne le nombre :
d
117z
j=1

en particulier : 2% = 222 Y T(k—1) =[;T(k;— 1), 2" = 2¢ # 2" Cela
permet d’étendre la norme & C¢ par : N(z) := |21].
Si, pour v € R, f, désigne une fonction a valeurs dans C, alors pour

v=(v,...,vy) ERet z€ C¢:
d
fu(z) = H fu; (%)
j=1
Par exemple, pour k € N, & € R?, on pose
d
Ti—1(x) = [ Jx, -1(z)).
j=1
Par respect de ces conventions, nous noterons un élément du corps F £ (et
non ¢) quand il sera vu comme le vecteur (£));¢;<q.

Enfin, une notation utile pour comparer des fonctions : soit X,Y des
ensembles, et f,g: X XY — R deux fonctions. On notera :

f(@,y) <y g(z,y)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FONCTIONS L DES FORMES MODULAIRES DE HILBERT EN 1/2 199

s’il existe pour tout y € Y un réel positif C(y) tel que pour tout x de
X :|f(z,y)| < C(y)|g(z,y)|. Nous nous permettrons de ne pas indiquer
I’ensemble de dépendance Y dans son intégralité, afin de ne pas alourdir
trop les notations. Dans notre situation, toutes les inégalités dépendent a
priori du corps de base F et du poids k € N¢ — nous ne les mentionnerons
donc pas toujours ; d’autre part, nous serons aussi amenés a choisir, et fixer
des nombres (g, 0) : les estimations dépendront de ces valeurs, et nous ne le
mentionnerons pas toujours, car ils auront été fixés. par contre, I'uniformité
en le niveau q est cruciale, et c’est en ce parametre que nos estimations
seront fines.

3. Formes modulaires de Hilbert

Soit F' un corps totalement réel, de degré d sur Q. Soit $? le produit de d
copies du demi-plan de Poincaré. On a 'action usuelle de GLJ (F) = {v €
GLy(F);dety > 0} sur $¢ (produit de d copies du demi-plan de Poincaré),
et Pon définit :

To(a,b) = { ( Z 2 ) € GL} (F); a,b€ Op, c€ab™t,

beb, ad—bee 0;+}.

On a aussi :
R id(b) 0 id(b)=t 0
To(a,b) := GL; (F)N ( 0 1 Koy(a) 0 e
NOTATIONS. — Soit A le Laplacien de GLJ (R), défini avec les coordon-
nées d’Iwasawa par :
0? 02 02
A=-y*|35+753 v
(6952 + 83/2) Y00

A définit sur I'espace des fonctions lisses €°°(GLJ (Fy)) d opérateurs
{Ajh1<j<a par :
v.gOCH AJSO(gOO) = A[h = 80(917 LR} h s 9ds )]|h:gj'
place j
Soit A = (Aq,...,Ag), et pour A € R, p € €°(GLJ (F..)), on pose
Ayp = Ay si, pour tout j dans {1,...,d} :

Vgso € GL3 (Fso), Aj0(gs0) = Aj0(goo)-
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Pour ke € K, e(kks) désigne exp(ik@) si koo = < cos@® sinf >

—sin@ cos@
(avec les notations vectorielles de la section précédente).

L’espace classique des formes modulaires de Hilbert cuspidales de poids
k pour T'g(a,b) est, aprés I'identification usuelle §¢ = Z+\GLF (F..)/
SOQ(FOC) :

(3.1)
Sk(ZETo(q, a)\GL3 (Fix))

= {gp : GL;(FOO) — C bornée ; p(V2o0gkoo) = e(kkoo)p(g)
V(7, Zoo, 95 Fioo) € To(,0) x ZL x GL3 (Fiao) X SO2(Fao) x Ko(q);

k k
Ap =— (1 — ><,0 et / e(n(z)g)dr =0 Vg € GL;(FOO)}'

On peut maintenant définir un premier espace de formes adéliques : c’est
un espace auxiliaire, qui sera utile pour prouver la formule des traces de
Petersson, car il permet une indexation pratique.

(3.2)
SC’Ic = {ap : GLo(Ap) — C bornée ; o(v2o0 gkook ) = e(kkos)p(9)

V(’y, Zooagakooykf) (S GLQ(F) X Z;i_o X GLQ(AF) X SOQ(FOO) X Ko(q);
k

Ap = > (1 — I;:)w et /F\AF w(n(x)g)de =0Vg € GLQ(AF)}.

L’espace Sé‘ est muni du produit scalaire :
{0, V) sk :=/ ©(9)¥(9)dg.
I GL2(F)ZL\GLa(AF)/ Ko(q)
Le théoreme d’approximation forte induit un homéomorphisme :
(33)  GLa(F)ZL\GLa(Ap)/Ko() = J]  Z&To(a,0)\GL3 (Fx)
TECL(F)

et entraine I’isomorphisme suivant appelé “l’adélisation des formes modu-
laires” :

TG+ (F)

p {900 ~ ‘p(g“’ ( id(()a) ? ))}ae%ZJr(F)-
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On a sur Sf une action p non triviale de ¢+ (F), quotient de laction

e

et par conséquent on a la décomposition :

(3.5) Sk= P sk
XEET (F)

Cﬁ/*-(\F) désignant le dual du groupe fini commutatif 64" (F).

DEFINITION 3.1. — L’ESPACE DES FORMES MODULAIRES DE HILBERT
ADELIQUES
L’espace des formes modulaires de Hilbert de poids k € N?, de niveau q
est défini par :
(3.6)

q
V(7. 2,9, koo, ky) € GLa(F) x Z(Ap) x GLa(Ap) x SO2(R)* x Ko(q);

Ap = :(1 - ’;)go et /F\A p(n(x)g)de =0Vg € GLQ(AF)}.

HE = {4,0 : GLa(Ap) — C bornée ; p(vzgkooky) = w(g)e(kkoo)

Cet espace est nul si k ¢ 22‘;1. On a une injection évidente Hif — Sc’f
(et méme HE = SF[1]).

L’espace H’; admet une structure hermitienne, avec le produit scalaire :

(0, 0)pe = / e(9)¥(g)dg
! GL2(F)Z(Ap)\GL2(Ar)/Ko(a)
et on peut remarquer des a présent que pour toute forme ¢ :
Il = 167 : Ko(a)) [ elg) g
GL2(F)Z(Ar)\GL2(AF)

avec [Ky : Ko(q)] = N(q) + 1 si q premier.

4. Representations automorphes de GLo

4.1. Formes automorphes pour GLo

Soit Ap Panneau des adéles de F', w un caractére multliplicatif de A 5/F.
On se place dans GLy(Afr), et on utilisera les notations de la section 2.3.
Outre les excellentes références usuelles [9], [3] sur les formes automorphes,
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les notes de Godement [10], moins populaires, m’ont été d’une grande uti-
lité, pour tout ce qui regarde les fonctions L, ainsi que le livre récent de
Bushnell et Henniart [4].

On ne redéfinira pas I’espace des formes automorphes du groupe GL3 noté
A(GL2(F)\GL2(AF)) (cf. [3], chapitre 3) : ce sont des fonctions & croissance
modérée, finies (pour I’action par translation de Ky et du centre de 1'algébre
enveloppante Z (U (g!(2)c))). Le sous-espace des formes paraboliques, défini
par

Ao(GLa(F)\GLa(Ar) = { € A(GLa(F)\CLa(Ar));

/F |, #nir= g

est constitué de fonctions a décroissance rapide ; on appelle représentation
automorphe (resp. parabolique) irréductible un sous-espace irréductible de
A (resp. Ap). 1l se trouve que Ag(w), sous-espace de Ag sur lequel Z(Ap)
agit selon w, est somme directe (algébrique) de représentations irréduc-
tibles.

Soit (m,V;) une représentation automorphe irréductible de GL2(Ap).
Elle se factorise sous la forme d’un produit tensoriel restreint :

(4.1) = ®/7r1,

7, étant une représentation admissible de GLo(F,) si v finie (respective-
ment un (gly(R), O2(R))-module si v infinie), sa restriction & Z(Ar) induit
un caractére de Ay /F*, noté wy, dit caractére central de 7, dont chaque
composante locale (wy), est le caractére central w,, de m,. La représenta-
tion automorphe (7, V;) admet un modele de Whittaker (cf. [3], chapitre
3.3), pour tout choix d’un caractere additif global 1 = ®1),,, qui se factorise
aussi :

W, 1) = @Q W, )

avec la compatibilité importante : si ¢ = ®yp, dans (4.1), alors 1’élément
de Whittaker correspondant W vérifie : Wo(g) = [[, Weu(gv). De plus,
on a par unicité du modele de Whittaker la relation :

We(g) = /F " o(n(z)g)(x)dz.

Dans ces factorisations, presque toute 7, est non ramifiée, i.e., admet
un vecteur fixe par GL2(OF,), et on sait alors que ce vecteur est unique
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(& homothéties pres). Si , est ramifiée, 'admissibilité de , assure quand
méme l'existence d’un entier n(m,) minimal tel que :

{& € Vilvk € Ko(wl™) (k) = wr, (B)a} # {0}

et un résultat célebre de Casselman dit que cet espace est unidimensionnel
(pour v finie). Ici on a posé :

Vk = < . Z ) € Ko(@i™)), we, (k) := wr, (d).
Si v correspond & 'idéal maximal p on note n(m,) = n(mp) et l'idéal q, =
Hp”(”F) est nommé conducteur de m. L’idéal local wy (W”)OU est appelé
conducteur de 7, ou conducteur en v de .

Le point important est que les vecteurs du théoréme de Casselman,
dits vecteurs spéciaux, ont pour transformée de Mellin les facteurs locaux
L(s,m,) de la fonction L de 7 (voir [20]) — cf. section 5.

PROPOSITION 4.1. — Pour toute place v finie, on note W? I'unique
élément spécial du modeéle de Whittaker local tel que W2(1) = 1. Si 1, est
non ramifié, W2 vérifie alors pour R(s) > 0 :

_ 0 a 0 s—1/2 3x
(4.2) L(s,m,)—/FUX WU(< o >)|a,u d*a

(Vintégrale est absolument convergente).

Modulo des adaptations techniques, on peut montrer une telle égalité
dans le cas archimédien aussi (méme référence). D’ailleurs, la fonction notée
WY au début de la section 5 est précisément, dans le cas des séries discrétes
de GL3(F), cet élément spécial.

Supposons, ce qui sera notre cas dans la suite, que 'on parte d’une
représentation globale parabolique 7 dont le caractére central est trivial, et
dont le conducteur est sans facteur carré : on peut alors donner la forme des
fonctions L locales. Le résultat suivant résume la situation (cf. [10] pour
les preuves) :

PROPOSITION 4.2. — Soit v < p une place finie de F, 1, un caractere
additif non-ramifié :
e si w, est non-ramifiée, alors , est une série principale et on peut écrire

L(s,my) = (1 = ax1 ()N (p) ™) 7 (1 = an2(m)N(p) ™),

le facteur epsilon est égal a un.
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e Si m, est ramifiée de conducteur w,O,, alors , est une représentation
spéciale et on peut écrire :

L(s,ms) = (1 = ax(p)N(p)~*) "'

Le facteur epsilon est donné par :
1
E(S, '/vav) = 57rvN(p)2 °

avec e, = —N(p)?a,(p) € {1,—1}.
e Dans tous les cas, m, est auto-duale (vrai sans hypothése de ramifica-
tion).

Remarque 4.3. — Si k est un entier positif, et 7g une représentation
irréductible de GLy(R), isomorphe & une série discréte D(k) de caractére
central trivial, alors :

L(s,mr) = (2m)~(=+3)p <s + ’;) .

L’équation fonctionnelle est dans ce cas :
L(S, 7TR) = ik+1L(1 — S,’ITR).

Ces résultats donnent une description complete des fonctions L d’une
certaine classe de représentations automorphes : celle des formes modulaires
de Hilbert de conducteur sans facteurs carrés (voir ci-dessous la justification
de la confusion entre formes et représentations, qui sera exploitée en 6 dans
un cas simple).

DEFINITION 4.4. — Soit k € 2N?. Une forme modulaire de Hilbert
de poids k est une représentation automorphe parabolique 7 de caractére
central trivial telle que T  D(k — 1) = Q)<< D(k; — 1).

NOTATION. — On note II¥ 'ensemble des formes (représentations) mo-
dulaires de Hilbert de poids k (référant au parameétre a U'infini), de conduc-
teur g.

Une premiére chose a préciser est le lien entre formes (fonctions) auto-
morphes, et les représentations, pour justifier la “confusion” entre les deux.
En effet que se décompose a l'aide des H{: : pour 7 dans cette famille,
écrivons

(m, Ve) Koo — Lo € (m, Va)lplghocky) = 9(9)e(kkc),

(g, ks, kf) € GLa(Ap) x Koo X Ko(q)}.
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Cet ensemble est unidimensionnel si q, = ¢, engendré par un vecteur spécial
global . = ®,¢Y, produit des vecteurs spéciaux locaux. Si q, # g, on sait
calculer sa dimension (grace a Casselman). Ceci donne donc :

(4.3) H’; = @ @ (1, Vi) Koo ¥ Ko (@)

tlqg wellk

On appelle espace des formes nouvelles I'espace @ ci;x Cior, et I'espaces
q

des formes anciennes est €0 ¢jq €D crpr (m, Vi) Koo Ko@),
T

v#q
Revenant aux fonctions L, posons L(s, 7o) = (27)~ (s+555)T (s+

On pose donc :

(4.4) L(s,m) = [ [ L(s,m0) = L(s,mo0) L(s, )

EZL).

produit eulérien convergent pour R(s) > 1, et la partie finie est une série
de Dirichlet, une fois le produit développé, convergente pour R(s) > 1 de

la forme :
L(s,my) Z A (
nCOp

indexée par les idéaux non nuls de Op. Cette fonction admet un prolon-
gement analytique. L’équation fonctionnelle de L(s,7) est le produit des
équations locales, soit dans le cas ou le conducteur global q,. = q est pre-
mier :

(4.5) N(q,) ¥ L(s,m) = exlor| = N(q,) T L(1 - s5,7)

avec £ = —i*\(q)N(q)"/? € {1,—1} (il n’y a de série discréte de para-
metre k—1 que si k est un entier pair). Le facteur en [0p| est présent, car le
caractere global choisi est ¢p = 9q o Trp/q, ramifié en les places divisant
la différente : les facteurs epsilon sont alors modifiés.

Vu Péquation fonctionnelle, on pose A(s,7) = N(q,)*/2L(s, 7). Nous
aurons besoin des valeurs A(1/2,7) et A(1/2,7)?, qui sont en dehors de la
zone de convergence de (4.4).

PROPOSITION 4.5. — Soit m une forme modulaire de poids k, conduc-
teur q (quelconque). On a :

(4.6)  AQ1/2,7m) =1 +ea)N@Y Y

N ()2
nCOF\/i N(n)/N(q)™/~)

1 1 ds
4.7 F(y) = — =S -
( ) (y) % 3/2) Yy (5 9’ 7Too> s
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et :
48) A2 =2N@Y Y 22 (V)N ()
G WO/
1 () 1 ?ds
(4.9) Gly) = %in o2 Y CFq (1+2s)L (s + 2,7roo) <

Pour ce faire, on pose pour w € H'; :

ds
I(rm) /(3/2) A(s+1/2,m)— .

L’equation fonctionnelle (1.1) assure que :
(I4+ep)I(m) =A(1/2,7)

puis, en développant I(7) en série, on trouve bien :

(4.10) A(1/277T) = (1 + Eﬂ—)N(q)l/4 Z )\ﬂ(n)

1/2
3 Ay e,

L’autre égalité se montre de la méme maniere. Ces sommes sont absolu-
ment convergentes.

2. Représentations et fonctions de Bessel

Dans cette section, m désigne une représentation unitaire irréductible de
GL2(R), que nous supposerons de caractére central trivial pour simplifier.
Soit ¥ un caractere additif de R.

Les séries de Poincaré que nous définirons dans la section 5 sont produites
a partir d’éléments particuliers du modeéle de Whittaker W(r, ), et lors
du calcul du produit scalaire apparaissent des intégrales d’ “entrelacement”.
Dans la proposition suivante, J 4 désigne la fonction de Bessel associée (cf.

6], [22]), et w — < (1) ‘01 )

PROPOSITION 4.6. — Soit 7 une représentation unitaire irréductible de

PGL2(R). Pour b € R*, on pose :
W(m,v) — W(m,y)
b 0
w — [g»—> fN(R)w(—n)W(< 01 )umg)dn} .

&
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L’intégrale définissant & est convergente, et on a :

1

(4.11) Vg € PGLy(R), £(W)(g) = WJw(b)W(g)

si 1 = exp(2imm.).

C’est ce résultat, écrit sous une autre forme, qui est au cceur de la pro-
position 9.4 de [1], et par conséquent de la formule de Kuznetsov. Dans
notre situation, en section 5, on pourrait conclure plus élémentairement
(pour F' = Q, la formule de Petersson se passe de celui-ci), mais il est
important de remarquer qu’il est central dans toutes les formes “difficiles”
des formules de traces de Petersson/Kuznetsov.

Nous serons dans le cas ou m = D(k — 1), auquel cas [6] donne, pour
Y(x) = exp(2immz) :

(4.12) Vo >0, Jrp(z) = (—1)*22xim|ad,_1 (47|m|V/z)

J, étant la fonction de Bessel classique, dont la forme la plus utilisée par
la suite sera (cf. [19]) :

(4.13) T () = /( e

) ( )ds si0 <o < R).

1)

5. La formule de Petersson

Soient k € 2Z‘;1 un vecteur pair, q un idéal quelconque de Op. Soit H’;
la famille des formes modulaires de Hilbert de conducteur g, de caractere
central trivial.

Pour g € GL2(AF), on note g = googys la factorisation en places infinies
et finies, et on écrira parfois goo = (g1,-..,94) les composantes infinies
(bien siir, si v est une place, g, dénote la composante en v de g).

Toute cette section est adaptée du travail de Venkatesh ([26], section 6),
qui a étendu la formule de Kuznetsov dans ce contexte adélique. Le lecteur
est invité a se référer a cet article, dont nous suivons les notations.

5.1. Analyse harmonique réelle

Sur les espaces Sk(ZLTo(q,a)\GL3 (Fx)), on dispose de I’analyse de
Fourier classique. Plus précisément, soit ¢, le quasi-caractére additif de
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C? défini par :
d
Vz € C% 1hoo(2) = exp(2inz) = exp (2i7rz zj).

Jj=1

Comme un élément g de GLJ (F) admet une unique représentation

60 a=saiaatore = (5 ) (o §)(h 1)k

avec z € FX70 € Foo, y € F£79 koo € Ko (décomposition d’'Iwasawa),
on peut définir :

(52) W(9) = y* oo (k(z + iy))e(kkoo)
d
k] 2 . . .
= H Y; / exp(2im Z k;i(z; +iy;)) exp(ik@).
j=1 j=1

La notation est cohérente (avec (4.2)), car cet élément est précisément le
vecteur nouveau du modele de Whittaker des séries discretes @), D(k; — 1)
de GLa(F,,) (restreint & GLJ (Fi)).

La théorie de Fourier classique permet d’écrire, pour g € GL;F(FOO)7 g €
Sk(ZETo(q,a)\GL] (Fx)), sous forme de série normalement convergente :

(53) = X davawt( (5 7))

aecfl@;l
a>0

5.2. Séries de Poincaré

On va définir sur Sé“ des fonctions, généralisant les séries de Poincaré
classiques (sur les espaces de formes modulaires), comme ’a fait Venkatesh
dans le contexte des formes de Maass.

Soient a et b deux idéaux fractionnaires. On se donne aussi a (resp. o)
un élément non nul de a='D " (resp. (ab?)"'D4'). On notera 'y (q,a) =
N(Fy)NTo(q,a), Zr = Z£ NTo(q, a). Pour g, € GLJ (F.,), on pose, avec
les coordonnées d’Iwasawa :

(5.4) W (goo) = U™ *thos (a(x + iy) e (ko)
Ce qui revient au méme :
(5.5) W (geo) = j(gw)_kwoo (g0 -1)-
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Sur l'espace S(ZETo(q,a)\GL] (Fy)), on peut définir la série conver-

gente :
2.

Y€ZrT'n(q,0)\T'o(q,a)

Pl (goo) = W (V900)-

La convergence absolue de cette série pour k > 2 est bien connue (cf. [8]),
ainsi que ses propriétés de modularité, grace a la derniere écriture de WS

DEFINITION 5.1. — Avec ces notations, on définit pour tout couple
(cv, a) une série de Poincaré encore notée P& € Sé“ par :

(P¥)g=0sib#a
(Pd)g=Pdsib=a

les composantes étant celles de I'isomorphisme (3.4).

On obtient traditionnellement la formule de Petersson en calculant de
deux fagons différentes le produit scalaire de deux séries de Poincaré. Il sera
crucial plus tard de disposer d'une formule du type “>°_ Ar(n)A;(m)” avec
m et n quelconques (et pas forcément dans la méme classe) : pour cela, il faut
permuter les composantes connexes de GLy(F)ZE\GLo(Ar)/Ko(q), et
donc user de I'action naturelle & droite de GLa(Ar) sur L3(Z(Ar)GLa(F)\
GL2(AF)), notée p. On pose :

id(e) 0

p(6) Poya(g) == c%z(g( 0 id(b) )) Vg € GLy(Ap).

Puisqu’on peut écrire, par le principe de I’approximation forte :

id() 0 id(a) 0 1 id(ab?) 0 ,
( 0 ka)) ( o 1 )9=77 0 1 )9
avec v € GLao(F), ks € Ko(q) et goo, gy € GLF (F), il vient d’une part :
SN id(ab?) 0 id(ab)~! 0
v€T(a — ab?) := GL3 (F)ﬂ( 0 1 Ko(q) 0 id(p)1 )
d’autre part, en notant v, p2 la composante infinie d’un tel = :

) = P (o (400

p(b) PSy: (goo ( id(()a) (1)

(0P (3 (5
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On peut donc réécrire :

p(b)PSye (goo ( id(()a)

o

) )= > W (YYa—ab2goo)

v€ZrTNn(q,ab2)\To(q,ab?)

= > W (Ygoo)-

y€ZrT'n(q,ab2)\I'(a—ab?)

—_

En suivant [26], on peut énoncer :

LEMME 5.2. — On a les propriétés suivantes :
e On a explicitement :

I'(a — ab?) = {< CCL Z ) €GL(F)|acbbcabccqalb™!,

deb ™ ad—bee 05t}

e De plus I'application ( Z Z ) € I'(a — ab?) — (c,a,ad — be) induit

une bijection de T' 5 (q,ab?)\I'(a — ab?)/T'x(q, a) sur 'ensemble {(c,x,s) |
ceqa b e € OfF,z € b2 engendre b/ab2(c)}.

a b
0 d
— ab?) N BT (F) est non vide si et seulement si b est principal, et admet

[E:)]E [b]ofl ),5 € C’);Jr}, [b] étant un

e Enfin, si on note BT (F)= { ( ) € GL;‘(F)} alors Ty (g, ab?)\I'(a

le systéme de représentants { (
générateur fixé de b.

Nous renvoyons a [26] pour la preuve.

5.3. La formule de Petersson pour Sf

. re . . / .
Nous allons maintenant évaluer le produit scalaire < p sz> . ceci
S

avec les mémes notations que précédemment. Comme pour la formule de
Kuznetsov, on fait ce calcul de deux fagons : I'une, directe, utilise la pa-
ramétrisation du dernier lemme, avec la propriété d’ “entrelacement” du
lemme 4.6 (dont l'intervention est moralement justifiée par la définition des
séries de Poincaré, via des éléments spéciaux des modeles de Whittaker aux
places infinies) ; Pautre vient de la décomposition spectrale de 1’espace Sé“,
qui ici est techniquement facile & gérer, car cet espace est de dimension finie.
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e Calcul direct du produit scalaire.
On doit donc calculer :

(P pO)PE:)

_/ g( id(b) ))dg

= b2

Z;GLQ(F)\GLQ(AF)/KO(Q) ’ ld b)

SID Y SR ( )0 (o007:) (01
acarr () ) Z5To(,a)\GL (Fu) ¢

o
:/Z;Fo(qya)\GLZT(F )PQ( ( )
g

d(ab?) 0
abZ u—>abzg< 0 ) 1 ))dg
-/ ( WL 0 )(Pi) . (aaseo)io
Z3To(4,0)\GL3 (Fux) v€ZrIn(g,a)\To(q,a) ab
- /z;rmq,a)\GL;(Fw) (

- /Z;FN(W\GL;(F ) (

On peut donc écrire : <P§‘,Pf[;2> =11 + I, avec :

(5.6)

I = / W (9) ( we (79)) dg
2L TN (9,0)\GL] (Fu) Z

YE€ZrI'n(q,ab2)\(I'(a—ab2)NB+(F))

WS (77a—>ab2g))dg
YE€ZrIn (g, ab?)\Fo(q ab?)

we (79)) dg.

y€ZrT'n(q, abQ)\F(aHabz)

67 1=[ W;-g(g)( 3 we wg)) dg.
Z;roFN(q,a)\GL,j(Foc) ~€ZrT n (9,ab2)\T(a—ab?)
~¢BT(F)

Calculons d’abord I; : par le lemme 5.2, on peut écrire, en se rappelant
que 'ensemble d’indices n’est pas vide que si b est principal :

—— o ( eb] 0
n= > / W (g)Ws (( %] e )g)dg
. ZH T N (0,0)\GL] (Foo)

eoxt
=2 [ (8 )P )
ey A0 o 0o 1
EEO; R

/ WE (@)W (n(e[b]?))da
I'n(9,0)\N(Fx)
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cette derniére ligne étant obtenue avec les coordonnées d’Iwasawa. L’inté-
grale interne vaut :

/u\Foc wg (( (1) T ))ng (< (1) we[lb]2 ))dm = vol(a\ Foo) La—c(o)2 -

En l'insérant dans le calcul, et en utilisant la valeur explicite de W$, il

vient :
(5.8)
d ’
I = vol(a\Fa) ) ([b]e)k/21a:6[b]20// T yh—1-tmay-2na’elo]’y
EEO;+ PG Y
Tk —1) N(b)
= ) o\ Fae) T o
(4m)k—1 vol(a )(aa’)% aa’~1[b]=2€OLT

Précisons que vol(a\F,,) désigne le volume de a\F,, pour la mesure de
Lebesgue de F. = R?, a, plongé diagonalement, étant un réseau.
Maintenant, I :

> W ()W (19)dg
YE€ZrTx (a,a62)\ (D(a—ab2)\ B+(F))

> W (9)W (v9)dg

¥€ZrT n (a,a62)\ (D (a—ab2)\ B+ (F)) /T (a,0)

> W (9Ws (vg)dg
ZI\GL} (Fx)
¥€ZrT n (a,a02)\ (D (a—ab2)\ B+ (F)) /T'n (a,0)

- |
ZLT N (a,0)\GLT (Foo)

/Z;\GLJ(FOO)

apres interversion de somme et intégrale, justifiée a posteriori par les calculs
a venir.

Prenons un systeme de représentants v, et écrivons leur décomposition
de Bruhat :

_fa b\ _ (1 afc 0 1 c 0 1 dJ/e
T e a)T o 1 -1 0 0 (ad—bc)c™! 0 1

légitime, car ¢ # 0, par hypothése sur 'ensemble d’indices. En notant nq (),
na(7) les composantes unipotentes, w pour I’élément de Weyl, et a, pour
la composante centrale, on a donc :

L=Y" / We(gWs (nl(v)wa(v)nz (7)9) dg
ZI\GL] (Fso)

=D WL ()W (n (7)) / We(g)We (wa(v)g) dg
~ Z

TA\GLY (Fao)
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avec W2 (n2(7)) = Voo (22), et W (n1(v)) = 1/)00(0‘7/“). On utilise alors la
description explicite d'un ensemble de représentants donnée par le lemme

5.2 et cela donne :

p— 1 . / 2.
12_5 Z Z KS(ea,a;a,ab”; ¢, ab) x

—1lp—1 2
c€alo1q\{0} ccort /0%

—_ cZe~l 0
/ W (g)WS (w ( 0 1 ) g> dg
ZIN\GLY (Foo)

ot I'on a noté la somme de Kloosterman comme Venkatesh (voir sec-
tion 2.2) :

.
(5.9) KS(ea,a;0/,ab*; ¢, ab) = Z exp (2i7rTrF/Q <W)> .
X

c
z€(b=1/a(c))

Remarquer qu’il faut échanger les roles de d et a pour appliquer le lemme 5.2

de paramétrisation : comme a parcourt (b/ab?(c))*, d décrit (b=1/a(c))*.

Le facteur % apparait car I'ensemble d’indices ici n’est pas exactement

2
donc :
cEa_lb_lq\{o} X
X
:% Z KS(ea,a;0',ab%;c, ab)/x+ dyyWooé(( (1) > >><
N(O/) ’ o’ 2 0 1 =z % 0
F, Veola'®)Wee 1 /%o 1 1 dx.
-1 EXX o % 0
= N(a)" Ipk-1),po(a’) (W) W (( s ))

I’ensemble des doubles classes étudié au lemme 5.2 : il y a un quotient
1 ' x
I =3 Z [(S(at;m'i;oe,abZ;c,ab)/X+ dyyWo%(( ?é (1) ))x
ccoxt/0x?
c€a~ o~ 1q\{0} F
N(a)
L’intégrale interne est calculable grace au lemme 4.6, et précisément, on a :
(B11) ey @y (2) = @0 —DP 2N (@) 2] 2 S (dm]e| V7).

—= o
o | N~

~|

supplémentaire par Zr, et une invariance par multiplication par —1. On a
F
o c2el 0 1 =z y
foreem (55 1) (o ) (8 8))e
ccoxt/ox?
/ > 0 1 =z =y
1 oo (— ’ (% a'c2 o’

= O

avec :
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En conséquence, en se rappelant que «, o’ sont totalement positifs :

(—1)*/%(2m)

I 1 Z KS(ea,a;a',ab?; ¢, ab) " N(aa')
2 N(e) N(a/)
cea~1b-1q\{0}
ccOxT JOR?

caa’ d*y y 0 o =0
o (w5 [ (0 e ((F D)

1 Z KS(ea,a; 0, ab?; ¢, ab)
a N(c)

c€a”'b"'q\{0}
€Ot /Ox?

N(aa!)
N(a/)

(fl)k/z(%)d X Jo1 <4W\/m> (g>k/2/ d*y
FXT

|c| ! Y

a oo
2
a y 0
we((5 1))
1 Z KS(ea,a;a',ab?; c, ab) N(aa/)

2 _1)Vk/2(97)d
N(©) X Ny Ve

cea” b 1q\{0}
ccOrT jOF?

eaa’ ) ra\k/2 D(k—1)
SN PR CTAFEALES
§ 1<7r | > o (4ra)k—1
soit, apres simplification :

Ik —1)(—1)%/2(2n)?
2(4nvVaal)k—1
A 2. ’
o Z KS(ea,a;d/,ab?; c, ab)Jk . <4W\/eaa ) '

(5.12) I, =

= N(c) el
cea” b q\{0}
c€cOxT JOF?

e Calcul spectral.

Soit {¢} une base orthonormée quelconque (finie) de Sc’f. On supposera
cette base adaptée & la décomposition (3.5), c’est-a-dire réunion de bases
orthonormées de chacune des composantes isotypiques de (3.5). On peut
écrire :

(P p®O)Pgz) o = 3 (Pes0) (o0 P5as0)

a ¢
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Ona:

(Peo)., = | PE(9)o(o)dg
S§ Z3, QL2 (F)\GL2(Ar)/Ko(q)

id(a) 0

Pg(g)o (g < >) dg
/z;r(](q,a)\GL;(Fw) ‘ 0 1
id(a) 0
=/ We(g)e <g< (() ) 1 )) dg.
23T N (9,0)\GLF (Fso)

Rappelons maintenant que

oo M5 1)) =outa) - 5@Zj%lc<s,a, o ((§1)9).
&0

Il vient donc :

(72 0) = o dZyWa ((

o

soit finalement :

I'k—1
(5.13) <pg7¢>s — M ) X Mk —1)
De la méme maniere,

{p(6)P3a, ¢>S§

7 /i) 0 ))
- P, . o(g)dg
/z;GL2<F>\GL2<AF>/Ko<> e ( < 0 id(b) (@

= ch(b_l)/ P, (9)0(g)dg
Z3 GL2(F)\GL2(Ar)/Ko(q)
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car on a choisi la base {¢} de telle sorte que l’action du centre soit un twist
par un Grossencharakter. Donc :

(p0)PG.0)

) — id(ab?) 0
:w(bl/ P g(b(g(l ))dg
607 ZLT0(q,ab2)\GL] (Fo) oz (9) 0 1

_ c(a’,ab?, ¢) I'(k—1)

ceci par les mémes calculs que précédemment.

e Bilan.
Avec les normalisations des mesures de Haar choisies (vol(Ap/F) = 1),
on a

VOl(OF\FOO) = ‘DF|1/2
et par conséquent, pour deux idéaux fractionnaires a et b :

vol(a\Fs) = N(a)[og|"/2, vol(ab?\ Fs) = N(ab?)[oz|"/2.

Pour ¢ € Sc’f et g € GLJ (F), on écrit comme précédemment :

(0 )= 5 e (7 2)9)

aea_l’)Dl:l
a>0
et posons pour alléger :
(5.14) Aa, 0, ¢) = ¢(a, 0, 0)N(aDp)' /2.

Nous avons donc démontré :

ProPOSITION 5.3 (Formule de Petersson pour S(’f) — Soit k € 2N‘;1
et {¢} une base orthonormée adaptée de Sé“. Soient a,b des idéaux frac-
tionnaires de F et a € a~'D 3" (respectivement o/ € (ab?)™'D3'). On a
alors la relation :

(5.15)

I'k—-1 -
> W):E_W%(b))\(a, a, 9)A(, ab?, ¢) = Log—arab
¢

+(—1)k/2(27r)d Z KS(sa,a;a/,aBQ;c,ab)Jk_l 47T\/saa’ .
200 p|1/2 N(cab) ]
cea” b 1q\{0}

c€OxT/OR?
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Remarque 5.4. — Nous avons prouvé la formule de Petersson pour
k > 2, car ce n’est que dans ce cas que les séries de Poincaré convergent
absolument. Cependant, la formule est aussi valable pour k > 2, comme
dans le cas des formes modulaires classiques. On peut le prouver en adap-
tant un argument de passage a la limite di & Rankin [21], section 5.7, ou
en partant de la formule de Kuznetsov prouvée par [2], en choisissant la
fonction test de sorte a isoler les formes de poids k.

5.4. La formule de Petersson pour H¥

On va pouvoir maintenant énoncer le résultat principal de cette partie,
a savoir la formule de Petersson pour l’espace ’Hﬁf. Pour cela, soit {¢} une
base orthogonale de H’q“. Notons d’abord que :

(5.16) p(9)*dg

el = |
Z(AF)GL2(F)\GL2(AF)/Ko(q)
1

h: /z;GLQ(F)\GLQ(AF)/KOm)

1
lo(9)Pdg = — |l %
0k vl

Puis, {¢} est une base orthogonale de S¥[1] dans la décomposition (3.5).
Soient maintenant n, m deux idéaux fractionnaires de F', et o € n71©}1
(resp. 3 € m™'®."'). On veut calculer :

Tk — 1) -
Z(W T 2[Jpllg ™ AN )

Tk —1 -
?%: ) ) Aa,n, @) A(B,m, p).

- 1|0F\1/2||s0\|5

Or, en prenant {¢} une base orthonormée de Sé‘“ comme précédemment, un
calcul simple montre que :

(5.17) Z( o ik —1) —Aa,n,0)A(B,m, )

Lo (VA R |

bewit(F) ¢

1 I'(k—1)
=X X Mk Tor, WA(aw) (B, m, @)wis (b)
1

i T T e O )

P=mn-t @
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ce que l'on réécrit, en notant [mn='b~2] un générateur totalement positif
de cet idéal :

(5.18)
2(4 ) _F(k_l) 2 A(a,n,@)m

FHoR V2 e lIg

%)
1 Ik—1)
E Z Z (47) k 1|DF|1/2>\(01,11,gzﬁ)/\(ﬂ[mn—lb—Q],nb—?,¢)w¢(b)

b =mn

on applique maintenant la formule de Petersson pour Sc’l“, et il vient apres
réindexation (on remplace la somme sur b par une somme sur ¢ = nb), qui
donne :

(=1)*/2(2m)
2P r|1 /20

I'k—1) R
Ma,n, 0)AB,m,¢) = Lon—pm +
; (47T)lc—1‘D]‘,,|1/2||<)0||‘28‘ch ( ©IANB,m, ©) n=pm

Z KS(ea,n; B[mne2],m; ¢, c)J <4 saa’[!“‘é])
k—1 T

N
t2=mncec 1q\{0} (CC) |C|
c€cOpT/OR?

et, en prenant la norme de H{:, on a prouvé :

THEOREME 5.5 (Formule de Petersson). — Soit q un idéal quelconque
de Op, k € 2N%,. Soit {¢} une base orthogonale de H¥, m,n des idéaux
fractionnaires, a€ n " D! (respectivement Be m ™D ' ). Soient {\(¢, a,¢)}
les coefficients tels que pour tout g € GL3 (Fi) :

(5 1)) 2 e (6 1)9)
£>0

On a alors la relation :

Z (47) k=1 2 )‘(a’n»@)m = lon=pgm

Al TR | 8

N C Z KS(ea,n; B[mnc=2], m; ¢, c)J f eaa’[mnc—2]
—_— k—1|dm —————
Pp? = N (ce) ]
=mn
cecq\{0}
ceORT/OF?
k/ d
avecC = w t [mnc—2] un générateur totalement positif de mnc=2.
Remarque 5.6. — Dans la formule de Petersson, les sommes sur ¢ et

¢ sont des sommes finies, tenant compte du fait que le corps F' n’a pas
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forcément un groupe des classes étroit trivial. Si cela est le cas, on retrouve
alors le résultat de [19].

Remarque 5.7. — On a travaillé par simplicité avec des formes de carac-
tere central trivial. Il est clair cependant que 1’on peut adapter les calculs
précédents a des formes dont le caractere central est arithmétique, i.e., tri-
vial sur les places infinies, comme l'a d’ailleurs fait [26]. La formule est la
méme, a ceci pres qu’il faut remplacer les sommes de Kloosterman “K.S”
par “KS,”, sommes de Kloosterman twistées.

6. Lien avec les fonctions L

Nous allons ici expliquer comment utiliser la formule de Petersson quand
on manipule des fonctions L. Ce qui est dit ici est bien connu, mais il est
plus prudent de ’expliciter, compte tenu des maintes normalisations de la
littérature. Soit m une représentation parabolique de GLg, sur F. On a vu,
dans la section 2, que m = @ 7, et que dans chaque modele de Whittaker
local W(m,,,) , on peut trouver un unique élément spécial W0 tel que

L(S”ﬂ'v):/ WS(( g’ (3 )>|a|s—l/2d><a
)

a condition que %, soit pris non ramifié. Or, travaillant avec ’analyse har-
monique, on est conduit a choisir comme caractere additif global ¢ =
hq o Trr/q, qui est ramifié en les places divisant la différente. Cepen-
dant, avec ce choix, prenons W2 l'unique élément spécial (i.e., invariant

par Ko(q,)) tel que
—d
0 Wy 0 —

ou d, est déterminé comme suit : on écrit D p = Hp p et si v est la place
finie correspondant & p, on pose d, = d,. Cet élément vérifie alors :

Lowe((g 1)) et =l 09 1 m,)
)

v

et donc l'élément W, de W(m,v), défini par W, = W2 @ (QW?) =
W2 ® W2 satisfait a :

A; 0 1
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et en notant Ay les adeles finis :

Lowe (5 1) ) maa = et 2nsmy)
A

X

7
en développant les intégrale de gauche place par place, et en développant
en produit eulérien

L(s,mp) = Y Ax(mN(n)™*

nCOp

on obtient la relation :
. 1
_ 1/27170 idn®z") 0
(6.1) Ar(n) = N(n) /W, (( 0 ]

et par conséquent, si ¢, est I’élément spécial global de I'espace de 7 cor-
respondant & Wy, et « € n= ! :

(6.2) Ar(am) = Mo, n® 5 op).

N

On a vu en 4 le décomposition de quc a laide des H’q“. Dans le cas ol
q est un idéal maximal (cas dans lequel on se placera dans les sections
ultérieures), on a donc la décomposition plus simple :

He= @D Cor @ (m, Vi) Kol

k k
melly WEHOF

L’espace des formes anciennes peut étre nul (si FF = Q, et k& < 10 par
exemple), mais si 7 est non ramifiée, alors l’espace (, Vﬂ)K“KU(q) est de
dimension deux.

Dans ce qui va suivre, la contribution des formes anciennes est négli-
geable, et on a préféré indiquer dans un appendice pourquoi (il s’agit de
trouver une base orthogonale “adaptée” des formes anciennes, et d’évaluer
leur contribution) : la raison principale vient du fait que si ¢ est non ra-
mifiée, alors ||<p||31,; = (N(q) + 1)\|g0||$1,5 , et cela fait baisser d’un facteur

F

N(q) cette contribution.
Venons-en maintenant a la formule de Petersson. D’abord, on normalise
les sommes de Kloosterman :

DEFINITION 6.1. — Soient m,n des idéaux fractionnaires de F', ¢ tel que
2 ~mn, et €n~!, femt. On pose :

6.3 K(a,n; B,m;e,¢) = KS(a,n® 7L Blmne 2], mD =t ¢, ¢).
(6.3) P F
On a alors la borne de Weil :

(6.4)  |Kf(a,n; 8, mic )| <p N((a)n, (B)m, ()c) /> ((c)e) N (ce) /2.
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Dans la définition, on a noté (a, b, ¢) le p.g.c.d. des idéaux a, b, ¢. La borne
de Weil est énoncée dans [26], section 2.6.
On peut énoncer la forme “pratique” de la formule de Petersson :

DEFINITION 6.2. — Soit {xﬂ}ﬂenﬁ une suite de nombres complexes. Soit
wr le poids
'k —1)
T E PN

(6.5) W =

On note alors :
h
(6.6) Z Tp 1= Z WrTo.
melk mellk

PROPOSITION 6.3. — Soit q un idéal quelconque de Op, k € 2N§1.
Soient m,n des idéaux fractionnaires, o € n=! (respectivement 3 € m~1).

h
(6.7) Z Ar(an) A (Bm) + (Formes Anciennes) = lon—pgm

S
C Ke(ea,n; B, m; ¢, c) eaf[mnc—2]
_ T | ap ==
T Y
c=mn
ce€c”tq\{0}
ccOpt/Ox?
avec
I'k—1) 1
Formes Anciennes) = AMa,nD5,
( )= 2 T, )
AB.mDE, p)
{} parcourant une base orthogonale des formes anciennes, [mnc¢~2] déno-
tant un générateur totalement positif de mnc=2, et
-1 k/2 o7m)4
(6.8) o e Ci0ls )2(”).
Remarque 6.4. — Les coefficients A, (n) sont réels, dans le cas étudié :

c’est pour cela que la conjugaison complexe n’apparait pas dans la partie
des formes nouvelles.

La formule de Petersson, ainsi qu'une étude des termes provenant des
formes anciennes, permet de voir que :
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Pour une suite {z,}, indexée par une base orthogonale de H’q“, on posera

h
T(k—1)
Ty = — Ty
27 = 2 (o P TR

La formule de Petersson est valable pour un conducteur quelconque. Ce-

pendant, on ne saura évaluer le terme venant des formes anciennes que dans
le cas d’un idéal premier : cette difficulté est prévisible car la décomposition
(4.3) dépend de la complexité arithmétique du conducteur.

7. Le premier moment

Dans cette partie, nous allons prouver 'estimation (1.6), rappelons-la :

h
Mi@) = 3 AG/2 M)

mellk
2N [, ( 1 )
=Ceg X ——— [ PP(1)+O| —————
eV~ Y O ioavia)
k
avec C = Ci(Z)F(Q) . Rappelons d’abord que 1'on prend pour amol-
(27) 2 resg=1(Cr)
lisseur :

plm) P (Y

Y(m)N (m)!/2

M(m) = ) Ar(m)
N(m)<M
ot P est un polynéme tel que P(0) = P'(0) = 0, M = N(q)*/2, A €]0, 1] tel
que M ¢ N : notons ici méme que 1 est un point d’accumulation ’ensemble
des A €]0,1] tels que N(q)*/2 n’est entier pour aucun idéal maximal g.

La représentation 7 parcourt ’ensemble des formes modulaires de Hilbert
de poids k, de conducteur 1’idéal premier g, et de caractére central trivial.
Il s’agit donc d’obtenir une asymptotique quand N(q) tend vers linfini,
avec A fixe.

Nous supposons également dans cette partie et la suivante que M n’est
pas un entier : cette hypothése, non restrictive, permet d’utiliser une écri-
ture intégrale de P. En effet, Kowalski, Michel et VanderKam [18] asso-
cient a

P(X)=> a,X*
k
la fraction rationnelle

Prr(X) =" ark!(X log(M)) ™"
k
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de telle sorte que pour M non entier, et P s’annulant en O :

log(M /N S — .ds
w0 P () e = 5z [, a0

Rappelons (voir (4.6)) que A(1/2,7) est donné par :

A1/2,7) = (14 e,)N(q)/4 Ax ()
120 = (N @ 3

F(N(n)/N(9)"/?)

avec :

1 s 1 ds
y)=5— Yy L s+ 5, | —-
2 (3/2) 2 S
Un changement de droite d’intégration dans 1’écriture de F' montre que :

Fly) < 1 siy<1

P

7.2

(7.2) Fly) <a y™? siy>1

La valeur explicite du signe de ’équation fonctionnelle est donnée par :

(7.3) ex = —i*N(q)*\:(q).

Afin de gagner en lisibilité, nous userons de la notation condensée suivante :
_ F(Nm)/N(9)'?)

(7.4) F, = N (n)1/2

75 L P (S

(79 " T mIN )

On considére donc

h
Mi(q)= Y A(1/2,m)M(m).

TI'GH];

En développant 'expression de M(7), on voit que M;(q) est donnée par :

h
M) = N@" 3 30 FPa Y (1= N@Ae(@) An(0)As(m)

nCOfr N(m)<XM mellk

h
=N@Y* Y FuPa ) A(n)Ar(m)
nCOp melk
N(m)<M

h
SN@Y Y FaPu YD Ar(na)As(m) = A+ B.

nCOf mellk
N(m)<M

Pour utiliser la formule de Petersson, on choisit un systéme de représentants
de €VT(F), comme a la section 2, noté {a} (resp. {b}). On effectue donc le
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changement de variables n = va,m = &b, et v (resp. £) parcourt (a=1)>°
mod O (resp. (b71)>0 mod O;T) :

h
1/42 Z Z FyqPep Z Ax(va) Az (€b)

a,b ve(a—1)>0/0x  ee(b=H)>0/OFT mellk
N(&)<MN(b)~?!

h
—-N q)3/4z Z Z Fuupsz )‘ﬂ(yaq)/\w(gb)

@b ve(a—1)>0/0x  e(b™ )P0 /05 wellf
N(&)<MN(b)™*

On peut maintenant appliquer la formule de Petersson (proposition 6.3) :

(7.6) A=N(@)"*> > > FyoPeo

a,b ve(a=1)>0/O0x T (b= )P0 /OxT
N(&<KMN(p)~!

C Ke(ev,a; &, b;¢,¢) evélabc?]
reormin D PR (o

el

c“=ab
cec”q\{0}
€O t/0x?

+ (Formes Anciennes)}

(77 B=-N@*'Y % Y FuPo

ab ve(a 1)>0/Ox T (b)) >0 /05T
N(EKMN(b)™!

C K(ev,aq; &, b;¢,¢) ev€[agbc2]
Loag—tot =175 D O VP il i |
{ T g 172 Ne T

@=ab
cec”q\{0}
€Oyt /OR?

+ (Formes Anciennes) } .

On revient a M;(q) = A+ B en regroupant les termes diagonaux, ceux
en sommes de Kloosterman, et ceux venant des formes anciennes. On écrit
donc :

M;(q) = M8 (q) + M (q) + M, (q, Formes Anciennes).

La démarche sera donc la suivante : on étudie le terme diagonal, et en
donne une asymptotique qui est celle de (1.6); on montre que le terme
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venant des sommes de Kloosterman est négligeable. Enfin, il faut estimer
M (q, Formes Anciennes) : ce sera expliqué dans ’appendice.
e Le terme diagonal.

En appliquant la formule de Petersson a M;(q), les termes diagonaux ont
la forme : 1,q—¢p €t L,qq—cp. Le dernier est nul, car N(£b) < M < N(q)'/2.
Il n’'y a donc qu'une diagonale, et 'on peut réindexer avec des sommes
d’idéaux, en posant m = va = £b :

Mdlag(q) 1/4 Z Fy P (q)1/4 //
! — @ Jema

N(m)<M

1 ds dt
D1(s,t)N(q)*/>M*L <s + 2,7rw> P ()= "
S
en utilisant les expressions intégrales de P et F' données précédemment
et en notant : Di(s,t) = > o, W La série donnant D (s,t)
se prolonge analytiquement au voisinage de R(¢t + s) = 0. En effet, pour
R(t+s)>0,ona:

N(p)—(1+t+s) ~
> ¥(m :; s =11 (1 1(:1)]\](}3)—1 > =Cr(l+t+s)7!
P

mCOp
L+ N(p)~! = N(p)~ =+
<11 ((1 +N(p) (1 - N<p><l+f+s>>)

et un développement limité assure que le produit de droite converge pour
R(s +t) > —1. On note encore Dy (s,t) ce prolongement holomorphe.
Pour aller plus loin, nous devons effectuer des changements de droite
d’intégration : Kowalski, Michel et VamderKam ont exploité cette technique
avec beaucoup d’efficacité dans [18].
On change d’abord de droite d’intégration en s (de (3/2) a (—1)), ce qui
donne :

N(q)/* 1 — . dt
(q) / ress—o <N(q)5/2L (s + 2,71'00) Dy (s,t)s™ >MtPM( )— ;
¢h)

m

1/4
+ N // Dy(s,t)N(q)**M'L <s + % 7roo> Pty 9.
(=1,(1)

st

Le second terme est en O (N(q)'/4~?) pour un § > 0, puisque |N(q)*/2M|
= N(@)~3 '

N(@)V*L (3, 7o)

Mdiag —
() i W

Di(0,0M Par() + O (@)1,
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De la méme maniere on change de ligne d’intégration en ¢. On écrit donc :

ia, 1 D —
M{™%(q) = N(q)"/L (27%0) resi—o <D1(O,t)MtPM(t)t 1>

N(a)'*L (5,7

+ 20

oo)/ Dl(ovt)MtTDE(t)%—|—O(N(q)1/4*5).
(=1/4)

La encore, le terme intégral est un O(N(q)'/479); il faut évaluer le résidu.
Pour cela, on développe en série entiere M?, Py;(t), et on remarque que :

Dy(0,1) ~ Cr(1+1)! l;[ (L=Nw)™) ~, regf—(f()ciw)

Ceci montre que 'on peut écrire :

D1(0,1t) Zaﬂf

>1

La contribution d’un facteur ¢ > 1 au résidu est de la forme :

S B0DT Gl oeg(ary )

iy k!l log(M)J
ainsi, seul le premier terme (¢ = 1) contribue. On fait le calcul, et on
trouve :
ia N( )1/4L s Moo <F( ) log(M k a;iq!
(7.8) Mfl 8(q) = (2 ) Z g(' ) iJ ‘
resy (Cr) kg1 k!l log(M)J
+O(N(a)'/*/1og(M)?) + O(N(q)"/*°)
( )1/4L(2’7TOO)CF( ) /
P(1 1/log(N
s ontt (1) +0(1/log(N(a) )
ce que nous voulions, compte tenu de 1'égalité : L(1/2,7m4) = (2m)~*/2
I'(k/2).

e Le terme en sommes de Kloosterman.

Nous allons montrer que la contribution des termes venant des sommes de
Kloosterman est négligeable devant le terme diagonal. On notera M. oot (q)
la contribution des classes a,b au terme en sommes de Kloosterman noté
ci-dessus M{°°%(q) et on va montrer que M0 (q) <g N(q)'/4=", avec

n > 0. Ceci montrera bien que

MlKloo% Z MKloost <<k N(q)1/4—n.

De plus, les quelques sommes d’ensembles d’indices finis (i.e., celles sur
g, ¢) ne contribuant pas asymptotiquement, on fixe un représentant c tel que
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¢? ~ ab et on désigne par Err(q) (dans lequel a, b, ¢, € sont fixés) I’expression
ainsi définie. Pour majorer ce terme d’erreur, on écrit d’abord :

Err(q) = N(q)/* x > > FyaPeo

ve(a—1)»0/0X T ee(6™1)>0 /05t
N(&)<MN(6)~!

C (v, § b cn 1) v€[abe=2]n
" {apw X X = S (4” \c| )

cec=1q\{0}/O T neo St

N CN(q)'/? 3 Ki(ev,ag; &, bien.) | (M V{[abc—2]n> }

or[t/2 N(c) el
cectq\{0} /057"
776(’);Jr

On choisit les représentants ¢ € q/Ox", v € a™1/O;T et £ € b71/OFT
satisfaisant au lemme 2.1 de la section 2.1. Concrétement, on peut supposer
que N(c)/4 < ¥ <« N(c)'/¢ pour tout j, ainsi que pour v et &. Soit
0 < ¢ <1 fixé. D’apres Luo ([19] page 136), on a le crucial résultat :

(7.9) Yo 1T W91 <

neO T In|>1

Celui-ci permet de controler la somme interne portant sur les unités de F'
(la somme en 1 € O5T) : pour chaque 7, on pose § = (§;); avec §; = §/d
si [ > 1, 0 sinon (pour 1 < j < d). Cette dépendance en 7 n’est pas
génante, puisque 'on a pour tout entier £ > 2, tout complexe z, et tout
0<d<g1

(7.10) Jio1(z) < |2|'7°

(indépendamment de ) et par conséquent pour tout z € C% : Jp_1(2) <
|z|'=%. On a donc :

Err(q) < N(q)1/4 X Z Z |F1/uP€b|

ve(a—1)»0/0% T ee(b™1)>0 /05t
N(§<KMN(b)™*

y 3 3 fceuagb)cn Lol mn’”

-

cEc— 1q\{0}/(’)><Jr nEOX+

y Kb(ev, ag; €, b; e, ¢)| | Vogn|*
V@D N{) E

cectq\{0o}/OxT
+
neody
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En utilisant la borne de Weil pour les sommes de Kloosterman, il vient
donc :

1—6
Err(q) < N(@)'*x Y > W7 FoPel
ve(a=1)>0/05 T ce(b= 1> 08T
N(§)KMN(b)™*

N((Vaaf@ct))T(cc)N(c)l/? i\ 1
X { Z Z N(c)1/2 <Z|)

cec=1q\{0}/O T neoyt

N ((va, &b, cc))T(cc)N(c)/? 1—6
PN 2 (e N(cc))l/zc : (|IZ|> }

cectq\{o}/Ox T
+
nedy

On peut alors effectuer la somme sur 7 en utilisant (7.9), tout en notant
7(cc)
N(c)1/?
sur ¢ en une portant sur les idéaux ¢ C q :

que le| =119 <5 N(c)~3/2%9, de plus on majore la somme portant

1—6
Err(q) <5 N@Y* Y v€' T FuaPul

Vg
N(§)SKMN(b)™*

N((ua’fb,c))l/2 N((yaq,éb,c))1/2

1/2
x N(c)s/z—é +N(q) Z N(c)3/2—5
cCq cCq

Or, on a la brutale majoration :

1/2 1/2 1/2
N (n,m,c) N (m,n,q) N (m7naa)
o (N<c>3/2)6 ) (N<q>3/2)5 ;W
1/2 1/2
N{((m,n,q) 1/2 N((m,n,q)
S G R T T ) TS

o[(n,m)
Cette derniére estimation donne :

1—6
Err(q) <s N(@)Y* > > w7 FPel

vea—l/Ot gevTt/O5T
N(&)<MN(b)™!

1/2 12
.
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On a par hypothése N(£b) < M donc

(vaq, &b, q) = (va,£b,q) = Ok.
En utilisant (7.2) (et donc en coupant la somme en v en deux, selon que
N (v) est plus petit ou plus grand que N(q)'/2?) on obtient :
N(q)l/2+6/4 ) 1+0/2
N(g)t=*

Err(q) < N(q)/* x <5 N() /4 % N(q) "7 +2

et A étant fixé dans |0, 1], cela termine la preuve de I’estimation asympto-
tique du premier moment.

8. Le deuxiéme moment

Cette partie est analogue a la précédente, et procedera de la méme facon,
afin de prouver (1.7) :

h
Ma(a) = 3 A(1/2,7)°M(r)?
'n'GH’qc
o SN@Y2 (P20, P(1)2 1
B ’“Xlogw(q))?( AT A +O(log(N(q)))

29T (& P .
avec Cp = % On cherche donc un équivalent de ’expression :

h
Ma(a) = Y A(1/2,m)°M(w)?

ﬂEH’q“

avec (voir (4.8)) :

- 2 _ 1/2 Ar(n) -
A, 1/2)* = 2N(a) HECOjF N WEWN /N @)
| _ 1 S YRRy (R S .
6 =gz [ w02 (4 m)

On utilisera I'estimation suivante de G, cf. [24], lemme 2.3 :

Gly) <exp(—Cy?!) siy>1

8.1
(81) Gly) < log(y)? si0<y<1
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ou C > 0 est une constante. D’autre part, on aura recours a la notation :

G(N(n)/N(g))7(n)
8.2 G, =
( ) N(n)l/g
log(M/N(m))
(8.3) P o= Mm)P( log() )
‘ " $(m)N (m)!/2
En développant le second moment, on arrive a :
(8.4)
h
My(@) =2N(@)'? Y > GuPrPry Y Ar(m)Ar(mi)Ar(my).
nCOFr N(mp)<M mellk
N(ma)<M

La formule de Petersson donne une expression pour les formes bilinéaires en
les coefficients des fonctions L. Pour 'appliquer, il faut transformer la forme
trilinéaire ci-dessus, ce qui se fait en utilisant les propriétés multiplicatives
de ces coefficients :

Ar(mp)Ar(mg) = Z Ar(Mm1ma0~?)xq(0)

o[(my,m2)

avec xq(0) = 0 si q|d, 1 sinon. Soit, apres un changement de variables
(m; — myd~ 1, my < med ') en notant qu’ici x4(?) =1 (car N(?) < M <
N(a)) :

(85) My(q)=2N(@)"* Y > > Ga

nCOr N(2)<M N(m1)<M/N(d)
N(m2)<M/N(?)

h
X Pom, - Pomy Y Ar(m)Ar(mimy).

TrEH’qc

Pareillement a la précédente section, on pose n = va,m; = &by, mg =
&5b9 1 a, by, by parcourent un ensemble de représentants du groupe restreint
CUF(F), v parcourt (a=1)>% mod OxT, & décrit (b;1)>>0 mod O et
on applique la formule de Petersson.

Il s’ensuit un terme diagonal, qui est dominant; un terme en sommes
de Kloosterman, qui est négligeable ; un terme en les formes anciennes, qui
I’est aussi comme on le verra dans ’appendice.

Nous montrerons donc ici les deux premiers points.
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e Le terme diagonal.
Le terme diagonal s’écrit :

(86) My™(q) =2N()'* > > > G

a,b1,b60 NQO)SM pe(a-1)>0/0%+

X Z Z P§1B1DP§2523 X ]]'Vﬂ:§1§2blb2'
&ie(by )ZO/ORT Lee(b; )P0 Ot
N(§1b1)SM/N (@) N(£2b2)<SM/N(2)
On peut donc reparamétrer ces sommes par les idéaux my; = £1b1, mo = &by
ce qui donne :
(8.7)

Mglag(q) = 2N(q)1/2 Z Z Z Gmlmzpmﬂpmza
N@®)SXM N(m1)SM/N(() N(m2)<M/N(d)

et donc, avec les expressions intégrales des fonctions G et P rappelées
précédemment :

. 1/2 —
55) MEe) = 20 /// M+ By (12) Par(1)

§ l l
2 2 2
2
1 ds dt dt
X N(q)sfz(;{)(l—i-%)L S+ =, Moo | Da(s,t1,t2)— S aty dty
2 S tl tQ
ou l'on a posé pour s,t1,ts de parties réelles positives
0 0
D (S t17t2 Z ’U’(ml )/’[’(m2 )T(mlmg) .
(M) (mad) N (0) 1+t N (my ) I+5+1 N (my) s+

o,my,mo
Pour simplifier I'exposition qui suit, résumons ici quelques faits a propos
de DQ :

LEMME 8.1. — On a le développement eulérien, convergent pour $(t1 +
to) > 0,R(s+1t1) >0,R(s+1t2) >0

_ N(p)~UFttt)  oN(p)—(thsth)  oN(p)—(Hrstt)
DQ(S’“’“)_E[(”<1+N<p>-1>2 LENGp) T TN

3N(p)7(2+25+t1 +t2)
NG )

+

De plus, on peut écrire :

Cr(1+1t1+t2)

(8.9) Dy(s,t1,t2) = Cr(L+s+t)2Cp(l+ s+ Lo

)2 T](Sa tl? t2)
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ot 1 est homolomorphe sur (au moins) {R(t1 + t2) > —1/2,R(s + t1) >
—1/2,R(s + t2) > —1/2}, et vaut en zéro :

(8.10) 1(0,0,0) = (r(2)%

La preuve est un calcul facile. L’expression de Dy permet de voir qu’elle
est prolongeable méromorphiquement sur un voisinage de zéro, ce qui per-
mettra d’effectuer des changements de ligne d’intégration comme dans la
section précédente. C'est dans le calcul explicite de 7(0,0,0), nécessaire
pour un équivalent explicite du second moment, que I'introduction du terme
1(m) dans la définition de 'amollisseur est important, car il permet d’ache-
ver les calculs. Pour le vérifier, on regarde le facteur en p du développement
eulérien de 7, en prenant s =t; =t2 =0 :

(1+ N(p) ™'  2N(p)~'  2N(p)! 3N(p)~® )
L+ N@E)™)? 1+N@E)~ 1+N@E)™  1+NE))?
_ -1 _ -1
1 N(p) _ 1 N(p) % 1 —_ (1 _ N(p)72)72'

CE-N® T T G+ Nm ) - NE))?
En faisant le produit sur tous les idéaux premiers p, on trouve bien 7(0, 0, 0)
= (r(2)%

Revenons au second moment amolli : soit § un (petit) réel > 0; on change
de droite d’intégration en s de () & (—1 + ) :

(8.11)
di 1/2 ti+te oo Do
Mo MU Py (t) P (#
2 2(q) 2m // (1) Par (t2)
_ s 1 2 dt; dt
X Ie8s=0 (5 'N(q) C(q)(l +2s)L (S + 3’ Woo) Da(s,t1, t2)) 7172
1 2

1/2 —~ —~
m /// (03] M2 Py (80) Pag (82) N ()¢S (1425)
_,+5

2 2

ds dtl dtg
X L (S + 577{'0@) DQ(S t17t2)??g

si § est choisi tel que 0 < § < %, auquel cas on a :

(8.12)
N q)1/2 .
MQlag(q 227T //1 1 MtlthQPM(tl)PM(tQ)
5 5

1 ? dty dt
X Tess—( (s_lN(q)sg“},q)(l +2s)L (s + ,7700> DQ(S,tl,t2)> L2

2 1 t2
+O(N(a)"/*™)

avec ¢’ = 1_7 — 6 > 0, toujours noté § dans la suite.
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Il faut donc calculer le terme constant du développement en série entiere
(en s) de N(q)® l(;')(l +2s)L (s + 3, 7700)2 Ds(s,t1,t2); en fait, on voit que
ce terme s’écrit :

(a) : i
) g () Da(0. 11, 1)L G’“) Fres(G)L (i’”‘”)

><a2
0Os

ou les autres termes n’ont pas de contribution au terme principal. On a

(0 tl,tg) + .

donc :

. q)'/? dt, dt
8.13) M) = 20 // S M By (1) P 1)

1 1
§7§ 1

0Dy 1/2—46

On peut donc écrire :
M55 (q) = My (q) + Maz(q) + O(N(9)'/>77)

avec :

N(a)'/2log(N () res1 (Cr) L (&, 700)”

(2im)?

// Mt1+t2PM(t1)PM(t2)D2(O t1,t2)——
(3):(2)

(8.14) My (q) =

dtq dtg
t1 1o

2N (q)1/2 resy (Cr) L (4, 7o)

(2im)?

(8.15) M3y (q) =

dty dts
t, ty

— =, 0D
x / / MU By (1) Par(12) S5 2 (0,1, 1)
(2):(3) 5
En déplacant les lignes d’intégration, on trouve donc :
1 2
(8:10) Mar(a) = N log(V (@) esa G 5+ .7 )

1t im)-00) (t 2 M2 Par (81) Par(t2) Da(0. 1, 12) HO(N (0)'/2)

et
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(8.17)

2
Man(a) = 2800 11 (G (.7 )

_1,_ - 0D _
><res(h,tz):(O,O)(tl ' 1Mtl+t2PM(t1)PM(t2)8782(Oatl,f2))+O(N(q)1/2 ”).

En se référant au lemme précédent, on note que dans le terme 8535 2(0,t1,t2),
seul Cr (14 t1 4 t2)n(0, t1, t2) £ (Cr(1+ 5+ 1) 72Cr(1+ 5 + 2) 72)[s=0 pro-
duit un terme principal pour Ma2(q). De plus, il est facile de voir que
pour trouver les termes principaux de Ma1(q) et Maa(q) on peut remplacer
toutes les expressions en (r(1 + x) par res((r)x~! : les autres termes du

développement de (r ont une contribution inférieure d’une puissance en
log(M) :
1 2
Mar(a) = @) og(V (@) ress 6r) L (5,70 )

tito
t1 +to

X { TS (¢, t,)=(0,0) <Mt1+t2ﬁ&(t1)131\;(t2)77(07 0,0) > +O(10g(M)74)}
+O(N(q)"/*7%)

et

2
Maola) = 2V(0) 1051 (G) L (o7 )

x {res(e, em—0,0) (M2 Par (1) Pag (£2)1(0,0,0)) + O(log(M) ™) |
+O(N(9)'/*70).
Enfin :

D+ \Po t1t
TOS(t1,2)=(0,0) (M " Pag(t) Paa(t2) 1+2t2>

- _ t
= resy,—o {Mt2PM(t2) resy, —o (MthM(tl)lthll/tg) }

= resy,—g § M Par(ta) vesy, o | M Par(tr) Y (—to) Ft5H
k>0

o log(M)* _r a;j!
=res;,—0 4 M2Pur(ta) > T)(_tQ) kb(]w
Cth+1—j=—1 ' ¢

157! ass!
=Y gy SR S

B 7!
l+k+1—j=-1 r—s=k—1
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en notant alors P la n-iéme dérivée de P, et

n _ An+k n
( )P(X)_zk:(n—i—k)(n—kkil)...(k—i—l)X -

on a alors, en se référant a 'appendice de [18] oli ces résidus sont calculés :

(8.18)

— _ t1t2
TeS (1, 5)=(0,0) (Mt1+t2PM(t1)PM(t2)t1 + t2)

=log(M)~*Y "(~=1)F PFF2 (1)1 P(1) = log(M) / 1 P"(t)%dL.
0

k>0

On trouve plus facilement :
(8.19) T€S(1, t2)=(0,0) (M““zz/?;(tl)ﬁ}(@)) = log(M)™2P'(1)?

ce qui, tout compte fait, donne :

(820) MI"4(0) =8N @) res (0r) 7L (o7 ) G (2P
x {71"%(]; (@) Jog(aa) /0 1 P”(t)th—s—ilog(jf )_2P’(1)2+O(log(N(q))_3)}

+ O(N(q)'/*70)

qui est bien le terme annoncé dans (1.6).

e Le terme de Kloosterman.
Comme dans la section 7, on peut écrire la contribution des termes en
sommes de Kloosterman du deuxieme moment sous la forme :

(8.21) MM ) = Y M, (a)

a,bi,bo

ol a, by, by désignent une famille de représentants de ¥+ (F) telle que celle
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choisie en section 2, et avec :

(8.22) Mywety,(q) =2N(q)'/? > Gra
ve(a=1)»0 /0"

X Z Z Z Pflblf’Pﬁzbzﬁ

N@)SM ge(b;)>0/O5T ge(b;)>0 /05"
N(£161)<M/N(@) N(&b2)<M/N(2)

Ki(ev,a; €162, b1ba; ¢, ¢) Vev€i€aabibac—2]
2 N(co) T (4 E ) |

?=aby b
cec'q\{0}
€€O;+/O;§2

Fixons donc a, by, by et ¢ tel que ¢ ~ ab;by. La somme finie en ¢ n’a pas
d’incidence analytique; on doit donc traiter :

(823) Eri(q)=N@"* > G

u€(a*1)>>0/0;+

X Z Z Z Pflblapfzbzb

N@)SM ge(67)>° /05 €ae(b;)>0/OFF
N(£161)<M/N(d) N(§2b2)<M/N(0)

Ki(v,a;61€2,b1b2;¢,¢) v€18€2labyboc?]
2 No (4” B ) |

cec1q\{0}

Bien entendu, on supposera que le systeme v, £1, &> satisfait au lemme 2.1,
et on utilisera aussi (7.9) dans les mémes circonstances.

Dans un premier temps, on réduit la somme en v, grace a l’estimation
(8.1). On a donc, en utilisant la borne de Weil pour les sommes de Kloos-
terman, comme le fait [25] dans le lemme 3.2 :

(824) N@'* > ZZ 1/2)) (”)Pglblanzbza

N(va)2N(q)'te 0 &2

Ki(v,a;&1&2,b1b2;¢,¢) v&1€2[ab;byc—2]
p> No <4” B )

cec~1q\{0}
<. exp(—CN(q)?)

pour tout € > 0 fixé (on fixe ici un valeur pour £ et on trouvera a la fin
de ce calcul une condition simple pour assurer la petitesse du terme de
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Kloosterman), ce qui réduit 1’étude a :

(8.25)

Brra(q) = N2 Y Y Z 1/2) uc Pe1o10Pesbao

N(va)<N(q)lte 0o £1,62

x Z Z KE(v, a; €182, biba; cn, ©) Jk—léﬂ' uglgz[ublbﬁz]).

N(e) |en|

X+ —1 X+
n€OXt cee1q\{0}/0O%

Pour étudier cette somme, on utilise I’expression intégrale suivante :

k—1-s
(8.26) Jr—1(z) = /(U) FF(Q)) (f)sds

k—14
(e

d r( kiml=s; .

ou I'on choisit o; = 1 si [n;| <1 et o; =1+ 4 sinon, avec § > 0, de sorte
que la somme sur 7 soit convergente (toujours grace a [19], page 136). Cela
donne :

(8.27)  Erra(q) = N(9)'/* > / k o S) (47T[ﬂblbzc_2])s

eOX+ k 1+s +1) i

>, Gt S > 2

ve(a™H)>0/0x8 T NQE)SM g1e(b;)>0/0xT gre(by )P0 /05T
N(v)<N(q)'te N(£1b1)SM/N(2d) N(£2b2)<M/N(0)

Kl(v, a;&1€2,b1b2;5¢,¢) ds

/2 ) b ) ) )

P§1B1DP§2520(£1£2)8 12 N(C)CS/Q ?
cec—1q\{0}

Considérons ’expression interne, formée par les sommes en 0, v, &1, &2, ¢. En
ouvrant les sommes de Kloosterman, elle s’écrit :

1
R(s) = > Moo > > > Gua

cec—1q\{0}/O T NQE)SM ge(ad e /aDp e)X ve(a™ >0 0%t
N@)<N(q)'te

xv® 1) (%) Z Peyo,Per000(61€2)° oc (M> .

C
g1e(b; H>0/ 05
N(€1b1)<M/N ()
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Posons momentanément :

Xpa = GuaVs/Qwoo (%)

i[ablbzc‘2}£1£2> '

}/61’527[71’57270 = P§1b1DP52520(£1£2)8/21/}00 ( c

L’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a la somme en = donne :

1
R(s)< > N(c)[c[F)
N@)SM cec—1q\{0}/O;T
1/2

3 Y X

z€(@a@p e /aD o)X ve(a™ >0 /OxT
N@)<N(9)'*e
1/2

2

Z ‘ Z Y, 62,61,62,0

ve(aD;lc 1 /aD o)X Lie(by )0 /OXT
N(&1b1)<M/N(0)

On fait maintenant usage du grand crible additif suivant (cf. [11], p. 178,
(7.30) ou [7]) :

(8.28) S ‘ 3" e (dc") ‘2 < (NE@+XY) Y [yl

deZd/cld nezd nez?
TLJ'SX nj g.X

L’hypothese faite sur les choix de v, &1, &> (& savoir que leurs composantes
sont bornées par la norme, selon le lemme 2.1 de la section 2.1 ) permet
de I'appliquer ici et donne, en se souvenant que a, by, bo, ¢ ont été fixés au
début :

S Y X

z€(a®, e /a® e)x ve(a™H)>0 /08T
N()<N(a)'*e

<(N@Q+N@'™) > |G
N() <N (a)+
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2
Z ‘ Z Yélémbl,bgﬁ

ze(a®ytem/aDpte)x ge(p; )P0 /0T
N(&b;)<M/N(2)

< Z 7(5152)‘P§1510P§2b20|2|£1£2‘%(8)'
ge(b; >0 o5t
N(£b;)<M/N(2)

En remplacant G4 et Pe,p; par leur valeur, il vient :

(8.29)
Ris)< Y Net Y (N(e)®) ™ (N(e) + N(q)'+)?

N(@)<M cec—lgq\{o}/O; T

1

2

Y e N @) P (N(c” (¥@) )

ve(@™H)>0/0xt
NN (q)'te

Nl

[N

T(§1§2b162)P<10g(JVI/N(Db1€1)) ) 2})( log(!\l/N(DbQ&)))Q ‘5152 ‘éﬁ(s)

log (M) log(M)

X
Z P(08161)2H(002£2)?[£1£2|
g€y >0 05"
N(&5b;)<M/N(2)

< Z (N(c)cms))

cea\{o}/o

—1

(N(C) + N(q)lJrE)l/ZN(q)(l+6)(l+d5)/2

o\ 1/2
M _1_ e A
’ <N<c>+ (N(O)) ) MU g N (q) N (@) /200 g B 40

< N(q)™°

pour un « > 0 dépendant de A, ¢, d, dés que €, sont choisis assez petits.
Cette derniére inégalité implique que :

(8.30) Erry(q) < N(q)'/2—@

et acheve donc cette section.
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9. Conclusion
9.1. Fin de la preuve du théoréme 1.3

Les estimations (1.6) et (1.7) étant maintenant prouvées, on a donc,
comme dit en introduction :

h
AP'(1)?
9.1 lim inf 1 ” >
0.1 N(q)ﬂooTrgH:,c AU/2mZ0 2(/[P"l[L2(0,1) + AP'(1)?)
q

et ce pour tous A €]0, 1] tel que N(q)*/2 ¢ N et P polynéme d’ordre au
moins deux en zéro. Ceci entraine :

1

f P”(t)th>

P
P(0)=P'(0)=0 (1 + S
or, d’apres l'inégalité de Cauchy Schwarz :

P'(1)? = (/01 P”(t)dt)2 < /O1 P"(t)2dt

avec égalité si et seulement si P” est constante. Ceci donne donc I'inégalité

(9.2) ]\1]1(1;1515‘0 Z Ia@/2,m)#0 2 sup

1
(9.3) ]%,l(rélglfo Z Laqy2,m)20 2 1

obtenue pour le polynéme optimal P(X )= X2

9.2. L’inégalité de grand crible

Venons-en maintenant au grand crible, dont la preuve suit le méme mo-
dele que ce qui précede. Soit = (z,) une suite de nombres complexes, X
un réel positif, et q un idéal quelconque. On écrit, par positivité :

h h
040 3| mma] <D Y Ama

7r€1'[’§ n<X a
ve(a* )>>0/(91>§Jr
N(ra)<X

2

h
ZZ v,a, ) m%,am
©

)

XAl
Tl
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¢ parcourant une base orthogonale de H{:. Comme précédemment, {a, b}
désignent une famille de représentants du groupe des classes étroit et on
a posé n = va,m = ub, v et u satisfaisant au lemme 2.1. On applique la
formule de Petersson (théoréme 5.5) :

h ) c
g ’ E Ar(M)xn| < E TnTmlp=m + W
mellk n<X Nn)<X

! N(m)<X

v,a; i, b;c, ¢ epvlabe—1 o
DS ijk_1<47ru|£} -

a, b Ve(a—1)>>o/0><+ ¢,C,E
Me(b 1)>>0/O><+
N(va),N(ub)<X

Le premier terme est exactement ||zx||3. On effectue le calcul du second
terme pour chaque valeur de a, b, ¢ car il n’y en a qu’un nombre fini. D’autre
part, les difficultés étant similaires a celles rencontrées lors de I'estimation
du deuxiéme moment, on supposera que a = b = ¢ = Op pour simplifier
les notations. On traite donc :

=
s
I

[y V74
>y ¥ B (0 s
veOR/OFT e /o5t cea\{0}
N@w)<X N(p)<X

(47)°T (7’“—1—8)

2 2 / )=c |en|*T (H?;l)

c€q\{0}/O ;T neO ™t

KE(’%N?CU) 8/2-—,,8/2
Z Wﬂ?yy a2 ds

i

en choisissant o comme lors de (8.26), de sorte que la somme en 7 soit
convergente, et on ouvre les sommes de Kloosterman (la démarche est la
méme que celle qui nous a permis de traiter le terme de Kloosterman du
deuxiéme moment) :
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/ (47T)Sr(k 1— s)
cea\{oy/ox+ I RE=e N(o)lelsT (#5512)

X Z Z Yoo ( )x VS/Qwoo (%) ﬁusﬂds

z N(),N(u<X

(am)7r (=3=2)
<
Z /?R(s)—a N(C)|C|U|F (%) |

cea\{o}/oxt

1
2

ds

Z‘ Z woc( )7 s/2|?

N(p)<X

IR
z N@w)<X

3 0 (*=5=2)] .
N(c X x| v°d
< /ms)_c, N(oelr () | VO )Y lwf*vs

ceq\{o}/ox+ Nw)<X

< L <1 + X) ||$x\|2~
N(q)” N(q) :

Avec le choix de o précédent, et si X < N(q), on trouve bien :

i\ Y Amaen < (1 + N)fq)) [

Ve(aX)gO/o;+
N(va)<X
Pour X > N(q), on peut adapter une astuce due a Iwaniec : cela consiste en
le choix d’un premier p tel que X < N(gp), tout en ayant N(pg) < X. On
utilise alors I'injection quc — H{:p (non isométrique!) : par cette injection,
on a [[pll3 = [Ko(a) : Ko(ap)]-[lll7y avec

[Ko(q) : Ko(gp)] < N(p) +1

ce qui donne :

Xh: ’ Z AV, a,0)Tq

2

a
ve(aX)>0 /05
N(va)<X

<SP+ Y | Y A9

©E€BO(HE,)

2

a
e(uX )>>0/o}<j’
N(ra)<X

<)+ 1) (1+ o ) lloll < (14 57 )l
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Remarque 9.1. — Nous avons en fait démontré une inégalité de grand
crible pour une base orthogonale de H’q“. La méme méthode fonctionne
dans le cas d’un caractére central non trivial (avec la modification qui
s’impose a la formule de Petersson). On peut étudier des inégalités de grand
crible, pour des familles de représentations plus générales, avec la formule
de Kuznetsov. Typiquement, ces inégalités donnent des majorations fines
du quatriéme moment non amolli (cf. [19]). En particulier, la méthode
présentée ici nous permet d’obtenir :

h
> L(1/2,m)* < (log(N(a))°
wellk
ce qui est le bon ordre de grandeur; pour avoir un équivalent, il faudrait
avoir les moyens d’étudier des termes “non-diagonaux” (ce qui est a été
fait pour F' = Q par Kowalski, Michel et VanderKam [17], inspirés par des
travaux de Duke, Friedlander et Iwaniec dans des problémes similaires).

10. Non-annulation de la dérivée

L’objet de cette partie est d’expliquer la preuve de l'inégalité (1.5) du
théoréeme 1.3. On a la proposition suivante :

ProprosITION 10.1. — Soit k € 2N§1, Quand q parcourt I'ensemble des
idéaux premiers de O, on a :
L 7
(10.1) ]%rlmnl)glfo eznk ]]-aﬂ:—l,L/(l/wa)?éO P 16
ey

On rappelle que L(s,my) désigne la fonction L finie, série de Dirichlet
quand R(s) > 1, e; € {1,—1} est le signe de "équation fonctionnelle. En
se souvenant que A(s,7) = N(qx)¥2L(s, 7o) L(s,7) satisfait I’équation
fonctionnelle (1.1), on en déduit que
(10.2) {me¥ er=—1et L'(1/2,ms) # 0} = {m € II¥, A'(1/2,7) # 0}.
Les valeurs spéciales A’(1/2,7) et A’(1/2,m)? s’établissent pareillement &
(4.6) et (4.8).

Posons pour y,y1,y2 > 0 :

1 d ds

10. = — 5L 1/2 —

(10.3) Fy) = 5~ o2 &5 (57" Lls +1/2,m00))
1 d d ds
= — — (y; °L 1/2 — (y5; °L 1/2 —.
g(yhyQ) % (3/2) ds (yl (5+ / 77TOO)) ds (y2 (S+ / vﬂ-oo)) s
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On trouve :

LEMME 10.2. — Soit m une forme modulaire de poids k € 2N‘;1, con-
ducteur q. On a :

c 1/4
A’(1/2,7r):(1”—><z ﬁ N(n)/N(a)"/?)
nCOr

(N(n)/N(q)l/z, N(m)/N (a)'/?).

1/2
N (1/2,7)? =
(1/2,m) m M;O %nm

On se donne un amollisseur (M(W))WEWS de la méme forme que lors des

derniéres sections, et on étudie les moments amollis, pour k € N pair fixé :

ProOPOSITION 10.3. — Soitk € 2Ni1. Pour q tendant vers l'infini parmi
les idéaux premiers, A €]0,1] fixé tel que M = N(q)*/?> ¢ N, on a les
asymptotiques :

(10.4)  M;(q Z N (1/2,7)M(r)

WEHk

— QN () (P(l) + 23+ otos(v ) ) )

(10.5)

h
- Z A/(1/2,TF)2M(71')2 = 20}3]\[@)1/2

mellk

X(:’)i?’/o p"(t)QdHPfQ) +ip/(1)P(1)+P(1)2+O(1og(N(q)‘1>>~

Cr(2)T(k/2)

avec C, = o) res in

La preuve est trés proche de Darticle [18] modulo le passage aux sommes
d’idéaux et le traitement des sommes de Kloosterman.
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10.1. Le premier moment

Montrons 'estimation concernant M;(q). On écrit donc :

(10.6) Mi(q) = N(@)/* 3 f(N(n)/N(q)l/z)Pm

nCOp N(ﬂ)
N(m)<M
h
X Z (1 —ep)Ae(M)Az(m)
mellk

q

avec M = N(q)%7 A €]0, 1[. Comme dans la section 7, ce terme se coupe en
trois morceaux : un terme diagonal, un terme en sommes de Kloosterman
(qui se majore comme alors), et un terme en les formes anciennes (qui se
traite comme dans appendice).

Etudions donc le terme principal. I s’écrit :

F (N(m)/N(a)"/?) Pn
N(m)1/?

(10.7) M{™(q) = N(@)'/* Y

N(m)<M

11 est facile de vérifier que de Iexpression définissant F seule contribue au
terme principal la partie

d
/ log(y_l)y_sL (s+1/2,7) —s.
(3/2) 8

De plus, on emprunte & [18] I’écriture :

dz
log(y ™) =/ Yy
NS

% (9) étant un cercle de centre lorigine, de rayon 6 > 0 (petit). On a donc :

q)1/4 = Pus
Mg (g) /// (Q)%MtL(s+ 1/2,mo0) P (t)
(3/2)x (1) x€(5)
ds dt dz N(@)M*
x Dy(s,t,2)— . JrO<10g(N(ﬁl)) .
avec .
(10.8) (s:t.2)= W(m 1+g+t+z

mCOFp

On peut écrire

Di(s,t,2) = Cp(1+ s+t +2)" (s, t,2)
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avec ) définie sur R(s +¢+2) = —1 et (0,0,0) = (#(2). En changeant de
droite en s de (3/2) a (—1/2), on a :

. N(q)YVAL(1/2, 7o)
Méios(q) = N (@) = / // N(q)3 M Py (¢)
im)? (1)x€ ()

= 1/4
X Cr(14t+2)"1n(0,t z)@d—2 +0 (%) + O(N(gq)/4m)

t z
pour 17 > 0 dépendant de A et §. Si § est choisi suffisamment petit, 'inté-
grale en z est le résidu en zéro :

N(@)'*L(1/2, 7o)

M{*¥(q) = o) 0 M"Py(t)
X Tes,—g (N@é%) % +0 (N(@)/*1og(N () ")

Le résidu vaut :

n(0,£,0) | 7'(0,£,0)  Cp(1+1)
Cr(1+1t)  Cr(1+t)  Cp(L+1)2

et il est donc clair que le second terme est dominé par le premier. Soit :

diag N(q)'/*log(N (a)L(1/2, o) : n(0,¢,0) dt
M () = @in) / M Py (t )WT

N(q) 1/4L (1/2, oo B +t) dt N(q)'/4
- Mgt s o0 o (i)

 N@YAG()L(1/2,7) (log(N(@)) N(q)/4
- — <log<M> P(1)+P(l))+o<log<zv<q>>)'

log(N (q))

1(0,t,0)

10.2. Le deuxiéme moment

Montrons ici Pasymptotique de Ms(q). On a pour 7 € H§ :

D Ar(n)
N(1/2.7)2 = Xq T
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Ici x4(0) désigne le caractére principal en ¢, qui vaut 1 si (4,9) =1 et 0 si
q|d. En s’inspirant de l'expression de My(7) déja vue en section 8, on a :

Mo(q) =2N@)2d . J\f(aﬁl\gz)l)l/?

on N(e)<M

N (m)<M/N(e)
N(m2)< M/N(e)
h
Y g( (m2)/N(q )1/2,N(nzb)/N(q)l/z)PemlPemQZ Ar (1) A (M ms).
ning=n TI'EH’:"

On pose m = mymy pour appliquer la formule de Petersson, dont il sort
un terme diagonal que nous allons traiter, et les termes en sommes de
Kloosterman et en les formes anciennes que nous laisserons de c6té pour
les mémes raisons que ci-dessus.

De l'intégrale intervenant dans I’écriture de G, nous ne gardons que la
partie qui contribue au terme principal, soit :

diag 1/2 (a) N(q)s s T 2@
M) 2N 5 T Wm0 V2
)

2 o#(¥w) (i)

ning=—m
log(M/N log(M /N
s N(eml)ﬂ(emQ)P(Og(loé(ﬂ%ml))> p(Og(logUV([e)m)))
mymo=m ¢(9m1)¢(€m2)

et donc, avec les écritures intégrales idoines :

2N(q) Y2 2
i / N ()55 ML (5+1/2, 70 Pa (1)
(2im)° J(2)x(2)x (1)x6(5)x€(5)
_ dsdtldtgdzleQ
Py(t2)D(s,t1,1 _
X M( 2) (8, 15 2721722) stltngzg
avec :
(10.9)
Xq(0) 1
D (S t17t2721722) Z {N 1+25+21 +22 N( )1+t1+t2N(m)1+5
0,e,m
> P |
e mN I11 ZlN I‘lg S mi/} em1 ml)tl w(emQ)N(mg)t2
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Cette somme de Dirichlet multiple portant sur les idéaux entiers de Op
peut se factoriser simplement, et un calcul donne :
(10.10)

W14 254 21 4 22)Cr(1+ 11 + 1)

2(, 11, t2, 21, 22) L, Cr(l+ s+ 2 +1t5)

n(svtlatQa 21, 22)

les valeurs de i,j étant toutes les combinaisons possibles de 1,2, et n se
prolongeant analytiquement sur un voisinage de zéro avec

77(0’ 07 07 Oa O) = CF(2)2

On change d’abord la droite d’intégration de s de R(s) = 3/2 en R(s) =
—1/2 ce qui donne :

2L(1/2, 700 )* N (q)"/?

(2im)* /(1)><(1)><<€(6)><<5(6)
Cr(l 4t + 1)V (1 4 21 + 2)
Hi,j Cr(l+ 2 +t))
dt1dtodz1dzo
t1ta2923

Mdlag( ) N(q) Mtttz

x PM (t1) Py (t2) n(0,t1,t2, 21, 22)

+O(N(9)'/27).

Ici comme précédemment %'(9) est un cercle de petit rayon § > 0 : on peut
alors calculer les intégrales en z1, 2z, car il n’y a que des résidus en 0. On
doit donc calculer :

z1+z29
N(q)~= Cr(1+ 21 + 22)
F(t1,t) := _ .
(1, b2) = 1€z 20)=(0,0) ( 2222 L, Cr(1+ 2 + 1))
D’abord, le résidu en z; = 0 vaut :
log(N(q)) ¢r(1+22) Cp(1+ 22)

(10.11)

2 [Lir(+t)  I1 e +15)
B o) SEA A 1)Cr(L+ 1) + Cp(1+12)Cr(1 4 1)
itz I G+,
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Ce qui donne

F(t1,t2) _M X T€82,=0 ( N(q)%CF(l + 22) )

201 ¢r(1+ ) 25 [ Cr(1+ 22 + ;)
1 N(q) 7 ¢p(1
e XTeszu=0| (@)% <1+ 2)
II; ¢r(1 +¢5) 23 [1; Cr(L 4 22 + 1)
_ Gp(I+t)Cr(1+t2) + Cp(1 + t2)Cr(1 + t)
I1; Cr(1+1¢5)?
N(q) 7 ¢r(1
creo [ N@F et z) )
2 [[; Cr(1+ 22 + t5)
Les résidus en z, sont pénibles a calculer; cependant une observation

simple permet d’évacuer un bon nombre de termes ne participant pas au
terme principal. Ecrivons les développements en série entiere N (q)z/ 2 =

Srsoan?® T Cr(lt+2) 7 = s be(tr t2)2" et Cr(l+2) = 30,5
cm 2™ et regardons par exemple :

ros N(q)2¢p(1+ 2)
O\ T Cr (L 4+t + 2)

) = c_1(azbo+aibi+agbs)+co(arbo+aobr)

+ c1aobg.

Le terme ay, vaut 27%1log(N(q))*, en arrangeant les termes en : by(c_jas +
cpa1 + c1ag) + by X ..., on voit que seul le terme produit par ¢_; contribue.
Ainsi, on peut remplacer (g(1+ z) (resp. (&(1+ 2)) par res; ((r)z~! (resp.
—res1 (Cr)z~2). A cause de Pestimation

— dt
M Py ()" — ~ (log(M))™"
(1) t
on peut aussi remplacer (14t +t2) par res ((r)(t1 +t2) 71 (vesp. (r(1+
tj+22) par res (Cp)(t;4+22) ! et (p(1+t;) par resl(CF)tjfl). Cela se résume
par la relation :
2L(1/2,mo0)*N ()2 / M8+ Py (b)) Py (t2)

(2’i7‘(’)2 resl(CF)Q (Lyx(d) t1 4+ to

xn(0,t1,t2,0,0) {log(N(;l))hh resz_()(N(q); (z-l;zl)(z + t2)>

N(q)2(z+t1)(z + tz))

My™(q) =

— tltg res,—o (

N(q)2(z+t1)(z + tz)) }dtldtg

+ (¢1 + t2) res,— .
(t1 2)T z0< >3 tits
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Tous calculs faits, cela donne (en réunissant les premier et troisieme ter-
mes) :

Mgmg(q) = 77(0:7517152,07 O)

2L(1/2,m00)* N (a) /2 M2 Py (1) Py (t2)
(2im)2 res1(Cr)? (3)x(1) t1+ 12

{ (log(]\;(q))Qtltg + log(g(q)) (t +t2) + 1) (log(g(q))tm tt 4 t2>

log(N (9))* log(N (9))? log(N(9)) dtydts
_< g3 bt Ty ()T )tm}tltz

N(q)'/?
+o <1og<zv<q>>> '

Avec les valeurs des intégrales ci-dessous déja rencontrées lors de la section 8
(n est un entier positif) :

1 e t1ts 1 1
— MU Py () P (¢ dt,dt =7/ P (u)?d
i PP ) e = g [ P
1 —— dt
— [ M'Py(t)t"— = (log(M))""P"(1)
227’(’ (1) t

on trouve, apres des calculs élémentaires, ’expression

2L(1/2,7s0)? zetap(2)2N(q)2

resy (Cr)?

y (323/0 P ()du+ 53 P (1)? +ZP’(1)P(1)+P(1)2>
N
© (log(N(q))> '

10.3. Optimisation

Mdlag( )

En faisant tendre A vers 1, on trouve donc que

lim inf i Lar(1/9.0)20 = (P(1)+PI(1))2 .
Na)=oe 2, wrem? 2(4 Jo Pr()2di+P'(1)2+2P'(1)P(1)+ P(1)?)

Il s’agit d’optimiser cette fonction sur tous les polynémes P satisfaisant
a P(0) = P'(0) = 0, ce qui est un exercice facile d’analyse fonctionnelle.
D’abord, I'existence d’une fonction maximisante est garantie par le
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LEMME 10.4. — Soit $) un espace de Hilbert, £ une forme linéaire
continue et 2 une forme quadratique continue et définie-positive. Alors la
fonction

-9\ {0} —R
" h—s _ZMh)®
2(h)+Z(h)?

est bornée et atteint ses bornes.

Preuve. — Visiblement, 0 < ¢ < 1. On a p(Ah) = ¢(h) pour tout A

non nul : ainsi sup ¢ =supy avec S = {h € 9,||h|| = 1}. Soit h, € S
9\{0} §

une suite maximisante (telle que ¢(h,) — supg). A extraction prés, on

peut supposer que h,, tend faiblement vers h, avec ||h|| < 1. Par convexité

2(h) < liminf 2(h,,), et donc puisque Z(h,) — Z(h), ¢(h) = lim ¢(h,,).

O

On se place donc dans I'espace de Sobolev
H?(0,1) = {f € L*(0,1), f', f" € L*(0,1)}
muni de sa norme hilbertienne

AP = AP+ 102+ 711
et soit
$={f € H*(0,1), f(0) = f'(0) = 0} C H*(0,1)

muni de la topologie induite. Le lemme précédent s’applique avec Z(f) =
FO)+ /(1) et 2(f fo f"(t)2dt : il existe donc une f € $) maximisant
notre fonctionnelle Calculons maintenant f : on va voir que c’est en fait
un polynome.

Remarquons d’abord 1’équivalence :

f maximise L)Q <= f minimise 2() .
20)+2(.)? Z(.)?
Puis, f doit annuler la difffentielle de %, soit :
Vh c 5;:) ( / f//h/l _ + f ( )) _|_ h/ / fl/2

on doit avoir f(1) + f'(1) # 0, sans quoi Z(f) = 0, soit :

vh e 5. (f(1)+ /W) [ 1 =) +rw) [0
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une intégration par parties donne :

he s, ((f<1> Lroyrw- | 1 f) W)

- / 1 (<f<1> PO + / 1 f) W (t)dt.

Il est bien connu qu’'une telle égalité ne peut qu’étre triviale, i.e., qu’elle
implique les deux équations :

(fF(L) + F @) FP (@) +f0 =

(f(l) +f/( f// fO f//2
La premiére dit que f est un polynoéme de degré 3, donc de la forme a X +
X? (par homogénéité de la fonctionnelle) et en ajoutant les deux égalités,
retirant le cas f'(1) + f(1) = 0 encore une fois, on trouve que a = —1/6
convient. Le polynéme X2 — X3 /6 est donc le polynéme optimal recherché,
pour lequel

(P) + P(1)° 7
2 (4 Jo Pr2de+ P12 4+ 2P’ (1)P(1) + P(1)2) 16

ce qui était annoncé.

11. Appendice

Nous allons ici expliquer le traitement des termes issus des formes an-
ciennes, laissés de c6té lors des sections 7, 8 et 10. Cet appendice s’ap-
puie essentiellement sur Particle [12], qui construit dans un contexte plus
général, sur Q, une base orthogonale des formes anciennes. Avec la fa-
mille d’amollisseurs utilisée ici, cette base particuliere permet de majorer
la contribution des formes anciennes aux deux premiers moments amollis,
et d’assurer qu’elles n’affectent pas ’équivalent trouvé.

On suppose ici que ¢ est premier (non nul) et k € 2Z‘§1

Rappelons que 'on a la décomposition suivante (cf. (4.3)) :

— @ ,ﬂ.KocKO(q)@ @ Koo Ko(a)

nellk TrEH’éF

HE(new) HE (old)

et on supposera dorénavant que quc (old) est non vide (i.e., qu’il existe des
formes non ramifiées). Le théoréme de Casselman assure que pour toute 7

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



FONCTIONS L DES FORMES MODULAIRES DE HILBERT EN 1/2 253

non ramifiée, dimgeeKo(a)

= 2. Si ¢, désigne un vecteur nouveau, il fait
évidemment partie de cet espace . Soit w, une uniformisante de la place g,
et notons aussi wy = id(q) 'idele valant w, & la place q, 1 ailleurs : alors
- (g ( wg 1 )> est aussi Ko(q)-invariant. Comme ces deux fonctions
sont linéairement indépendantes, elles forment une base de 'H’qc (old). Pour

en déduire une base orthogonale, on a besoin du

I et @ un élément spécial de w. On a :

/. leo)Ps = / e (5 1)

/X(q) Prlg)on (g( wgl (1) >)dg = J\W/X(q) |ox(9)]*dg.

Preuve. — Montrons la deuxiéme égalité, la premiere étant conséquence
évidente du fait que dg est issue d’une mesure de Haar. On a d’une part,
avec K; =] GL2(OpF,) :

2
dg

<00

wrl 0
/ or(9)pn (g< o ))dg
Z(Ar)GLa(F)\GL2(AF) /Ky

[K = Ko(@)] " on(9)n (g( wgl (1) >>d9

/Z(AF)GLz(F)\GLz(AF)/Ko(CI)

d’autre part :

/ r(9)r (g( 5 >
Z(Ar)GL2(F)\GL2(AF)/ Ky
—1
- / / on(gh~ V) (g(“q ))dkdg
Z(Ap)GL2(F)\GL2(Ar)/Ky J Ky 0
()

:/ %(9)/ . (gk(
Z(Ar)GL2(F)\GL2(Ar) /Ky Ky

1
T

= ¢r(9) X =0
/Z(AF)GLQ(F)\GLQ(AF)/Kf N(q) +1

T, désignant 'opérateur de Hecke en q (tel que défini dans [9], (3.15)
page 48) ; on sait de plus (méme référence, (4.16) page 72) que

Tq() = N(9)/* Az (q)

et ceci donne le résultat. O

a(=)(9)dg
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Remarque 11.2. — Ce lemme correspond au lemme 2.4 de [12], et en
donne une preuve adélique (dans un cas plus simple, auquel le lemme 2.4
pourrait se ramener).

Maintenant que l'on a généralisé ce dont on avait besoin, on peut, en
suivant [12], poser :
(11.1)

e BT )

HORY
( N p)+1)>'

Grace au lemme precedent, {or, wﬂ}ﬂeng forme une base orthogonale de
F

HE(old), telle que [[xlbes = Il et

Soit L(s,sym?r) le carré symétrique de 7. On a un développement eulé-
rien L(s,sym?r) = [], L(s, sym?m,) indexé par les places finies et infinies,
et on déduit de 'expression des facteurs locaux que

(L+N(@ ™ )px(a) = (1= N(@)™) 7 L(L, sym®mq) ™

(cf. [12] : (2.50) et section 3).

Les coefficients de Fourier de v, sont donc donnés par :

(11.2)

MLDF! ) = (V@)1 — N(@) )1+ N(@) )L sym®r))

X <N(q_)1_'_1)\7,(q))\,r(n) + )\W(nq_l)]lqm).

La contribution des formes anciennes au premier moment s’écrit (en sui-

avec

vant les mémes notations, cf. section 7) :

(11.3)
Mi(g.0ld) = N(@Y* 3" Fy-Pa xZAl nDp", HA1L,mDL f)
nCOp
N(m)<M

Q)¥* > Fyi-Pux Z)\ Lng® 5 AN, mDR! f)
nCOp
N(m)<M
{f} désignant la base orthogonale formée par {¢, d)ﬂ}ﬂenrg) Let S dési-
F

gnant la somme normalisée pour le produit scalaire de quc_
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La partie de cette somme formée en ne gardant que les termes en ¢, est
facile & traiter. En effet, on a

A14)  lerlBee = Ky 2 Ko@lerl i = V(@) + DllonlZu
F F

on peut par exemple alors utiliser la formule de Petersson pour H’éF, puis-
qu’on a la bonne normalisation harmonique, et on peut majorer la contri-
bution des termes en ¢, Mi(q, @) par :

N(q)3/4N(q)l/4M1/2

1/4—n
N(a) <N

Ml(qa (PTr) <

avec 7 > 0.
Reste & traiter la contribution des ¥, notée Mi(q, {1r}). On écrit :

(11.5)
h
My(a, {v=}) =N@)* Y FaPax > ALDE )AL, mD 5" )
N?E%FM "

h
—N(@)¥* Y FaPux Y A1,ngDp", ¥r) A1, mD 5" )
nCOp T
N(ri)gM

la somme en 7 portant bien entendu sur H’éF. On va traiter les deux termes
apparaissant dans cette expression séparément, en notant :

Mi(q,{¢=}) = A(q) — B(q)

dans ’expression précédente. Notons pour commencer que, puisque N (m) <
M < N(q), on a

(11.6)
MLmDF ) = (N@) (L~ N(@) )1+ N(@) )L (L sym?r))

(@)

en outre les termes (1 — N(q)~2)(1 + N(q)~!) n’influencent pas les expres-
sions en question, asymptotiquement en N(q), de sorte qu’on note toujours
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A(q), B(q) les expressions simplifiées suivantes :

h
(L7) A = N@Y* > FaPax Y (N@L(L sym?r,))
nCOp s

N(m)<M

—1 _ —1
(@A) + A 10 ) 5 (A @e())

(11.8) B(q) = N(q)*/* Z FyPn xZ( L(1 symzﬂq))

nCOp
N(m)<M

—1 1
X (WAﬂ(q)Aw(anAﬂ(n)) x <N(q)+1xﬂ(q)xﬁ(m)>.

Pour majorer ces expressions, on note d’abord que |[¢|[3, = |l¢x|[55 =
q q
(N(q) + 1)”’(/}77”3_(,5 ; en outre, on a la factorisation suivante du facteur
F

local du carré symétrique, en termes des parametres de Langlands de 7 :

L(1,sym®mq) = (1 — oz 1 (@)*N(a) ™) 7M1 = am1 (@) 2(@)N(q) ") 7!
x (1= orm2(a)’N(g) )"

et ceci implique que
L(1,sym?* ) < 1.

Traitons d’abord le terme A(q) :

(11.9)
D — )N (@)L (L, sym? )
A(Cl ng;F F P X Z ‘DF|1/2 47-(- k— I(N(q) + 1)H(pfr||3_‘k
N(m)<M o
-1 B 4
X <N(q)+1Aﬂ(q)Aw(n) + Ax(ng )11q|n) (]\/W/\ﬂ(q)Aw(m))
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soit, avec les estimations ci-dessus :

Ag) <F N(q)1/4 Z | P P

nCOp
N(m)<M

1 1
2T, (@

Aw<q>2xw<n>xﬂ<m>|)

EN@Y S 1Pl (g @A)

qln
N(m)<M

On réindexe d’abord la deuxiéme somme en n en posant n’ = ng~' : il
apparait alors un facteur F((27)?N(n’)N(q)) et en dénominateur un fac-
teur N(q)'/2. On majore brutalement les coefficients A, (-) par Ramanujan,
soit :

Ar(n) <. N(n)®

(les bornes de Kim-Shahidi prouvées dans [14], A;(n) <. N(n)'/9%= suf-
fisent ici), en se rappelant qu’il n’y a qu'un nombre fini, indépendant de q,
de formes non ramifiées :

A@ <r N@Y T R xS (Pl x D
3. N M (N(q) +1)
1/4 F((2m)*N ()N (q)'/?)N (w)°
+ N(q)V n/;% N(n'g)l/2
e N

N(m)<M

On utilise alors que F(y) <4 y~* pour tout A > 0, quand y — oo, et que
Fly) < 1pour0<y<1:

(11.10)  A(q) <a N(q)"/*N(q)"/*TM24(N(q) +1) 72
—A
N T (L N @) e V)

alors qu’on avait seulement besoin d’un majorant en N (q)/4=".
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Pour B(q) on fait la méme chose (sauf que les bornes de Kim-Shahidi
sont ici insuffisantes) :

(11.11)

. I'(k — 1)N(q)L(1,sym?ry)
Bq) =N(@)** 3 FuPu XZ |aF|1/2 Amr)k— 1(N(q>+1)\|sowalik

nCOp
N(m)<M

-1

1
X <N(q)+1/\”(q))\“(nq) +>\w(“)) X (N(q)ﬂ/\w(q)Aw(m))

la méme procédure donne :

(11.12)  B(q) <r N(q)3*N(q)/*H4= M2+ (N(q) +1)72
+ N (q)*/ AN ()42 M2 (N (q) + 1) 71 < N(q)?*

ce qui est bien une majoration en N(q)1/4*77, comme voulu.

L’étude de la contribution des formes anciennes au second moment se
fait selon les mémes lignes, et ne présente pas de difficulté de nouvel ordre :
nous ne l'incluons donc pas au présent travail. Il en va de méme pour la
contribution des formes anciennes dans les premier et second moments de
la dérivée.
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