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PRINCIPE DU MINIMUM
ET MAXIMALITÉ EN THÉORIE DU POTENTIEL

par Gabriel MOKOBODZKI et Daniel SIBONY

Introduction.

La théorie du potentiel dont il s'agit ici es^ de caractère local. Une
théorie locale du potentiel est en général la donnée sur un espace locale-
ment compact Q d'un faisceau d'espaces vectoriels de fonctions continues
— dites harmoniques — avec possibilité de résoudre localement le pro-
blème de Dirichlet (existence d'une base d'ouverts réguliers) et un axiome
de convergence du type : si (ha) est un ordonné filtrant décroissant de
fonctions harmoniques positives dans un ouvert U, inf (ha) l'est aussi. On
introduit alors les fonctions surharmoniques, les potentiels, etc. (cf. [3], [l],
[6]). Dans ce travail on s'est posé un problème inverse : étant donné un
cône convexe S de fonctions s.c.i. sur Q à quelles conditions S est-il le cône
des fonctions surharmoniques dans Q pour une certaine théorie locale du
potentiel, à construire effectivement à partir de S 7

Une première difficulté concernait les ouverts réguliers. Nous avions
un excellent modèle de théorie locale du potentiel en considérant le cône
convexe des fonctions croissantes s.c.i. sur un intervalle ]a, b[ de R; dans
ce modèle, il n'y a aucun ouvert régulier, et toutes les fonctions harmo-
niques sont constantes. Toutefois la méthode de Perron-Wiener-Brelot
pour résoudre le problème de Dirichlet est applicable, et tout ouvert rela-
tivement compact a une frontière résolutive, ce qui donne naissance à des
familles de mesures harmoniques.

D'une manière simplifiée, une théorie locale du potentiel sur un
espace localement compact Q doit comporter :

a) un faisceau de cônes convexes de fonctions numériques, le faisceau
des fonctions surharmoniques;
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b) un faisceau d'espaces vectoriels de fonctions numériques constitué
par les fonctions harmoniques;

c) ces deux faisceaux étant reliés par la propriété que tout ouvert
relativement compact est résolutif par la méthode de Perron-Wiener-Brelot.

Comme il est bien connu, on obtient la résolutivité des ouverts rela-
tivement compacts en utilisant la propriété d'additivité des réduites pour
les fonctions surharmoniques positives et la densité dans tout espace
e (K) (K compact c Û) de l'espace vectoriel engendré par les fonctions
surharmoniques continues. Si l'on suppose que les constantes sont harmo-
niques, les hypothèses suivantes sur le cône S sont alors assez naturelles.
S4" désignera le cône des éléments ̂  0 de S.

1) S est un cône convexe de fonctions semi-continues intérieurement
(s.c.L), bornées dans Q et vérifiant le principe du minimum :

(P.M) V v G S, Vœ ouvert relativement compact c û, VA réel, on a :

(y ^ \ sur ôo)) => (v ̂  À sur co)

où ôco est la frontière topologique de co.

2) Le cône S sépare l'espace Q.

3) II y a « assez » de fonctions continues dans S au sens que : si <p
continue ̂  0 à support compact est inférieure à v ç S+, alors pour
tout £ > 0 il existe w e S+, continue dans Q avec : <p ̂  w ̂  v + s.

Néanmoins il est clair que ces hypothèses sont insuffisantes pour
faire une théorie locale du potentiel, comme on peut le voir sur des exem-
ples évidents. Elles ne donnent, en effet, aucune information sur la struc-
ture du cône S lui-même.

Pour résoudre complètement le problème, nous avons donc introduit
l'hypothèse suivante, qui se trouve être décisive dans la théorie :

4) Le cône S est maximal dans l'ensemble des cônes convexes de
fonctions s.c.i. bornées dans Q vérifiant le principe du minimum.

L'idée de la maximalité a été introduite pour la première fois dans un
travail de Helms ([4]) où elle est utilisée différemment. Voici le plan de
notre étude.

La première partie est consacrée à des généralités sur le principe du
minimum. On y montre que certaines propriétés des fonctions surharmoni-
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ques sont, en fait, attachées aux fonctions qui vérifient (P.M.). On démon-
tre un critère local (Th. 7), d'appartenance à un cône maximal.

Dans la deuxième partie, on étudie les propriétés de la réduite. On
définit les fonctions / surmédianes dans un ouvert U par la propriété :

V v G S, (/ + v) vérifie (P.M.) dans U.

On montre que pour tout ouvert co à frontière compacte et toute
v ç S'^ (—R?" ) est surmédiane s.c.i. dans co (v étant continue); ce qui
permet de démontrer rapidement la propriété d'additivité de la réduite
(th. 18) et de définir les mesures harmoniques. Les fonctions surmédianes
dans un ouvert U ont le caractère local (th. 20 et 22). On montre ensuite
que le cône des fonctions surmédianes dans un ouvert U est un cône maxi-
mal, qu'il contient assez de fonctions continues (prop. 25; lemme 26) et
que toute u surmédiane s.c.i. dans co peut s'écrire u = v—R?" dans œ'
ouvert tel que co'Cco'Cco où vGS 4 " dépendant de co'; donc u peut
s'obtenir au moyen des seuls éléments de S.

Dans la troisième partie, on démontre que si S sépare fortement les
points de Q (axiome (Gi )), on peut construire une base d'ouverts réguliers
et que (GQ est en un sens nécessaire pour cela. Le théorème 34 caractérise
alors les fonctions harmoniques et surharmoniques.

Dans la quatrième partie, sous les hypothèses que S est maximal et
sépare Q, on montre que l'axiome de convergence pour les fonctions har-
moniques (ou plutôt médianes continues) équivaut à la condition portant
uniquement sur S :

(Gs). R^ est s.c.s. dans co pour tout co ouvert et toute v G S+.

Le théorème 42 donne six propriétés équivalentes à l'axiome de
convergence. On démontre ensuite, moyennant (Gs) et sans ouverts régu-
liers, que S4' est réticulé. On établit enfin des propriétés du cône des
potentiels qui, moyennant les travaux ([7], [8], [9]) des deux auteurs,
prouve que S est le cône des fonctions excessives s.c.i. bornées pour une
théorie du potentiel associée à un noyau V qui applique CK (û) dans le
cône des potentiels, qui vérifie le principe complet du maximum, admet
une résolvante achevée, et s'obtient comme l'intégrale d'un semi-groupe
fortement continu sous-markovien.

Nous donnons, dans la cinquième partie des critères pour qu'un cône
de fonctions vérifiant le principe du maximum soit maximal. Le plus
efficace (critère 2) repose sur l'unicité de la balayée de £a- Il est utilisé
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pour démontrer que, dans toute théorie locale (au sens précisé plus haut),
le cône des surharmoniques bornées est maximal s'il sépare fortement
l'espace Q.

Dans un prochain article, nous montrerons que toute la théorie peut
être faite sans que les constantes soient harmoniques. La maximalité sera
alors considérée relativement à un principe du minimum où les constantes
ne jouent aucun rôle.

Un intérêt de notre étude est d'approfondir le rôle du principe du
minimum en théorie locale du potentiel. Ce principe, joint à la maximalité,
permet d'obtenir nombre de résultats-clé avec des démonstrations parti-
culièrement simples.

Nous traiterons dans un autre travail le cas où la théorie locale est
donnée par un semi-groupe à générateur infinitésimal local, ou par des
noyaux harmoniques.

Première partie

Notations et définitions.

Ici Q est un espace topologique, localement compact, dont tout ouvert
relativement compact admet une frontière non vide (ce qui entraîne, en
particulier, que tout ouvert de Q est non compact).

Pour toute partie A de Q on désigne par (3 (A) l'espace des fonctions
réelles continues sur A. On désigne par (°K (û) l'espace des fonctions
continues à support compact dans fâ.

Soit U un ouvert quelconque de Q.

DÉFINITIONS.

1) Une fonction v : U-> R satisfait au principe du minimum dans
l'ouvert U si pour tout ouvert co relativement compact tel que co C U et
tout \ nombre réel, on a

(v ̂  X sur (9(jû) ==> (y ^ X dans co)

où <9co désigne la frontière de rouvert œ.
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Remarquons qu'il est équivalent d'énoncer ainsi ce principe : pour
tout ouvert relativement compact co C co C U on a :

inf v (x) = inf v (x).
xç.9(ù xçu

2) L'ensemble des fonctions bornées de U dans R qui satisfont au
principe du minimum sera désigné par Pn, (U).

3) L'ensemble des fonctions s.c.i. de Pm (U) sera désigné par P^,. a (U).
Pour toute fonction v de U dans R, on désigne par v la régularisée semi-
continue inférieure (s.c.i.) de v.

PROPRIÉTÉS IMMÉDIATES. — Soit a) un ouvert de Q.

a) Si (y a) est une famille quelconque d'éléments de Pm (co) et si
inf Va est bornée, alors inf Va G Pw (co).
a

b) Si (va) est un ordonné filtrant croissant d'éléments de Pw, cr (co) et
si sup Va est bornée, alors sup Va G Pw.o- (co).

a

C) Si V e Pm (CO), ÛE^ î F Pm,<r (co).

d) L^y constantes sont dans Pm (co) ^ ^ v ç P^ (œ) ^^ À ^ MM^
constante, alors v + À G Pm (œ). Mem^ propriété pour Pm,a- ((jù).

e) L^ propriétés b) ^ d) entraînent que Pm,o- (co) ^^? /^rm^ poMr to
topologie de la convergence en graphe (voir [4]).

f) Soit v G PW (co), co' ouvert relativement compact tel que co' C co,
et \ constante. Alors si \^v sur ôco', la fonction

w =

est un élément de Pm (co).

X dans co'
v dans co\co'

Nous allons donner une propriété du cône Pm (Q), qu'on utilise fré-
quemment en théorie locale des fonctions surharmoniques et qui en fait est
attachée au cône des fonctions vérifiant le principe du minimum [3].

LEMME 1. — Soit co un ouvert de Q. On désigne par ^<o.^ le filtre sur
co des complémentaires des parties relativement compactes de co. Soit v
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une fonction numérique bornée intérieurement et vérifiant le principe du
minimum dans co. Alors, pour tout x G co, on a :

v (x) ̂  lim inf v.

Démonstration. — Soit \ = lim inf v. Pour tout £ > 0 il existe un
^,00

compact K C œ tel que :
inf v (y) > X — £.

I/€^\K

Soit co' un voisinage relativement compact quelconque de K, avec co' C œ.
Alors ôco' C œ \ K, et comme v (y) ̂  \ — £ pour tout y G ôco', on a :

v (v) ̂  À — e P0111" tout Y G co'.

Ceci étant vrai pour tout co', on a : v (y) ̂  X — £ pour tout y ç co
et tout £ > 0; on en déduit le résultat.

LOCALISATION.

THÉORÈME 2. — Soit co un ouvert de Q et soient u E Pm ((o) et
v G Pm (Û) tels que :

lim inf u (y) ̂  v (;c) po^r /OM^ x G ôco
yçû», y^xç.ôU

Alors, la fonction w définie par :

( i n f (M, v) GO si ^ e co
w w - j v (x) si ^ G (jco

appartient à Pm (Q).

Démonstration. — Soit coi ouvert relativement compact de Q et soit
\ == inf w (y). Comme on a : v ̂  w dans Q, on en déduit v (y) ̂  X

î/e^i
pour tout y G ôcoi. Sur co définissons û par :

û (x) = lim inf u (y) pour tout x G co.
y€<y. v-^x

Par hypothèse, pour tout £ > 0, l'ensemble

U = { x ^ c o ; û(x) > À — £ } ,

est un voisinage de <îco n 0)i dans co. Soit alors V un voisinage compact
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de ôœ n œi dans G) tel que V c U et soit 0)2 = (Oi H (co — V). C'est un
ouvert dont l'adhérence est contenue dans (Q et u (x) ̂  \ — s pour tout
x E <9(02; par suite, u (x) ̂  X — s pour tout je ç (02 et aussi pour tout
x G coi H o). Comme £ > 0 est arbitraire, on a M ̂  À dans coi H co d'où
l'on déduit le résultat.

Cette propriété joue un grand rôle dans toute théorie locale du poten-
tiel, et nous l'utiliserons fréquemment dans la suite.

Montrons maintenant qu'à tout cône convexe de fonctions vérifiant
le principe du minimum est associée une famille de mesures ̂  0, chacune
portée par la frontière d'un ouvert. Plus précisément :

PROPOSITION 3. — Soit S un cône convexe de jonctions bornées
s.c.i. vérifiant le principe du minimum dans 0, tel que 1 ç S.

Alors, pour tout ouvert co relativement compact et tout x ç. co, il existe

une mesure [x ̂  0 sur le compact ôco telle que : f sd [i ̂  s (x) pour toute
szS et [JL(I) == 1.

Démonstration. — e (ôco) désignant l'espace vectoriel des fonctions
réelles continues sur <9<o on définit l'application p de (3 (ôco) dans R par :

p (f) = inf { v (x); v e S, v ̂  f sur ôco };

p est une forme sous-linéaire. En effet, en tout point de Q on a l'inégalité
inf { v £ S; v ^ f + g sur ôco } ̂  inf { (Q e S; co ̂  / sur <9co } + inf
{ M GS, u^g sur ô(o }, où / et ^ G C (<9(o). Soit /ee((9co), f<^0.
On a alors p (f) ̂  0; de plus (les constantes ^ 0 sont dans S) on a :
p (1) = 1, p est finie d'après le principe du minimum.

D'après le théorème de Hahn-Banach, il existe ^ forme linéaire ̂  0
sur e (ôco), c'est-à-dire une mesure de Radon ^ 0 sur ôco telle que
[i (/) ̂  P (/) pour toute / G <3 (ôco) et [JL (1) = 1.

Pour démontrer que s d [A ̂  s (x) pour toute s G S, il suffit de
prendre / G C (<9(o) avec / ̂  ^ sur ôco et de remarquer que

Cfd^<^s(x).

CÔNES MAXIMAUX.

Introduisons maintenant la notion de cône maximal.
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PROPOSITION 4. — L'ensemble des cônes convexes de fonctions
numériques, s.c.i. bornées, satisfaisant au principe du minimum est non
vide (il contient le cône des fonctions constantes) et inductif pour l'ordre
défini par l'inclusion. Il admet donc des éléments maximaux.

Démonstration évidente (Zorn).

Lorsqu'on parlera d'un cône convexe maximal, il s'agira toujours d'un
de ces éléments maximaux.

PROPOSITION 5. — Soit S un cône convexe maximal ScPw.oCÛ).
Alors :

a) les constantes sont dans S.
b) Cîi et S2 C S) =» (inf (̂ i, ^2) € S).

Démonstration. — La propriété a) est évidente. Quant à b) elle résulte
de l'égalité :

inf Vi + inf Uj = inf (Vi + Uj)
î î n Is^j^m i , j

vraie pour des fonctions numériques finies quelconques.

Remarque. — II est évident que, pour démontrer qu'une fonction
s.c.i. / appartient au cône maximal S il suffit de démontrer que pour toute
SES, S + /€Pm.<r(Q).

PROPOSITION 6. — Soit S un cône convexe maximal ScPm.<r(Q) ;
co un ouvert de 0, et Su l'ensemble des restrictions des éléments de S à ci).
Soit C un cône convexe de fonctions numériques tel que Su C C C Pm,o- (œ).
Alors pour toute v ç S et toute M G C telle que :

lim inf u (y) ̂  v (x) V x G ôœ,

, / . ../. . . ,. \ inf (u, v) dans œ, ...la fonction w définie dans Q par w = < , -» est un élément
{ v aans H ^*

de S.

Démonstration. — La fonction 'w est manifestement s.c.i. D'autre
part, pour toute v/ ç S, on a, en posant ^ = v + v' et t = v^ + M (v^
étant la restriction de ^/ à co) :

^ G Pm (Q), t G P^. (a)) et lim inf t (y) ̂  s (x) V ^ G Ow.
y-^SÇQû)

yçùî
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L'application du théorème 2 permet d'écrire : w + V G P^ (Q). D'après
la maximalité du cône S, on a donc w ç S.

C.Q.F.D.

Nous allons maintenant établir un critère local qui montre que la
propriété d'appartenir à un cône maximal séparant est une propriété locale.

THÉORÈME 7. — (« Critère local ») Soit pour tout point x G Q une
famille Jïia- de mesures ^ 0 telles que |JL ( { x }) == 0 pour tout [JL G Jïtx
et que pour tout co ouvert relativement compact contenant x, il existe
|A G Jïix à support dans œ avec :

s à u ̂  s (x) V s G S.

Soit f fonction s.c.i. bornée telle que : ̂ x ç Q, Vo) ouvert 3 x, co compact,

3 [x G JTIa- portée? par cô, avé?c f fd\x^ f(x). Si on suppose que S sépare
les points de Q, alors f ç S.

Démonstration. — Remarquons d'abord que la proposition 3 assure
l'existence de JTla. pour tout x e Q. Il suffit maintenant de démontrer que
f + sEPm (Q) pour toute j e S. Soit CD un ouvert relativement compact
et soit 5s' la frontière de Choquet de co associée à la famille de fonctions
S + R-t / restreinte à œ ([5]). Manifestement, aucun point de o) n'est dans
cette frontière. Donc 5s'C ^œ. Comme d'après un résultat connu ([2])
les éléments de (S + R4' f)^ atteignent leur minimum dans 5s' (qui est
non vide car S sépare) donc dans <9œ, on a :

(s + f ̂  X sur <^co) => s + f ̂  \ dans co

et on conclut grâce à la maximalité de S.

Remarque. — Soit S un cône maximal (convexe). Alors, si S'1" est
l'ensemble des éléments ^ O d e S , on a: S - ^ + R ^ S ; autrement dit
les constantes sont dans S.

Cette propriété entraîne que dans la théorie des fonctions harmo-
niques que nous construirons à partir de S, les constantes seront harmo-
niques. Cela tient à la nature du principe du minimum dont nous sommes
partis. Nous donnerons ultérieurement la notion de principe du minimum
(et la notion de cône maximal correspondante) qui permet d'éviter cette
limitation et qui présente, entre autres avantages, celui d'être intrinsèque,
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c'est-à-dire invariante par multiplication par une fonction continue > 0,
ce qui n'est pas le cas de la notion précédente de maximalité.

Exemple. — Considérons dans R^ le cône S des fonctions concaves
croissantes, bornées ^ 0. S est le cône des fonctions surharmoniques
continues bornées ^ 0 pour une théorie du potentiel, où les fonctions
harmoniques sur un intervalle sont les fonctions affines. R + S n'est pas
maximal. Posons

s 1s'== — ^ e R + s
où / est la fonction x -> 1 + x. S' est maximal.

Deuxième partie

Théorie locale.

Nous allons dans cette partie construire un faisceau de cône de
fonctions surmédianes qui joueront le rôle de fonctions surharmoniques.

La réduite. — Nous allons auparavant établir quelques propriétés
de la réduite.

DÉFINITION. — Pour toute fonction numérique bornée cp ̂  0 sur Q
et toute partie A C û on appelle réduite de cp sur A la fonction numérique :

R, inf v.
l?es+

v><p sur A

On écrira plus simplement R<p au lieu de R^

LEMME 8. — Soit ((fa) une famille filtrante décroissante de fonctions
numériques s.c.s. (semi-continues supérieurement) ̂  0 à support compact
dans Q, et soit cp = inf cp<x. Alors : R<p = inf R<p^

a a a

Démonstration.— Soit v GS-^, v ̂  cp dans Q, soit s > 0> D'après
le lemme de Dini il existe a tel que le support de cpa soit dans un voisinage
compact K du support de cp et tel que <p ^ cpa ^ v + £. Donc
R<p^ ̂  v + s d'où le résultat.
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Propriétés immédiates :

a) R^+^ ̂  R,, + R^ ; R^ = X R^ (X > 0)
b) ((pi ̂  cp2) ==> R<pi ^ R<p2.

LEMME 9. — Soit x G Q, <®a; im^ fca^ d^ voisinages de x. Pour tout
v G S+ on a :

v (x) = lim R^ (x) = sup R?^ (;c).
û)€<B^. "ë^a,

Démonstration. — II suffit pour cela que S vérifie seulement le prin-
cipe du minimum, même s'il n'est pas maximal. En effet, soit X < v (x) ;
comme v est s.c.i. il existe co relativement compact, 10 G (R>y tel que
v (y) > \ sur (D donc aussi sur ô œ. Par suite RJ?" (.y) ̂  X pour tout y G œ
R06* = R^ dans œ (voir lemme ci-dessous).

LEMME 10. — Soit v G S"1", 0) MH ouvert quelconque de Q. Pour tout
y G co on a :

R^ (y) == inf w (y) = R?" (y)
wes+

llm inf w (s) >v <.P^
<<>3 SS-¥X^Q(Ù Va?

Démonstration. — Le lemme résulte simplement du théorème 2.
En effet : Soit u G S-^-, « ̂  v sur ôco. La fonction

!__ inf (M, v) dans co,
^ v dans g CD,

est dans S+ et w ̂  v dans P œ.

Les hypothèses. — On suppose maintenant que le cône maximal S
vérifie les conditions suivantes :
(Gi) S sépare les points de Q.
(02) Pour toute v G S+, toute cp continue ^ 0 à support compact sur Q,

tout s > 0, il existe w G S+, w continue telle que :
<p ̂  w ̂  v + £ dans Q.

Cette condition exprime qu'il y a « suffisamment » de fonctions
continues dans le cône S+ (donc dans S puisque les éléments de S+
s'obtiennent par simple translation d'éléments de S).
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Conséquences. — Nous allons déduire de (02) que la réduite d'une
fonction continue ^ 0 à support compact est continue. Montrons aupa-
ravant la

PROPOSITION 11. — Pour toute famille (Va) filtrante décroissante
d'éléments de S4-, on a : inf v« ç S+.

Démonstration. — II suffit de démontrer que pour toute

u E S+, u + îïdva G Pm (Q).

Soit d'abord u G Se, on a évidemment : u + inf Va = u + inf Va de sorte
que u + inf Va satisfait au principe du minimum (cf. propriété a) et c)
du n° 2, première partie). Soit maintenant u G S+ quelconque, et soit œ
un ouvert relativement compact dans Q. D'après (Gs), il existe une famille
(Ui) d'éléments continus de S+ tels que, les restrictions M,| forment une
famille filtrante croissante et u\ == sup u\ ; Par suite, dans co,lie i lœ

u + inf Va = sup ̂  + inf v« = sup (^ + inf Va).

Et comme on a vu que Ui 4- inf Va satisfait au principe du minimum dans
a), il en est de même de u 4- inf v«. Donc u 4- inf Va G Pm (^)-

a

Remarque. — II est faux qu'une fonction s.c.i. bornée f dans U telle
que / G Pm (co) pour tout œ dans une base d'ouverts de U, soit telle que
/ G Pm (Q).

En revanche, si / est telle que f + uç P^ (a)) pour tout uCS
(maximal) séparant et tout (D d'une base d'ouverts, alors f + uçPm (Q)
et par suite / € S.

Le principe du minimum dont nous sommes partis n'est donc « local »
que relativement à un cône de fonctions S.

PROPOSITION 12. —Pour toute fonction numérique cp ̂  0 sur Q,
continue à support compact, on a R<p G S+, et R<p est continue.

Démonstration. — a) Rq, est s.c.i. dans Q ; en effet : R<p ̂  cp, donc
Ry ̂  cp et par suite R<p = R<p, car d'après la proposition précédente
R,es+.
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b) R<p est s.c.s. dans Q ; en effet : soit £ > 0 et v G S+, v ̂  cp dans
Q. D'après (62), il existe wçS+, w continue, telle que :

cp ̂  w ̂  v + s dans Q.

Donc : R<p = inf { u ç S+ ; M continue, u ̂  y }. Par suite R<p est s.c.s.

COROLLAIRE 13. — Pour toute vçS+, il existe (Ua\ un ordonné
filtrant croissant d'éléments continus de S+ tel que :

v = sup Ua.
a

Démonstration. — II suffit de prendre un ordonné filtrant croissant
(cpa) de fonctions continues ^ 0 à support compact dans Q tel que
v = sup <pa, et de considérer les fonctions Va = R<p

COROLLAIRE 14. — Pour toute cp jonction numérique sur Q, .̂c.̂ . ^
^ 0 à support compact, R<p ^/ s.c.s. dans Q.

Démonstration. — Soit ((pa) l'ordonné filtrant décroissant des fonc-
tions continues ^ 0 à support contenu dans K compact dans Q, tel que
K contienne le support de cp, telles que cpa ̂  cp et inf cp« = cp. On a :
R<p = inf R<^. En effet, soit v e S+, v ̂  0 et s > 0. On a v + e > cp
dans Q. Il existe a tel que v + e^ cpa ̂  cp (on se place dans le compact
K). Donc v + £ ̂  R<^ donc v ̂  inf R<p^ , R<p est donc bien s.c.s.

COROLLAIRE 15. — Soit u une fonction numérique bornée sur Q telle
que (u + v) G P^ (Q) pour toute v e S. ^torj û + v e P^o- (Q). ^ à G S.

Démonstration. — Soit v C S+, v continue. On a :

û + v = î +^v e P^ (Q), donc à G S.

Pour v ç S, v quelconque, on considère un ordonné filtrant croissant (v»)
d'éléments continus de S+ tel que v == sup Vi.

Nous allons maintenant démontrer l'additivité de la réduite, afin
d'obtenir les mesures harmoniques.

Auparavant, on introduit la notion de fonctions surmédianes, dans un
ouvert œ et on montre qu'il y a suffisamment de telles fonctions dans tout
ouvert ; les fonctions surmédianes s.c.i. dans un ouvert œ apparaîtront
dans la suite comme les fonctions surharmoniques bornées dans o>.
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DÉFINITION. — Soit to un ouvert de Q. Une fonction numérique f
sur co, bornée sera dite surmédiane dans a), si pour tout v ç S, on a
f + V € Pm (0)).

Remarques. — 1) On montrera plus loin que la propriété pour une
fonction d'être surmédiane est une propriété locale.

2) II est manifeste que tout élément de S est une fonction surmédiane
dans Q et que S est l'ensemble de toutes les surmédianes s.c.i. dans Q.

THÉORÈME 16. — Soit œ un ouvert de Q tel que ôœ soit compact.
Alors pour toute vGS4", v continue dans Q, la fonction (—R^ ) est
surmédiane s.c.i. dans œ.

Démonstration. — Comme ôco est compact, on a

R^ = inf [w ç Sf, w ̂  v sur ôco}

ce qui montre que R^ est s.c.s. partout dans Q. Soit maintenant un ouvert
(A)' relativement compact de Q tel que œ' C œ, X G R et u ç S tel que
u—R{JÛ) ^ ^ sm. ̂ ^ n s'agit de montrer que u—R^ ^ X dans œ'.
Soit s > 0 ; on a : (M — X + £) (y) > R^ (y) V y G ôo/. Comme <W
est compact, en appliquant le lemme de Dini, on peut trouver w G S^
w ̂  v sur ôo)' et

R?" ( y ) ^wOO^(M—X+£)00 Vye<W.
La fonction :

!_ w dans ç a/,
~~ inf (w, M — X + e) dans o/,

appartient à S+ d'après la proposition 6. De (j ̂  v sur ôco') on déduit en
particulier :

(u — \ + £) (y) ̂  R^ (y) V y G œ' donc V y G O'.

Par suite u—R^" ̂  X dans ©'.
C.Q.F.D.

En fait, dans la démonstration, nous avons seulement utilisé le fait
que u est surmédiane dans œ. On a donc le

COROLLAIRE 17.— (Mêmes hypothèses que le théorème précédent).
Pour toute v G Se et toute u s.c.i. surmédiane dans co, (u — R^ ) est
surmédiane s.c.i. dans œ.
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Remarque. — On montrera plus loin que toutes les surmédianes s.c.i.
dans (o, s'obtiennent à partir des fonctions vçS4- et R^ où vGS-^

LA MESURE HARMONIQUE.

Etablissons maintenant l'additivité de la réduite.

THÉORÈME 18. — Soit a) un ouvert de Q tel que ôco soit compact.
Pour tout couple Vi, Va d'éléments de Sf, on a

p 8&) _ P9<«> i Tî9û)
-^i+va — v! 1" ^v^'

Démonstration. — Soit v G S4-, v ̂  Vi + Va dans <9(o. La fonction
M == (y — R^ ) est s.c.i. et surmédiane dans o. De plus

lim inf u (y) ̂  Vi (;c) V x G <9co
y-^a-es"

"<(=(»)

lim sup R^ (y) ̂  va W V A: G ôw).
î/e<*> ; y-»-a?eaû)

(car

Par suite
Rîî (y)^(v—R^)M Vyeco.

On en conclut que v ̂  R^ + R^ et, en raison de la sous-additivité de
la réduite, cela démontre le théorème.

COROLLAIRE 19. — Pour tout couple Vi, v^ d'éléments de S+ et
tout co ouvert de Q, on a :

"DÛ) __ "Rû) . "Dû)
^i+t^ — ^vi -r ^2 •

Démonstration. — Si v G S'̂ ' on a

R{? == sup {Rj?; ^GSc ; u ^ v , K compact, Kcœ}

et l'additivité de u -> R^ pour uçSf se déduit immédiatement du théo-
rème 18 et du lemme 10.

Remarquons que Sf étant stable pour l'opération (u, v) —> inf (u, v)
et séparant Q, les fonctions de S^—Sf, restreintes à ôw (où <9o) est la
frontière supposée compacte d'un ouvert co) forment un sous-espace dense
dans e (ôœ). On peut donc poser la

DÉFINITION. — Pour tout ouvert œ c Q à frontière <9œ compacte et
tout x e co, l'application v -> R^ (x) de Sf dans R définit par proton"
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gement naturel une mesure ̂  0, pî?, portée par ô(û (et telle que pî? (1) = 1);
on appellera cette mesure, la mesure harmonique de x par rapport à œ.

LES FONCTIONS SURMÊDIANES.

Voici une caractérisation (locale) des fonctions surmédianes s.c.i.
dans CD.

THÉORÈME 20. — Soit co un ouvert de Q, f une fonction s.c.i. bornée
dans a). Pour que f soit surmédiane dans œ, il faut et il suffit que pour tout
ouvert ci)' relativement compact, œ' C œ, on ait

Ç i d ç S ' ^ f(x) V ^ G o / (1)

Démonstration. — II est clair que si / vérifie les inégalités (1), alors
/ + s G P^ (œ) V s E S.

Réciproquement, supposons / surmédiane. Soient Si, s^ G S^ tels que :
si(y)—s^(y)<^f(y)^ye^

on en déduit :
R.Ï' (y)^^(y)+f(y) v^e^co'.

Par suite, on a aussi :

R^' (y) — R.T' (y) ^ / (y) pour tout y e G)'.
Ceci s'écrit encore :

! (s^—s^dp^ < f(x) V^eœ'

pour 5i, S2 € S^ tels que Si — s^^f sur ôco'.

Par suite :

I fdpS'^ i(x) V^Eœ'.
C.Q.F.D,

COROLLAIRE 21. — 1) Les fonctions s.c.i. surmédianes dans un ouvert
d) C û forment un cône convexe.

2) Ce cône convexe est maximal dans Pm,a (œ).
Démonstration évidente.
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DÉFINITION. — Une fonction numérique f bornée dans un ouvert œ
est dite médiane dans o) si f et (— f) sont surmédianes dans œ.

L'ensemble des fonctions médianes continues dans œ est un espace
vectoriel.

THÉORÈME 22. — Soit f une fonction bornée s.c.i. (resp. continue)
sur coo ouvert c Q telle que : pour tout x G coo il existe d3a-, base de voisi-
nages ouverts de x, avec :

ffdpï<^ f(x)
r*

(resp. dp^ == / (x)) Vœ G d3o..

Alors f est surmédiane s.c.i. (resp. médiane continue) dans co.

Démonstration. — II suffit de démontrer que

(S+R+/)|^CPm.<r((Oo).

Soit donc U ouvert,U C œo et S la frontière de Choquet de U relativement
au cône (S + R+ f)^ == S'. Du fait que pour tout x çV il existe
(x) 9 x tel que © c U et

j(u+kf)dp^ (u+kf)(x) V ^ e S et V^O

il est clair que ^ CE ô. Un raisonnement standard montre alors que

(H + f ̂  X sur ÔM) => (M + / ̂  X dans U) V u G S.

Approximation des fonctions surmédianes dans un ouvert à partir de S.

Nous allons montrer que les fonctions surmédianes sur un ouvert
s'obtiennent toutes à partir de la donnée globale S.

Etablissons d'abord quelques résultats préliminaires.

LEMME 23. — Pour tout x ç Q et tout voisinage ouvert relativement
compact co de x, il existe v ç S4-, v continue telle que R0" (x) < v (x).

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde et supposons que pour
tout v G Sf on ait R^ (x) === v (x). Soit H l'espace vectoriel de <5 (ôco)
formé des différences d'éléments de Sf, restreintes à <9œ. H est dense
dans e (<9co), car il est réticulé et séparant.
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L'application (vi — V2) -^ [R^ï W — R^ 001 = ^i M — Vg W est
une forme linéaire croissante sur H, qui se prolonge de manière unique
en une mesure sur o^co, soit pi.

Dans H, cette mesure vérifie la relation

finf (/i, h) dy. = inf Ij/i dy., j h ̂ J

Par suite p, est de la forme X 6y où y € ôœ et comme [x (1) = 1, on doit
avoir X = 1. Mais alors v (;c) == v (v) V v G S^ce qui contredit la sépa-
ration de 0 par Sf.

LEMME 24. — Pour tout ouvert (A) C Q relativement compact, et tout
compact K C œ, il existe v G S<t" të»(? ÇM^ :

R^ (y) < v (y), VyGK.

Démonstration. — Pour tout je G K, il existe, d'après le lemme
précédent v^ G Sf telle que v,, (x) > R^ (;c). Donc Va- étant continue et
R,^ étant s.c.s., il existe un ouvert aa.3 x tel que

R^ M < v.M VyGa..

Par compacité, on obtient une suite finie Vi, V2,..., VnGSc et, si on
pose

n

V = ^j Vf
i==l

on a bien, pour tout y G K,

v(y) = ̂  v<M > ̂  R^(y) = RF^)

(additivité de la réduite)
C.Q.F.D.

La proposition suivante montre que dans tout ouvert, il y a «assez »
de surmédianes continues.

PROPOSITION 25. — Soit co ouvert relativement compact C Q ^ s
fonction surmédiane ^ 0 s.c.i. dans co. Soit (p une fonction continue ^ 0
dans Q à support S^ compact, S^, C o) avec ^ (x) < s (x) V x ç S .̂ ^4 tory,
pour tout ouvert U, S^ C U C Û C œ, î7 .̂m^ ^ surmédiane continue dans
U ^Zfc ÇM^

s' <^ s et (p W < s' (x) V ̂  G S ,̂.
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o
Démonstration. — Soit K un compact, K C œ, tel que K contienne le

support de ^ et v une fonction de S?" telle que v (y) > R" (y) V y G K.
(Lemme 23).

Soit U' un ouvert relativement compact tel que (o C U', U un ouvert
tel que K C U C U c co. Soit cp une fonction ^ 0 continue dans Q telle
que :

cp ̂  v, cp = 0 dans U, cp = v dans U^co, <y à support compact
dans Q vérifiant de plus la propriété :

R<p00 < ^ (y) V y G K , (on sait que R<p est continue), ce qui est
possible puisque R?0 (y) < v (y) G K.

Il existe un nombre réel X > 0 tel que :

X s + R<p < v sur Sy,.
Soit

inf (\s + R<p, v) dans CD
v dans ÇODw =

w CS+ car lim inf (\s + R<p) (y) ̂  R^ (z) = v (z) V z e 6>œ.
yçû), y-+;s;(=9û)

w s'écrit donc w = sup Wa où (wa) est dans un S^~ ordonné filtrant crois-
sant. Donc À s + R<p = sup Wa dans co.

Il existe donc a tel que si l'on pose

1
•y '=—(H^—R<p)

A
on ait cp < '̂ dans S^, ^' ̂  s dans U, ^ surmédiane continue dans U,
la dernière assertion résultant du fait que Rq» est continue, surmédiane ainsi
que — R<p, dans U. La proposition est donc démontrée.

LEMME 26. — Soit v ç S?, co ouvert relativement compact de Q.
Alors pour toute ^ ̂  0 continue à support S^ compact, S^i C co, telle que
cp < R00 dans co, ̂  po^r tout ouvert U, S^ C U C C C œ il existe w E S4-,
w médiane continue dans U ^/fc <j^ :

çp< w ̂  R^ .

Démonstration. — Considérons l'ensemble AC^K'(Q) défini par

(<p E A) «=> (cp ̂  v ; cp = 0 dans co).
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L'ensemble A est filtrant croissant, et l'on a :

R00 = sup { R<p ; y G A }

par ailleurs R<p est médiane continue dans co, V y G A ; d'après le lemme
de Dini, il existe alors cp G A tel que

(1̂  R,^ R0/ .

PROPOSITION 27. — Soit f une fonction médiane s.c.i. et ^ 1 dans
(A), ouvert relativement compact. Pour toute fonction (p ̂  0 continue, à
support compact S^, C œ t^lle que cp < /, il existe u définie dans un voi-
sinage co' de S ,̂ u médiane continue telle que

çp ̂  u ̂  A

Démonstration. — C'est une conséquence directe du lemme 26 et de
la technique utilisée dans la proposition précédente. Soit en effet

vest: v(y)>-^ (y),
V y E K voisinage compact de S^», K ç co ; cp analogue à celle introduite
dans la démonstration de la prop. 25.

La fonction :
v dans gco
inf (R<p + X A v) dans co

est médiane dans co' ouvert tel que K C œ' C œ7 C œ.

w ==

Soit co" ouvert tel que K c œ" C co" Cœ'. On a w = R^ dans
co" et on applique le lemme précédent.

THÉORÈME 28. — Soit u une fonction surmédiane s.c.i. dans co. Pour
tout co' ouvert tel que co' C œ,

a) il existe v G S+ tel que : u = v — R9 dans co' ;
b) il existe w G S-^- et cp continue ^ 0 à support compact tels que :

u == w — R<p dans co' où R<p est médiane continue dans co'.

Démonstration. — On peut toujours supposer u ̂  0. On reprend la
fonction cp introduite dans la démonstration de la proposition 25. On a,
dans un ouvert contenant co'

\u = w—R<p
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ce qui démontre b) puisque R<p est médiane continue dans co'. Pour montrer
a)onprendveS^-telquev(.y)>R^ (y) Vyeo'. SoitU = [v > R^ ].
U est un ouvert car v est continue et Rv s.c.s. . Soit

^ ( inf (R0" + XM, v) dans U (où À est choisi assez petit)
~~ ( v dans g U.

On a w G S+, w ̂  v et R^ ^ R^" .

Donc dans œ' on a X u == w — R00 .
C.Q.F.D.

PROPOSITION 29. — Soit v G S4- ^ A C û. .% Rî, = inf Va avec
(Va) C S-^-, Va continue dans g A Va, ator^ R^ ^^ médiane dans g A.
(£71 particulier la proposition est vraie si v G Sc+ et A compact),

Démonstration. — On peut supposer la famille Va filtrante décrois-
sante. Pour tout ouvert a) D A, ô œ compact, on a aussi R^ = inf R^ et
R^ est s.c.s. dans g © et médiane, d'où le résultat.

Troisième partie

Construction d'une base d'ouverts réguliers.

HYPOTHÈSES. — On suppose ici que Q est à base dénombrable. S
est toujours un cône maximal. On suppose vérifiée la condition (02) et,
au lieu de (Oi) on suppose la condition suivante :

(O'i) : (séparation forte). Pour tout couple (x, y) de points distincts
de Q, il existe un couple (v, w) d'éléments de S tel que :

v ( x ) <v (y) et w (x) > w (y).

On a alors la

PROPOSITION 30. — Pour tout xçQ et tout ouvert relativement
compact co D x, il existe v ç S^~ telle que :

v (x) > sup v (y) et v (y) ̂  v (x) V y G Q.
yefio
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Démonstration. — Posons u = R^ . On a u (y) < u (x) V y ̂  x.
Par suite, on a : sup u (y) = X < 1 et il existe v G S'̂  v continue telle

l/€9û)

que 0 ̂  v ̂  1, v^u et sup v (y) < X' avec X < À' < 1. La fonction
ycc"

v répond à la question.

COROLLAIRE 31. — Pour tout xEQ, il existe Va,eS? et \ > 0
tels que : Va, (;c) > Vy, (y) ^ y ̂  x, y G û ^ l'ouvert [v > X} ^ non
Wrf^ ^ relativement compact.

Démonstration. — Soit (h)n) une base de voisinages relativement
compacts de ^ et soit Vn la fonction de S^associée par la proposition 30 à
(x, o)n). La fonction v == ^ 1/2^ appartient à S ,̂ et répond à la
question.

On peut préciser qu'il existe une base de voisinages relativement
compacts de x, de la forme [v > An] où sup Xn == 1. Pour la construction
des ouverts réguliers le lemme suivant est utile et a un intérêt propre :

LEMME 32. — Soit (cpn) une suite de fonctions continues ^ 0, à sup-
port compact dans U, positivement riche et stable par enveloppes supé-
rieures finies ainsi que par sommes finies. Soit Vn == R<p^. Alors :

a) Pour toute veS4 ', on a: v = sup { V n ; Vn ̂  v} et la famille
{^n ! Vn ̂  v} est filtrante croissante ;

b) Pour toute v G S? et tout compact K C û, R? = sup R^ ;
vn<v

c) (R^ ) tend vers R? suivant l'ordonné filtrant croissant

{Vn; Vn^ V}.

Le lemme se démontre aisément.

DÉFINITION. — Soist a) un ouvert relativement compact de Q ; (o ̂
A'/ régulier si, pour tout v G SJ1", R0^ ^ ^n^ fonction continue (donc
dans Sp ).

THÉORÈME 33. — Tout point de Q admet un système fondamental de
voisinages ouverts réguliers.
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Démonstration. — Soit xEQ, Vx et X>0 comme dans le corollaire 31.
1 — X

Soit £ > 0 avec s < ————. (On sait que v^ (x) = 1). Soit (an) une suite

infinie de nombres réels > 0 telle que || ̂  an Vn|| < £ où (v^) est la
n

suite d'éléments de Se introduite dans le lemme précédent. Soit

W = V^ + ̂  On Vn.

Considérons l'ouvert U = = { w > X + 2 £ } . C'est un voisinage de x, dont
l'adhérence est contenue dans l'ouvert {v > X}. U est relativement com-
pact. D'après le principe du minimum, R^? = X + 2£ dans U et on a
R017 = inf(w,À + 2£) dans Q. Donc R^ est continue dans Q. Il reste
à voir que R^ est continue pour tout v G Sf . Or pour tout n on a :
R^ = R^ + On R0^ OÙ Un e S^-, W = Mn + On Vn (âdditivité de là

réduite). Les fonctions du second membre sont s.c.s. (car Un et Vn sont
continues et ôV compact) et leur somme est continue ; donc R°^ est
continue pour tout n. D'après le lemme précédent, on a pour toute
v G S ,̂ et dans U , R017 = R^ = sup R?,̂ . Donc R^ est s.c.i. donc
continue dans Q.

U est donc régulier. Pour avoir une base de tels ouverts, on fait
tendre X vers 1.

Remarques. — 1) L'existence d'une base d'ouverts réguliers repose
ainsi sur les trois points : « densité » des fonctions continues de S+, addi-
tivité de la réduite et séparation forte. Les deux premiers sont nécessaires
dans toute théorie du potentiel local. Nous verrons plus loin en quel sens
le troisième l'est aussi.

2) Dire qu'un ouvert U est régulier, c'est exactement dire que l'ap-
plication y définie par

, . ( tx si x e C U,
^ ^ = 1 ^ si xev

est continue pour la topologie vague.

Par suite, on peut construire une base d'ouverts réguliers avec
l'hypothèse suivante moins stricte que la séparation forte par S^ :

(Gy ) : Tout point de Q admet un voisinage ouvert w tel que le cône
des surmédianes s.c.i. dans œ satisfait à Gî (c'est-à-dire à la propriété de
séparation forte).
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On supposerait alors au lieu de G2, la condition :

(G^ ) : Tout point de Q admet un voisinage ouvert co tel que, pour
toute u surmédiane s.c.i. ̂  0 dans co on ait u === sup «n. Un surmédiane
continue dans <o, V n.

FONCTIONS HARMONIQUES. — On peut maintenant introduire fonc-
tions harmoniques et surharmoniques.

DÉFINITION ([2]). — 1) Une fonction numérique u est dite harmo-
nique dans un ouvert co, si u est continue dans co et si pour tout ouvert
régulier o/, co' C œ, et tout x G co' on a :

u d p S ' = u(x).

2) Une fonction v s.c.i. est dite surharmonique dans co si pour tout

(ji)' régulier, 6)' C co et tout x ç co' on a f v dp^ ' ̂  v (x), et si v est finie
* J

sur un ensemble dense dans co.

On a alors les identifications suivantes :

THÉORÈME 34. — 1) II y a identité entre : a) les fonctions médianes
continues dans co et les fonctions harmoniques bornées dans co.

b) Les fonctions surmédianes s.c.i, dans (Q et les fonctions surhar-
moniques bornées dans co; (pour tout ouvert a)).

2) Pour tout ouvert régulier co, et toute cp G (5 (ô co) il existe u har-
monique dans ci), unique, continue dans co, telle que u = <y sur <9co et
que (cp ̂  0 sur ôw) => (u ̂  0 dans œ).

3) Si l'on désigne par 5€co (resp. 'Su) l'espace vectoriel (resp. le cône)
les fonctions harmoniques (resp. surharmoniques) dans l'ouvert co, l'appli-
cation co —> 3€u (resp. : (Q —> Sco) est un faisceau.

Démonstration. — 1) résulte immédiatement du théorème 33 ;

2) résulte de la densité de (S^—S^)^ dans <°(<9co) qui assure
même que : si f est continue ^ 0 à support compact Sf C Q, pour tout
ouvert (o D S/ et s > 0, il existe Vi, v^ ç Se tels que Vi — v^ = 0 dans
ç œ, Vi — V2 ̂  0 dans Q et [ Vi — v^ — f \ < £ dans œ.
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THÉORÈME 35. — Soit co un ouvert relativement compact de Q, Cû> le
cône convexe des fonctions continues dans co, surharmoniques dans œ.
5c la frontière de Choquet de co relativement à Q). Alors :

(co est régulier) <==> (5f = ôco).

Démonstration. — Supposons 5c == <9co. Soit (peC(ôco). Soit
AI == inf {v ç S, v ̂  <y sur c^co}, ^2 = sup { w ç — S, w ̂  y sur <9co }.
On voit sans peine que Ai et h^ sont médianes respectivement s.c.s. et
s.c.i. dans co, que Ai == hz = cp sur ôiû. La réciproque est immédiate.

Remarque. — La propriété de séparation forte par S+, assure l'exis-
tence d'une base d'ouverts réguliers qui sont du type : [v > À} où À est
réel ^ 0 et v ç S^. Inversement, nous allons voir que lorsqu'il y a une
base d'ouverts réguliers dans Q, il en existe une formée d'ouverts du type
précédent.

THÉORÈME 33 bis. — Soit S, cône maximal vérifiant les axiomes (Gi)
et (Ga). Pour tout ouvert régulier co et tout compact K C œ, ^ existe
v ÇzSf et u médiane continue $> 0 dans ÇA) ^/fcs- ^M^ l'ouvert U = { v > u}
soit régulier et que _

K C U C U C (0.

Démonstration. — Soit (Vn) la suite du lemme 32 et soit (an) une
suite de nombres réels > 0 telle que ^ an Vn = Vo G S<?". Pour tout x ç: co,

on a Vo W > R°^ (^) = / Vo dçï et R,^ est continue, et médiane dans o).

Pour £ > 0 assez petit l'ouvert U = {vo > (1 + e) R?^} contient K et
U C œ. En répétant l'argument du théorème 33, on a

R^inHvo, (1 + £ ) R ^ )
et on voit que U est régulier.

Quatrième partie

L'axiome de convergence.

Dans tout ce qui précède, notamment pour la fabrication des ouverts
réguliers, l'axiome (02) — assurant qu'il y a assez de fonctions continues
dans S+ — a joué un rôle essentiel. Nous allons introduire un axiome
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(Gs) dont nous montrerons qu'il est plus fort que (62) et qu'il est équi-
valent à « l'axiome de convergence ».

(Gg) Pour tout x E Q, tout ouvert œ, w3x et tout v G S+, la fonc-
tion RÇ* est semi continue supérieurement au point x.

LES HYPOTHÈSES. — Dans cette partie nous supposerons :
S cône maximal
S vérifie (Gg)

(Q n'est pas nécessairement à base dénombrable).

PROPOSITION 36. — La condition (Gs) est équivalente à la condition :
pour tout x E Q, tout (D ouvert, œ 9 x, tout couple (v, X), v G S+, X réel
tel que v (x) < X, il existe un voisinage œ' de x tel que :

(yeO^R^ 00 <X).
Démonstration immédiate.

Afin de montrer que (Gg) => (€2) nous aurons besoin du

LEMME 37. — Pour toute famille filtrante décroissante (va) C S4'
on a : inf Va G S4'.

Démonstration. — Soit w = inf Va ; on va montrer que

(w + u) e P^ (Q) pour tout u e S.

Soit (A) un ouvert relativement compact et X tel que

X = = i n f { ( w + M) (y), ye^o)}.

Supposons qu'il existe ^ G co tel que : (w + M) (x) < X' < X. On a donc :
^ (x) < X' — w (x) = [A. Par suite, d'après la proposition précédente, il
existe co' ouvert contenant x avec a/ C œ tel que : R^ (y) < p- pour tout
y€œ'.

La fonction h = R^ + inf Va satisfait au principe du minimum,
donc aussi h. On a :

Â(y) = (Rf +infva)(y)^[i +ii^(y) V y G œ '
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donc aussi :
h (x) ̂  [i + w (x) = (X'—w (x) )+ w (;c) = X' < X.

Il existerait alors un y ç œ' tel que h (y) < X ce qui contredit le fait que
A e Pm (Q).

LEMME 38. — PoMr toute fonction numérique y ̂  0 continue bornée
dans Q, R<p &s1 continue (donc dans Sf).

Démonstration. — D'après le lemme précédent on sait déjà que R<p
est s.c.i. donc dans S-^-. Montrons qu'elle est s.c.s. Soit e > 0 ; pour tout
x G Q il existe un ouvert (D 9 x, et X réel tels que :

¥ (y) ̂  X ̂  R<p (y) + e, V y E œ
(car y est continue et R<p s.c.i.). On a alors

(w G S+, w ̂  R<p + £ sur ^œ) ==> (w ̂  X dans œ).

Par suite, R^ ^ y dans œ,

Donc : R^^^ ^ R<p dans Q.

D'après (Gs) (ou plutôt la forme qu'en donne la proposition 36),
il existe un ouvert co" 3 x
tel que

R,(y)^R^ (y)^R,(x)+2e Vy€=œ"

ce qui prouve bien que R<p est s.c.s.,

Il en résulte que (02) est vérifié.
C.Q.F.D.

COROLLAIRE 39. — 1) Pour tout ouvert œ et tout v E S+, R% est
s.c.i. dans Q et continue en tout point de Ça).

2) Pour tout A C Q et tout v G S+, Ri est s.c.s. en tout point de
ÇA.ÇA

Démonstration. — 1) Pour tout ouvert co' relativement compact tel
que co' H œ = 0, on a :

R|T = Rï .
v

D'après (Gs), Ry est donc s.c.s. dans Ç(D, donc continue dans Pco.
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2) Posons Rf, = inf Va où (vaîCS-^, filtrante décroissante. On a
aussi : Rî = inf RÇ,Ï pour tout ouvert œ tel que œ H A === 0 d'où le
résultat.

LEMME 40. — Toute fonction u médiane s.c.i. dans un ouvert œ c Q
est continue.

Démonstration. — Puisque (62) est vérifié (car (63) => (62)) on peut
appliquer le théorème 28, donc pour tout compact K C œ, tout voisinage
a)' ouvert de K tel que œ' C œ, il existe v G S+ tel que u = v — R^0 dans
co'. Comme u est médiane dans œ', ainsi que R0^ , on en déduit que v
est médiane dans co'. Par suite, pour tout ouvert a/' tel que

KCœ"Cœ"Cœ' on a: R^ = v.

Donc v est s.c.s. et par conséquent continue dans œ', et u l'est aussi.

On arrive ainsi à la propriété suivante équivalente à (Gs) :

THÉORÈME 41. — Pour toute partie A C û et tout v ç. S+, la réduite
R^ ^ continue en tout point de HA.

Démonstration. — Dans tout ouvert relativement compact tel que
c5 H A = 0 la fonction (— R^ ) est surmédiane s.c.i. et médiane. Elle est
donc continue dans ÇA.

LEMME 41 bis. — Soit (R) une base d'ouverts relativement compacts
de Q et soit v une jonction numérique bornée telle que

^ v d ç S <^ v (x\ V x G co; œ € d3

Alors v ç S et pour tout x ç Q on a

î (x) == sup ^ v d p S .
û)3a? t/

Démonstration. — On reprend une méthode classique de [3]. Pour
tout ouvert œ G <B l'application

x -^ f v d p ï
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est continue dans a), donc

v(x)^f v d p ^ ^ i v d p S , V-cGco

ce qui montre que 0 ç S.

Soit maintenant X tel que v > À sur ôœ. On a donc

v ( x ) ^ j vdp^\

pour tout ^" G œ, par suite

v (̂ ) =: sup f v à pî? .
Û)=3J7 €/

(uedB

COROLLAIRE 41 ter : 1) Soient (y a), (n^) deux familles filtrantes
décroissantes d'éléments de S"1".

Alors
inf Va + inf ^3 == inf (va + wp).

a,P

2) Po^r ^«^ suite (vn) C S4", uniformément bornée

lim inf Vn == sup (inf v^).
n w^n

THÉORÈME 42. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Pour toute v G S+ et toute partie A C 2, R^ est continue dans ÇA.

ii) Pour tout ouvert o et tout ordonné filtrant croissant (ha) borné
de fonctions médianes continues ^ 0, la fonction (sup ha) est médiane
continue.

ni) Pour tout ouvert co relativement compact et tout compact K C œ,
l'application

f ̂  (H,),K WW =f/W

qui envoie Q (Q(û) dans Q (K) est faiblement compacte.

iv) L'ensemble des fonctions u médianes continues (dans un ouvert
(o quelconque) telles que 0 ̂  u ̂  1, est équicontinu. Ce qui s'exprime
aussi par : tout ensemble localement borné de fonctions médianes continues
est équicontinu.
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v) Toute fonction mesurable bornée u telle que pour tout œ ouvert
relativement compact et tout x G œ on ait

(x) = f u d p S ,uW -= j u d p S ,
est continue.

vi) L'axiome (Gg) est vérifié.

Démonstration. — On a déjà vu que i <==> vi.
vi) <==> ii). Car soit h = sup ha, h est une fonction médiane s.c.i.

donc d'après le lemme 40, h est médiane continue.
ii) <=> i). En effet, (—R^) est, dans tout ouvert œ relativement

compact tel que G) H A = 0, l'enveloppe supérieure d'un ensemble fil-
trant croissant borné de fonctions médianes continues.

ii) <==> iii). ii) implique bien que

^ffdp^

est continue dans o) pour toute / mesurable sur Ô(A).
Pour l'équivalence de ii), iii) et iv), on applique le théorème suivant :

THÉORÈME (de GROTHENDIECK). — Soit T une application linéaire
de e (K) dans F où K est un espace compact et F un espace localement
convexe complet. Alors on a les équivalences :

1) T est faiblement compacte.
2) T transforme toute suite croissante de fonctions continues majorée

par 1 en une suite fortement convergente.
v) => ii) est évident, ii) => v). En effet, pour toute fonction y s.c.i.

bornée dans ôœ, la fonction

x -> ^ <p à ps

est continue dans (A); il en résulte que u est continue.

STRUCTURE D'ORDRE DES CÔNES MAXIMAUX.

On a vu que les cônes maximaux sont stables par enveloppe infé-
rieure d'un nombre fini d'éléments. Moyennant l'« axiome de conver-
gence » on va voir que leur structure d'ordre est plus riche.
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DÉFINITION. — Soit S un cône maximal; u, V E S + ; on dit que v
majore spécifiquement u et on note v > u,si (v — u) ç S4'.

THÉORÈME 43. — Soit S un cône maximal possédant la propriété
(Gs). Alors S+ est réticulé pour son ordre spécifique.

Démonstration. — Soit M l'ensemble des majorants spécifiques de
deux éléments Vi, Va de S+. Posons Mo = inf { u, u G M }.

a) Montrons que Mo G S+.

Pour tout Ua G M on a :

Ua = Vi + V<î = Va + vê , VcE G S-*-.

Posons :

on a alors :

d'où l'on tire,

vî = inf va, v^ == inf v<?,

UQ = Vi + VÎ = Va + V^ ,

MO = Vi + VÎ == V2 + V^ ,

ce qui montre que Mo = UQ ç M.

b) Montrons que UQ est spécifiquement le plus petit des majorants
spécifiques de Vi et V2.

Soit u ç M, co un ouvert relativement compact de Q. Soit v ç So
(c.a.d. surmédiane s.c.i. dans œ) et supposons que

lim inf (u + v) (y) ̂  MO (z) V z e 6>œ.
yG^ ; y-^ssGQu

Considérons alors la fonction suivante :

__ ( inf (u + v, Uo) dans (D.
~ ( Mo dans g a).

D'après la proposition 6, w çS-^ et on a évidemment w ̂  Mo. De
plus, w est majorant spécifique de Vi et va car

^ _ v ) = ( inf ^ — vl + vî uo — v1^ dans œî

~ ( (Mo—vi) dans œ,

et M — Vi, Mo — Vi sont des éléments de S+, donc w — Vi, w — vg sont
dans S+, et w == MO, ce qui donne : M + v ̂  Mo dans (Q, dès que

lim inf (u + v) (v) ̂  MO (z).
yçû) ; y-»fi'eaû)
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Nous utiliserons sans démonstration le résultat suivant : Pour tout M G S,
et tout ouvert co relativement compact

.-»
/ u dpï = inf [v (;c); v G So ; lim inf v ( y ) ^ u (z), V z G ô co}.

,/ y€û) ; .y-^eaû)

Soit alors ^ définie dans co par t (x) = u dp^ (uEM) et soit w e So,

lim inf w (y) ̂  Mo (^)- Posons v == w — t ; v ç S<o. On a bien
yçû) ; y-».S'e9(d

lim inf (u + v)(y)^ UQ (z) V z G œ,
Î/G^ ; l/-»; '̂€^û)

d'où l'on tire M + w — t^Uo dans a), ou encore, en faisant varier w,

u(x)— f udpï ^uo(x)— U o d p S , V ^ E co ; V co.

Si ron pose ^ = u — Uo, alors $ç=. S+ et

^ (^) = sup ^ rip? = lim (u — u^dpS = (u — Uo) (x) = S (x).
V3x J U3a? J

L'élément Uo est donc bien la borne inférieure spécifique de M.

Il faut remarquer qu'on n'a pas eu besoin de l'existence d'ouverts
réguliers ; il en est de même dans ce qui suit.

Le cône des potentiels. — S est supposé maximal et vérifiant (Gi)
et (63).

DÉFINITION. — Une fonction u .y.c.L, u > — oo telle que V x G Q,

V co ouvert relativement compact co 9 x, ^ u dpS ^ u (x) (où pï est la

mesure harmonique de co en x) et finie sur un ensemble partout dense de
Q est dite surharmonique. Si u est finie et telle que (u) et (—u) soient
surharmoniques, elle est dite harmonique.

Un potentiel p est une fonction surharmonique ^ 0 dans Q telle que
toute minorante harmonique de p soit ^ 0.

Nous n'avons pas l'intention d'étudier ici ces fonctions. Notre but est
de montrer qu le cône C des potentiels continus dans Q vérifie des pro-
priétés qui d'après les travaux ([5], [6]) des auteurs, prouvent que S est
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le cône des fonctions excessives s.c.i. bornées pour une théorie du poten-
tiel avec un noyau V de CK (Q) dans C-C, vérifiant le principe complet
du maximum, admettant une résolvante achevée et pouvant s'écrire comme
l'intégrale d'un semi groupe fortement continu, sous-markovien.

LEMME 44. — Pour toute cp continue ̂  0 dans Q, à support compact
on a :

R? = inf [v E S+, v ̂  cp dans Q}

est un potentiel,

Démonstration. — 1) V v G S+, on a v = p + u, où p est un poten-
tiel et u est harmonique ^ 0. En effet, posons

u = lim R^" où (œn)^

est une suite fortement croissante d'ouverts avec U œ^ =0. M est har-
n

monique (d'après (Gs) ) et on voit sans peine que c'est la plus grande
minorante harmonique de p ; donc p est un potentiel. (La décomposition
est de plus unique).

2) Pour tout x G Q, il existe p potentiel borné tel que p (x) > 0. En
effet d'après le lemme 23, pour tout œ ouvert relativement compact œ 9 x,
il existe s E S4- tel que : R^ (x) < ^ (;c). Comme s = p + u où p est un
potentiel et u harmonique on a :

0 ̂  R^ (x) < p (x),

3) Le lemme résulte du fait que le support de cp est compact et
qu'une somme finie de potentiels en est un.

COROLLAIRE 45. — Soit C le cône convexe des potentiels continus
dans Q. Toute fonction surharmonique ̂  0 est enveloppe supérieure d'une
suite croissante de potentiels de C.

En particulier C est linéairement séparant dans Q.

ADAPTATION.

DÉFINITION. — On dit qu'un cône convexe C C (0+ (Q) est adapté si

i) V x e Q, 3 v e C ; v (x) > 0,
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ii) V u G C, 3 v G C tel que v ̂  u et que : V e > 0, 3 K G û,
compact : (x e g K) => (M (x) ̂  e v W ).

PROPOSITION 46. — 1) 5; u e (0+ (Q) s'écrit u == j ̂  où (Un) c C
ûrfor.y u ç C.

2) C ̂  «n c<3n^ adapté.

00

Démonstration. — 1) Si A est harmonique avec 0 ̂  h ̂  ̂  Un, on
i

00

voit par récurrence que h ̂  ̂  ^ V ^ G N, donc A ̂  0.
n==fe

Pu)2) Pour tout M ç C on a inf R ^ " = = 0 où (c0n)^^^ est une suite quel-
n

conque d'ouverts tels que G)nCœn+i et Uœn == Q. D'après un critère
n

général (cf. [5]) on en déduit que C est adapté. Donnons cependant ici
une démonstration directe.

1) C étant semi-réticulé intérieurement on peut construire par récur-
rence une suite (Un) c C et une suite (kn) c N croissante d'entiers telle
que :

1
u^^— sur ©ny

Un ̂  u sur ç o)^.

^ Un est continue donc G C.
i

2) Soit s > 0 et no un entier tel que ———— < e. Posons
1 + MO

V = U + ^ Un.

On a:
(̂  e C œ^) •=> (x e g ©^ v i ̂  wo) => (M» oo ̂  w )

=> (v (.c) ̂  M (.c) + V u, (x) ) => (u (x) ̂  ———— v (x) < e v 00)
z^i 1 + no

C est donc adapté.

Propriété de décomposition.

On désignera pour tout u G C et A c û, par R^ la réduite de u
par rapport au cône des fonctions surharmoniques ^ 0 dans Q.
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PROPOSITION 47. — Soient 0)1, 0)2 deux ouverts de Q tels que
0)1 U 0)2 = Q. Soit v G C. ^tory <û fonction R^1 + R^2 — v &^ MU poten-
tiel (Ce qu'on peut écrire v «< R^1 4- R^2 où -< ^ /a relation d'ordre
définie par le cône des fonctions surharmoniques ^ 0 dans Q).

En effet montrons que R^ + R^2 — v est surharmonique ^ 0. Les
fonctions surharmoniques étant définies par une famille d'inégalités

u d ^ ^ u ( x ) V (p-.r, x) où ^ G Q et ([Xa.)

est une famille de mesures ^ 0 sur Q, il suffit donc de montrer que :

fR:1 d^ + /R:2 d^—fvd^^ (R:1 + R;2 — v) (x).

Si x G o)i, l'inégalité se réduit à :

p0 ûf[x,. + j R^2 d^— fvdy.^ R^2 W qui est évidente.

De même quand x G 0)2.

N.B. — La proposition peut être renforcée mais ce n'est pas néces-
saire ici.

THÉORÈME 48. — Pour tout recouvrement de Q par deux ouverts
o)i, 0)2 et tout v G C, il existe Vi, v^ G C, tels que :

V = Vi + V2 ^ R^ = ^i 0' = l» 2).

Démonstration. — On a vu que v < R^1 + R^2. Le cône des sur-
harmoniques ^ 0 étant réticulé (théorème 43), il existe Vi, v^ surhar-
moniques ^ 0 dans Q telles que v = vi + v^ et v< < R^ 0' = 1, 2),
YI et V2 sont donc des potentiels continus car v en est un. On en déduit
aisément que R^ = Vi (/ = 1, 2).

Remarques. — 1) La dernière propriété nécessaire pour appliquer
à C notre théorie globale du potentiel est l'additivité des réduites par rap-
port à C, qu'on peut aisément vérifier.

2) Le théorème 48 entraîne que pour tout recouvrement (o)i)<çi de Q
par des ouverts et toute v ç C, il existe (vi) C C ; telle que :

v = S v, et R^ = v, V i G L
i
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Cinquième partie

Critères de maximalité. Applications.

Q est toujours un espace localement compact non compact. On dési-
gnera par S un cône de fonctions s.c.i. bornées tel que S C Pm (û). On
suppose que S sépare les points de Q (axiome Gi). On se propose ici de
donner des critères pour que le cône S soit maximal. Cela permettra de
montrer que les théories locales usuelles du potentiel sont maximales.

DÉFINITION. — On dira qu'une fonction numérique bornée cp est
S-surmédiane (ou plus simplement surmédiane) si ^ + uç Pm(Q) V u G S.

CRITÈRE 1. — Si l'ensemble C des fonctions s.c.i. surmédianes est
un cône convexe, alors C est un cône convexe maximal de P^,a(Q).

Démonstration évidente.

CRITÈRE 2. — Si pour tout xçQ il existe une base dîa. = (c0a) de
voisinages ouverts relativement compacts de x telle que pour tout a, il
existe une mesure d pS ^t une seule portée par ô o)a, telle que :

/ v ^ p î ? ^ v W WGS,

alors le cône C des fonctions s.c.i. surmédianes est convexe donc maximal.

Démonstration. — Soit cp une fonction s.c.i. surmédiane et soit
S' = R"^ cp + S. Le cône convexe S' satisfait au principe du minimum.
Pour tout x G Q et tout o)a G Ssx^ il existe donc une mesure [xî ^ 0 portée

par ô (Oa telle que ^ v d [ig ^ v (x) V v G S', en particulier V v G S. On

doit donc avoir d'après l'hypothèse d'unicité de la balayée, dpS = dy.î,
de sorte que :

VdPS ^ ïW-
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Inversement soit s.c.i. bornée telle que ^ cp dpS ^ cp (x) pour tout x e Q

et tout oi)« ç û3a.. Alors, d'après le « critère local » (Théorème 7) <p est une
fonction surmédiane.

Par suite, les fonctions surmédianes s.c.i. forment un cône convexe,
donc maximal.

C.Q.F.D.

C'est le critère 2 qui est le plus efficace pour les applications. Signa-
lons-en cependant un troisième qui s'exprime à l'aide de la réduite.

On suppose pour le critère 3 que S est formé de fonctions continues
et que R.l cS.

DÉFINITION. — Soit cp une fonction s.c.i. bornée. On appellera réduite
de <p et on notera R<p, la fonction :

R, == inf Va == inf Va
v^<p

v^ surmédiane

CRITÈRE 3. — Pour que le cône des fonctions s.c.i. S-surmédianes
soit convexe (donc maximal) il faut et il suffit que pour tout couple de
fonctions s.c.i. bornées, on ait :

R<P1+<P2 ̂  R<P1 + R<P2*

Démonstration. — Pour toute y fonction s.c.i., la fonction R<p est
s.c.i. bornée et surmédiane (car S se compose de fonctions continues). On
a donc : RR^ == R<p ; et si cp est surmédiane on a y == R<p. Soit çpi = R<p^
et ^2 = R<p2- On a :

<Pl + ^2 ̂  R^4-^2 ̂  R^! + R^ = ^1 + ^2.

Par suite R,^+^ = R,^ + R^. Et comme toute fonction surmédiane u
peut s'écrire R^, on a obtenu que la somme de deux fonctions surmédianes
l'est aussi. Donc le cône des surmédianes est maximal.

Application. — Nous allons donner un critère assez général qui
montre que « beaucoup » de théories locales du potentiel sont maximales
en notre sens. Soit sur Q supposé à base dénombrable, un faisceau 9€
d'espaces vectoriels de fonctions continues dites fonctions harmoniques
tel que
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a) il existe une base d'ouverts dans Q formée d'ouverts réguliers
(c'est-à-dire d'ouverts a) tels que : pour toute <y G Q (9 co), il existe u uni-
que continue dans © telle que u = y sur ôco, harmonique dans œ, avec
la propriété que

(cp ̂  0 sur c^co) => (u ̂  0) dans co.

b) l'axiome de convergence soit vérifié c'est-à-dire : Pour tout or-
donné filtrant croissant borné de fonctions harmoniques dans œ, (ouvert
quelconque) soit (ha), sup ha est harmonique dans œ ; 1 est supposée
harmonique.

On définit comme d'habitude les fonctions surharmoniques dans un

ouvert 0)0 par les inégalités j v d pS? ^ v (x) où œ est régulier c co C ̂ o
et où dp? est la mesure harmonique. Soit S le cône convexe des surhar-
moniques bornées dans Q.

THÉORÈME 49. — Le cône S des surharmoniques bornées dans Q est
maximal s'il sépare fortement les points de Q.

La démonstration se fait en plusieurs étapes et repose sur les résultats
suivants :

LEMME. — Toute v G S s'écrit v == sup Vn où (Vn) est une suite crois-
sante d'éléments continus de S4'.

La démonstration est standard et ne sera pas reproduite.

DÉFINITION. — Une fonction v continue de S"1" est dite strictement
concave (relativement à S) si pour tout couple (JL, v de mesures ^ 0 de
Radon sur Q, distinctes telles que toute u ç S soit y. et y-intégrable avec

fud^^f.u dy. ̂  f u dv, on ait :

f v dy. < f v dv.

On notera : (JL < v lorsqu'on a :

udy.^, udv V M € S

(à lire : [JL balayée de v).
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PROPOSITION 50. — // existe une fonction v strictement concave.

Démonstration. — Soit (Kn) une suite fortement croissante de com-
pacts de réunion Q. Pour chaque n, soit (.Sp,n) une suite de S? qui

p£N

engendre un espace dense dans C (Kn), les (s^p) étant harmoniques dans
g Kn+i et bornées. Il existe (an,p)n,p suite de réels > 0 telle que :

V = ̂  OC.n^pSn^e.SS'.
n,p

v répond manifestement à la question.

PROPOSITION 51. — Soit xEQ. Il existe (Vn) C S ,̂ Vn strictement
concave V n telle que les ouverts [v^ > a]^ç^ non vides forment une

aeR+
base de voisinages de x.

Démonstration. — Soit u G S?, strictement concave telle que
u (x) =1. Soit v ç S^ telle que les ensembles [v > À]o<x<i forment une

1
base de voisinages de x avec v (x) = 1. Posons Vn, = v + — u. Vn est

n
strictement concave et les ouverts [Vn > X]n, \ quand n et X varient (n G N
et X ç R4' convenable) forment une base de voisinages de x.

PROPOSITION 52. — Pour tout x G Q, ;7 ^.mfô une base ̂  = (œa)
de voisinages ouverts de x, relativement compacts, telle que pour tout a,
la mesure harmonique dç^ (c'est-à-dire la mesure : u —> R^" (x), u GS^)
soit la seule mesure ^ 0 de masse 1 portée par 9 o)a et telle que

udpr^u(x) V M G S .

Démonstration. — Soit (Vn) comme dans la proposition précédente
et coa.n = [Vn > a]. Soit [iS une mesure ^ 0 de masse 1 portée par ôcoa
et telle que

j u d ^ <^u(x) VMGS+,

(c'est-à-dire [x? < £.»). On a alors pî < pï. Car soit JES^ s^u sur
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ôwa. On a s (x) ̂  u d\ft V x G o)a ; donc : R^ (x):^ u dy^ donc

^ripr ̂  ud^s v«es+.

Si maintenant on avait p.?" ̂  ̂  alors Vn étant strictement concave,

on aurait j VndpÏ > f VndyS par définition. Or ceci est absurde puis-
que chacune de ces deux intégrales vaut a.

Résultat. — Le cône des fonctions surharmoniques bornées est maxi-
mal. Il suffit d'appliquer le critère 2 après avoir remarqué que les fonc-
tions surmédianes s.c.i. sont les fonctions surharmoniques bornées.

COROLLAIRE 53. — Soient 9€i et 9€^ deux faisceaux d'espaces vec-
toriels de fonctions continues sur Q admettant chacun une base d'ouverts
réguliers, 1 étant 9€^ harmonique. Soient Sî et S fies cônes de fonctions
surharmoniques positives dans Q relatifs à 3€i et 9Cz respectivement. On
suppose que :

i) <%i C <%2 ; ii) Sî sépare Q.

Alors Si C S2. Si, de plus, on suppose que (Sf )c (cône des éléments conti-
nus de Sf ) sépare fortement Q, alors 3€^ == 9€^.

Démonstration. — On a Si C S2. En effet, soit s G Si, (R, un recou-
vrement localement fini de Q par des ouverts réguliers pour 9€^. On pose :

s^ (;c)=min H^Qc)
w,e^l
a*€û),

où H^' est la solution du problème de Dirichlet relativement à 9€^ avec
la donnée frontière s dans l'ouvert 0)1. Comme Sf sépare, la propriété
d'être ^€2 surharmonique est de caractère local (raisonnement standard).
s^ est donc ^^-surharmonique étant localement un inf. fini de fonctions
harmoniques pour 3€i donc pour âCa. Si <îl est un recouvrement plus fin
que ^l et localement fini, on a s^^s^. Donc s == sup^. Si (Sf)c
sépare fortement, les éléments bornés de Sf forment un cône convexe
maximal, donc Si = S2 et par suite 3€i = St^ car 1 est ^Ci-harmonique.
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Cas particulier. — Dans un ouvert Q borné de R^ soit L un opérateur
uniformément elliptique de la forme :

^ ô / ^ ou \
U^LU=î'^[^aii^-)

défini sur H1 (Q) (cf. [10]) à coefficients mesurables bornés avec <^ = ,̂.
G. Stampacchia a étudié dans ([10]) les solutions et sous solutions de cette
opérateur. Si on désigne par S le cône des sous solutions dans Q, on voit
sans peine d'après l'existence d'une fonction de Green que S+ sépare
fortement. Donc S& est maximal ou S& est le cône des éléments bornés de
S. Ces considérations sont susceptibles de généralisations.
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