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CONTRACTION PAR FROBENIUS DE G-MODULES

par Michel GROS & Masaharu KANEDA (*)

A Henning Haahr Andersen, pour ses 60 ans, en témoignage de respect et d’admiration

RESUME. — Soit G un groupe algébrique semi-simple simplement connexe dé-
fini sur un corps algébriquement clos k de caractéristique positive. Nous donnons
une nouvelle preuve de 'existence d’un scindage de Frobenius de la variété des
drapeaux de G ainsi que de la nature G-équivariante de celui-ci. L’outil principal
est un scindage de I’endomorphisme de Frobenius défini sur toute l'algébre des
distributions de G qui permet de "détordre" la structure des G-modules.

ABSTRACT. — Let G be a simply connected semisimple algebraic group over an
algebraically closed field k of positive characteristic. We will give a new proof of
the Frobenius splitting of the flag variety of G and of its G-equivariant nature. The
key tool is a newly found splitting of the Frobenius endomorphism on the algebra
of distributions of G allowing us to "untwist" the structure of G-modules.

Introduction

Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, By
un sous-groupe de Borel d’un groupe algébrique semi-simple simplement
connexe Gy et Gy/Byg la variété des drapeaux. Par des méthodes géomé-
triques, Mehta et Ramanathan ont établi dans [21] I'existence d’un scindage
de Frobenius de cette variété et en ont dégagé plusieurs corollaires impor-
tants. Ultérieurement, Kumar et Littelmann ont proposé [13, 14] une autre
approche de ce résultat et de ses raffinements, plus algébrique, utilisant
des techniques provenant de la théorie des représentations. Un outil clef
intervenant dans leur construction est 1'utilisation de groupes quantiques
spécialisés en une racine de I'unité, du morphisme de Frobenius attaché a

Mots-clés : scindage de Frobenius, variété des drapeaux, variété de Schubert, algébre des
distributions.

Classification math. : 14M15, 13A35, 17B10, 20G05, 20G10.

(*) supported in part by JSPS Grant in Aid for Scientific Research.



2508 Michel GROS & Masaharu KANEDA

ce contexte [17], et d’un inverse “partiel” (étendant celui déja considéré par
Lusztig sur la partie nilpotente [18]) qu’ils définissent. Nous nous propo-
sons dans cet article de simplifier leurs arguments en éliminant le recours
aux groupes quantiques et en travaillant directement sur ’algebre des dis-
tributions Dist(Gg) de Gi.

Notre approche repose sur la considération d’une certaine contraction par
Frobenius que nous allons brieévement esquisser. Soit M un Gyi-module;
I'action de Gy via le Frobenius fournit sur M une nouvelle structure de
Gyx-module que nous noterons M. Si; de plus, le noyau de Frobenius
de Gy agit trivialement sur M, M admet alors une autre structure de
Gy-module notée M= telle que si on lui applique le twist de Frobenius
précédent (M [’1])[1], on retrouve M. En utilisant une généralisation du
scindage de Frobenius sur Dist(Gy) décrit dans [5], on peut “détwister” I’ac-
tion de Frobenius de n’importe quel Gix-module. Plus précisément, il existe
une mesure invariante idempotente pg dans 'algebre des distributions du
noyau de Frobenius d’un tore maximal Ty de Gy et un homomorphisme
d’algebres ¢ de Dist(Gy) vers une “sous-algébre” de Dist(Gy) dont 'unité
est po qui scinde 'endomorphisme de Frobenius de Dist(Gy). Si A désigne
le groupe des poids de T et My, A € A, le sous-espace de poids A de M,
alors poM =[] ser Mpx, et cela munit donc ce dernier d'une Gy-action
via ¢, que nous noterons M?, telle que on ait (M1)? ~ M. Ainsi M¢ est
la contraction de M que définissait Littelmann [15] (seulement pour des M
d’un certain type) en utilisant le scindage partiel construit par Lusztig du
morphisme de Frobenius quantique [18].

Le scindage ¢ sur Dist(Gk) considéré permet finalement de reformu-
ler [14] de maniére G-équivariante et par suite de rendre plus naturelle
la propriété de Bg-semi-invariance (nous adoptouns ici la terminologie sug-
gérée dans [2, 4.1.5], plutot que la terminologie “canonique”) du scindage de
Frobenius de Gy /Bg. Le scindage obtenu est également Bﬂj -semi-invariant
(mais ne peut étre rendu Gg-équivariant). Nos arguments sont une variante
modulaire, souvent plus simple, de ceux de [14] et certaines preuves for-
mellement analogues a celles de loc. cit. seront souvent omises. L’existence
d’un scindage de Frobenius sur un schéma ayant des corollaires importants
(déja largement dégagés par Mehta, Ramanathan, Ramanan, Mathieu,...),
nous espérons que cette reformulation méritait d’étre faite.

Dans le premier paragraphe, nous définissons le scindage de Frobenius ¢
sous des hypothéses trés générales (le cas des “petites” caractéristiques
nécessitant un peu de travail), puis dans les deux suivants, comment ce
dernier permet de réinterpréter sans restriction sur la caractéristique les
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CONTRACTION DE G-MODULES 2509

constructions de [15] et de [14]. Enfin, dans le dernier paragraphe, nous
expliquons comment faisceautiser ces constructions et comment elles per-
mettent également de vérifier que les sous-schémas de Schubert sont scindés
de maniére compatible.

Le présent travail s’est développé pendant la visite du second auteur a
IRMAR au printemps 2009. I1 remercie cet institut pour son hospitalité
et son support financier. Nous remercions le/la referee pour sa lecture tres
attentive et ses commentaires qui nous ont permis de corriger et d’améliorer
le texte.

1. Scindage de Frobenius sur Dist(G)

Pour simplifier les notations, nous travaillerons, sauf mention du con-
traire, sur le corps F, a p éléments. Soit donc G un groupe algébrique
semi-simple simplement connexe sur [F,, B un sous-groupe de Borel de G,
et T un tore maximal de B tous deux scindés sur F,,. Soit Dist(G) (resp.
Dist(B), Dist(T)) l'algeébre des distributions de G (resp. B, T'). Soit A le
groupe des poids de B, R C A l’ensemble des racines de G relativement a
T et RT un systéme positif tel que les racines de B soient négatives ;

R ={wo; | i €[1,4}

I’ensemble des racines simples. Pour a € R, nous noterons oV la co-racine
de a. Si M est un T-module et si A € A, M dénotera le sous-espace de
poids A de M.

Soit Fr : G — G I'endomorphisme de Frobenius de G. Le comorphisme
correspondant Fré : F,[G] — F,[G], donné par a +~ aP, induit un homo-
morphisme de F,-algebres Dist(Fr) : Dist(G) — Dist(G) via p+ po Frf.

Nous allons étendre au cas général la construction du scindage de Fro-
benius sur Dist(G) considérée dans [5] pour G = SLs.

1.1. Rappelons tout d’abord quelques résultats sur les algebres de distri-
butions. Soit Gz la Z-forme de Chevalley de G. Soit E; (resp. F;), i € [1, 4],
lélément d’une base de Chevalley de Lie(Gz) correspondant & la racine
simple a; (resp. —q;). Posons H; = [E;, F;]. Soit aussi Uz (resp. U;) la
Z-forme de U = Ru(B) (resp. son opposée UT). On a alors ([8, Satz 1.7])

Dist(Uz) = ZI[F; (k) |iel,keN,
(1.1) Dist(U;) = Z[E® |i e I,k e NJ,
Dist(Gz) = Z[E™, F™ | i € [1,4,k € N.

TOME 61 (2011), FASCICULE 6



2510 Michel GROS & Masaharu KANEDA

Pour vérifier ces égalités, signalons qu’on peut aussi utiliser I’action du
groupe de Weyl sur Dist(Gz). Si 8; = %o, (1)T—qa;(—1)zqa, (1) (notations
comme dans [10, I1.1.2]), alors via la représentation adjointe

E si (aj,a)) =0,
R sij=i

E (.et alors (o, ) = 2),
E.E; - E,E; si (aj,a)) = —1,
Ei(2)Ej — E,E;E; + EjEi(Q) i (a, o) = —2,
EXE; - BPEE + EEE” - BEY i (a,af) = =3,

et donc aussi, en utilisant 'anti-automorphisme 2 de Dist(Gz) introduit
dans [17, 1.1 (d1)],

F; si (a, ) =0,
—E; sij=i

5iF; (ét alors (o, a)) = 2),
F;F;, — F;F; si{ay, ) = -1,
FF® — FFF, + F2F, si (aj,0) = —2,
FF® + FORF - FFFY - FYF  si(a,af) = -3,

On en déduit alors comme dans [18, 41.1.3] [17, 5.7] que Dist(Uz) = Z[Fi(k) |
i€ IkeN]etDist(U)) = Z[E® | i € I,k € N]. Posons A = Z[v,v™]
(algebre des polynémes de Laurent a coeflicients entiers en une indétermi-
née v) et soit maintenant 14 la A-algébre enveloppante quantique de G
a puissances divisées introduite par Lusztig [17]. La spécialisation v — 1

fournit un isomorphisme d’anneaux
(1.2) {4/ (K;—1]i€[1,4)} ®4Z ~ Dist(Gz)

tel que I'action 7}’ du groupe de tresses considérée par Lusztig [18, 39.4.4]
sur U (et égale & celle, T,,, considérée par Jantzen [9, Chap. 8], mais
différant par un signe de celle, T;, considérée par Lusztig [18, 39.4.4] [17,
Thm. 3.1], par un signe [12, 2.1]) induise s; pour tout ¢ € [1, £].

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



CONTRACTION DE G-MODULES 2511

On notera que pour tous i € [1,¢], n € N, on a
B

0 sinon,

Dist(Fr) : Ei(n) — { st pln

(2)
PO {Fz si pln
0

sinon,

<H2> (%) sipln
—
n 0 sinon.

1.2. Nous allons maintenant définir des scindages de Frobenius sur Dist
(U*). 1ls sont induits pour p “assez grand” par ceux introduits par Lusztig
[18, 35.1.8, 35.5.2] mais requiérent un travail supplémentaire pour p = 2
lorsque G est de type By, C,,,F4 et pour p = 3 lorsque G est de type Go,
auxquels cas ils nécessitent d’utiliser les résultats de Lusztig deux fois.

PROPOSITION 1.1. — I existe des endomorphismes de Fy,-algébres FrE
de Dist(U®) tels que Efn) — Ei(np) et Fi(") — Fi(np), pour tout i € [1,4],
n € N.

Démonstration. — Si G est simplement connexe, ces endomorphismes
sont obtenus a partir de ceux considérés par Lusztig comme indiqué pré-
cédemment. Considérons maintenant par exemple le cas p = 2 et G est
de type By avec comme racines simples 1 <= 2 — 3 — ... — {. Notons
comme ci-dessus Uj I’algébre enveloppante quantique sur A de type By.
Soit A" = A/(v? 4+ 1) et posons U}, = U ®4 A’. Posons di = 1 et
d; = 2, on a alors ds(ay,a)) = di(as, ) pour tous s,t € [1,£]). On
dispose donc, par suite (cf. [18, Thm. 35.1.8]), d’'un homomorphisme de
A’-algébres Ul — U} tel que pour tous i € [1,4], n € N,

B {EY’) sii=1

2 .
EZ( ™) Sinon,

avec U%, I'algebre enveloppante quantique duale sur A" de type Cy et U i
sa partie positive de générateurs Ej ™) 11 existe également un homomor-
phisme de A’-algébres Uj(f"’ — U:ﬁ(r tel que pour tous ¢ € [1,¢], n € N,
. EXCM =1
B { .

E:(") sinon.

Le composé de ces deux homomorphismes est donc un homomorphisme de
A’-algébres U™ — U tel que pour tous i € [1,4], n € N, E:*(") — E'i(Qn)7

TOME 61 (2011), FASCICULE 6
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ce qui donne par changement de base A" — Fy (avec v spécialisé en 1) un
homomorphisme de Fy-algebres Dist(UT) — Dist(U™) tel que pour tous
i€ [1,{,n €N, El(") — Ei(zn). De méme pour G de type C; ou Fy en
caractéristique 2, et pour G de type Go en caractéristique 3. Finalement,
sur Dist(U) on peut transporter ¢+ par Panti-automorphisme 2 de Dist(G)
([17, 1.1)). O

Si maintenant, on note BT := UTT le sous-groupe de Borel de G opposé
de B,on a:

COROLLAIRE 1.2. — Les homomorphismes de F,-algébres 'Fr s'éten-
dent canoniquement en des homomorphismes de Fy,-algébres

'Fr”? : Dist(BT) = Dist(BT) et 'Fr<: Dist(B) — Dist(B),
tels que pour tous i € [1,¢], n € N,
()~ G)
— .
n np
Démonstration. — 1l suffit de le vérifier sur Dist(B™) (et d’utiliser £ une
nouvelle fois pour conclure). On définit tout d’abord un homomorphisme
F,-linéaire 'Fr° : Dist(T) — Dist(T) par (Hn) > (an) pour tous i € [1,/],
n € N. D’apres [10, 1.7.8.3], on a

()-8 it )

k=0

minim} n+m-—=~k\ /m H;
m E)\n+m—k/)

k=0

Supposons n = m. On a alors
IS 1 (- [V Sy
np ) \mp Pt mp k np+mp—k
B i (np +mp — kp) (mp) ( H; )
— mp kp ) \np +mp — kp
> (0 )
7k:0 m kE)\(n+m—K)p)’

() - ()~ ()

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Comme Dist(7) est abélien et admet pour base sur F, les [T,eqy 4 (1),

Uz
n; € N, il en résulte que 'F " est bien un endomorphisme de la [Fp-algebre
Dist(T).
On remarque ensuite que la multiplication

Dist(U™) ® Dist(T) — Dist(B™)

est un isomorphisme [F-linéaire et I'on est donc simplement ramené a véri-
fier, grace a (1.1), que la formule de commutation entre les Ei(") et les (IZ{)
est préservée par ¢ @ ¢°. Rappelons ([7, Lemma 26.3D] et [16, 4.1(d)])
alors que

() (H; Hj —n{ag, af)\ (n) Ui —n{a;, aY) H; (n)
E: = IV EYY = J E.
! (m) ( m ! Z k m—=k/

k=0
et donc
E_(nm(Hj) N (-np(ai’aﬁ)( H; )E(np)
‘ mp = k mp—=Fk) "
_ i <_n<ai,0é}/>) < Hy )Ei("”),
pos k (m—k)p
comme voulu. O

1.3. On va maintenant “recoller” 'Fr=" et 'Fr<’ pour définir un endo-
morphisme de Fp-algebres sur tout Dist(G) (on remarquera que 'F rT®
'Fr®® 'Fr™ ne convient pas). On introduit pour se faire une mesure inva-
riante sur Dist(7}) (avec Ty le noyau de Frobenius de T') en posant

p—

() D) e

i i

i =
C’est un idempotent de ®;e(1,¢{(Dist(Ty, 1)"*} = Dist(T1)™ qui com-
mute avec tous les Ei("p) et Fi("p), i €[1,£], n € Net'on pose

¢=0 = 'Fr=°(?)po : Dist(B) — Dist(G),

¢>° = 'Fr”" (M) : Dist(BY) — Dist(G),

¢~ = "Fr=’|piw) (7)o : Dist(U) — Dist(G),

o T?‘>O|Dist(U+)(?)U0 : Dist(U") — Dist(G),

¢° = "Fr=°|piecry (Do = Fr7°|pisery (7)o : Dist(T) — Dist(G).

TOME 61 (2011), FASCICULE 6
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Comme Fr<% et 'Fr>° sont toutes deux des applications multiplicatives,
les applications ¢§O, ¢t et ¢° le sont aussi. On va voir que I'on peut
définir une application F,-linéaire ¢ : Dist(G) — Dist(G) par FHE
¢~ (F)¢(H)¢+ (E) pour tous F € Dist(U), H € Dist(T), E € Dist(U™).

THEOREME 1.3. — L’application ¢ est multiplicative et induit donc un
homomorphisme de Fy,-algébres ¢ : Dist(G) — im ¢ (avec po comme unité

de im¢). On a, de plus, Dist(Fr) o ¢ = idpis(c)-

Démonstration. — Montrons que pour tous F” € Dist(U), H' € Dist(T),
E’ € Dist(U™), on a

$(FHEF'H'E') = ¢(FHE)(F' H'E').

Posons E; = X,, et F;, = X_,, pour tout o; € R®. On peut supposer

par 1.1 que E (resp. F”) est un produit de E-(n"), n; € N (resp. de Fi(mi'),

K]
m; € N). On écrit alors
E=[[E"™, i, e1,0,n, €N,
et F' =1T], Fi(tm”), iy € [1,4], m;, € N et Pon va raisonner par récurrence
sur . ong, + Y, my,.
Si Zs Ng, = O,

HFHF'H'E') = ¢SY(FHF'H )¢ (E')

par définition car
FHF'H' € Dist(B) = ¢~ (F)¢*(H)¢™ (F')¢"(H')¢™ (E')

car ¢SO est multiplicative = ¢(FH)¢(F'H'E"). De méme, si >, m;, =0,

S(FHEH'E') = ¢~ (F)¢>°(HEH'E")
par définition car = ¢~ (F)¢"(H)opt (E)¢°(H')p+ (') car ¢=° est multi-
plicative = ¢(FHE)¢(H'E’).

Supposons maintenant que E = El(") avec n; > 0 et F' = F{Fl-(mi)FQ'
avec F| ne contenant pas de facteurs contenant des puissances divisées

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



CONTRACTION DE G-MODULES 2515

des F;. Sim; > 0,

HFHE™F'H'E") = g(FHE™ F/F™) F}H'E')
= ¢(FHF,EM™ F™) FiH'E")

EM MR HE

min{n;,m;}
mi— i + 2k
—¢|FHF Z Fm ’”( st )

k

min{n;,m;}

ms— H1 —N; — My 2k T —
= > qS(FHFl’Fi("% k)( n km + )Ef i k)> (FLH'E')
k=0
par hypothése de récurrence car le nombre de facteurs dans F
est moindre que celui dans F’

min{n;,m;}

e H; —ni —mi + 2k
S s - (1)

k=0
6T (B )o(FyH'E)
— ¢<0(FHFI/)Qs(Ei("")Fi(m"))¢(F2’H’E’) par définition
= ¢<(FHF))¢*(E{"))¢ (F"))(FH'E') par [3]

En effet, on a :

(B F™))

K2 K2

min{n;,m;}

- mi— H; — i + 2k s —
-y R k)p)d)o(( —mi+ ))Ef( i—k)p)

k=0

min{n;,m;} k
_ ((mi—k)p) 10 2k —n; —m;\ ([ H; ((ni—k)p)
=X e (T )(k )) =

k=0 j=0 —J

min{n;,m;}

k
s — 2k — nl m; H; ni—
- Y plmeen st ( ) <(k . j)p) o B —P)

k=0 J

min{n;,m;}

=0

= —Jp

E((nz_k P) H Hp 1
r#i

TOME 61 (2011), FASCICULE 6
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D’autre part,
o (B (F™)) = BI P po F™ P g = B B g
min{n;p,m;p}
mip— H; —n;p—m;p+ 2k nip—
P e (B

k=0
min{n;p,m;p}

B Z p(mip—h) (Hz —nip — mp + 2k>

k=0

{1— (H; = {(mp = k), o)) BT T] (1 HE).
r#i

D’apres la preuve de [5, Prop.2.2.1], on a

(Hi—mp;mip+2k>{1—(fli—<< nip — k)ai, af )P~} =

k

E*’I’Lifmi .
o (*» . )( j)p)(l—Hp Y siplk

0 sinon.
Donc

min{n;,m;}

k
o+ (B (FOM)) = Flm=m 3 (27@ —ni— mi)
j=0

k=0 J

o; ) —1\ +((ni—k)p) 1 (n3) g2(m3)
)@= HPHETIP T - B = o(BME™),
(k J)p r#i

comme voulu. Il en résulte alors que

SOFH)¢~ (F))¢H (BN o™ (F™)) g™ (F) 6> (H'E)

?

]
)¢~ (F™))¢~ (F3)¢>°(H'E)

(3

T(F)e7(H'E')

\_/,_\/_\

par définition.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Si aucun facteur avec des puissances divisées de F; n’apparait dans F”,
W FHE™F'H'E') = (FHF'E" H'E')
= ¢SO (FHF")¢>°(E" H'E') par définition
= <O (FH)¢~ (F)o* (B[")¢>*(H'E)
= ¢SO (FH)¢H(E]")g™ (F')o>"(H'E)
= G(FHE™))¢(F'H'E') par définition de nouveau.
Finalement, si E = E”EZ.("” avec n; > 0,
Q(FHE"E" F'H'E')
= qﬁ(FHE”)qS(Ei(m)F’H’E’) par récurrence car le nombre de facteurs
dans E” est moindre que celui dans F
= gb(FHE”)qﬁ(Ei("i))cZ)(F/H’E’) grace au cas B = Ei("i) plus haut
= ¢<O(FH)¢* (E")¢T (E")¢(F'H'E') par définition
= 6= (FH)¢* (B"E;")o(F'H'E')
= ¢(FHE”E§""’))¢(F’H’E') par définition de nouveau,
ce qui conclut. O

Remarque 1.4. — Nous remercions T. Tanisaki de nous avoir signalé que
lorsque l'on s’intéresse seulement a ’algébre quantique “modifiée”, alors
Pexistence d'un scindage de Frobenius (qui est simplement le recollement
de celui défini sur les parties nilpotentes et torique) est déja connu ([20,
Prop. 3.4]).

2. Contractions

2.1. Si M est un G-module, M1 désignera le G-module twisté par Fro-
benius, ou de maniére équivalente le IF-espace vectoriel M muni de l'ac-
tion de Dist(G) via Dist(E'r). Soit x» I’homomorphisme de Fj-algébres de
Dist(T') vers F,, défini par

v ()= ()

pour tous i € [1,£], n € N. On a xx o Dist(F'7)|pist(7) = Xpa-
La mesure p étant un idempotent, tout M € Cg admet une décom-
position M = poM & (1 — pg)M. Comme on a muni im¢ de pg comme

TOME 61 (2011), FASCICULE 6



2518 Michel GROS & Masaharu KANEDA

unité, on peut définir une structure de G-module sur pogM via ¢, annulant
(1 — po)M. Nous noterons cette nouvelle structure sur poM par M9, et
écrirons x e m = ¢(z)m avec x € Dist(G) et m € oM. Nous noterons
l’action correspondante de G induite par ¢ par la méme lettre. De méme
pour M € Cg,Cr. On appellera M? la contraction par Frobenius de M.

Soit Ay ={N € A |Vie[l,4],(\a))€|0,p[}. Pour A € A nous écrirons
A=A0+pAavec A0 € Ay et A € AL

LEMME 2.1. — Pour tout A € A,

XAt Si A€ pA,
X © Blpist(T) =

0 sinon.

En particulier, pour tout M € Cr,
M? = ]_[ M.
AEA

Démonstration. — On a
¢ ¢ ¢

xa(mo) =xa(JJ(0 = H7Y) = T —xa(H)P~) = TJ(1 = (A es)?™)

i=1 i=1 i=1
_ {1 si p|(A, @) pour tout i

0 sinon.

Il en découle alors que pour tout m € N,

XA © ¢<IZLZ> =X <£;) Xa(po) =

Y 1 \2 1 \4 .
() = (0350 = (W) sixepa
0 sinon
et comme 'on a 1 (I;L) = (<’\17’r‘fiv>), le lemme en résulte. O

2.2. Soient W le groupe de Weyl de G et M € Cqg. Si w € W, un
représentant de w dans Ng(7T') permute les espaces de poids de M.

LEMME 2.2. — Sim € Mpx, A € A, alors w e m = ¢p(w)m € Mpyy».

Démonstration. — Pour tout h € Dist(T'), he(wem) = weAd(w')(h)e
m = Xwx(h)w e m. Lassertion résulte alors de 2.1.

Exemple 2.3. — Soit M € Cg.
(i) Le G-module (M)? g’identifie & M.
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(ii) Soient M € Cg et m € M. Si Apr: M — M ®g, Fp[t] est le comor-
phisme pour la U, -structure sur M, on a Ay(m) =Y o EMme
t" par [10, 1.7.2]. Alors Appe(m) =D cn Ei(ps)m@)ts. On en déduit,
pour A une Fp-algebre commutative, que

m = Z asEi(ps)m
seN
pour tout a € A.

(iii) Soit G = SLy et identifions A avec Z. Notons, pour n € N, V(n) le
G-module standard induit a partir du B-module de de dimension 1
de poids n et L(n) son socle simple.

Sur Fy on a V(2)¢ ~ L(1) ® L(0) ~ A(2)?, (V(2)?) ~ L(2) @
L(0) ~ (A(2)")M, (St @ M) = 0.

Sur Fs on a V(3)* = L(1) = A(3)?, (V3))M = L(3) =
(A(3)?)] et donc V(3) V(3)/L(3), (V(3)") < V(3) alors
que A(3)? < A@3), (AB))M ~ A(3)/L(D).

Maintenant, sur F,, avec p > 5, V(p)? = L(1) = A(p)? n’est ni un
facteur de Jordan- Holder de V(p) ni de A(p) alors que (V(p)?)1 =
L(p) = (A(p)?)M est a la fois le socle de V(p) et le module de téte
de A(p).

Sur F, avec p impair, (V(p — 1) @ MIU)? ~ M.

<
| ¢

3. La théorie de Kumar-Littelmann

Son principe est le suivant : si X est une variété projective, on peut,
par définition écrire X = Proj(A) avec A un anneau gradué, et étudier la
géométrie de X & partir des propriétés de A. En particulier, soient A € A
un poids dominant, I = {a € R* | (\,a") = 0}, et P = P; le sous-groupe
parabolique de G standard associé a I. Si V() désigne le G-module induit
a partir du P-module de dimension un de poids A et si v_ est un vecteur de
plus bas poids de V(A)*, il existe une immersion fermée G/P — P(V(\)*)
via g — [gv_]. On a alors G/P ~ Proj(A) avec A = [],, .y V(nA) vu comme
anneau gradué via le “cup-produit”. Notre contraction par Frobenius est
adaptée a la construction d'un scindage Gy-“semi-invariant” du comor-
phisme de Frobenius Og, /p, = F.Og, p,, comme décrit dans [14] avec la
contraction de Littelmann [15]. Comme les détails sont essentiellement les
mémes que dans [14], seulement rendus plus simples ici et 14 par Pabsence
de techniques quantiques, nous ne ferons qu’esquisser la construction.
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3.1. Rappelons néanmmoins tout d’abord le formalisme des foncteurs
d’induction tel que formulé par Zuckermann dans le cas classique [4] et
par Andersen, Polo et Wen dans le cas quantique [1]. Soit GMod la caté-
gorie des G-modules rationnels. Elle est équivalente & la catégorie C des
Dist(G)-modules intégrables, i.e. des Dist(G)-modules localement finis M
qui admettent une décomposition en espace de poids relativement a ’ac-
tion de T' [10, II.1.20]/[3]. Rappelons aussi [10, 1.7.16] que pour tous M,
M’ € Cg, on a GMod(M, M') = Dist(G)Mod(M, M'). De méme avec
tout sous-groupe parabolique standard P de G contenant B et aussi pour
T : PMod ~ Cp,TMod =~ Cp, ainsi que pour les morphismes.

Soit ind% = Schy, (G, ?)" le foncteur d’induction de PMod & GMod
avec comme morphisme d’évaluation ev, I’évaluation en I’élément neutre e
de G. Via l’équivalence de catégories rappelée ci-dessus, ce foncteur est
équivalent & I’adjoint & droite F§ du foncteur de restriction de Cg vers Cp.
Plus précisément, si M € Cp, on a

FEM = {f € [] Dist(P)Mod(Dist(G), M) | BV f =0 =F™f
AEA
pour tous ¢ € [1,4], n >> 0},

avec la Dist(G)-action sur Dist(P)Mod(Dist(G), M) donnée par (zf)(y) =
flyx), z,y € Dist(G), et pour tout A € A,

Dist(P)Mod(Dist(G), M) := {f € Dist(P)Mod(Dist(G), M) |
<Hi>f = (<>\’§iv>>f pour tousi € [1,/] ,n € N}.

n

L’ensemble ng est muni d’une action P-linéaire, i.e., d'une application
Dist(P)-linéaire evyr : FSM — M via f + f(1). Donc, pour tout Q € Cg,
Cp(Q, M) ~Cq(Q, FSM) via ¢ — “q +— 1)(?q)” pour tout ¢ € Q d’inverse
n +— evyr o 7. En particulier, on a un isomorphisme indgM o~ ng via
h s (?h)(e) d’inverse (7?71 f)(1) < f.

3.2. Soient R*F§ les foncteurs dérivés droits de FS. On a donc
R*F§ (M) ~H*(G/P,L(M))

avec L(M) le Og,p-module associé¢ au P-module M. Soit Ap le groupe
des caracteres de P. Si R} désigne I'ensemble des racines simples du sous-
groupe de Levi standard de P, on a

Ap={ e A|(\a')=0 pour touta € R}}
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et Pon pose A, = Ap N A*. Posons aussi Ip = {i € [1,{] | oy € R%},
et soit U;; le radical unipotent du sous-groupe parabolique opposé, i.e.,
le sous-groupe engendré par les sous-groupes radiciels de G associés aux
racines o € RT\ 7, ., Na;. Si A € A}, le G-module indB(\) =~ FSA est
isomorphe & ind§(\) ~ FS\, que nous noterons V().
PrROPOSITION 3.1 ([14, Lem. 2.2, Th. 2.3]). — Pour tout M € Cg, il

existe un morphisme G-linéaire (ie. Dist(G)-linéaire)

Dy s (FEM)M = FE (1)
tel que

(s f)(x) = f(Dist(Fr)(x))
pour tous f € ng, x € Dist(G). Ce morphisme est fonctoriel en M et
induit des applications G-linéaires R*®y; : (R*FSM)M — ROFG (M),
En particulier, lorsque M = A, Papplication A € A,

x+ (FENM = FE ()

n’est autre que ’application d’élévation a la puissance p, via le cup-produit.

3.3. Soit }"jff I’adjoint & droite du foncteur de restriction de Cg vers Cr.
Autrement dit

FE(M) = {f € [] Dist(T)Mod(Dist(B), M) | F"'f =0
AEA
pour tous ¢ € [1,£], n >> 0} pour M € Cr.

PropPOSITION 3.2 ([14, Lem. 3.2]). — Pour tout M € Cr, il existe
un morphisme B-linéaire (i.e. Dist(B)-linéaire), fonctoriel en M, ®p ar :
(FEM)? — FE(M?) tel que (P f)(z) = f(¢(x)) pour tous f € FEM,
x € Dist(B).

PROPOSITION 3.3 ([14, Prop. 3.3, Th. 3.4]). — Pour tout M € Cp, il
existe un morphisme G-linéaire (i.e. Dist(G)-linéaire) fonctoriel en M Uy :
(FSM)? — FS(M?) tel que (W f)(z) = f(¢(x)) pour tous f € F§M,
x € Dist(G), induisant des applications G-linéaires naturelles R*W,; :
(R*FEM)? — RO FG(M?).

Remarque 3.4. —

(i) Si A€ A\ pA, alors \? = 0 par définition, et donc
R, : (R°F5N)? — R F5(\?)

est 'application nulle.
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(i) (¢f. [14, Lem. 4.13]) Pour tous A € A\ pA, f € F§(MM),, on a
fog=0.

Démonstration. — Comme ¥, f € Dist(B)Mod(Dist(G), M), il suffit
de vérifier que Wy, f annule Dist(U ). Soit y € Dist(U ™). On peut supposer
que y = Ei(lmm .. Ez(m) avec iy, € [1,£], m;, € N. Par hypothése, il existe
j €1, tel que (A, af) =AY + pA} avec A9 €]0,p[. On a alors

F6() (f))) - <(ig)>f><¢<y>> -

()\2 + pAj

g

)f(¢(y)) — F(6(w) = (T f) ().

D’autre part,

H.
f <¢(y) (A?j))
— B B (30))

H; — pmg, (G aa\‘/ m; m;

:f(( DY )\ok< s J>>EZ_(1 1)~"Ei(5 )
J

par [7, Lem.26.3D]

<Hj = L (o, of >) o F(6(1))

0
)‘j

_ f: <— ok pm;k <Oéik»04}/>> (A;fj r) o f(6(y))

par [5, Prop. 2.1.1]

0
)\]1

0( Zapmiess o) (Mo sow)

j—T

car <_ Zk Py, <aik7a}/>> -0
A

r=

par [5, preuve de Prop. 2.1.1]

- Z ( kamzk@k, g>>(Dlst(F7’) <A;{j r)) F(o(y) = 0.

Il en découle que (Upsf)(y) = 0. O
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THEOREME 3.5 ([14, Cor. 3.9]). — Pour tout M € Cg, il existe un
diagramme commutatif de G-modules

(R*®pr)?

(ReFGM)M)? (RF§

id e G
R/ ]:B]\l

1 _
3.4. Posons p = 3 Z aet EY =T] cp+ EPY ¢ Dist(G). Comme

acRt
dim Dist(U;")a(p—1), = 1,

E7 est, & une constante pres, dans k* indépendant du choix de I’ordre
dans les racines positives figurant dans le produit.

LEMME 3.6. — Soit i € [1,£]. Pour tout r € N, il existe z; € Dist(T})
(avec s € [0,7(), tel que xa(p—1),(2s) = 0 et

r—1
E+Fi(rp) c Fi(Tp)EJr + Z Fi(s)Dist(G) + Z Fi(SP)zSDist(G).

s€]0,rp[ s=0
pls
Démonstration. — Nous procéderons par récurrence sur r. Montrons donc

tout d’abord le cas r = 1. Comme G; < G, l'action adjointe de Fi(p) sur

Dist(G) laisse Dist(Gy)-invariant [22, 3.4.13]. Comme A(F;) = 1 ® F; +
Fiol,ona A(FP)=3P_ F® o F*™® et done

Dist(G1) 3 ad(F)(ET) ZF(k)E+ —1)pkpP=h)
— _E-I-F_(P) + F_(P)E-‘r + Z F'(k)E.t,.(_l)p_kF_(pfk).

k=1

Comme —q; est 'unique racine négative impliquée dans l'expression de

ad(F™))(E+) dans Dist(G;) = Dist(Uy )Dist(T})Dist (U;") [7, Lem.26.3C],

TOME 61 (2011), FASCICULE 6



2524 Michel GROS & Masaharu KANEDA

on peut écrire

p—1
(31) E+Fi(p) _ Fi(p)E+ + ZFZ(]):EJ + Z ZVE(V)

Jj=1 velo,p[RT

avec EW) = H EWe)

a€ER*t

avec x; € Dist(B{") 2, € Dist(T1). Montrons que Xa(,—1),(2,) = 0 pour
tout v suivant en cela [14, Lem. 4.5]. Rappelons [17, 1.1 (d2)] qu'il existe
un anti-automorphisme 7 de Dist(G) fixant les E; et les F; et tel que
(Hj) — (jfj) pour tous m € N, j € [1,£]. Appliquant 7 & (3.1), on obtient

m

FPr(E) = 1(ENED + Y r(a)r(FD) + 5 r(EV)r(a).

j=1 velo,p[RT
Siv_ € AR(p —1)p)_ap-1), \ 0, alors FP 7 (ETyu_ = 7(EC))r(z,)u_.
Montrons maintenant que
(3.2) FP (B o_ =0.
Il suffit pour cela de montrer que Fi(p JE+u_ = 0. Supposons que cela ne

soit pas le cas. Alors, comme le poids de Fi(p )Etu_ est —pay, par la théorie
SLs, on doit avoir

0# BV E v

= EYE®y_ par (23, 6.1(v)] [7, Lem.26.C]

= I E@-D)ECVE®,_ 1T E@-D) B,
@R ey a€R\ oy

et donc Ei(2p71)v_ € A2(p — 1)p)—2(p—1)p+(2p—1)a,; \ 0. Mais alors

si(=2(p = Dp+ (2p = Do) =
—2(p—Dp+2(p—1a; —(2p—Da; = -2(p—1)p—
devrait aussi étre un poids de A(2(p — 1)p), ce qui est absurde.
1l s’ensuit que 7(E™))7(z,)v_ = 0. Via le cup-produit
St® St — V(2(p —1)p),

on a vy ® vg > vy avec vy (resp. v44) un vecteur de plus haut poids
de St (resp. V(2(p — 1)p)). En dualisant, on obtient une application G-
linéaire A(2(p — 1)p) — St ® St envoyant v_ vers v’ ® v’ avec v/ un
vecteur de plus bas poids de St. Alors ETv_ est envoyé sur un élément de
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Etv_ @' +St® (Sts_(p—1),) et est donc non nul. Il en découle que tous
les 7(E™))v_ sont non nuls, et qu’on doit donc avoir 7(z,)v_ = 0. D’ou

0= X—2mp—1)p(T(2)) = X2(p—1)p(2v), comme voulu.
Supposons maintenant que

r—1
(33) E+Fi(rp) — FZ_(TP)E+ + Z Fi(S)xS + Z ZFi(Sp)Zusyus
s€]0,rp[ velo,p[RT s=0

pls

pour certains zs,y,s € Dist(G) et z,, € Dist(T1) avec xa(p—1)p(2vs) = 0.
Pour montrer qu'une formule similaire existe avec r remplacé par r + 1, il
vy a deux cas. L’un d’entre eux est quand n,m < r avec n+m =1+ 1 tels
que p [ ((T‘H)p) Dans ce cas, des formules similaires & (3.3) existent avec r
remplacé par n et m. Alors

(r+1)p r+1
( B+EHP)

np
— E+F‘(7’LP)F‘(WP)
_ p(np) pt pp(mp) () (@p) (mp)
F" gt F +(ZFxS+ZZF J)F!
s€]0,np| ve[o,p[RT s=0
pls
ZFi(np)(Fi(mp)E+—|— Z FS) / !+ Z ZF(SP Vsyys +
s€]0,mp][ VE[O,p[R+ s=0
pYs
n—1
( Z Fl'(S)‘TS—i_ Z ZFi(sp)Zusyus)Fi(mp)
SG](j/np[ velo,p[RT s=0
pYs
(r+ 1P\ (4 1)p) () 1 (sp),
= F; Et + F; EoP 20 gl
(" SR YOS AT,
s€]0,(r+1)p] velo,p[RT =0
pls

pour certains z,y,. € Dist(G) et z,, € Dist(T1) avec xa(p—1),(21s) = 0, et
(3.3) est vérifié avec r remplacé par r+ 1. Le second cas est quand il n’existe
pas de tels n et m. Dans ce cas r + 1 est impair si p est impair, et nous
allons raisonner comme dans le premier cas lorsque » = 1. Posons a = r+1.
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Alors

Dist(G1) ZF(k Et (- “p_kFi(apfk) =

ap—1

_ E+F(ap) + F(ap E+ Z F(k)EJr apkoi(aP—k).

Si p|k, soit k = bp, on peut écrire par hypothese de récurrence

Fi(bp)E+Fi(ap_bp) _ Fi(bp) (Fi((a_b)p)EJr-i-

a—b—1

> B+ 3 Y EVua)
s€]0,(a—b)p] velo,p[RT =0
s
pour certains x,,%,s € Dist(G) et z,s € Dist(T1) avec Xa(p—1)p(2vs) = 0.
Alors

Dist(Gy) 3 —ETF*) + F“P pt 4

a—b—1
> Flar 3 X B ae
s€]0,ap| velo,p[RT s=1

pls

et donc l'on peut écrire comme dans (3.1)

E+Fi(ap) _ Fi(ap)EJr + Z FZ'(S)-TJS‘F

s€]0,ap|
pls
a—b—1
> Y A SR S
Ve[oyp[R"' s=1 Ve[O,p[R+

pour un certain z, € Dist(7}). Le méme argument que pour (3.1) montre
alors que Xap-1),(2) = 0 pour tout v si FPr(E)u_ #0, B Vu_ e
A2(p—1)p)—2(p—1)p+ (ap—1)a; \ O- Alors

si(=2(p — Dp+ (ap — Devi) =
=2(p = Dp+2(p - Dai — (ap — Da; = =2(p — Dp — ((a = 2)p + 1oy

serait aussi un poids de A(2(p — 1)p), ce qui est absurde. Cela termine la
vérification de I'induction. O
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ProPOSITION 3.7 ([14, Prop. 4.6, Th. 4.7]). — Pour tout M € Cg,
définissons Vo, 1), 01 ¢

{FS@(p—-1Dpe MM — FSM

par
(Wap-1ypm () = fF(ET¢(x)) @1
pour tous
fe{FS2p-1)pe MM} & e Dist(Q),

ot 1 dans le membre de droite est un élément de base de —2(p — 1)p.
L’application est Wo(,_1), v est G-linéaire, i.e., Dist(G)-linéaire, foncto-
rielle en M, et induit des applications G-linéaires naturelles R*Wy(, 1y, ar :
{RFS(2(p —1)p® MI)}? 5 RO FSEM.

Démonstration. — Cela résulte de 3.4 comme dans [14]. Le lemme 3.6
permet d’établir la Dist(B)-linéarité de f(ET¢(?)) ® 1. On remarquera que
les détails de la démonstration s’écartent donc ici de ceux de loc. cit. car
la récurrence utilisée en caractéristique 0 ne se transpose pas telle quelle
dans notre cadre. Pour l'existence des applications R*Wy(, 1, as, rappe-
lons aussi que chaque 2(p — 1)p @ (Q)Y (avec M — Q* la résolution
standard de M) est F§-acyclique [1, 5.3]. O

3.5. Pour tous My, My € Cp, 'application G-linéaire de cup-produit - :
(FEM1) ® (FEMs) — FE(My @ Ms)

est définie par hy ® hy — (h1 ® he) o A avec A le coproduit sur Dist(G) et
s’'insere dans un diagramme commutatif

(‘Fng) ® (ngz) -——— >J'"1§(M1 ® My).

O
fg(ele ®IdM2)

FE((FEM) ® My)

"identité"

LEMME 3.8 ([14, Lem. 4.9]). — Pour tous My, My € Cp, le cup-produit
induit des applications G-linéaires naturelles —: (F$ M) ® (R*FS M) —
R*FS(M; ® Ms).

3.6. Soient v_ € A(2(p — 1)p)_2(p—1), \ 0 un vecteur de plus bas poids,
et fo € V(2(p — 1)p)o avec fo(Etv_) # 0 via la dualité V(2(p — 1)p) ~
A(2(p—1)p)*.
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THEOREME 3.9 ([14, Prop. 4.11]). — Considérons fy comme un élément
de F§(2(p—1)p). Alors, pour tout M € Cp, on a un diagramme commutatif

(R*®)?

(ReFGaD))? (ReFG (1))

(fo~7)?

R*FG2(p—1)pe MU))?
‘N

R*FEM <————— R {(FF(2(p — Dp© MM))?},
R*Wsp—1)p,m

dans lequel on a dérivé a droite le foncteur exact a gauche {F§(2(p—1)p®
(?1))}¢ en bas & droite du diagramme et ot1. fo —? est T-linéaire mais non
nécessairement G-linéaire en général.

4. Faisceautisation

Nous allons maintenant étendre les résultats obtenus sur I, a un corps al-
gébriquement clos k, puis faisceautiser les constructions précédentes. Soient
Gx = G ®F, k et I : Gx — Gy le morphisme de Frobenius absolu de Gi.
On dispose donc de deux morphismes

F! = Friep, 7  k[Gy] = F,[G] ®&, k — F,[G] ®r, k
et
Dist(Fyx) = Dist(Fr)@Fp’f% : Dist(Gy) = Dist(G) ®r, k — Dist(G) ®r, k

qui ne sont pas k-linéaires. Posons ¢, = ¢®p,?? : Dist(Gy) = Dist(G) ®r,
k — Dist(G) ®r, k. Fixons d’autre part un sous-groupe parabolique P de
G et notons B, = P ®p, k.

4.1. Pour tout A € A}, on pose Vi(A) = V(A) @, k, et 'on munit
A =Tl ca+ Vi(A) dela structure de Gy-algebre induite par le cup-produit.
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On définit une application additive ¥4 € Ab(A, A) par

\_/

(FEN) ©r, k

{FE(O)M)} @r, k

1o ®r,, Idy

1

{FE(A)} @, kK,

{(FE((O)) @, k}*

1
UA®F,?P

avec (FEN) ®@r, k — {FE((A*))} @, k I'application identité (resp. nulle)
si A € pA (resp. sinon). L’application W4 n’est pas k-linéaire, mais Frobe-
nius-linéaire au sens ou pour tous a,b € A, on a

\IJA(apb) = a\I/A(b),

et scinde lapplication d’élévation & la puissance p; on a aussi ¥4(1) = 1.
Notons Endp, (A) le k-espace vectoriel des endomorphismes additifs Frobe-
nius-linéaires de A. En utilisant la structure de Gg-algebre sur A, on peut
définir une action de Gy sur Endg (A) par g e ¢p = go(g~1?) pour tous
g € Gk, ¥ € Endr.(A) [2, 4.1.1.4]. L’application W 4 est alors, par construc-
tion, Gg-semi-invariante (terminologie suggérée par [2, 4.15]) c’est-a-dire
Ti-linéaire et telle que pour chaque sous-groupe radiciel {z4q,(§) | € € k},
i €[1,4], de G, on ait

Ta () e Wa=Wa( D (-6 E?) et
r€[0,p]

T () @ WA =Wa( D (—O"F?).

r€[0,p]

La notion de semi-invariance a été originellement introduite par Mathieu
[19] (référence dans laquelle une application By-semi-invariante, i.e. Tk-
linéaire et vérifiant la formule ci-dessus pour les sous-groupes radiciels
{_0,(§) | € € k}, i € [1,4], de B, est dite Bg-canonique). Pour une
Tx-algébre Q et pour ¢ € Endg (Q), 'application v est Ti-linéaire si et
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seulement si pour tout A € A,

Qxt siXepA
0 sinon.

P(Qr) € {

On peut alors énoncer le

THEOREME 4.1 ([14, Prop. 6.2]). — L’application ¥ 4 est un scindage
Frobenius linéaire Gy-semi-invariant de 'application d’élévation a la puis-
sance p sur A.

Démonstration. — Par construction, on a, pour tous a € A et x €
Dist(Gk),
(4.1) Uy (px(x)a) = 2P 4(a).

Pour établir la Ti-linéarité de W 4, considérons a € (F§pA),,, v € A, et
¢ € k. Alors, pour tous i € [1,4], ¢ € k*, on a

o) (Q)Pa(0) (O) M a®€)) = W a(a® (TP car Uy
est T-linéaire et pga de poids v pour ¢
= C<”’aiv>g“_<”’aiv>\1',4(a ® &) par construction
=V4(a®E).

Pour établir la Frobenius linéarité de W, il suffit de montrer que pour
tous a € F§A, b€ FSv, on a

(4.2) \I/A(apb) = a\I/A(b).

Si v & pA, les deux membres s’annulent. Pour tout A\, € AT, on a un
diagramme commutatif

N

@3 {FEON) e FE) FE(O+ )ty
{ereFg (M))? T

{(FENM @ FE@M)}e
~ | Yatr

(FEN @ FG(l)?

(.FEA)@\IJVl
(FEN) @ FE((v11)?) FEUA+v)H)?)
~ | ~ |
(FEN) @ (FE(v) FEA+v).
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Comme GMod((F§NM, FE(AM)) ~ BMod((FEN)M, A ~ F,, par
unicité on a ®y(a) = aP. Comme G; fixe a?, po(aPb) = aP(uob). Dans
ce cas (4.2) résulte de la commutativité du diagramme (4.3).

On a aussi, U4(1) = ¥p(l) =1lop =evio0¢p =evy = 1. Donc ¥4 est un
scindage de Frobenius de A [2, 1.1.4] [10, F.8.1].

Finalement, pour tous i € [1,4], a € (F§p\)?, A€ AT, £ €k, on a

o, (€) @ Va(a) = 74, (§) Y a (w0, (=E)a)
= 20,(©)WA(Y_ » € N(—€)"E{"a) par [10, 1.7.12]
= 20, (OWal Y (~Q TP EPVE™a)

roa!
= a,(€) Z(*ﬁ)“‘l’Aw(Ez(”)) Z (=& E")q)
r1 €N ro€[0,p]

par Frobenius linéarité

= 24, (&) Z (_f)rlEZ(Tl)\I/A( Z (—f)TOEi(TO)a) par construction
r1eN T0€[0,p]

= Ta,; (§)Ta, (=€) ¥ a Z (—{)TEZ-(T)CL encore par [10, 1.7.12]
r€[0,p]

=Ua( Y (-9 Ea),

re(0,p]
On traite de la méme fagon l'action de z_,, (§). O

4.2. On va maintenaint faisceautiser I’application ¥ 4. Posons P = G/ P
et ALT = {\ € Ap | (\,a¥) > 0 pour tout @ € R*\ R%}. On dispose
[10, I1.8.5] d’une immersion fermée i : P — P(Ag(—woA)) (Ax(—woA) =
Vk(A\)*) via g — [gv—_], avec v_ un vecteur de plus bas poids de Ag(—woA).
Définissons une k-algebre (en utilisant le cup-produit) graduée par

(P, )\) = H L(P, i Op(ay (—wor)) (M) =~
meN

[T P, imr) = J] Velmr).

meN meN

Alors P ~ Proj(I'*(P, A)) par [6, Ex. I1.5.14b+Ex. I1.2.14c]. Remarquons
que I'*(P, \) est integre car Vi (mA) = Schy(Gy, mA)™:. Pour tout w € W,
choisissons f, € V(A)wa \ 0, et posons P, = {x € P | fu,(x) # 0}. Alors
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Puw = wU;kPk /Py est un ouvert affine de P avec

k[Pw] ~ F.(P7>\)(fw) = U {fw | fe Vk(m)\)}

meN

dans Frac(I'*(P, \)). En particulier, les ouverts principaux définis par les
fuw, w € W, forment un recouvrement de P. Suivant [6, I1.5.15], le faisceau
F.Op se récupére a partir du I'*(P, A)-module gradué

*(P,F.0p) = [[ T(P, (F.Op)(m)) ~ [] T(P,L(pmA)).

meN meN

OnaT*(P,F.Op).) = UmeN{ﬁ | f € Vik(pmA)}. Posons pour alléger
Aw(X) = T*(P, Ny, et A, (A) = I'*(P, F.Op)(y,)- Définissons mainte-
nant U : Al,(A) = Ay,(A) par o AL e Uy (pm)). Les ¥,

w € W, se recollent ensemble pour donner un morphisme © : F,Op — Op,
qui est en fait indépendant du choix de A € A;"'. Par construction

THEOREME 4.2 ([14, Th. 9.6]). — L’application © : F,.Op — Op est un
scindage Gy-semi-invariant du comorphisme F* : Op — F,Op définissant
I'endomorphisme de Frobenius absolu de P.

4.3. On peut généraliser le théoréeme précédent a la situation suivante.
Soient X un k-schéma muni de son endomorphisme de Frobenius absolu Fx
et £ un faisceau inversible sur X et f € I'(X, L) ~ Modx((’)x7 £). On dira

Fx.
que X est Frobenius f-scindé si le composé Ox —> Fx.0Ox X—) Fx.LC

admet un inverse a gauche. On suppose maintenant que P = B et l'on
écrira B a la place de P. Utilisant cette fois 3.6 on obtient de méme

THEOREME 4.3 ([14, Th. 6.5]). — Soit fo € V(2(p—1)p)o\ 0 vu comme
morphisme de Op vers Lg(2(p — 1)p). Alors le composé F,(fy) o F* :
O — F.Lp(2(p — 1)p) admet un inverse a gauche Opg-linéaire et G-

semi-invariant.

Démonstration. — Soit A\ € A} comme dans 4.2. Posons
A'(2(p —1)p, A) =T*(B, F.L(2(p — 1)p)),
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qui redonne F.L(2(p — 1)p) par faisceautisation. Definissons \Ilg‘(p_l)p :

A'(2(p —1)p, \) = A()N) via le diagramme
ARp—1)pA)————————————— — — = = A(N)

]

FE@2(p—1)p+pm) @, k
[
FS2p—1)p+ (mA)M)? @5, k FE(m)) @r, k

1
‘1'2(p71)p,m>\®TFp7p

dans lequel I'identification F§ (2(p—1)p+pmA) = F§ (2(p—1)p+(mA))?
est faite en tant que Fp-espaces vectoriels. Pour tous a € Vig(nA), b €
Vi(2(p — 1)p + pmA), on a de nouveau
q’?(p—l)p,(n+m)A(apb) = a\IJZ(p—l)p,mA(b)~
Pour tout w € W, posons
AL 2(p—1)p,A) =T*(B,F.L2(p — 1)p))(s.) =
f
U { pm | VS V]k(2(p - 1)p+pm)‘)}7
meN 7%

et définissons W2 AL 2(p —Dp,N) = Ay(N) via

2(p—Dpw
/ \Ijé(pfl)p(f )
LT TR
pour f € Vi(2(p — 1)p 4+ pmA). Les lpé(p—l)pw’ w € W, sont bien définis
et se recollent ensemble pour former un morphisme Og-linéaire

F.L2(p—1)p) = Op

qui scinde F,(fy) o F*.

La Gy-semi-invariance de U2

Yp—1)p résulte alors de la Frobenius-linéarité
et de la G-linéarité de Wa(,_ 1), ma- O

4.4. On peut également chercher & scinder des sous-schémas : pour un
k-sous-schéma Y d’un k-schéma X défini par un faisceau d’idéaux Zy on
dira que que Y est Frobenius-scindé de maniére compatible si et seulement
si il existe un scindage de Frobenius o de X tel que o(F.Zy) C Zy [2, 1.1.3],
auquel cas on dira simplement que o scinde de maniere compatible Y.

Pour tout w € W, soient X (w) = BywBy/Pyx et X+ (w) = BfwBy/F,
les sous-schémas de Schubert de P. On va montrer que tous ceux-ci sont
scindés de maniére compatible par I’application © de 4.2.
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Comme dans 4.2 prenons A € A} avec (A, o) > 0 pour tout a € R*\ R,
et choisissons v_ € A(—wemA)_pmx \ 0 pour tout m € N*. Rappelons [10,
I1.14.19] qu’il existe un isomorphisme de G-modules

(4.4) V(m)) ~ A(=mwoe))* ~ FSmA  via
h(?v_) «— h — h(S(?)v_),
avec S Pantipode de Dist(G). Soit Z(w) le faisceau d’idéaux de Op défi-
nissant X (w). Si 4, : X (w) < P désigne 'immersion canonique, on a une
suite exacte
0— Z(w) = Op = 1w« Ox () — 0.
Comme dans 4.3 on a
I(w) = F.('P,I(’w))w et iw*OX(w) = F.(P,iw*OX(w))N
avec I'*(P,Z(w)) = [1,,en T'(P, Z(w)(m)). Comme

I (P, iwOx(w) = ] Schu(BewPe, mA)™,
meN

on a une suite exacte
0 — (P, Z(w)(m)) — Vi(mA) == Schy (BywPy, mA) k.
Posons V,,(m\) = T'(X (w),i% £L(mA)) = Schy(Byw Py, mA) . D’un autre
cOté, si
v_ € A(=mwoA)—ma \ 0
et si
(Dist(U)wv_)t = {h € Ag(—mwoA)* | h(Dist(U)wv_) = 0},
on tire de [10, I1.14.19.2, 3] une suite exacte
0 — (Dist(U)wv_)* — Vi(mA) ==V, (m),

et donc
(4.5) (P, Z(w)(m)) =~ (Dist(U)wv_)= .
De méme avec i}, : X (w) < P, si I'on pose

VE(mA) = T(X* (w), 75, £(mA),
on a une suite exacte

0 — (Dist(UM)wv_)* — Vi(mA) == Vi (m)).
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THEOREME 4.4 ([14, Th. 6.7]). — Soit Y un sous-k-schéma de P ob-
tenu a partir des X (w) et des X+ (w), w € W, en combinant des unions
ou intersections schématiques et des considérations de composantes irré-
ductibles réduites. Alors Y est scindé de maniére compatible par ©. En
particulier, Y est réduit.

Démonstration. — On va d’abord montrer que X (w) est scindé de ma-
niere compatible par © et ce pour tout w € W. Remarquons tout d’abord
que Py, N X (w) 3 wPk. Si v_mx € A(—mwoA)_ma \ 0, on a

r*(P, FI(w) = [ T(P,(F.Z(w))(m)) = [] T(P.Z(w) @0, L(pmA))

meN meN
o~ H (Dist(U)wv_pma)™  par (2),
meN

et donc
[(Py, F.Z(w)) = T*(P, F.Z(w))(,) =

U fwfﬁ,m | F € (Dist(U ) wv_pma) ),

meN

avec f € Ap(—pmwo)* correspondant & f € Vi (pmA) via 4.4. Comme le
morphisme I'(P,,, ©) :

D(Pu, F.Op) = T*(Pu, F.Op) 1.y =
U { ! | fe Vk(pm)\)} — k[Py] = U {fm | fe Vk(mx\)}

fu™™
meN VW meN /W

Ya(f)

T ona seulement a montrer que

se décrit comme fw{m" —

e~

TA(f) = Upr(pof) € (Dist(U)wv_pmy)*

pour tout f € (Dist(U)wv_pmr)*
Si f € (Dist(U)wv_pma)*, alors pour tous t € T, u € Dist(U),

(D) (Hwv—pmr) = F(t pwv_pma) = FAA(E) ()t wv-pma)
=0 car Ad(t™")(u) € Dist(U).

Donc (Dist(U)wv_pma)t admet une décomposition suivant les poids et
par suite on peut supposer que f est vecteur propre associé a un certain
poids dans pA. On a alors uof = f et Upn(pof) = Umn(f). Pour tout
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u € Dist(U), on a

—1

Wy () (pwv_my) = \I’mx(f)(w( WU_my) avee © = Ad(w ) (n)
= (T () >umn (@™ W ()™ (Y 1) v—ma)
= (Tpa(w ™ o ) (( 1))

car W, est G-linéaire par la Proposition 3.2

= (Tpn(w ™t o ) (SS(® w)v_ma)
= U (w e £)(S(" 1) par (4.4)

(
= (pw ) )(SG )

(B(w ™) A v_pmr) = (W (D 10— pmr)
= F(@)d(* 1) v_pmr) = F(Ow0" " 1) pma)

(
(HW)v—pmr) = f(d’(ﬂ)éb(w)”—pmh)
(

H)WU_pmy) & multiplication pres par un élément

de F par le lemme 2.2, car A(—wopmA) _wpma est de dimension 1

=0 car ¢(u) € Dist(U)po,

comme voulu.
Comme X (w) est integre [10, I1.13.8], il découle de [10, F.12] que

O(F.Z(w)) € I(w),

et donc que X (w) est scindé de maniére compatible par ©. De méme X+ (w)
est scindé de maniere compatible par ©. Ainsi toute itération d’une union
ou d’une intersection schématique des X (w) et des X+ (w) est scindée de
manieére compatible par ©, et de méme pour les composantes irréductibles
réduites [10, F.13]. O

4.5. Montrons finalement comment le scindage de [11, Thm. 3.4] s’inter-
prete avec le point de vue que nous venons de développer. Supposons que
P = B, posons B = Gy /By et soit v_ € St_,_1), \ 0 avec v* € (St*),—1),
tel que v*(v_) = 1, et St le module de Steinberg V((p — 1)p). Alors le
v_-scindage de Frobenius de B introduit dans [11] et que nous noterons ici
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o:F.L((p—1)p) — Op s’insére dans un diagramme commutatif

#
OB r F*OB

St ®F, Op Fu_
A%Wd% \
Op = F.L((

De [11] (resp. [10, F.22]) on tire que o (resp. o o Fyv_) scinde de maniére
compatible tous les schémas de Schubert X+ (w) (resp. X (w)), w € W,
et donc o o F,v_ scinde de maniere compatible tous les sous-schémas Y

p—1)p).

comme dans 4.4 ; rappelons ici ([11, 0.2.2]) que o est dit scinder de maniére
compatible une sous-variété fermée Z de B d’idéal de définition Z C Op si
et seulement si 0 o Fi.(Z ®p, L((p—1)p) CI.

Donnons une vérification directe de ces résultats; [11] (resp. [10]) montre
que le sous-schéma fermé B\ (U,F B/ By) (resp. B\ (Uxwo B/ Bx)) est scindé
de maniére compatible. Prenons A € At avec (\,a) > 0 pour tout a € R*
et posons A =[], oy Vi(mA), A = (p—1)p&@x]1,,en V((p—1)p+pmA).
Définissons une application additive \I/E\pfl)p : A’ — A par la commutativité
du diagramme

A--—-——-—---—-—- - - - = = = - ————— - — = > A
(p—1Dp @k Vi((p — 1)p + pmA)
(p— D)p @r, St @, V(mA)Y @p, k
uo@wpﬂ&l
{(p— Dp®r, St @, V(mN)}? @p, k Vi(mA),

1
{((p=1)p®r, v )? @, V(MmA)®5, TP

dans lequel on a fait I'identification (V(m\)[M)? ~ V(m)).

Comme v* : St — —(p — 1)p est Bﬂj—linéaire, c’est aussi le cas pour
\I’f\p—l)p' D’autre part, si v € St,, avec n # —(p — 1)p, alors pour tous
re Nt 2z e V(imA),

Fi(pr) (v ® 2) € ker(v: @ V(mA)).
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Ona F™M(w®z) = LI (EY ) @ (F2) = Y, ™) &
(Fi(k)z). Si Fi(pk)v € F,v_\ 0 il existe k > 0 tel que —(p — 1)p + kpa; soit
un poids de St, et donc

si(—(p—D)p+kpoi) = =(p—1)p— (kp — (p — 1))os < =(p — 1)p,
ce qui est absurde. Il en découle que pour tous v € St,;, n € A, on a
(W= @V (mA) (" (v e 2))
_ {v%)Ff”z =K @ V(mA)wez) sin=—(p-1p,
0

sinon,
et par suite, pour tout ¢ € k,

Toa (€)@ V1,10 v@2®1)
=2 0, ()W 1), (70, () (1B VR 2z 1))

)p
= -0, (O)¥, 1), O_(-OF(1ovez 1)

reN
= 00, (V1,10 Y F (0@ 2) ® (=€)
reN
=20, (U 1,(1© Y FE (we2) @ (=)
ro€[0,p[
r1 €N
=70 () D (COTEVL ), (00 D B2 e (="
r1€EN ro€[0,p]
= p l)p Z FTO)U@Z ( 5) )
ro€[0,p]

Ainsi \I!f‘p_l) , est Bﬂj -linéaire et Bi-semi-invariant, et donc, en particulier,
-semi-invariant.
Gi-semi-invariant. On remarquera, cependant, qu’aucun

(p—1)p @k Vi((p — 1)p + pmA)

n’est muni d’une structure de Gi-module; on a décalé la structure de Tj-
module sur le Gx-module Vi((p — 1)p + pmA) par (p — 1)p pour rendre
Ti-linéaire I’application \I/(p 1

Pour tout w € W, soit fy, € V( Jwx \ 0 comme dans 4.2 et écrivons ici
By pour P,,. Sil'on définit \Il(

p—L)pw -

U {75 17 0= e Villp— 0o+ pm | - i

pm
meN fw
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\Il()\p—l)ﬂ(f)

via — , alors les \I/(A w € W, se recollent pour for-

!
Form p—1)p,w’

mer o.
Pour voir directement que les ¢ scindent de maniére compatible les
XT(w), we W, i.e., que
o{F(TT(w) @5 L((p—1)p)} S TT(w)
pour le faisceau d’idéaux Z+(w) de X (w), soit v?p_ng\p (resp. v_my) un

vecteur de plus bas poids de A(—wo((p — 1)p + pmA)) (resp. A(—woemA)).
On doit voir l'existence d'un diagramme commutatif

{(p—1)p®v* }?@V(mA)

{(p—1)p®St® V(mA)}® V(mA)
HO
(p—1)p® St ® V(mA) (Dist(UM)wo_ma)~.
~ ‘ _ - Ed
(p—1p@V((p—1)p+pmA) P

o —
p—1)p® (Dist(UJr)uw(_p;;)p)J‘

Rappelons tout d’abord l'isomorphisme G-linéaire V((p — 1)p + pmA) ~
St ® V(mA\)M via

STvic P Y i@ fi, v €St fi € V(m)).

Notons par f € A(—wo((p — 1)p + pmA))* 'élément correspondant & f €
V((p—1)p+ pmA). On est ramené a vérifier que

Z v* (v) fi (Dist(UH)wv_ ) =0

si Y v~ ff(Dist(U"’)wv(f;ng\p) =0, i.e, Y v*(v;)fi(gw) = 0 pour tout
geUT si

0=> (vi = f)(hw) =3 _vilhw) fi(hw)”
pour tout h € UT.

Maintenant St = Schg, (G, (p — 1)p)® ~ Schg, (G1B,(p — 1)p)? ~
Schg, (Uf, (p — 1)p) et V(mA) = Schg, (G,mA)? < Schg, (UT,m\) via
les restrictions. On peut alors regarder

St= J[ Fot" et  {flfevimiyc J[ Ft
velo,p[Rt vENR

dans 'algebre de polynomes F,[t] en les indéterminées t,, o € RT, dans
laquelle on écrit t” pour [, g+ t4*. Supposons que Y v; f = 0 sur Utw.
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Comme
vi(UTw) = v (ww U w) = (w™v;)( H Ua)
velo
et de méme pour f;, > (wlv;)(w™lf;)? =0sur [] U,. On peut choisir
a€RT
wa>0

les v; & partir d'une base de St incluant v_ et tels que tous les v; autres
que v_ soient annulés par v* . Supposons maintenant que w~'v_ = 0 sur

I Ua. Alors, vu comme élément de

a€R™
wa>0

H Fpt”, wlv_ € (ty | @ € RT,wa < 0).
velo,p[**

1

Mais alors w™'v_ aurait pour poids (p — 1)p — > rea— Y, rla pour

a€R™ aeRT
wa<0 wa>0

certains r,, 7., € [0, p[ sans qu’on ait tous les r, = 0. Il s’ensuivrait que

—wo  p-Dp=(p-Dp— 3 rea— 3 rha,

aERT a€RT
wa<0 wa>0

et donc

Yoreat Y rha=@-Dp+uwlp=(p-1)) a

a€RT a€RT a€RT
wa<0 wa>0 wa>0

Alors on aurait 0 > w Y, rqa = w Y, (p—1—7r,)a > 0, ce qui est

a€RT a€RT
wa<0 wa>0

absurde. Donc, si f_ est associé a v_ dans la somme Y (v; — fF), on doit
avoir, comme F,[U™] est intégre et comme les w™'v; € L, cjo prt+ Fot”
sont linéairement indépendants des

wtff e J] Bt w2 =0
veNRT
sur [] U,, et donc aussi la méme chose pour w=!f_. Ainsi

a€Rt
wa>0

Z“i(%‘)fi(gw) =f_(gw)=0

pour tout g € U™, comme voulu. De méme, on peut utiliser le scindage
induit par un vecteur de plus haut poids v, € St pour scinder de maniere
compatible tous les X (w) (mais, dans I'un et Pautre cas, pas les X (w) et
X T (w) en méme temps).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



CONTRACTION DE G-MODULES 2541

Finalement, montrons directement que o o F,v_ scinde de maniére com-
patible tous les X (w), w € W. Cela revient a vérifier que si pour tout
f € Dist(U)wv_)t on éerit v_ — f = v; — fF dans V((p — 1)p + pmA)
comme ci-dessus, alors f_ € (Dist(U)wv_)+. Comme les v; forment une
base de St et comme v; € ZVE[O,;D[R+ Fpt”, les fi € 3, cnn+ Fpt” sont dé-

terminés de maniére unique. Supposons juste que f_ # 0 sur Uwv_. Alors
wlf_ & (to | @ € RT,wa > 0). Mais alors w™ ! f & (t, | « € RY,wa > 0),
contredisant le fait que f € (Dist(U)wv_)=*.

Terminons par une question : il est démontré dans [11] and [10] que L(—p)
est un facteur direct de F,Op. Néanmmoins, une analyse plus précise de
F.Op fait apparaitre L((p — 2)p) ® L(—p) comme quotient de F,Og. Il est
alors naturel de se demander si le formalisme développé ci-dessus permet
de voir si L((p — 2)p) ® L(—p) est facteur direct de F,Op.
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