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EXPONENTS IN ARCHIMEDEAN ARTHUR PACKETS

by Nicolas BERGERON & Laurent CLOZEL (*)

ABSTRACT. — Generalizing the proof — by Hecht and Schmid — of Osborne’s
conjecture we prove an Archimedean (and weaker) version of a theorem of Co-
lette Moeglin. The result we obtain is a precise Archimedean version of the general
principle — stated by the second author — according to which a local Arthur packet
contains the corresponding local L-packet and representations which are more tem-
pered.

RESUME. — En généralisant la démonstration de Hecht et Schmid de la conjec-
ture d’Osborne, nous démontrons une version archimédienne — et plus faible — d’un
théoréme de Colette Moeglin. Cela donne un sens archimédien précis au principe
énoncé par le second auteur selon lequel on trouve dans un paquet d’Arthur des
représentations qui appartiennent au paquet de Langlands associé et des repré-
sentations plus tempérées.

1. Introduction

Dans cet article, nous formulons et démontrons l’analogue de la formule
d’Osborne [11, Thm. 3.6] dans le cas des groupes tordus. Cela permet
de réexprimer les identités de caractéres considérées par Arthur dans [1,
Thm. 30.1] en termes d’identités de traces sur la n-homologie. En guise
d’application, nous comparons les exposants des représentations des grou-
pes intervenant dans un méme paquet d’Arthur sur C.

Considérons en effet un parametre d’Arthur

YPV=X1®Rs, ©... 0 Xm @ Ra,,
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d’Arthur.
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d’image contenue dans GcC GL(N, C), ou chaque x; est un caractére uni-
taire de C* que l'on écrit z — 2P12% avec Re(p; + ¢;) = 0, chaque R,
est une représentation de dimension a; de SL(2,C) et G = SO(N, C) ou
Sp(N, C). On associe au parameétre 1 la représentation de GL(N, C) :

(1.1) II=T1Iy =ind(x1 o det®... ® Xm o det)

(induction unitaire & partir du parabolique de type (ai,...,am)). Rap-
pelons qu’Arthur associe a 1 un paquet fini [[(¢)) de représentations du
groupe complexe G de groupe dual @, voir [1, Thm. 30.1].

Comme nous le rappelons au § 2, il correspond naturellement au groupe
GL(N, C) tordu (par un automorphisme involutif §) un systéme de racines
réduit de groupe associé SO(2¢+1, C) ou £ = [N/2]. Le tore diagonal de G
est naturellement isomorphe au tore diagonal de SO(2¢+1, C) ; notons A &
R’ sa partie déployée et a son algebre de Lie réelle. Un exposant de G est un
élément de Hom(a, C) = C*. On note e, I'exposant (m; < ... < my) € C*
ol les m; € N sont les éléments des segments o; = (a; — 1,a;, — 2,...),
rangés par ordre croissant.

Il correspond au groupe SO(2¢ + 1, C) un ordre sur les exposants donné
par les racines de SO(2¢+1,C) :

egge’ﬁe’:e—l—Znaa (ng = 0)

(e

ou « décrit les racines simples de SO(2¢+1, C). Noter que les racines de G
définissent aussi un ordre sur C ; si e est inférieur & e’ pour l'ordre défini
par les racines de G alors e <y €', la réciproque n’est pas vraie en général.
Cela étant, on a le résultat suivant qui est une version archimédienne, et
plus faible, d’un théoréme de Colette Moeglin [19].

THEOREM 1.1. — Soit 7 une représentation arbitraire de [[(v) et e un
exposant minimal de w. Alors :

Re(e) 29 €+

Nous avons adopté, sur les caracteres réels de tores déployés, ’ordre usuel
dans ces questions, voir [11]. Le théoréme dit donc que les coefficients de =
décroissent plus vite que le caractére associ¢ a ey, selon le principe général
énoncé dans [7].

Nous remercions le rapporteur, dont la lecture nous a permis de corriger
une erreur caractérisée dans la version originale.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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2. Rappels sur les groupes tordus
2.1. Groupes tordus

Soit G un groupe réductif et connexe sur R et § un automorphisme de
G d’ordre fini égal a d et défini sur R. On identifie G au groupe de ses
points complexes et on note Gg. le revétement simplement connexe de son
groupe dérivé. On a une application naturelle

Aut(G) — Aut(Gy.).
Considérons l'espace algébrique tordu (voir [17]) :
L=Gx6CG xAut(G).

Etant donné un élément § dans L on note G? le groupe des points fixes
de Pautomorphisme Ady,(§). C’est le centralisateur de 6. Nous adoptons la
notation d’Arthur G4 pour désigner la composante connexe de 1’élément
neutre dans G?°.

Example 2.1. — Pour les applications que nous considérerons, on peut
prendre pour G le groupe des automorphismes linéaires de FV avec F = R
ou C et pour # 'automorphisme involutif opérant par g +— g% = Jig=1J !
avec

-1
J =
(=N
11 correspond & .J une forme bilinéaire non dégénérée sur FV. Le groupe G
agit naturellement & gauche et a droite sur ’ensemble des formes bilinéaires
non dégénérées sur FV. En particulier : pour g et ¢’ dans G on a (g,¢’) -
J = gJ'(g")~t. On peut alors identifier L a I’espace algébrique des formes
bilinéaires non dégénérées sur FV par I’application (g, 0) + g.J.

Soit B un sous-groupe de Borel dans G et T un tore maximal. Suivant
la terminologie de Kottwitz et Shelstad [16] on appelle la donnée (B, T)
une paire dans G. Rappelons qu’un élément § est semisimple si Ady, () est
semisimple. Un élément semisimple régulier est un élément ¢ dans L dont
le centralisateur connexe Gy est un tore.

LEMMA 2.2. — [17, Lem. I1.1.1] Soit § € L semisimple et soit (B, T) une
paire §-stable. Alors Ts = TNGs et Bs = BNGy définissent une paire dans
G;. Réciproquement, si (Bgs, Ts) est une paire dans Gy, le centralisateur
T = Cent(Ts, G) est le tore maximal d’une paire (B, T) dans G telle que
BN Gs; =Bs.

TOME 63 (2013), FASCICULE 1



116 Nicolas BERGERON & Laurent CLOZEL

Un épinglage de G est un triplet (B, T,{X}), ou (B, T) est une paire
dans G et {X} un ensemble de vecteurs propres, un pour chaque racine
simple de T dans B. Nous supposerons dorénavant que I’automorphisme 6
préserve un épinglage (B, T, {X}). Notons(") T = Ty et G' = Gy.

LEMMA 2.3. — [17, Lem. I1.1.2] Le tore T! est maximal dans G', T! =
G!NTY et T = Cent(T*, G). Enfin, il existe des isomorphismes canoniques
entre les groupes de Weyl :

w(GHLTH S w(aG,T)’.

Un élément w € W (G, T) appartient a W (G, T)? si et seulement s’il laisse
stable TY.

Dans la suite, nous notons W le groupe W (G, T)? ; c’est naturellement
un sous-groupe de W (G, T), il est isomorphe au groupe de Weyl W (G?, T)
(pour des groupes non connexes, voir Kottwitz-Shelstad [16] pour les défi-
nitions).

Soit R(B,T) l'ensemble des racines de T dans B. Alors R(B!, T!) est
contenu dans

Ries = {ares = a1 : a € R(B,T)}.
De plus, ayes appartient & R(B!, T1) si et seulement si 6 fixe un vecteur de
lespace engendré par les espaces de racines 5 € R(B, T) telles que Sres =
Qes- Kottwitz et Shelstad distinguent trois types de racines restreintes yes :
e Type Ry : 20, %ozres ¢ Ryes-
o Type Ry : 205 € Ryes.
e Type R3 : %ares € Ryes.

Example 2.4 (Voir Waldspurger [22]). — Si G est le groupe des auto-
morphismes linéaires de FV, on peut prendre pour (B, T) sa paire usuelle.
Alors, 'automorphisme involutif # opérant par g — ¢ = Jtg=1J ! préser-
ve la paire (B, T) et son épinglage standard. Les racines de (T, G) sont
données par

ai,j3(217-~-,ZN)’_>Zi/Zj (275.])
et les racines dans B correspondent & la base (x1 — xo,...,Zny_1 — TN)-
L’automorphisme 6 envoie o ; sur an+1—j,N+1—i-

Un élément z € T appartient & T' si et seulement si zni1)2 = 1
(quand N est impair) et zy41-; = z; - pour i # (N + 1)/2. On note
¢ = [N/2]. Rappelons que 'on a identifié J & une forme bilinéaire non

(1) Noter que vu les notations introduites en 2.1 Ty désigne (essentiellement) les invari-
ants, et non les coinvariants, de 6.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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dégénérée sur FV ; c’est une forme symplectique si N est pair, quadratique
si N est impair. Le groupe G! est alors la composante neutre de son groupe
d’automorphismes ; c’est un groupe quasi-déployé dont T est un sous-tore
maximal. Le groupe de Weyl W est en particulier identifié & G, x {+1}*.

Enfin, si a = a;; € R(B,T) on a ayes € RBL,TY) sii #N+1—jet
L0nes € R(B!, T1) sinon. Et ayes est de type Ry sii# N+1—jetietj
sont tous les deux différents de (IV 4 1)/2, de type Rs si i ou j est égal a
(N +1)/2 et de type Rgsii=N+1—j.

2.2. Application norme

Posons

(1-60)T:={to(t ') : t € T}
Kottwitz et Shelstad définissent une application norme sur T comme 'ap-
plication quotient

N:T—-T/(1-0)T.
Posons
T ={tcT : th(t)...097(t) = 1}.

Il est clair que la composante neutre de T est égale &

(1—-0)T:={to(t™") : te T}
et que 'application

T! x Tt - T, U(t,h) =th '6(h)

est surjective et a un noyau fini.
Etant donné une racine o € R(B,T), notons Na la somme des racines

dans la 6-orbite de « :
da—1

Na = Z 0% (c)

i=0
le nombre de racines dans ’orbite étant d,. Le caractére Na de T se fac-
torise en un caractére de T/(1 — 0)T. Et les applications

T T - T/(1-6)T

permettent de réaliser a,es et Na comme des caractéres d’'un méme tore
T! ; on a alors :

Na = dyopes.
L’ensemble des caractéres Na forme un systéme de racines réduit NR
pour TI.

TOME 63 (2013), FASCICULE 1
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L’automorphisme 6 induit un automorphisme 9 sur le dual CAJ, voir [16,
§ 1.2]. Fixons un épinglage (B, T, {X'}) de G préservé par §. Alors ’ensemble
des racines restreintes R,.s(G,T) s’identifie &

Ry = {(aY)res = av|?A :a¥ € RY(G,T)}.
0

Et (aY)es € X*(f‘)) = X*(f)/e\ a pour coracine un élément de X*(7)°.
Si apes est de type Ry ou Rg alors la coracine de (aV)es est Na sinon
(type R2) c’est 2Na, voir [16, (1.3.9)]. L’ensemble de ces caractéres forme
encore un systéme de racines réduit pour 7. Notons E le groupe déployé
correspondant.

Notons qu’au niveau des algebres de Lie, il correspond a N une applica-
tion norme

(2.1) N:tc — t&

égale A la projection sur t& suivant la décomposition tc = t& @ (1 — 0)tc.
Considérons maintenant un élément semisimple § = g € L. Notons
qu’il revient au méme de considérer la classe de conjugaison de § par des
éléments de G ou la classe de 6-conjugaison de ’élément 8-semisimple g. 11
découle alors par exemple de [16, Lem. 3.2.A] que la classe de #-conjugaison
de g est représentée par un élément ¢ € T uniquement défini modulo W.
A Daide de l'application norme Kottwitz et Shelstad construisent ainsi une
correspondance naturelle des classes de conjugaison semisimples dans F
vers les classes de #-conjugaison #-semisimples dans G. On la note A comme
Kottwitz et Shelstad, voir [16, Thm. 3.3.A]. On notera A sa réciproque.

Example 2.5. — Soit G le groupe des automorphismes linéaires de CV
et @ I'automorphisme involutif opérant par g — ¢’ = Jtg='J~1. Le tore
T = (C*)N est diagonal et si t = (t1,...,ty) €T on a :

to(t™) = (Lity, ..., tnt1).
Par conséquent,

(1-6)T = {(uty ... ue,uey ... u1) s u; € C*} 22 (C*) si N =20
{(u1y ... ue, Uog1,Ugy ...y u1) s u; € CT}F 22 (C*)ZJrl siN=20+1

et T/(1—6)T = (C*)’. De sorte que I'application norme
N:T— (CHz=T!

associe & t = (t1,...,tx) Vélément (t1/tn, ..., te/tN—t41)-

Les racines Na du systéme de racines NR sont celles du groupe SO(2¢ +
1, C). Le groupe E est quant & lui égal & SO(2¢+ 1, C) si N = 2¢ est pair
et & Sp(2¢,C) si N = 2+ 1 est impair. On note Tg le tore diagonal (pour

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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les formes classiques déployées) de E ; de sorte que les éléments de Tg
s’écrivent :
diag(zy, ...,z x; . 27t si N est impair,
diag(z1, ...,z 1,30[17 ...,xt)  si N est pair.
Via ces coordonnées T et T sont canoniquement isomorphes.
Remarquons que E est un sous-groupe endoscopique maximal du groupe
G x (0) (cf. [1]) ; son groupe dual est E = Sp(N,C), resp. SO(N,C),
naturellement plongé dans G = GLy(C).
L’application A est explicitement décrite par Waldspurger dans [21,

§ HI.2}.<2) Les classes de #-conjugaison #-semisimples de G sont représen-
tées par les éléments

(2.2) t = diag(s,1) € T (s € (C*)9)

modulo W = &, x {#1}*. Les classes de conjugaison semisimples de E sont
quant a elles représentées par

(2.3) t' = diag(zy, ... ,l’g,:]CZl, o eTr si N est impair,
t' = diag(z1, ...,z 1,1‘[1, a7 €Ty si N est pair

modulo W = &, x {£1}* — le groupe de Weyl de E. On a alors t = A(t)
si s = (v1,...,7¢). L’application A est bijective et N est I'application
réciproque. En particulier en restriction a T, I'application A s’écrit :

(2.4)
. -1 -1 1
diag(z1,...,x¢,x, ,...,x; ) €T
— diag(z?, ..., 27, 1,x[2, . ,xfz) €Tg si N est pair,
. -1 —1 1
diag(x1,...,x¢, Lz, ,...,xy ) €T
— diag(z?,. .. ,x?,x[z, . ,x;2) €Tr si N est impair.

2.3. Dénominateur de Weyl tordu

Soit G (resp. T, etc...) ensemble des points réels de G (resp. T, etc...) et
soit g (resp. t, etc...) son algebre de Lie (réelle). On note T le revétement
universel de T.

L’ensemble des racines restreintes non nulles a5, pour « racine de T
dans G, forme un systéme de racine (non réduit) et Ry.s est un choix de

(2) La différence de signe ici est due au fait que notre 6 préserve un épinglage.

TOME 63 (2013), FASCICULE 1



120 Nicolas BERGERON & Laurent CLOZEL

racines positives. Si yes st une racine dans R,es on note gge 'espace
radiciel correspondant. On pose

P=3 Z (dlm g%res)ares et u+ = Z g%res.

Qres € Ryes Qres € Ryes

Alors ut est une sous-algebre de gc. Comme 6 laisse stable u™ et fixe T,
il lui correspond un dénominateur de Weyl tordu

Ag = AG79 : fl — C,
égal — par définition — au déterminant
DY (t) = det ((1 — Ad(6t))},+)

multiplié par —p :

Ag(t) = e P(t) DY (1).
Formellement Ay est égal au produit [[, .p H?;ffs(e_ares/ 2 — Ao,
€res/2) 0l Aayes,1s- - s Aavenyna,,, SONt les valeurs propres de 6 dans ggye,
comptées avec multiplicités.

Si V est l'espace d’une représentation de T' on mnote det[l — V] la
représentation virtuelle (c’est-a-dire un élément du Ky dans la catégorie
des représentations de T') définie par la somme alternée Y, (—1)[A"V] des
puissances extérieures. C’est multiplicatif dans le sens naturel suivant :

(2.5) det[l — V @& W] = det[l — V]| @ det[1 — W].

Puisque gc/tc = ut @ u™, lidentité (2.5) implique que le caractere de
det[l—gc/tc]est égala[[, cp (1—e*=)- ][, cp (1—e~%e). Comme
6 fixe T, on obtient facilement :

9 (_1)dim ut
(2.6) A(t) = —————det(1 — Ad(6t)) 1.
o det(l — 9)|tc/% ‘gc/tc
Example 2.6 (Voir Chenevier-Clozel [6]). — Soit G le groupe des au-
tomorphismes linéaires de CV et § l'automorphisme involutif opérant par
g g% = Jtg='J1. On prend ut égale au radical unipotent de I'algebre
de Borel standard de My (C) et

ty

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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On calcule les valeurs propres sur u™ de I’endomorphisme
X = —JAd(t )i xTL

Un calcul simple donne alors

(2.7)
4
H 1-22) J[ Q=8/8)Q—£13)si N =20
Di(t)=4 7 SISt
u
Hl—t4 [T a-#/8)0-6g8)siN=20+1
i=1 1<i<j<L

qui n’est autre que le dénominateur de Weyl [[(1 —e®) — le produit portant
sur les racines positives du groupe E égal & SO(2£+41, C) si N = 2{ est pair
et & Sp(2¢,C) si N = 2+ 1 est impair — évalué en (t?). Le terme e~ (t) le
transforme en D := [[(e®/? — e=%/2) évalué en N ().

2.4. Représentations de dimension finie

Soit X*(T) le groupe des caracteres de T. Il contient le réseau des poids
de G que nous notons X7. On note X, le sous-ensemble des éléments de
Xy qui sont dominants relativement & I’ordre défini par la paire (B, T). Les
éléments de X, parametrent les représentations irréductibles de dimension
finie de G : soit A € X, alors A est le plus haut poids (relativement & la
paire (B, T)) d’une représentation de dimension finie 75 de G.

L’application norme identifie X*(T!) & un sous-groupe de X*(T). Avec
cette identification X*(T*) coincide avec le sous-groupe des caracteéres in-
variants par 6. La représentation 75 est f-invariante (7o = 74 ot 7§ = 706)
si et seulement si A € X*(T?).

Soit XI5(T1) = X N X*(T1) et soit A € X2(T!) N X7, Le choix
d’un opérateur Ag (Ag = 1) dans 'espace V), de 7p entrelagant 75 et 75 06
permet d’étendre 74 en une représentation irréductible 7t de G x (6) ; on
obtient par ce procédé toutes les représentations irréductibles de dimension
finie de G x(#) dont la restriction & G est irréductible, voir [15] pour plus de
détails sur les représentations de dimension finie de groupes non-connexes.

Notons O, ¢ le caractére de 71 sur L. Alors

(2.8) Or ()= > muett) (teTh),
peXres(Tt)

ou m, est la trace de ¢ sur I’espace propre de la valeur propre p. Noter
que les caractéres qui ne sont pas f-invariants ne contribuent pas a la trace
tordue.

TOME 63 (2013), FASCICULE 1
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3. Caractéres tordus de G

Dans cette section, nous expliquons briévement, en suivant Bouaziz [4],
comment étendre le travail de Harish-Chandra [10] & L — lensemble des
points réels de L. Soit GT le groupe obtenu en formant le produit semi-
direct de () = Z/dZ par G. On verra L comme la composante connexe —
égale & 0G — de 6 dans GT.

On a

(L.9)(0,2)(1,g7") = (0.920(g7 ")) = (8, 92(¢") ).
Etudier Paction de G sur L revient donc & étudier l’action tordue de
G sur lui-méme. Par transport de structure, on définit les éléments “6-
semisimples” et “f-réguliers” dans G.

On identifie I’algebre enveloppante U(gc) avec l'algebre des opérateurs
différentiels invariants & gauche sur L. On note Z(gc) le centre de U(gc) ;
on le considére donc comme une algebre d’opérateurs différentiels G-bi-
invariants sur L.

Soit © une distribution G-invariante sur L, distribution propre pour
Z(gc). D’apres Bouaziz [4, Thm. 2.1.1] © est une fonction analytique sur
L,eg — 'ensemble des éléments réguliers de L.

3.1. Voisinage régulier

Soit § € L semisimple. Quitte a conjuguer § par un élément de G, on
peut supposer que ¢ fixe la paire (B, T). Alors Ady,(9) et 8 différent par un
automorphisme intérieur qui fixe la paire (B, T). Autrement dit :

AdL((S) = Adg(t) of
pour un certain t € T et donc T° = T?.

Dans la suite, nous supposerons donc que 7% = T?. Nous supposerons
de plus que § est régulier.

Pour t € T" suffisamment petit, I’élément §t est encore régulier dans L.

L’extension recherchée du théoréme d’Harish-Chandra est la détermination
de t — ©(8t) sur un petit voisinage de I'identité dans T*.

3.2. Application d’Harish-Chandra

Comme ’algebre tc est abélienne, on peut identifier U(tc) = Z(tc) avec
l'algebre symétrique S(tc). De méme on identifie Z(t&) avec S(tg).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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L’application (2.1) s’étend naturellement en une application norme
(3.1) N: Z(tc) — Z(t&).
On a par ailleurs des homomorphismes d’Harish-Chandra
Z(ge) - Z(te) et Z(gh) - Z(th)

que nous noterons tous les deux ¢. Rappelons que ¢ est un isomorphisme
sur son image S(tc)" (ST (resp. S(t&)") constituée des polynémes in-
variants par 'action du groupe de Weyl.

Par dualité tout caractére de Z(gc) est de la forme

(3.2) xXx: Z(ge) = C,  avec xa(Z) = ¢(Z)(N),

pour un certain A € t&, et deux de ces caracteres coincident précisé-
ment quand leur paramétres appartiennent & la méme W (G, T)-orbite.
L’automorphisme 6 opére naturellement sur I’ensemble des caracteres de
Z(gc) et sur t&. Ces actions sont compatibles avec (3.2). Noter que I'appli-
cation norme N induit une injection de t&& dans t{ ; son image est constitué
des éléments O-stables dans tg.

Remarquons finalement que 'application (3.1) s’étend de maniére unique
en une application norme N : Z(gc) — Z(g&) de sorte que le diagramme

Z2(te) = Z(ge)
™ ™
Z(tc) — Z(sg)

soit commutatif. Un caractere x est alors #-stable si et seulement s’il existe
A € t& tel que xa = xa1 o N ; la W-orbite de A! est alors uniquement
définie.

3.3. Partie radiale

Pour t € T, posons :
vs(t) =det (1 — Ad(ét))lgc/tlc .
C’est une fonction analytique sur 7. On pose
Q' ={teT" : vs(t) #0}.

C’est un ouvert dense dans 7. Alors la sous-variété dQ' est localement
fermée dans L, constituée d’éléments réguliers et ’application

Y Lx 6 = L (z,y) — xyz
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est submersive. On dispose en outre d’une mesure naturelle sur les fibres
(lisses) de application 1. L’intégration le long des fibres nous donne une
application de C2°(L x 6Q') dans C'°. Notons * Papplication duale sur
les distributions. Harish-Chandra [10] montre que ¥*(0) = 1 ® 0591 — la
restriction étant prise comme fonction analytique.

En fait, si D est un opérateur différentiel bi-G-invariant dans L, Harish-
Chandra [10] montre de plus qu'il existe un opérateur A(D) sur 602! satis-
faisant

(3-3) (Df)ser = AD)(fls01);

pour toute fonction f C°°, G-invariante dans un voisinage de 6Q2'. L’opéra-
teur A(D) est appelé partie radiale de opérateur D.

Le théoreme suivant est démontré par Bouaziz [4, Thm. 2.4.1]. On choisit
un voisinage ouvert connexe V' de 0 dans t! tel que WW = exp()) soit ouvert
et inclus dans Q. On suppose de plus que pour tout ¢t € W, I’élément 6t
est régulier et que I'application exp H — e?() est bien définie dans W.

THEOREM 3.1. — Soit z € Z(gc). L'opérateur A(z) est uniquement
défini sur 6W, et :

A(z) = [vs| 72 (0 0 N)(2) o [u5]'/2.

Supposons maintenant que Z(g) agisse sur © par y, pour un certain
A € t*. Le caractere y) est nécessairement f-stable égal a y 1 o V. Notons

F(t) = |vs()]/20(5t) (t e W),

Il découle du Théoréme 3.1 — voir [4, Cor. 2.4.11] — que pour tout z €
Z(gc), (po N)(2)F = xx(2)F. La fonction F vérifie donc les équations
différentielles :

(3.4) 2F=M(z)F (zeSte)V).

Ces équations sont étudiées et résolues par Harish-Chandra dans [10, pp.
130-133]. Une solution de (3.4) sur W est un polynéme exponentiel :

F(expH) = Z Z P, (H)eN ),

weW weW

ot H € V et les coefficients P, (H) sont des polynomes en H de degré
strictement inférieur & I'ordre de W1 — le stabilisateur de A' dans W.
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3.4. Représentations #-stables

Considérons maintenant une représentation admissible (7, H,) de G qui
posséde un caractére infinitésimal x» (A € t&). Supposons 7 f-invariante
(m = 7% ot 7 = m00) et notons V son module d’Harish-Chandra. Le choix
d’un opérateur d’entrelacement Ag : H, — Hxr (Ag = 1) entrelagant 7 et
7 o6 permet d’étendre m en une représentation 7t de GT. Le caractére de

+

77 sur L = 0G est un distribution G-invariante, distribution propre pour

Z(gc). Les résultats qui précedent s’appliquent donc. Notons
©r0(9) = Ox+(0g) (9€G);

c’est le caractére tordu de .

THEOREM 3.2. — Soit x € T? un élément 0-régulier dans G. Alors, il
existe un voisinage V de 0 dans t! tel que pour tout H € V on a :

[|A0]|O¢,x| (xexp H) = Z CA(‘r’w)ex\l(wH)’
weEW
otl les ¢ (z,w) sont des constantes dans C.

Proof. — Posons § = 0x € L. C’est un élément semisimple régulier. On
conserve les notations introduites ci-dessus de sorte que V est déja défini
et que pour H € V, on a :

F(exp H) := |vs(exp H)|"/?O .+ (§ exp H)

= 3 R,
weWw

ot H € V et les coefficients P, (H) sont des polynomes en H de degré
strictement inférieur a ’ordre de W1 — le stabilisateur de A dans W.
L’identité (2.6) implique qu’il existe une constante c telle que

|Ag(x exp H)| = c|vs(exp H)|V/2.

Pour conclure la démonstration du théoreme il reste donc a faire voir que
les coefficients P, (H) sont des constantes. Pour ce faire nous reprenons
une idée de Fomin et Shapovalov [9].

Soit 7 =75 (A € X[5(T')N X}, ) une représentation de dimension finie
de G invariante par 6. Alors la représentation m ® 7 est encore admissible
et f-invariante. Le choix d’un opérateur entrelagant 7 et 7 o § permet en
outre de parler des caracteres tordus O,gr ¢ et O, . Et le caractere tordu
Orgro est égal au produit des caracteres tordus O, g et O,y de met 7 :

(3.5) Orgro =076010.
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D’un autre c6té 77 est de longueur finie (voir [14, Prop. 10.41]) ; notons
m,. .., T, lasuite de Jordan-Holder de #®7. Puisque m®7 est f-invariante,
I'unicité des facteurs de composition implique que quitte a réordonner les
m; on peut supposer que les représentations mi,...,m,, avec r < n, sont
f-invariantes (éléments diagonaux) et que les autres ne contribuent pas au
caractere tordu. De sorte que le caractere tordu de m ® 7 se décompose en
une combinaison linéaire des caracteres tordus des sous-quotients #-stables

Tlyeney Tyt
(3.6) 97r®7-,9 = @mﬂ + ...+ @,rmg.

Notons que nous n’avons pas regroupé les représentations équivalentes. Si

on regroupe par m; équivalentes, les “multiplicités” sont dans Z[(4] ou d

désigne toujours 'ordre de 6.
11 découle de (3.5) et de (2.8) que pour tout H € V, le caractére tordu
de m ® T est donné par

Oro(zexpH)O,p(zexp H) = Z Pw(H)eAI(“’H) : Z e (z)ymye" )

weW IAGX;,ES(TI)

S Y metpame

wEW peXLes(T!)

DY mune” H@)Pu(H)N O,

weWue Xres(Th)

D’un autre cété, on peut écrire :
T T )
Z ®7r,i,0(37 exp H) = Z Z Pw)i(H)eAi (u)H).
i=1 i=1 weW
11 découle en particulier (3.6) que pour tout H € V, on a :

(3.7) Z Z mw_luewflu(x)pw(H)e(kl—i-u)(wH)

weW peXres(T?)
=20 > Pua(H)e .
i=1 weW

On peut supposer Re(A!) et tous les Re(\}) (i = 1,...,r) dominants.
On peut en outre choisir A de telle sorte que le stabilisateur Wy C W
soit trivial. Notons que dans ce cas A! + A est encore dominant et que le
stabilisateur W1, 5 est encore trivial. Il découle alors de (3.7) que

(3.8) Moy M) Pu(H) = 37 P s(H),
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Ici la somme porte sur les indices i pour lesquels A} = A! + A. Mais le
stabilisateur W1, est encore trivial. Les polynéomes P, ; sont donc des
constantes et le théoréme est démontré. O

3.5. Prolongement analytique du caractére tordu

Soit K un sous-groupe compact maximal de G et une décomposition de
Cartan

(3.9) g=todyp

de sorte que linvolution de Cartan correspondante fcartan cOmmute a 6
(un tel K existe car 6, d’ordre fini, fixe un point de 'espace symétrique
de G). Alors la décomposition de Cartan (3.9) est f-invariante. Notons
tt =tineet al =t Nyp. Soit T et A! les sous-groupes analytiques de G
correspondants ; on a ) T1 = T A avec T. C K. Une racine restreinte
Qs est dite réelle (resp. imaginaire) si aues est nulle sur ! (resp. a'). On
note

a'” ={H € a' : apes(H) <0, Yayes € Ryes non-imaginaire}.

Noter que I’ensemble des éléments f-réguliers dans T exp al™ n’est pas con-
nexe. Dans ce paragraphe, on cherche a prolonger 'identité du Théoreme 3.2
a tout cet ensemble.

D’apres [4, Lem. 3.6.3], il existe une fonction localement constante € sur
I’ensemble des éléments -réguliers dans T telle que

(3.10) |Ag(exp H)| = e(exp H)e P DY (exp H)

pour tout H € t' tel que exp H soit f-régulier.
Soit ¥V un ouvert connexe dans t! + al'~. On fixe Hy € V. D’aprés le
Théoreme 3.2 et (3.10) on a alors :

e(exp Ho)e P [DE, O | (exp H) = Z C.et)  (HeV)
HEW AL

ou les C), sont des constantes complexes (qui dépendent du choix de Hy).
D’aprés [4, Lem. 3.6.23], la fonction H — [DY, Oy | (exp H) se prolonge
analytiquement a t! +a. On a donc :

[Dg+®9)7r] (exp H) = e(exp Hy) " terH) Z et (H e V)
HEW AL

®3) Rappelons que T est connexe.
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pour tout H € t. + a . En réutilisant (3.10) on obtient :

epo o
3.11 Ay|Og | (exp H C, eh(H)
@) Ao e ) = ZEDES 57

pour tout H €t + aj tel que exp H soit #-régulier.

3.6. Caractéres des représentations induites

Dans ce paragraphe, nous supposons le tore T' maximalement déployé
sur R et notons A sa partie déployée. Nous supposons en outre que 71" est
contenu dans un sous-groupe parabolique minimal P = M AN de G qui est
invariant par 6.1 Soit (Var, 7) une représentation irréductible f-stable de
M et p un caractere 6-stable de A. On pose

I =ind§4n(Var ® Cy)
(induite unitaire). La représentation I est de longueur finie mais peut étre
réductible. Néanmoins, le choix d’un opérateur ag (ag = 1) dans l’espace

Vs entrelacant 7 et 706 est uniquement défini & une racine de I'unité pres
et induit un opérateur Ay : I — I par la formule

Ag(f)(9) = apf(07(9)) (ot f(gm) = T(m ™' f(g))-
L’opérateur Ay définit une action de 6 sur I ; dans la suite, on choisira
toujours cette action (uniquement définie & une racine de l'unité pres) ;
notons en particulier que Ag = 1. On peut alors considérer le caractere
tordu ©r g ; c’est une fonction localement sommable analytique sur les
éléments @-réguliers de G. Le lemme suivant découle de [4, Lem. 7.1.3] qui
généralise un théoréeme d’Hirai [12, Thm. 2] dans le cas non tordu.

Le groupe G opére par 6-conjugaison sur lui-méme ; on note
Neao(T)={g9€G:gT"(¢")" cT"}
={geNa(t"):g(¢s") ' €T"}
et Zg.o(T) = T?. Le groupe de Weyl tordu
We(G,T) = Ngo(T)/T°

opére sur t et s’identifie naturellement & un sous-groupe d’indice fini de W
On dispose de la méme maniére d’un groupe de Weyl tordu Wy(M A, T).

(4) Noter qu’un tel P n’existe pas en général : penser au cas ou G est un groupe complexe,
vu comme groupe réel, et ot 6 correspond & la conjugaison complexe par rapport a une
forme réelle non quasi-déployée. (Ce probléme apparent disparait dans le cadre des
espaces tordus.)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



EXPOSANTS DANS LES PAQUETS D’ARTHUR 129

Puisque P est minimal, si T et T” sont deux tores maximalement déployés
dans M A alors T* et (T")! sont #-conjugués dans M A. L’expression du
caractere tordu de I est donc particulierement simple dans notre cas :

LEMMA 3.3. — Pour tout élément 0-régulier t € T, on a :
[[A0]O1,6] (t) = S S > [AmaelOman(Var)] (vt)
019161 () = Sy ar A MAp|Onae(Var)| (vi).
’UEWQ(G,T)

Ici Opra,0(Var) désigne la caractere tordu de la représentation Vi du
groupe réductif M A. Noter que V), est une représentation #-stable et de
dimension finie. Supposons que Z(mg @ ac) agisse sur Vi selon x, avec
A € t5. D’apreés le Théoréme 3.2, au voisinage d'un point = € 7% §-régulier
dans M A, la fonction |Anra,0|©na,0(Var) sexprime sous la forme :

(3.12) Z dx(m,w)e“ﬁl’\l,
weW (mgPac,tc)?

ot les dy(z,w) sont des constantes dans C. Dans un voisinage de z dans
T? on a donc :

(3.13)  [|As|Or,6]

1 ’U_l’u)_l 1
= A, 0TAT) Z Z dy(ve,w)e A

vEWH (G, T) weW (mc®ac,tc)?

4. Exposants tordus, n-homologie et conjecture d’Osborne

Dans ce chapitre, nous supposons, comme dans le § 3.6, que le tore T
maximalement déployé sur R est contenu dans un parabolique minimal -
stable P. Nous notons A sa partie déployée et n la complexifiée de I’algebre
de Lie du radical unipotent de P = M AN. De sorte que T =T.A, ou A =
(R%)" et T, est compact ; I'entier 7 est le rang réel de G. L’automorphisme
0 préserve A. Un caractere y de A est dit 0-stable si x o 0 = x.

4.1. Exposants 6-stables

Notons a l'algebre de Lie de A. Un exposant est un caractere de A.
Par abus de notation on identifie un caractére de A a un élément de
Hom(a,C) = C". L’algébre n détermine un systéme de racines positives
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qui sont les parties réelles des racines non-imaginaires dans R = R(B, T).
Pour deux exposants e, ¢/, on écrit e < €’ si

e/:eJanaa (ne =0)

oll « décrit les racines simples dans n et e, €’ sont vus comme des formes
linéaires complexes sur a = R". Noter qu’un exposant

e= E NaQ
«

est f-stable si et seulement si

1
e = Zgna(a—kﬁ(a)—%...—t—ﬁd*l(a))
= ; inaNa
= ZnaNa.
Na

Et Vordre naturel sur les racines dans NR (§ 2.2) définit un ordre sur les
exposants f-stables ; dans la deuxieme partie de cet article nous notons <y
cet ordre.

Example 4.1. — Soit G le groupe des automorphismes linéaires de CV
et @ 'automorphisme involutif opérant par g — ¢ = Jtg~1J 1. Le groupe
E égal 4 SO(2041, C), resp. Sp(2¢, C), si N = 2 est pair, resp. si N = 2(+1
est impair.

Via l’application norme, un exposant -stable e € CV définit un exposant
de E c’est-a-dire un vecteur dans C¢. L’ordre naturel sur les racines de E
definit donc un ordre <g sur les exposants #-stables. Si e <g €' on a
toujours e <y €’ mais la réciproque n’est vraie que si N est pair. Pour deux
exposants f-stables e, ¢/ 'ordre <g s’exprime par e — e = (z;);=1,.. ¢ avec

x1+...+x, €N (1<i<g<l-1)
(4.1) et
r1+...+xy € N, resp. 2N
si N = 2/ est pair, resp. si N = 2¢ + 1 est impair. L’ordre <y s’exprime
quant & lui par € — e = (;);=1,.. ¢ avec
z1+...+z, €N (1<ig<l-1)
(4.2) et
T + ...+ Ty S N

indépendamment de la parité de N.
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4.2. Exposants d’homologie

Soit R%1 C Ryes le sous-ensemble constitué des racines (restreintes) non-
imaginaires.

n.i.

LEMMA 4.2. — Soit a € R une racine non imaginaire alors oues € RYY .

Proof. — Puisque a est non imaginaire et que P est minimal on a g¢& C n.
Il s’agit donc de montrer qu’une racine (réelle) o de a dans n se restreint
non trivialement & a'. Les racines de a dans n déterminent une chambre de
Weyl aigué (ouverte) positive C. Soit H € C'; alors pour toute racine « de
a dans non a o(H) > 0. Mais puisque par ailleurs n est f-stable § permute
les racines (positives) de a dans n. On a donc :

d d
a (Z@’(H)) = Zei(a)(H) >0

et Y 0(H) € al. 0

Il découle en particulier du Lemme 4.2 que

n= Z gge Cut.

Qpos € RI:i-

res

Notons
pp=y S (dimgE o
Otres ERD;E

Soit V' le module d’Harish-Chandra d’une représentation (admissible) irré-
ductible #-stable 7. Un lemme de Casselman et Osborne [5] affirme que V
est de type fini comme U (n)-module. Pour tout ¢ > 0, le groupe d’homologie
H,(n, V) est donc de dimension finie. Si e est un exposant, on peut consid-
érer le (e + pp)-espace propre généralisé ; notons-le Hy(n, V). On dit que
e est un exposant d’homologie si

H,n,V)e #0

pour un certain ¢. La raison d’étre du décalage par pp deviendra claire au
chapitre suivant, voir [11, p. 51].

Soit ¢ un entier positif. Alors T' et 6 (via Ag) opérent sur Hy(n, V). Pour
t € T (en particulier t € T') on peut considérer

(4.3) @2(t, V) =trace (t6 | Hy(n,V)).

Notons une différence importante avec le cas non tordu. L’opérateur Ay
opére sur 1’homologie avec des valeurs propres (qui sont des racines de
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l'unité). L’expression (4.3) est donc (méme pour ¢ fixé) une somme & co-
efficients dans les racines de 'unité de caracteres 6-stables de t € T'. Cette
somme peut s’annuler sur A sans étre nulle sur 7.

Etant donné un exposant e on notera f € a'* @ C le caractére obtenu
par restriction. De la méme maniere que les racines dans R définissent un
ordre sur les exposants, les racines restreintes dans R,.s définissent un ordre
naturel sur les caractéres f € a'* ® C ; nous notons <yes cet ordre.

Un caractere f € a'* ® C est un exposant d’homologie restreint s’il
apparait dans Hy(n, V') pour quelque ¢. C’est un exposant restreint minimal
si c’est un exposant d’homologie restreint et s’il est minimal pour <jes.
Rappelons un résultat fondamental de Hecht-Schmid dans le cas non tordu :
[11, Prop. 2.32].

PROPOSITION 4.3. — Si e est un exposant d’homologie minimal (pour
<) alors e n’apparait que dans Hy(n, V).

Nous utiliserons cette proposition sous la forme suivante :

PROPOSITION 4.4. — Soit f un exposant restreint minimal. Alors f
n’apparait que dans Hy(n, V).

Proof. — Supposons en effet que f = e|q1 ol e apparait dans H,, ¢ > 0.
Alors e = eg + > noa (notation de 4.1) ot (ng)a # 0 d’apres la Proposi-
tion 4.3 et eg apparait dans Hy. On en déduit que

f = (60)|a1 + Znaares-

Ce qui, d’apres le Lemme 4.2, contredit la minimalité de f. O

Nous avons en vue le théoreme suivant — version tordue de la “conjecture
d’Osborne” démontrée par Hecht et Schmid [11]. Suivant la démonstration
de [11] nous commencerons par le réduire & un cas apparemment trés par-
ticulier via un procédé de “continuation cohérente”.

On définit :

(4.4) Dy(t) = det (1~ 6t)))
Z 1)%race(td | An).

q

On dit que t € T est contractant si les valeurs propres (complexes) de ¢
dans n sont de valeur absolue < 1. Noter qu’alors D (t) # 0.(5)

(5) Nous considérons un ensemble un peu plus petit que celui de Hecht-Schmid dans le
cas non tordu [11, § 3].
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THEOREM 4.5. — Pour tout élément 0-régulier contractant t € T*,
on a: 0
~1)90%(t,V
O, o(t) = P )0 (V)
D3 (t)
4.3. Un fait

On a le fait évident suivant :
Sit € T! est contractant et a € A = Ay vérifie a® < 1 (ayes € RYL)

res
alors ta est contractant.

5. Continuation cohérente

Soit (V,m) une représentation admissible de G munie d’une extension a
G™T. On consideére le caractére tordu

Oy(V) = O p.

Il dépend évidemment du choix de 'opérateur d’entrelacement Ay.
De méme, chaque Hy(n, V) est un M A-module f-invariant. Et le carac-
tere tordu ©p7.4,9(Hy(n, V) est égal & ©9(t, V). Dans la suite, nous notons :

>g(=1)"Ona,6(Hy(n, V)
Dy (t) '
Noter que V est toujours de longueur finie ; soit

V] =mi[Vi]+ ...+ m,[V,]

Ono(V) =

I'expression de Vj¢ dans le groupe de Grothendieck des (g, K')-modules,
avec V; irréductible, pour i = 1,...,n, alors :

(5.1) Op(V) =m10p(Vi) + ... +m;,0p(V,)  (m] € Z[C4))
ol, par convention, on pose Oy(V;) = 0 si V; n’est pas 6-stable et ol on
choisit, si V; est 6-stable, une extension a G7.

De méme, chaque H,(n,V;) est un M A-module #-invariant. Et le carac-
tere tordu O, ¢(V') se décompose en :

(5.2) @n’g(V) = mll@mg(vl) + ...+ m;@n,g(vn),

avec les mémes coefficients mj. Il suffit en effet de traiter le cas d’une suite
exacte courte
0—->Vi—=>V->V,—0
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ot V; est irréductible en tant que GT-module. L’action de § — par Ay — sur
V induit une action sur V; et V5 et ces actions commutent a la suite exacte
longue d’homologie. Le calcul de la caractéristique d’Euler de cette suite
exacte longue implique alors I’additivité des caracteres tordus. Par ailleurs
si la restriction du G*-module Vi & G n’est pas irréductible O, ¢(V;) = 0.

Il découle de (5.1) et (5.2) que pour démontrer que pour tout élément
O-régulier t € T, on a :

(5.3) Op(V) =04,0(V),

il suffit de le vérifier pour les V' irréductibles.

5.1. Familles cohérentes

Notons C? le Z[¢4]-module libre engendré par les caractéres tordus de
modules d’Harish-Chandra 6-stables admissibles et irréductibles (étendus
a GT). Le module C? se décompose en une somme directe :

= P

Mety /W

avec 3, = {0 € €Y : Z(gc) opere sur © par y, = xa o N}.

L’anneau F?¢ des représentations virtuelles de dimension finie de G in-
variante par § opére par tensorisation sur C? et le munit d’une structure
naturelle de F-module (cf. démonstration du Théoréme 3.2). Rappelons
— voir (2.8) — qu'une représentation ¢ € F? a un caractére tordu dont la
restriction & T est de la forme :

Y= Z mueu>

pEXres(T1)

ou my, est la trace de 6 sur I’espace propre de la valeur propre u.

A tout A! € ts il correspond A = N(A!) € t§& qui est f-stable et tel que
>‘|t}:, = Al. On a alors x5 = x1 o N. Dans la suite, on identifie ainsi t& a
un sous-espace de tg. Rappelons en particulier que I'on identifie ainsi les
élements p € X1°(T") & des éléments O-stables de X,(T).

Fixons alors A\g = A} € t&. On dit qu’une famille

{Ox : Ae XI=(TY) + Ao} C C,
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indexée par les translatés de Ao € t& par le réseau X;(T') C X,(T),
dépend de fagon cohérente du parametre A si

(5.4) (a) Oy €Cl et
(b) SD@A = Z mu®)x+;n
pEXres(T1)

pour tout A € X;es(Tl)—l-)\o et tout ¢ € F?. Remarquons que si A = 1+ \g
avec 1 € X;*5(T?), alors \ est f-stable de sorte que A' = A1 ou encore
Xp+xo © N = X

Le choix du tore maximal T n’est pas important dans la définition ci-
dessus. Noter que d’apres § 3.1 si 6 € L est un élément semisimple qui
stabilise une paire (B’,T’) les tores T! et T’! ne different que d’un au-
tomorphisme intérieur de G. On peut utiliser cet automorphisme pour
transférer la paramétrisation d’une famille cohérente a une paramétrisa-
tion par des éléments de tg'*. Ainsi reparamétrée, la famille est cohérente
si et seulement la famille avant reparamétrage ’était.

5.2. Continuation cohérente

Fixons A € t&. D’apres le Théoréme 3.2, on peut écrire :
186]00] (wexp H) = co(, w)eo ™)
weWw
au voisinage d’un élément §-régulier x € T?. Ici les constantes co(z,w) ne

sont généralement pas uniquement déterminées par Oy mais, si ’on note
Wy le stabilisateur de Ag dans W, la somme

Cro (T, w) := Z co(x, wv)
veWy

est bien uniquement déterminée par ©y. Notons ©,, = NyOy, avec Ny égal
au cardinal de Wy. On a alors :

(55) “Ae‘@)\o] (.T exp H) = Z Co (‘T7w)e)\0(wH)'
weWw
LEMMA 5.1. — Il existe une famille de caractéres tordus

{©): X€ X;eS(Tl) + Ao}
qui dépende de facon cohérente de X et telle que

(2) Our = Oy (A € XIS(TY) + Ao, w € Wp).
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Cette famille vérifie en outre les identités
-1
(5.6) Oqplz,w) =e¥ H(z)ea(z,w)
pour tous A € X}*(T") + Ao, p € X3*(T*) et & 0-régulier dans T°.

Proof. — La démonstration est identique & celles de [11, Lem. 3.39 &
3.44]. 11 suffit de considérer un poids p € X3*5(T") suffisamment dominant
pour que A := Ag + 4 ne soit W-conjugué a un Ao + vp (v € W) que si
v € Wy. La somme

Y= Z et

veW
définit un caractere tordu virtuel dans F?. Et la conclusion du lemme nous
force & prendre © égal a la projection de 10y € C? dans Cf. On vérifie
facilement 'identité sur les constantes (5.6) dans ce cas. On se ramene a
un A quelconque en inversant le procédé. O

5.3. Réduction du Théoréme 4.5

Rappelons que nous abrégeons le membre de droite de (5.3) en posant :

> (=1)1Ona,0(Hy(n, V)
D(t) '

Maintenant, soit A € t& tel que x soit égal au caractere infinitésimal
de 7. Alors x, est f-stable et il existe A\! € t& tel que xn = xa1 o N. De
méme, un caracteére qui intervient de fagon non triviale dans la combinaison
linéaire (4.3) est nécessairement #-stable et il découle de [11, Cor. 3.32] qu'il
est égal & wA! + pp pour un certain w € W. D’aprés le Théoréme 3.2 la
fonction [Anra,g|Onra,o(Hg(n, V') est localement une combinaison linéaire

(5.7) Ono(V) =

. 1 .
d’exponentielles de la forme e 77 Mais on a :
_ ,—pP )P
Ag =€ DnAMA,g.

On en déduit donc que si o € T! est f-régulier, il existe un voisinage V de
0 dans t! tel que pour tout H € V on a :

(5:8) [|A9|6n,9] (xexp H) = Z 5/\(367w)e/\l(wH)7
weWw

ou les éx(x,w) sont des constantes dans C. Il découle alors de [11, Lem.
3.59] que la continuation cohérente s’applique aussi bien & O, qu’a Og.
On peut donc insérer ©, ¢ dans une famille cohérente de sorte que

(5.9) Erpplz,w) = e“’fl“(m)éA(m,w),
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pour tous A € X7*(T") + o, € X;(T!) et & f-régulier dans 7.
Démontrer (5.3) revient a vérifier les identités :
(5.10) ex(z,w) = éx(z,w), pour x € T* f-régulier.

Les relations (5.9) et leurs homologues du Lemme 5.1 impliquent que si C
est une constante strictement positive quelconque, il suffit de vérifier (5.10)
lorsque

(5.11) Re(w '\, a) < —C  pour tout a € R%I.
(Rappelons qu’ici A = N(A!) € t§ est f-stable.)

6. Démonstration du Théoréme 4.5

Soit donc V' le module d’Harish-Chandra d’une représentation (admis-
sible) irréductible -stable m (étendue & GT) de caractére infinitésimal y
avec A = N(A!) € t&. Nous voulons vérifer lidentité (5.3).

6.1. Premiére réduction

D’aprés le chapitre précédent (par continuation cohérente) on est ramené
a démontrer (5.3) sous ’hypotheése (5.11).

Seule la W-orbite de A est bien définie, on peut donc supposer Re(\, a) <
0 pour tout a € R%!'. De sorte que (5.11) force Re(\, o) < —C et w trivial.
11 suffit donc de vérifier les identités (5.10) lorsque :

(6.1) (a) Re(\, ) < —C' pour tout a € Ry

(b) w est trivial.

1‘65 ’

Ici C est une constante positive a fixer ultérieurement.

Puisque A = N(A') € tg ona A' = A Posons e = Ajg et f = Ajq1.

On définit la f-composante de ©,¢(V), au voisinage d’un élément 6-
régulier z € T, par :

= ANwH)
(6.2) On(V)y = 2w AW o
|Anrael

*Z D)*Ona,0(Hqg(n, V) ),

ou dans la premiere somme w parcourt I’ensemble

fweW : MNw)ja=ct={weW : Nw)ja = f}.
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De la méme maniere on définit

Zw ax(w, w)ek(wH) epp(H)

|Anraol

(6.3) ©(V)s =

D’apres (6.1), le Théoréme 4.5 découlera de la vérification que :
(6.4) Oo(V)y = Ono(V)y.

LEMMA 6.1. — Supposons que A vérifie (6.1) avec C = 0. Alors sur les
éléments O-réguliers de T, on a :

Ono(V)f = Ona,o(Ho(n, V)y).

Proof. — Tous les #-exposants d’homologie apparaissant dans le membre
de droite de (5.8) sont de la forme wA|q1. Mais pour tout w € W, le
caractére w est égal & wAg + wp et il découle donc de (6.1) (en prenant
C = 0), que l'on peut écrire :

WA= A+ Z Toa (zq =0).
a€ERR:-

res

En particulier Ajq1 ne peut s’écrire A\jq1 = wA|q1 + Y Maues, cOMme on
le voit par restriction de 1'égalité ci-dessus & a'. L’exposant restreint f est
donc minimal et n’apparait que dans Hg, d’apres la Proposition 4.4. O

Remarquons que puisque f = e|q1 avec e f-stable, on a :
(6.5) @MAﬁ(Ho(n, V)f) = @MAﬁ(Ho(n, V)e).

Ainsi bien qu’en général Hy(n, V). = 0 n’implique pas Ho(n,V)s =0, cela
implique néanmoins que Opra,9(Ho(n,V)s) = 0. La proposition suivante
montre que 1’énoncé correspondant est également vrai pour ©g(V);.

PROPOSITION 6.2. — Supposons que A vérifie (6.1) avec C' = 0 et que
Ho(n, V). =0. Alors ©¢(V) ¢ est nul sur tout élément 0-régulier contractant
de T*.

La démonstration de cette proposition occupe la fin de ce chapitre.
Commencgons par montrer comment en déduire (6.4). C’est immédiat si
Ho(n,V)e = 0 : a la fois ©g(V)f et ©,(V)s sont nuls sur les éléments
f-réguliers contractants de 7. Supposons donc Hy(n, V). # 0.

LEMMA 6.3. — Supposons C' assez grand. Alors e est en position de
Langlands.
Proof. — Puisque e = A, est f-stable, cela découle de (6.1). O
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On déduit alors de Hecht-Schmid [11, Lem. 6.10] que (pour C assez
grand), le M-module W = Hy(n, V), est irréductible.
Soit alors
I =ind%(W e C,)
(induction unitaire depuis M AN): ¢’est un GT-module de fagon naturelle,
et on a un morphisme naturel V' < I. Le sous-quotient V' de I est le seul qui
vérifie Hyo(n, V), # 0 (cf. Hecht-Schmid, démonstration du Lemme 6.10).
Donc
©s(V);=00(I)s
a l'aide, de nouveau, de la Proposition 6.2, sur les éléments 6-réguliers
contractants de T'. De plus (avec la définition, contenant la translation
par pp, de Hy(n,V).), on a

Ho(n, V) & W @ Colp,

comme M A-module. I’identité (6.4) découle donc du Lemme 6.1, de ’équa-
tion (6.5) et du calcul suivant relatif & la représentation induite:

LEMMA 6.4.
O¢(I)f =Onas(W @ Ceypp).

Proof. — Noter que Z(mg @ ac) opére sur W ® C. selon le caractére
Xx. Partons donc de Pexpression locale du caractére tordu Oy () donnée
par (3.13) :

1 o Tw—1
[[A0]O1,0] = AW, (MA,T) Z Z dy(vz,w)e A

vEW,(G,T) weW (mc®ac,tc)?
Un terme de la double somme contribue & Oy (I). si et seulement si (v—!
w A g = f (avec v € Wy(G,T) et w € W(mc @ ac, tc)?). Mais, en

prenant C' = 0 dans (6.1), ’égalité
(0 0 W) = f = A

force v a appartenir au groupe Wy(M A, T). Donc, seuls les termes avec
v e Wy(MA,T) dans la double somme contribuent & ©4(I);y.
Maintenant, le groupe Wy(M A, T) opére trivialement sur le caractere
tordu de W ® C,. On a donc :
1

dA(vac,w)e”q“F A= cl,\(a:,w)e“f1A

pour tout v € Wa(MA,T). On obtient donc que I'expression locale de
|Ana,0|©0(I) est égale a

Z dk(]}vw)ewilA—i_pP

weW (mc@ac,tc)?
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qui est aussi I'expression locale de |Apra.6|Onma,0(W & Ceypp)- O
Dans les paragraphes qui suivent on met progressivement en place les
ingrédients nécessaires a la démonstration de la Proposition 6.2. On suppose

dorénavant que Hy(n, V), = 0. Nous suivons la démonstration de [11, Prop.
6.15].

6.2. Exposants dominants

D’apres [11, (4.24)], tout exposant dominant ¢’ du module de Harish-
Chandra V' est de la forme ¢’ = (w - A)|q pour un certain w € W(G,T)
et intervient dans Hy(n,V'). Puisque l'on suppose Hp(n, V). égal a {0},
e n'est pas un exposant dominant, I'exposant ¢’ est donc différent de e.
Soit il est #-stable et ef o 7 [ soit il n’est pas O-stable et on écrit e’ =
we = e+ Y cpni Tao Ol les z, sont positifs (car, d’apres (6.1), e est tres
négatif) et non tous nuls. Soit N la projection sur a; : puisque Ne = e, on
a Ne' =e+ > xoNoa. Si Ne' est différent de e, il existe donc un z, > 0
tel que Na # 0. Dans tous les cas, la condition (6.1) (pour C assez grand)
implique qu’il existe une racine ayes € R%1 et une constante § strictement
positive telles que pour tout 5 € R

n.i.
res

(6.6) Re(e|q1,8) = Re(f, B) + 0{cwes, ) et esjar # 0.

Soit A1~ = expal~. Quitte & diminuer §, il découle de (6.6) et de [14, Thm.
8.47] (voir également [11, Lem. 6.46]) (¥} que tout coefficient matriciel K-
fini de 7 est majoré sur AI= par un multiple de e(Re/+oarestrr)(q),

on a :

6.3. Coefficients matriciels

Les résultats du paragraphe précédent se traduisent en une borne sur
Orp.

Pour tout 7 € K on note d; le degré de 7. Soit E; la projection orthogo-
nale de V sur V; la composante T-isotypique de V. En choisissant une base
orthonormale de V' compatible avec la décomposition de V' en K-types, on
voit que

(6.7) Oro(g) = Z trace(E-m(g)AoE;)
TE]?

(6) On prendra garde au fait que les notions d’exposants difféerent d’une translation par
pp dans ces deux références ainsi qu’au fait que dans 1'une asymptotique est dans A+
dans l'autre dans A~. Nous suivons les conventions de [11].
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au sens des distributions. Noter que le sous-groupe compact K est f-stable
et donc que Ay préserve la décomposition de V' en K-types.

Maintenant, trace(E,m(g)AgE,) est une somme de coefficients matriciels
associés a des vecteurs de V. Un procédé bien connu permet de se ramener
a des coefficients matriciels K-finis, voir par exemple [11, Lem. 6.23] ou [4,
Lem. 3.4.1 & Lem. 3.5.1] (pour les groupes non-connexes). Il découle alors
du paragraphe précédent que pour tout a € A~ on a :

(6.8) ltrace(E, m(a) AgE,)| = O (diemef”aresﬂp)(a)) .

6.4. Une distribution

Etant donné un réel strictement positif € on pose

T = {te T Napee,j€™ (1) = 1| > &, Vawes € Ry, j =1, My ) -

Tes )

(Les notations sont celles du § 2.3.) Noter que T2 est ouvert dans T, et
que la réunion U.-oT2 coincide avec I'ensemble des éléments f-réguliers
contractants de T'. En utilisant les résultats du paragraphe précédent, la
démonstration de [11, Lem. 6.39] (voir également [4, Lem. 3.5.1] dans le cas
non-connexe) implique que la distribution qui & une fonction g & support
compact dans I’ensemble des éléments #-réguliers associe l'intégrale

/ ‘A9|@9’ngt
Tl

s’exprime comme une combinaison linéaire > 7" | X;h; ot les X; sont des
opérateurs différentiels invariants sur 7" et les h; des fonctions continues
sur les éléments f-réguliers contractants de T telles que

6.9)  [hj(ta)] = O- (|Ag(ta) elteT Ho0mster) (q))

= 0. (e(RCHMr“)(a)) , (taeT! ac A7),

Ici les X et les h; peuvent étre choisis indépendamment de «.

6.5. Démonstration de la Proposition 6.2

Supposons par I'absurde que ©y(V') s soit non nul au voisinage d’un élé-
ment f-régulier contractant ¢+ € T'. Il existe alors un élément w € W tel
que

(6.10) at,w ) #£0 et (w-A)a = f
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On fixe un voisinage compact U de l'identité dans K N T*, suffisamment
petit pour que l'on ait :

tUA*™ C T2,

On numérote 1 = f, ..., pn € a**®@C les éléments de {pjar s € WA}
sans répétition. L’hypothese (6.1) entraine que

lei M (a)| <1, pouri=2,...,n, a € A~
D’apres (3.11) il existe des fonctions ¢, . .., ¢,, de classe C* sur un voisi-
nage de U dans T}, telles que

(6.11) [|120]© ] (tma) Z% Jeli(a) (meU, ac A7),

L’hypothése (6.10) implique en outre que ¢; n’est pas constante égale a 0
sur U. Il existe donc une fonction v de classe C* sur T}, et de support

dans U, telle que
/ p1dm = 1.
T

Pour a € A'~, on pose
¥a) = e #(a) [ [180]80.q] (tmayi(m)im
meT}

D’apres (6.11), on peut écrire ¥ comme une somme d’exponentielles :

(6.12) V=14 cetit
1=2

D’un autre coté, il découle du § 6.4 qu’il existe des opérateurs différentiels
invariants X1,..., X,, sur A!, des fonctions continues hq, ..., hy, sur A7,
une forme linéaire 7 € a'* et des constantes C1, ..., Cy, tels que

(6.13)

m
U= Zthj’ au sens des distributions, |h;| < Cje” (i=1,...,m),
j=1
et e"(a)<1pourac A"
Soit g une fonction C* & support compact dans A~ telle que [ 1 9da =1
et soient g1, go,... les translatés de g par une suite de points a1, as,...

dont les inverses tendent vers l'infini dans A'~. Puisque les exponentielles
eti=h (i = 2,...,n) décroissent le long de A'~, il découle de (6.12) que
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J 41 9x¥da tend vers [,, fda = 1 lorsque k tend vers linfini. De méme
(6.13) implique :

/A1 gr¥da = Z/Al (Xjgr)hjda — 0.
j=1

Ce qui fournit la contradiction recherchée.

7. Paquets d’Arthur pour les groupes complexes

Soit N un entier supérieur ou égal a 1. Considérons un groupe H égal
a SO(2¢ +1,C) ou SO(2¢,C) si N = 2¢ est pair et égal & Sp(2() si N =
2¢ + 1 est impair. Rappelons que H est un sous-groupe endoscopique de
GT ot G = GL(N, C) et 0 est 'automorphisme involutif g — Jig=1J =1,
Le groupe dual H est égal & Sp(N, C) ou SO(N, C), naturellement plongé
dans GL(N, C).

Soit

¢: C* x SL(2,C) — H

un parametre d’Arthur pour H. On suppose de plus que ¢~ est tem-
pérée, i.e. unitaire. D’apres la conjecture de Ramanujan, cela devrait étre
toujours le cas. Il n’est, en outre, pas difficile d’étendre nos résultats aux
parametres “généralisés” ou 1o~ n’est plus nécessairement unitaire mais
controlé par 'approximation de la conjecture de Ramanujan démontrée par
Luo, Rudnick et Sarnak.

7.1. Paquets d’Arthur

Rappelons la définition du paquet [[(¥). Il y a une notion naturelle
de fonctions associées (¢, f), ¢ € CX(G), f € C®(H). (U Lorsque N
est pair et H = SO(NV, C) il faut en outre supposer f invariante par un
automorphisme extérieur o de H ; on suppose o? = 1.

On écrit le parametre 1 sous la forme :

P =X1®Ra, ®... 8 Xxm @ R,,, C GL(N,C),

ol chaque x; est un caractére unitaire de C* que 'on écrit z — 2Piz% avec
Re(p; + ¢;) = 0. Noter que puisque l'image de 1) est contenue dans H, le
parametre ¢ est f-stable. On en déduit que soit x; est quadratique, soit

(M On peut en fait considérer seulement des fonctions K-finies des deux cotés.
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il existe k telle que ar = a; et x; = Xj_l. On associe au parametre ¥ la
représentation de GL(N, C) :

(7.1) II=1I;, =ind(x1 odet®... ® X, o det)

(induction unitaire & partir du parabolique (a1, ...,a,,)). Elle est irré-
ductible d’apres Vogan [20] ou Bernstein [3] et Baruch [2]. Elle est par
ailleurs f-stable ; fixons Ag : IT — II un entrelacement tel que A2 = 1.

(Lorsque N est pair et H = SO(N, C) on identifie deux représentations
irréductibles de G conjuguées par «. On désigne simplement par 7 la classe
d’équivalence. Alors trace m(f) est bien définie pour f restreinte comme
expliqué ci-dessus.)

Le résultat suivant est alors le Théoréme 30.1 d’Arthur [1, § 30].

THEOREM 7.1 (Arthur). — Il existe une famille finie [[(v) de représen-
tations de H, et des multiplicités m(m) > 0 (w € [[(+)) telles que, pour ¢
et f associées :

(7.2) trace (II(¢) Ap) = Z g(m)ym(m)trace 7 (f),
e[ ()

ot chaque e(m) est un signe € {£1}.

On pourrait aussi — comme Arthur le fait — définir [[(¢) comme un
ensemble de représentations-avec-multiplicités. L’égalité (7.2) détermine
uniquement cet ensemble ainsi que les signes e(m). Arthur détermine
d’ailleurs ces signes pour un choix convenable de Ay (normalisation par
le modele de Whittaker). Il montre en particulier que £(7) est constant sur
le paquet [](¢) dés que 1’élément

e 5)

est central dans é, voir [1, p. 246, p. 242]. Noter que ceci se produit en
particulier si pour tout j = 1,...,m, les entiers a; sont de méme parité.
En général on associe a s, € H le groupe (complexe) E de groupe dual
E égal au centralisateur de s, dans H.Le groupe E appartient & E(H) —
I’ensemble des sous-groupes endoscopiques elliptiques de H.

Si N =20et H=S0(2¢+1,C), 'ensemble & (H) est paramétré par les
couples d’entiers pairs (N', N”) avec N” > N' > 0et N = N' + N". Le
groupe endoscopique correspondant est le groupe

H' x H” =SO(N’ +1,C) x SO(N” +1,C).
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Notons alors que H' x H” = Sp(N’,C) x Sp(N", C). Dans ce cas, on pose
G’ x G" = GL(N',C) x GL(N", C).

Si N = 2¢ et H = SO(2¢,C), 'ensemble £ (H) est paramétré par les
couples d’entiers pairs (N', N”) avec N” > N' > 0et N = N 4+ N". Le
groupe endoscopique correspondant est le groupe

H' x H" = SO(N', C) x SO(N",C).
Notons alors que H' = SO(N’, C)xSO(N", C). Dans ce cas, on pose encore
G' x G" = GL(N',C) x GL(N",C).

Si N=2(+1et H=_Sp(2¢,C), 'ensemble & (H) est paramétré par les
couples d’entiers pairs (N', N”) avec N", N’ > 0et N = N' + (N" +1).
Le groupe endoscopique correspondant est le groupe

H' x H" =SO(N’,C) x Sp(N”, C).

Notons alors que H' x H” = SO(N’, C) x SO(N” + 1, C). Dans ce cas, on
pose
G’ x G" = GL(N',C) x GL(N" +1,C).

Dans tous les cas, le parametre 1) se factorise a travers H' x H” et on
note

(', 4") : C* x SL(2,C) — H' x H"

le parametre correspondant.
Il y a encore une notion naturelle de fonctions associées :

p € CX(G) s feC*(H)

! !
(¢, ¢") € C2(G' X G") «— ([, f") € CZ(H' x H").

Soit II" @ II" = ILy ® ILy~ la représentation de G’ x G associée au
parameétre (¢0',4"). Le Théoréme 30.1 d’Arthur [1, § 30] implique :

(7.3) trace (I'(¢") @ TI" (¢")) Ag) = ¢ Z m(m)trace 7(f),
e[ ()

ou ¢ est un signe qu’Arthur détermine explicitement pour un choix conve-
nable de Ag.

TOME 63 (2013), FASCICULE 1



146 Nicolas BERGERON & Laurent CLOZEL

7.2. Ordre sur les exposants

Soit Ty = (C*)¢ le tore maximal diagonal dans H. On a Ty = Th A,
ou Ay = (Ri)e est déployé sur R et Ty . est compact. Un exposant de H
est un caractére de Ag, c’est-a-dire un élément de Hom(R*, C) = C".

La paire usuelle (B, T) de G détermine un systéme de racines positives
de (Ty, H). On écrit, pour deux exposants e, e’ de H, e <y €’ si

e’:e—I—Znaa (na = 0)

ot v décrit les racines simples et e et ¢’ sont vus comme des formes linéaires
complexes sur Rf. Lorsque H = SO(2/ + 1,C) ou Sp(2¢,C) les ordres
ainsi obtenus sont décrits dans ’Exemple 4.1. Lorsque H = SO(2¢,C) un
calcul simple donne que pour deux exposants e, e’ 'ordre <y s’exprime
par ¢ —e = (x;);=1,.. ¢ avec

(7.4) 1+ ...+ x40 € 2N,
1+ ...+xp1 —axp € 2N.

7.3. Comparaison des exposants

Lorsque H = SO(N + 1,C), si N est pair, et H = Sp(N — 1,C), si N
est impair, on a introduit une application naturelle bijective Ap /g — notée
A dans 'Exemple 2.2 — des classes de conjugaison dans H vers les classes
de O-conjugaison dans G.

Lorsque H = SO(N, C), avec N pair, les classes de conjugaison semi-
simples de H sont représentées par

(7.5) t:diag(xl,...,a:g,a:e_l,...,xl_l) eTy
modulo le groupe de Weyl de Wy = &, x {£1}~1, ou {—1}*"1 est le
sous-groupe de {—1}¢ défini par []s; = 1. Les classes de #-conjugaison
semi-simples de G sont quant a elles représentées par les éléments
(7.6) t = diag(s,1) € T (s € (C")9)
modulo W. On a alors ¢ = Ap(t) si s = (21,...,2¢). En sens inverse, on
éerira t = Ny g (t). Noter que dans ce cas (ou H = SO(2¢, C)) un élément
f-régulier ¢ de G a deux antécédents par Abja-

Par définition, un #-exposant de G est un caractére du tore maximal

déployé A. Il définit un caractere de Ay par composition avec 'application
norme.
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On vérifie alors aussitot a 'aide de (4.2), (4.1) et (7.4) que si e et €’ sont
deux f-exposants de G tels que ¢/ <y e alors ¢/ <y e.
Dans cette section, nous démontrons la proposition suivante.

PROPOSITION 7.2. — Soit m une représentation arbitraire de [[(¢) et
e un exposant minimal de 7. Alors, il existe un 6-exposant d’homologie €’
(resp. €”) de II' (resp. I1") tel que

e +e <ye.

On a identifié le tore Ay au produit Ay x Ag.

Etant donné une représentation = de H, de longueur finie, on note V son
module d’Harish-Chandra. Notons par ailleurs ngy l'algébre de Lie (com-
plexifiée) du sous-groupe unipotent maximal de H donné par Ty et notre
choix de racines, et notons py la demi-somme des racines usuelles.

Soit ©, le caractéere d’Harish-Chandra de w. La “conjecture d’Osborne
non-tordue”, démontrée par Hecht et Schmid, relie ©,(t) aux traces ©,(¢,V)
de t € Ty (régulier) dans H,(ngy, V) et au dénominateur

Dy (t) = det(1 = t,,,).

Pour exploiter ce résultat et sa version “tordue”, il nous faut une relation
entre ©, — ou plutét @H(w) = Zﬂen(w) m(m)Or — et le caractére tordu

de I @ IT” (pour Ap).

7.4. Correspondance de classes de conjugaison
entre H et H' x H"

Les classes de conjugaison semi-simples de H sont représentées par

(7.7)
t = diag(xq, ... ,xbxgl, . ,xfl) €Ty si H=S80(2¢,C) ou Sp(2¢,C),

t = diag(z1,..., 20, Lz, ', ..., 27t) € Ty si H=S0(2(+1,C)

modulo le groupe de Weyl de H. Remarquons que le groupe de Weyl de H
est égal A W = Gy x {£1}* si H = SO(2¢+1,C) ou Sp(2¢, C) et est égal &
&y x {£1} 71 si H = SO(2¢,C), ot {—1}*"! est le sous-groupe de {—1}*
défini par [ s; = 1.

On représente de méme les classes de conjugaison semi-simple de H' x H"'
par des couples (t',t”) ou t' (resp. t”) est associé & (yi,...,y,) (resp.
(Y-, yp») comme dans (7.7). On note alors Ay )i 1'application qui
a la classe de conjugaison semi-simple (¢',t”) € H' x H" associe la classe
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de conjugaison de t € H définie comme dans (7.7) avec {z1,...,z4} =
Wiy vy b

On pose
(7.8)

|det(Ad(t) = DIZ

| det(Ad(#") — 1)

AH/XH//’H((tI,tH)7t) - T l
| det(Ad(t) — 1)|§,/£H |;”/tH”
ot t = Aigrxmrym(t',t"). Clest le facteur de transfert que définissent
Langlands et Shelstad [18] ; seul le facteur Ary est non trivial, la coho-

mologie galoisienne étant triviale dans le cas complexe.

7.5. Identités de caractéres

On dispose également des applications naturelles Ag ¢ (resp. Agrj/qr,
Apr ) des classes de conjugaison dans H (resp. H', H") vers les classes
de #-conjugaison dans G (resp. G', G”). Et si t = Ap/a(t), on pose :

_|det(Ad(#) 06 —1)
(7.9) Apcl(t,t) = I
| det(Ad(t) = 1)z,

(Cest le facteur Ary de Kottwitz-Shelstad [16, p. 46]). Noter que d’apres
I'Exemple 2.3, Ay ¢(t,t) = 1 lorsque H = SO(2¢ + 1, C) ou Sp(2¢, C).

Cela dit, la relation (7.3) est équivalente a la relation suivante entre le
caractére tordu de II' ® IT” et les caractéres O, (w € [[(v)).

1
|§
g/t.

LEMMA 7.3. — Pour (,") et t associés — soit t = Arscmmyyat',t")
avec t' = NH’/G’ (tNl) et t’ = NH”/G” (EN) —ona:
Aprxuru((t', "), 1)

@ ’ " 1?/ Z?N = = = ("‘) t).
@I ’9( ’ ) gAH/7G/(t/’t/)AH//7G//(t//,t//) H(w)( )

Nous pouvons maintenant comparer les expressions données par les ver-
sions tordues et non tordues de la “conjecture d’Osborne”.

Rappelons que Ho(ng,V) est lié par la réciprocité de Frobenius aux
homomorphismes de V' vers les induites [11, § 4]. On a

Hompy (Ho(ﬂH, V), CX) = Homp (V, ‘]X)
pour x un caractere de T, J,, étant I'induite non normalisée. On en déduit
Hompy (Ho(ng,V)e ?",Cy) = Hompg (V, 1)

ou I, est l'induite unitaire. Comme on I'a vu, les calculs d’exposants
s’expriment plus naturellement dans ce cadre, cf. [11, p. 51]. Le caractére
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de Hy(ng,V)e PH est évidemment O,4(-,V)e ?7. Les mémes considéra-
tions s’appliquent a G.

Les deux lemmes suivants sont laissés au lecteur (pour des calculs ana-
logues, cf. Exemple 2.3) :

LEMMA 7.4. — Pour t et t réguliers et associés, on a :
- e P(H)DY(1)
A tt) = ————"—~ .
1600 = (1) D (0
LEMMA 7.5. — Pour t et (t',t") réguliers et associés, on a :
e~ () Dayy (1)
e Pu’ (t/)DnH, (t/)epru (t//)DnH” (t/l) :
Soit W' (resp. W) le module d’Harish-Chandra de II' (resp. II"). On

déduit alors des Lemmes 7.3, 7.4 et 7.5 et du Théoreme 4.5 I’égalité

Aprspr (', t"),t) =

(7.10) > (=)TFQ4 (@, W)e ()08, (i, W e (")

q’,q"

=c > m(m) {Z(—l)qu(t, V)e P (t)} .
re][w) 4

Lorsque H = SO(2¢, C) une représentation m € [[(¢) est considérée “mo-

dulo a”, elle détermine alors une paire {m, 7'} de vraies représentations de

G. Dans ce cas, il faut remplacer le membre de droite de (7.10) par :

e >, m(m) {Z(—l)q [04(t, V) + Og(t, V)] e~ (t)} ;
e[ W) 1

ol l'on a noté V et V' les modules d’Harish-Chandra associées & 7 et 7.

7.6. Démonstration de la Proposition 7.2

Soit (m,V) € [[(¢). Considérons le terme du membre de droite de (7.10)
associé a Hy(ng, V). Il intervient avec un signe £ qui ne dépend pas de
m. 11 découle donc de [11, Prop. 3.2] — c’est-a-dire de la Proposition 4.3
— que tout exposant minimal, pour l'ordre <y, doit apparaitre dans le
membre de gauche de (7.10) sauf s’il est annulé par un exposant d’'une
autre représentation (71, V1) (dont ’homologie apparait en degré impair).

Si e est un exposant minimal et intervient dans Ho(ngy, V'), on voit donc
que e subsiste dans le membre de gauche, ou bien que e = ¢ ot ¢” apparait,
en degré impair, dans Hy(ng, V7). Alors e >y ¢’ ol € est un exposant
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minimal de V. (De plus e #g ¢'). Par récurrence on voit que e >y ¢’ ol
(en changeant de notation) €’ est minimal et subsiste dans le membre de
gauche de (7.10).

On s’est donc ramené au cas ol e subsiste dans le membre de gauche de
(7.10). En d’autres termes il existe des f-exposants d’homologie €’ et ¢” de
IT" et I1” tels que e = €’ + €”.

8. O-exposants des groupes linéaires

On note toujours G = GL(N, C) (N > 1) et 6 'automorphisme involutif
g— Jtg T L

Soit IT la représentation (7.1) de G et W son module d’Harish-Chandra.
On note ey l'exposant (m; < ... < my) € Ct on les m; € N sont les
éléments des segments o; = (a; — 1,a; — 2,...), rangés par ordre croissant.
On note(® Ey Texposant total §-stable (m; < ... < my). Noter que Ey,
composé avec la norme N /G, est égal a ey quand H est un sous-groupe
endoscopique avec un seul facteur.

8.1. Exposants d’homologie

On note encore <y l'ordre induit par <y sur les exposants de H. En
d’autres termes, <y correspond toujours a l'ordre donné par le groupe
SO(2¢+ 1) ; celui-ci ne coincide avec un sous-groupe endoscopique H que
lorsque N = 2/ est pair et H = SO(2¢ + 1).

Noter que l'on dispose de la méme maniére d’ordres <}, et <j sur les
exposants f-stables de G’ et G”'. L’identification de A au produit A’ x A"
permet alors de définir un ordre partiel (<}, x <j) sur les exposants 6-
stables de G. En d’autres termes, (<j x <j) est 'ordre donné par les
sommes de racines Na des facteurs G’ et G” dans G. Via les applications
normes 'ordre partiel (<} x <j) induit un ordre sur les exposants de H.
On a immédiatement :

(8.1) e(<p x <Gl = e<p €.

Le Théoréme 1.1 découle immédiatement de la Proposition 7.2, de (8.1) et
de la proposition suivante dont la démonstration fait I’objet de ce chapitre.

(8) Les groupes E des paragraphes précédents n’interviennent pas dans cet argument ;
on espere que la notation ne préte pas a confusion.
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ProrosiTION 8.1. — Pour tout #-exposant d’homologie E de II, on a
Re(E) 29 Ew.

Pour la démonstration, nous oublions pour 'instant la présence de 6.
D’apres la classification de Langlands (et absence de L-indiscernabilité
pour les groupes linéaires ou complexes), on peut réaliser IT comme "unique
sous-module irréductible de I'induite normalisée

(8.2) indG(m @ ... ©ny)

ou B est le sous-groupe de Borel et 7, ..., 7y sont obtenus ainsi : On écrit
ai = ... = any. Alors

1—ay 1—ay
m=[1"77"xi, =177 x2 (sl a2 =a1)
1—ag
e =172 xk (sl ax = a1).

On range ensuite les caracteres de valeur absolue supérieure, etc. Noter que
la formulation la plus répandue de la classification de Langlands conduit a
réaliser II comme quotient ; la réalisation ci-dessus s’en déduit par dualité.
Puisque II est #-stable, on peut en outre arranger les 7; de sorte que le car-
actere 7 obtenu soit #-invariant. L’unicité de la classification de Langlands
implique alors que si (a;, x;) est une autre donnée, on a (a;, x}) = (as, x4)
a permutation pres.

Noter que lexposant 6-stable dans Hq(n, W) associé a la réalisation (8.2)
de II a pour partie réelle E.

8.2. Dévissage

Considérons un exposant d’homologie E de II. D’apres [11, Prop. 3.2
(ou Proposition 4.3), I'exposant E est supérieur — pour 'ordre de G —
a un exposant d’homologie Ey intervenant dans Hy(n, W). Et d’apres le
théoréme de réciprocité de Frobenius, il correspond(® A 'exposant Ey dans
Ho(n, W) un homomorphisme non-nul W — I vers une induite

I=ind§M ®...®\y)

avec \j = 2Piz% = (2/Z)" (2Z)" et By = (p1 + qu, -, pn + qn ). 10

Si I'image de W est le sous-module de Langlands L C I, il découle de
I'unicité de la classification de Langlands que Fy = E,. Sinon le parametre

9) Comme au paragraphe 6.3.
(10 op a vj = %(pj +aq5), pj = %(pj — q;). En particulier p4; est un demi-entier.
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de I n’est pas anti-dominant, donc on peut trouver i tel que v; > v;11.
Dans GL(2, C) on a un opérateur d’entrelacement non-nul

(83) ind()\i (9 /\i+1) — ind(/\i_,_l X )\z)

ou le caractére \; est de parametres (u;, v;). Considérant I'induite totale &
G on en déduit un opérateur d’entrelacement

(8.4) I—1T.

Il y a deux possibilités : si c’est un isomorphisme, on a évidemment un
morphisme non-nul W — I’ et on peut remplacer (v;, ;1) par :

(8.5) WisVigr) = i1, vi) = (Vi vigr) — (Vi — vig1) (1, —1).

Le cas ou (8.4) n’est pas un isomorphisme n’apparalt que si )\i)\;_ll(z) =
2PZ4, avec p et ¢ entiers > 1, voir par exemple [13, Thm. 6.2] ou [8] pour des
résultats plus complets sur les opérateurs d’entrelacement pour les groupes
complexes. Dans ce cas, le noyau de (8.3) est une induite ind(\; ® A, ;)
avec

NiXipr = Aidigr et Aj(Aj ) ~H = 2Pz

En particulier, les v et vj,, associés aux caracteres Aj et i, vérifient :

1 1
(8.6) (Vi vigr) = (Vi viga) — 61(*7 —*)-
27 2
On a alors une suite exacte de représentations de GL(2, C) :
0 — ind(A\; ® Aj ;) — ind(\; ® Aip1) = F — 0,
F étant d’ailleurs de dimension finie d’ou par induction
0—=J—=1—=ind F—0

(représentations de G). Si 'image de W dans I s’envoie non trivialement
dans ind F' C I, on est réduit au cas précédent. Sinon on obtient W — J,
application non-nulle, et on peut remplacer (v, v;11) par (vj,v;, ;) donné
par (8.6).

Notons que 'ordre sur les exposants de G est défini par les racines réelles
sur A = (R*)N (cf. [11] ainsi que le § 4). En particulier les racines simples
sont données, pour z = (x;) € A, par diag(x;) — xlx;ﬁl D’apres (8.5) et
(8.6) on a donc pour le nouvel exposant E’

El =F - 2(I/z — Vi+1)04i

ou bien
E' =F —quq;.
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Dans le premier cas, v; — v;41 = %ﬂ est un demi-entier > 0. On voit donc
que dans le cas de réductibilité
E' < E.

Apres un nombre fini de telle opérations on obtient
0— W —I®

ot I'induite I(*) est en position de Langlands, et donc I'exposant associé
est de partie réelle égale a E,. On a donc pour tout exposant d’homologie

Re(E) 2 E,/).

8.3. Démonstration de la Proposition 8.1

Supposons maintenant que F est f-stable. Alors
Re(E) = Ey + Zmaa,

ol o parcourt les racines simples de G. Puisque E et Fy, sont tous les deux
f-stables on a alors :

Re(E) = Ey + ZmQNa.
Na
Autrement dit :
RG(E) 29 Ew.
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