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APPLICATIONS DEPUIS K(Z/p,2)
ET UNE CONJECTURE DE N. KUHN

par Gérald GAUDENS & Lionel SCHWARTZ (*)

RESUME. — Dans cet article on démontre une conjecture de N. Kuhn : si la
cohomologie singuliére modulo un nombre premier p d’un espace est finiment en-
gendrée comme module sur ’algébre de Steenrod, alors elle est finie. On donne
aussi des formes plus fortes de ce résultat. Le second auteur en avait déja donné
une démonstration dans un article précédent. Cependant dans le cas d’un nombre
premier impair la preuve comportait une lacune sans hypothése supplémentaire sur
la cohomologie de I'espace, du type de la nullité de ’lhomomorphisme de Bockstein.
De méme la démonstration reposait, d’abord sur une idée de N. Kuhn, puis sur
une utilisation de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore. La nouvelle démonstration
repose elle sur une extension de la stratégie de N. Kuhn qui est fondée sur un théo-
reme de J. Lannes et uniquement le théoréme de Bott-Samelson. Elle fonctionne
de maniére identique pour tout nombre premier p.

ABSTRACT. — In this paper we prove a conjecture of N. Kuhn: if the singular
cohomology modulo a prime number p of a space is finitely generated as a module
over the Steenrod algebra, then it is finite. The second author had already given
proof of this result in a previous article. However in the case of an odd prime the
proof contained a gap without additional assumption on the cohomology of the
space, like the triviality of the Bockstein homomorphism. The first proof depends,
first on an idea by N. Kuhn, then on the Eilenberg-Moore spectral sequence. The
new proof is based on an extension of the strategy of N. Kuhn is based on a theorem
of J. Lannes and only on the Bott-Samelson theorem. It works the same way for
all primes p.

1. Introduction, les conjectures de Kuhn
Soit p un nombre premier. La cohomologie H*(X;F,) d’un espace X, que

I’on notera H* X, est naturellement un objet de la catégorie U des modules
instables sur 'algebre de Steenrod [9]. Cette catégorie est munie, comme

Mots-clés : Modules instables, réalisation, théoréme de Bott-Samelson, obstructions.
Classification math. : 55510, 55S35.
(*) Partiellement soutenu par ANR BLANO08-2-338236, HGRT.



764 Gérald GAUDENS & Lionel SCHWARTZ

toute catégorie abélienne, d’une filtration naturelle, dite de Krull, par des
sous-catégories épaisses stables par colimites :

UocthclC...CU

La sous-catégorie U, est exactement la sous-catégorie pleine formée des
modules instables localement finis ([9] section 6.2) qui sont colimite directe
de modules finis. Autrement dit cette sous-catégorie est obtenue a partir
des objets simples de U, les modules ¥"F,, par extensions et colimites.
Les termes suivants sont définis itérativement comme suit : U,, est "'image
inverse"dans U de la sous-catégorie abélienne C du quotient U /U,,—; obte-
nue & partir des objets simples de U /U,,—1 par extensions et colimites. La
catégorie U n’est pas la réunion des U, mais chaque objet M € U est co-
limite directe sur n de ses sous-objets K, (M), K, (M) étant le plus grand
sous-objet de M qui appartient & U,, ([9] chapitre 6). La filtration de Krull
est caractérisée par :

THEOREME 1.1. — (9] théoréme 6.2.4) Soit T le foncteur de Lannes
réduit, adjoint 4 gauche du produit tensoriel par H*(BZ/p). Un module
instable M est dans U,, si et seulement si T" (M) = {0}.

Un module instable réduit est un module qui ne contient pas de suspen-
sion non triviale ([9] section 2.6). Pour p = 2 cela veut dire que opération
T Sqm(x) est injective. C’est aussi équivalent (pour tout p) & dire que
le module se plonge dans une somme directe de H*V ([9] section 3.1).

La catégorie U admet aussi une filtration décroissante par des sous-
catégories Nil,, s > 0,

u:NZloDNlll DN’ilQD...DN’iZSD...

Nil, est la plus petite sous-catégorie épaisse, stable par colimite et conte-
nant les suspensions s-iemes des modules instables. Le résultat suivant est
élémentaire mais central dans la suite : un module instable dans Nl est
(s — 1)-connexe. Tout module instable M est donc muni d’une filtration
nilpotente {M;}s>0 qui est décroissante, séparée et naturelle, et dont les
sous-quotients sont les suspensions itérées de modules instables réduits. On
pose :
MS/MS+1 = ESRSM

il résulte de ([9] Lemme 6.1.4) que RsM est réduit.
L’objet du présent article est de démontrer le résultat suivant, conjecturé
par N. Kuhn dans [3] qu’il appelle la conjecture de réalisation forte : SRC.

THEOREME 1.2. — Soit X un espace tel que H*X € U,, alors H*X € U.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



APPLICATIONS DEPUIS K(Z/p,2) 765

Si cet énoncé ne fait apparaitre que la filtration de Krull sa démonstra-
tion utilise la filtration nilpotente. Afin de donner du relief & ce résultat,
observons que la catégorie U possede une infinité d’objets qui appartiennent
a Uy, \ Un—1, par exemple les générateurs projectifs F'(n) et leurs suspen-
sions ([9] sections 1.6, 3.3 et 6.2). A 'inverse, la cohomologie modulo p d’un
espace d’Eilenberg-Mac Lane K(Z/p,n) pour n > 0, ainsi que la cohomo-
logie modulo p d’un groupe fini d’ordre divisible par p, sont des modules
instables qui n’appartiennent a U,, pour aucun entier n.

Le théoréme était déja connu pour p = 2 [11, 2]. Il a pour corollaire
(également conjecturé par Kuhn : conjecture de réalisation : CR, dans [3] :

COROLLAIRE 1.3. — Soit X un espace. Si la cohomologie H* X a une fa-
mille finie de générateurs comme module instable sur I’algébre de Steenrod,
alors H*X est de dimension finie comme F,-espace vectoriel.

On déduit 1.3 de 1.2 comme suit. Les générateurs projectifs F(n) de U
sont monogenes et dans U,,, il suit qu'un module instable finiment engendré
est dans une sous-catégorie Uy. Le théoreme 1.2, implique alors que H* X €
Uy. Mais un module instable finiment engendré et localement fini est de
dimension finie comme F,-espace vectoriel (voir par exemple [9] sections
3.3 et 6.2).

Ce résultat est instable : la cohomologie modulo p d’un spectre
d’Eilenberg-Mac Lane HZ/p est monogéne comme module instable sur
l’algebre de Steenrod, mais n’est pas de dimension finie comme IFp-espace
vectoriel. Dans [3] Kuhn démontre ce corollaire sous des hypothéses sup-
plémentaires, par exemple la nullité de ’'homomorphisme de Bockstein. 11
utilise le théoréme d’Adams sur l'invariant de Hopf 1 pour montrer que
certains "petits modules finis" ne peuvent étre réalisés. Dans [10] le second
auteur démontre le corollaire pour p = 2. Cette fois ci la technique utilisée
dépend de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore (et ne dépend plus du théo-
réme d’Adams) et elle montre que certains modules finis "un peu plus gros'
ne peuvent étre réalisés. Dans [4] Kuhn donne une approche analogue mais
plus directe et basée sur la suite spectrale de Goodwillie-Arone, améliorant
un peu les résultats de [10].

Dans [10] le second auteur envisageait aussi le cas p > 2. L’existence dans
la suite spectrale d’Eilenberg-Moore d'une différentielle d,_; nécessitait
de modifier un peu I'approche. Comme il a été observé par le premier
auteur la solution proposée alors est insuffisante, elle fonctionne cependant
si on suppose par exemple que I’homomorphisme de Bockstein est nul.
L’approche présentée ici est nouvelle et unifie le cas p = 2 avec le cas ou p
est impair. Mais la technique utilisée ne s’applique pas immédiatement aux
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766 Gérald GAUDENS & Lionel SCHWARTZ

modules finis évoqués plus haut. Des adaptations peuvent étre envisagées.
L’approche de [4] est actuellement investiguée par Manfred Stelzer pour
p > 2, mais présente aussi des difficultés.

L’article est organisé comme suit. On raisonne par ’absurde. Dans la pre-
miére partie on rappelle brievement la réduction de Kuhn du probléme qui
permet de supposer donné X tel que H*X = M, M suppposé s-nilpotent
(avec s > 0) et M € Uy \ Up. On décrit les propriétés de la cohomologie de
Q3 X. On construit une application algébrique non triviale

ot H*QEX — Y H*BZ/p

On montre ensuite qu’'on ne peut la factoriser a travers H*¥X°BZ/p «+
H*Y5"YK(Z/p,2) car l'action des opérations de Steenrod ne serait pas
respectée.

Dans la seconde partie on montre que ’application ¢} est réalisable to-
pologiquement par une application ps: 3°BZ/p — QX X. Puis on montre
que les groupes d’obstruction & I'extension a $°~1K(Z/p,2) sont nuls, ce
qui méne a la contradiction. Cette construction est réminiscente de celle de
H. Miller & la fin de son article sur la conjecture de Sullivan [7].

On fixe dans la suite un nombre premier p et on suppose que les espaces
sont p-complets et simplement connexes. Ceci n’entraine pas de perte de
généralité. On supposera aussi dans les deux premieres parties que I’homo-
logie modulo p des espaces considérés est de dimension finie en chaque degré
et que cette propriété persiste si on applique le foncteur 7" de Lannes, ceci
permet d’appliquer un théoreme de Lannes 2.1. On rappelle dans la der-
niére section comment s’affranchir de cette condition en utilisant la théorie
des espaces profinis suivant [2]. Pour ce qui est des définitions de base sur
les modules et les algebres instables, on renvoie a [9].

L’erreur dans [10] est expliquée dans une note intitulée "L’homomor-
phisme de Bockstein et la conjecture de Kuhn" disponible sur la page du
second auteur et dans [12]. Sur la page web du second auteur on trouvera
une note de travail expliquant comment rétablir 'approche antérieure dans
des cas particuliers.

Remerciements. Le premier auteur remercie le Mathematisches Insti-
tut de 'université de Bonn ou ce travail a est arrivé a maturation, ainsi
que le Max-Planck Institut fiir Mathematik o il a été achevé. Une version
traduite en anglais apparait dans I’Habilitationsschift du premier auteur.
Ils remercient aussi le rapporteur qui par ses conseils pertinents a permis
d’améliorer grandement ce manuscrit.
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2. La réduction de Kuhn, préliminaires algébriques

On commence par quelques rappels sur le foncteur 7" de Lannes [5].
Soit H la cohomologie modulo p de I’espace classifiant BZ/p, et soit H sa
cohomologie réduite. Les endofoncteurs de la categorie U

M—M@H;, M—M®H

possedent des adjoints & gauche respectifs T et T. Le scindement naturel
H =T, ® H dans la catégorie U/ induit a un scindement naturel

TM=TM® M.

Ils sont tous deux exacts. De plus T' commute aux produits tensoriels dans
le sens ou 'application naturelle

T(M) @ T(M3) = T(M; @ Ms)

donnée formellement par les propriétés d’adjonction, est un isomorphisme
pour tous M; et Ms. Ceci donne évidemment pour T la relation

TIMRN)ZT(M)® N®M @ T(N)®T(M)®T(N)

de laquelle on déduit que si M € U,,, N € U, alors M @ N € Uyp4n,.
Soit X p-complet, 1-connexe et que TH*X est de dimension finie en
chaque degré. Alors, d’apreés [5] :

THEOREME 2.1. — L’application naturelle :
TH*X — H*map(BZ/p, X)

adjointe de 'application induite en cohomologie par I’évaluation BZ/p x
map(BZ/p, X) — X, est un isomorphisme d’algébres instables.

2.1. La réduction de Kuhn

On ne rappelle pas ici comment se ramener a supposer que le module
instable est dans U \ Uy, ceci est fait dans [3]. L'outil central est le théo-
reme 2.1. Kuhn lapplique a la cofibre A(X) de X — map(BZ/p, X) et
A ses itérés A"1(X). Par construction et sous les hypotheéses d’applica-
tion de 2.1 on a clairement H*A(X) = T(H*X). Ceci combiné avec 1.1
permet de se ramener, partant d’un espace X tel que H*X € U, \ Up,—1,
a un espace dont la cohomologie est dans U \ Uy. Supposons de plus que
H*X € Nil, \ Nil,_;. On peut supposer s > 0 : le module RyH*X est
nécessairement trivial, car l’existence d’une classe non-nulle contredirait

TOME 63 (2013), FASCICULE 2



768 Gérald GAUDENS & Lionel SCHWARTZ

le fait que H*X soit de filtration de Krull finie. Ce point est amplement
documenté dans [3] et [9].

Donc soit X un espace s-connexe dont la cohomologie réduite est exac-
tement s-nilpotente avec s > 0 et H*X € U \ Up. Quitte & écraser en un
point un sous-complexe fini on peut aussi supposer que RyH*X est infini.
En effet, si s est le plus petit entier tel que R H*X soit infini il suffit
d’écraser en un point le (s — 1)-squelette.

Il sera de plus commode plus loin de supposer X s-connexe, ceci sera
rappelé en temps et lieu.

Un module instable réduit dans U; \ Uy est la somme d’un module
concentré en degré 0 et d’'un sous-module non trivial d’'une somme directe
®reaF (1) [10]. En sélectionnant un Ag dans A on obtient une application
algébrique non triviale

©f H*X - Y*RH*X — Y°F(1) C X*H*BZ/p .

Cette application est d’algebres instables (avec un petit abus de termino-
logie car il faudrait rajouter une unité a droite). Il suffit de montrer qu’elle
factorise par les indécomposables de 'algebre. Mais la définition de la fil-
tration nilpotente (voir aussi [3]) montre que (H*X)? € Nilas, la propriété
suit.

2.2. Enoncés techniques

On est amené a considérer 'espace Z = Q¥ X. D’apres le scindement de
James (ou le théoréme de Bott-Samelson) sa cohomologie est en tant que
module instable isomorphe a ’algebre tensorielle sur M = H*X :

THEOREME 2.2. — ([13]) La cohomologie H* Z est isomorphe a 'algébre
tensorielle TH*X comme IFp-espace vectoriel gradué et comme module in-
stable.

COROLLAIRE 2.3. — La cohomologie H*Z appartient & Nily, de plus
T (H*Z) est (ns — 1)-connexe.

Le corollaire résulte de ce que H*Z = @, M ®k et des propriétés de T
vis a vis du produit tensoriel et de la commutation aux suspensions dont
on déduit :

LEMME 2.4. — Si M € U, N Nil; alors T"(M®") € Uy, O Nilys.

Il suit directement de la définition que si M € Nil,, N € Nil,, alors
M @ N € Nilyi, (voir [9] lemme 8.7.5 pour un analogue, et [3] section 2

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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et 3). De méme la formule pour T(M ® N) donne le comportement de la
fitration de Krull par produit tensoriel.

2.3. Impossibilité de factoriser ¢}

De 2.2 il suit que l'application ¢¥ s’étend en une application d’algebre
(ou de module) instable

H*Z - Y*H*BZ/p
que l'on notera aussi . Elle ne peut factoriser au travers de l’application
naturelle H*¥*"1K(Z/p,2), car il n’y a pas d’applications non triviales

d’une suspension s-ieme (et donc d’un module instable s-nilpotent) vers la
suspension (s — 1)-iéme d’un module réduit, or H*K(Z/p,2) est réduit.

3. La conjecture de Kuhn
3.1. Cohomologie des espaces d’applications pointées
Soit Z un H-espace, typiquement un espace de lacets. De I’équivalence
d’homotopie : map(BZ/p, Z) = map,(BZ/p, Z) x Z, on déduit :
LEMME 3.1. — ([1]) QH*map,(BZ/p,Z) = TQH*Z.
Par une itération :

LEMME 3.2. — QH*map, (BZ/p"",Z) = T"QH*Z.

3.2. Construction de I’application ¢,

On construit une application ¢s: X*BZ/p — Z réalisant % en cohomo-
logie modulo p. On commence par observer que Z statisfait aux hypotheses
du théoreme de Lannes, c’est une vérification directe. Le théoréme 6.3.3 de
[6] garantit alors que map,(BZ/p, Z) est exactement (s — 1)-connexe. On
observe que

[X*BZ/p, Z] — Homy (H*Z, H*(%*BZ/p))
est surjectif. En effet cet homorphisme s’identifie a

[(X°*BZ/p, Z] — Hsmap,(BZ/p, Z)

TOME 63 (2013), FASCICULE 2



770 Gérald GAUDENS & Lionel SCHWARTZ

et factorise en la composée de 'homorphisme de Hurewicz suivi de la ré-
duction modulo p de 'homologie qui est surjective car map,(BZ/p, Z) est
(s — 1)-connexe. L’identification résulte de la suite d’isomorphismes :
(TH"Z)* = H*map, (BZ/p, Z) = Hom(H,(map,(BZ/p, Z); Z),Z/p)
=~ Hom(wsmap, (BZ/p, Z),Z/p)

Par adjonction l’application ¢} s’interprete comme un élément de
(TH*Z)** = H,map(BZ/p, Z) par 2.1. On peut alors choisir une appli-
cation de S® — map, (BZ/p, Z) dont 'image par Hurewicz puis réduction
modulo p est ¢*. On considére lapplication adjointe S® x BZ/p — Z.
On peut supposer triviale sur S® x x car quitte a écraser en un point un
sous-complexe fini on peut supposer X (et donc Z) s-connexe. Elle est ho-
motopiquement triviale sur * x BZ/p par adjonction. On récupére donc
une application YX*BZ/p = S* A BZ/p — Z qui a laction prescrite en
cohomologie mod p.

3.3. Théorie de obstruction et contradiction

L’espace K(Z/p,2) se reconstruit & partir BZ/p a 1'aide de la construc-
tion de Milnor. On a une filtration * = Cy C C; = ¥BZ/p C Cy C ... C
UnCrn = K(Z/p,2), et un diagramme ot les fleches de la ligne supérieure
sont homotopiquement triviales (ici B désigne BZ/p) :

RN B*n—i—l - B*n+2 ...

l l l l

c— C, —— Cpyg ——— -
d’ott on déduit des cofibrations a homotopie pres :
E"IBM 5 Cpy — Cp
et
Zn—2+sB/\n — Es—lcn71 N Es_lCn

Les obstructions a I'extension de op,: L5BZ/p — Z a L K(Z/p,2)
sont donc dans les groupes [X"F*~2(BZ/p)"\", Z]. Or map, (BZ/p"\", Z) est
(ns — 1)-connexe, ce qui suit de 3.2 combiné & 2.3. Donc comme ns — 1 >
n+s—2

[E"Fe72(BL/p)"", Z] = mnts—2map, (BL/p"", Z)

est trivial il suit que I'on peut étendre ¢s et qu'on a une contradiction
avec 2.3.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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4. De I’utilisation des espaces profinis

Dans cette derniére section, comme annoncé en introduction, on explique
comment travailler sans hypothese de finitude, en utilisant la théorie des
espaces (ensembles simpliciaux) profinis. On renvoie & [8, 2]- pour plus de
détails. Un ensemble profini est un espace topologique muni d’une topologie
qui le rend compact et complétement discontinu. La cohomologie modulo p
H*Xd’un espace profini X, définie dans [8], est naturellement munie d’une
structure d’algebre instable sur I’algebre de Steenrod. Le foncteur d’oubli de
la topologie des espaces profinis dans les espaces ordinaires possede un ad-
joint a gauche X — X appelé complétion profinie. I’application naturelle
H*Y — H*Y est un isomorphisme d’algebres instables, donc de modules
instables. Le théoreme 2.1 s’applique sans restriction sur ’espace profini
dans ce cadre. Comme la cohomologie d’un espace ordinaire est canonique-
ment isomorphe a celle de sa complétion profinie, on obtient les résultats
énoncés en introduction sans recourir a4 aucune hypothése de finitude.

Le lecteur se convaincra qu’on montre le résultat suivant, en remplagant
espace par espace profini dans le corps de ’article. La partie algébrique ne
changeant pas.

THEOREME 4.1. — Soit X un espace profini. Si H*X € U,, alors H*X
est dans Uy.
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