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POINTS RATIONNELS SUR LES QUOTIENTS
D’ATKIN-LEHNER DE COURBES DE SHIMURA
DE DISCRIMINANT pg

par Florence GILLIBERT (*)

RESUME. — Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts et XP9 /wq le quotient
de la courbe de Shimura de discriminant pg par I'involution d’Atkin-Lehner wy.
Nous décrivons un moyen permettant de vérifier un critére de Parent et Yafaev en
grande généralité pour prouver que si p et g satisfont des conditions de congruence
explicites, connues comme les conditions du cas non ramifié de Ogg, et si p est
assez grand par rapport & ¢, alors le quotient X??/wy n’a pas de point rationnel
non spécial.

ABSTRACT. — Let p and ¢ be two distinct prime numbers, and X?7/wq be the
quotient of the Shimura curve of discriminant pg by the Atkin-Lehner involution
wq. We describe a way to verify in wide generality a criterion of Parent and Yafaev
to prove that if p and ¢ satisfy some explicite congruence conditions, known as the
conditions of the non ramified case of Ogg, and if p is large enough compared to
g, then the quotient X??/w, has no rational point, except possibly special points.

1. Introduction

La recherche de quotients d’Atkin-Lehner de courbes de Shimura sans
point rationnel non spécial a été 1'objet de plusieurs travaux notamment
de Clark [3], Rotger [16], Rotger, Skorobogatof et Yafaev [17], Bruin, Flynn,
Gonzéalez et Rotger [2], Parent et Yafaev [14] ainsi que de de Vera et Rotger
[21]. Pour des équations de ces courbes, on peut aussi consulter les travaux

Mots-clés : courbes de Shimura, points rationnels, vecteurs de Gross, involutions d’Atkin-
Lehner.
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de Molina [11]. Ce probléme est lié & une conjecture (attribuée & Coleman)
sur les anneaux d’endomorphismes potentiels de variétés abéliennes de type
GL3 (cf. [2]). On dit qu'une variété abélienne simple A/Q est de type GLs
si son algebre d’endomorphisme Endg(A) ® Q est un corps de nombre de
degré dim(A). La conjecture est énoncée ainsi par Clark et Mazur : pour
toute dimension ¢ fixée, il y a un nombre fini de classes d’isomorphismes
d’anneaux d’endomorphismes sur Q de variétés abéliennes A/Q de type
GLy de dimension g. Dans le cas ¢ = 1, ces variétés abéliennes sont les
courbes elliptiques, et la liste finie des anneaux d’endomorphismes pos-
sibles est connue. L’étude des courbes de Shimura permet d’aborder cette
conjecture dans le cas de la dimension g = 2. En effet, étant donnés une
algebre de quaternion Bp de discriminant D et Op un ordre maximal
de Bp, la courbe de Shimura X% /Q paramétrise les surfaces abéliennes
A/Q munies d’un plongement de Op dans Endg(A). Une surface abélienne
A/Q munie d’un tel plongement est soit simple, soit isogéne au carré d'une
courbe elliptique ayant multiplication complexe par un ordre dans un corps
quadratique imaginaire K tel que Bp se plonge dans ’algebre de matrice
M;(K) ~ Endg(A4) ® Q. Dans ce dernier cas, le point de XP(Q) associé
a la surface abélienne A est appelé point spécial ou point CM. D’apres |2,
thm. 4.5], toute surface abélienne A/Q, telle que Endg(4) @ Q = Q(v/m)
pour un entier m et End@(A) ~ Op, est associée a un point rationnel non
spécial sur le quotient X P /Wy, de la courbe de Shimura de discriminant
D par linvolution d’Atkin-Lehner w,,. L’absence de point rationnel non
spécial sur X /w,, est en fait un probléme plus fort que ’absence de telles
surfaces abéliennes A/Q; en effet de tels points rationnels peuvent corres-
pondre & des surfaces abéliennes a multiplication quaternionique définies
sur une extension de Q et admettant Q comme corps de module.

Dans cet article, nous nous restreignons au cas ou le discriminant D de
la courbe de Shimura est le produit de deux nombres premiers p et ¢ (pour
une discussion sur le cas du discriminant quelconque voir la Remarque 1.2
ci-dessous). L’existence de points rationnels sur XP9/w, peut se produire
dans deux cas décrits par Ogg (cf. Proposition 2.1) : le « cas ramifié » et
le « cas non ramifié ». Nous nous plagons dans le cas non ramifié de Ogg.
Remarquons que dans ce cas l’absence de surfaces abéliennes A/Q telles
que Endg(4) ® Q = Q(/q) et Endg(A) soit un ordre maximal de By, dé-
coule d’un résultat de Rotger : [16, thm. 1.4]. Dans leur article [14], Parent
et Yafaev donnent un critére, pour ’absence de point rationnel non spé-
cial sur un quotient d’Atkin-Lehner X?9/w, de courbe de Shimura dont le
discriminant est le produit de deux nombres premiers. Nous rappelons leur
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énoncé dans la Proposition 4.3. Une application immédiate de ce critere leur
permet de déterminer un exemple de famille infinie de quotients d’Atkin-
Lehner de courbes de Shimura sans point spécial, de la forme X251 /wqsy,
mais la vérification de ce critere n’était jusqu’alors possible que dans de
tels cas particuliers. Dans cet article nous appliquons ce critere a une fa-
mille de courbes XP9/w, beaucoup plus générale. En fait pour presques
tous les XP?/w, a ¢ fixé : pour tout nombre premier g > 245, et tout
nombre premier p supérieur & une borne (non effective) dépendant de ¢, si
la condition du cas non ramifié de Ogg est satisfaite (cf. Proposition 2.1
ci-dessous), alors nous pouvons appliquer le critére. A notre connaissance,
aucun résultat antérieur ne permettait de savoir que cette famille n’a pas
de point rationnel non spécial. Par ailleurs, ces courbes n’ont pas non plus
de point rationnel spécial (cf. [2, prop. 5.1]).

THEOREME 1.1. — Soit g > 245 un nombre premier avec ¢ = 3 mod 4.
Il existe une borne B, dépendant de q telle que si p est un nombre premier
vérifiant p = 1 mod 4, (%) = —1 et p > By, alors la courbe X7 /w, est
sans point rationnel.

Rotger et de Vera ont également prouvé ’absence de points rationnels sur
des familles infinies de quotients d’Atkin-Lehner de courbes de Shimura, en
utilisant des méthodes tres différentes des noétres (étude des représentations
galoisienne associées aux surfaces abéliennes sous-jacentes cf. [21]). Comme
ces derniers travaux prennent place dans le cas ramifié de Ogg, ils sont
complémentaires du notre.

Résumons ici la preuve (on renvoie au texte pour les définitions et énon-
cés précis) : Le critére de Parent et Yafaev Proposition 4.3 ne peut étre
appliqué qu’a des couples de nombres premiers (p, ¢) satisfaisant les condi-
tions du cas non ramifié de Ogg (cf. (2) Proposition 2.1 ci-dessous) et la
condition supplémentaire p = —1 mod 3. Nous généralisons ce théoréme
dans la Proposition 4.4 en supprimant cette derniere condition. Celle-ci ap-
parait dans un lemme de Parent et Yafaev sur le groupe des composantes de

—_—~—

Jac(XP9/wq)r,. On considere (XP?/w,)p, la fibre en p du modele régulier
de X??/w,, obtenu par éclatement aux points singuliers du modele décrit
par Cherednik et Drinfeld. Supposons que p et ¢ satisfont les conditions
du cas non ramifié de Ogg, et que ¢ est « assez grand ». Soit J la com-
posante exceptionnelle de (XP4/w,)r, apparaissant apres éclatement de
I’unique point ii@lier d’épaisseur 2, et J # J une autre composante irré-
ductible de (X?9/wg)r,. Parent et Yafaev prouvent que si p = —1 mod 3,
pour p > q,on a (p+ 1)(J — J) # 0 dans le groupe des composantes de
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Jac(XP9/wq)r, (cf. [14, lemma 3.1.3]). Dans le troisitme paragraphe nous
généralisons ce lemme en montrant que le résultat reste valable si p = 1
mod 3 (cf. Lemme 3.2).

Dans le quatrieme paragraphe, nous appliquons le critere de Parent-
Yafaev (Théoréme 4.4) pour prouver le Théoréme 1.1. Pour cela il suffit de
construire un cycle sur le graphe G((X?9/w,)r,) constitué de vecteurs de
Gross contenant ’aréte exceptionnelle de longueur 2 avec une multiplicité
premiére a p. Le chemin que nous construisons utilise également le vecteur
d’Eisenstein qui appartient a I’espace engendré par les vecteurs de Gross.
Comme les vecteurs de Gross sont invariants par I'action de wy, nous tra-
vaillons sur G(Xg?). Nous utilisons la description du graphe de G(Xg?)
donnée par Ribet. Le groupe des chemins £ sur G (X]?Z) est isomorphe au
groupe des diviseurs sur les p-isogénies entre courbes elliptiques supersin-
guliéres en caractéristique ¢ a isomorphisme pres. D’autre part le groupe
des chemins Pg sur le graphe G(Xo(q)r,) est isomorphe au groupe des di-
viseurs sur les courbes elliptiques supersinguliéres en caractéristique ¢ a
isomorphisme prés. Le groupe des cycles sur G (X[’F’Z) est 'intersection des
noyaux de deux morphismes naturels s, et ¢, de £ dans Pg.

Pour éviter la confusion entre les vecteurs de Gross sur G(Xo(q)r,) et les
vecteurs de Gross sur G (Xf;g% nous les désignons respectivement par vec-
teurs de Gross-modulaire (cf. Définition 2.4) et vecteurs de Gross-Shimura
(cf. Définition 2.11). De méme, le vecteur d’Eisenstein sur
G(Xo(q)r,) et le vecteur d’Eisenstein sur Q(XIIF’Z) sont appelés respective-
ment vecteur d’Eisenstein-modulaire et vecteur d’Eisenstein-Shimura.

Nous prouvons (sous certaines condition sur 'ordre Op de discriminant
D) que I'image d’'un vecteur de Gross-Shimura yp € L par I'application
s« (ou t4) est le vecteur de Gross-modulaire I'p € Pg correspondant
au méme discriminant. Construire un cycle C' constitué de vecteurs de
Gross-Shimura, revient a construire un chemin nul en vecteurs de Gross-
modulaire. Pour trouver un cycle contenant les arétes exceptionnelles avec
une multiplicité A premiere a p, nous construisons un cycle de la forme
Co = C + dag ou C est un chemin en vecteurs de Gross ne contenant
pas 'aréte exceptionnelle et ap est le vecteur d’Eisenstein-Shimura. Pour
cela, nous nous ramenons a construire une combinaison linéaire de vecteurs
de Gross-modulaires égale au vecteur d’Eisenstein-modulaire en utilisant
uniquement des vecteurs associés a des « bons » ordres.

Remarque 1.2. — Les raisons qui nous ont fait considérer le cas ou le
discriminant est produit de deux nombres premiers pq est que, grace aux
travaux de Ribet, nous disposons alors d’une description du graphe G (X]f;g)
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en terme de courbes elliptiques supersinguliere et de p-isogénies entre ces
courbes, ainsi que d’une interprétation similaire pour les vecteurs de Gross
(cf. Proposition 2.12), ce qui rend ces objets plus faciles & manipuler.
Cependant la méthode de Parent et Yafaev pourrait se généraliser au
cas ou le discriminant est le produit d’'un nombre quelconque de nombres
premiers. Plus précisément, soit p un nombre premier et m le produit d’'un
nombre impair de nombres premiers distincts et # p. On considére le quo-
tient de la courbe de Shimura XP™ de discriminant pm par l'involution
d’Atkin-Lehner w,,. Le graphe dual Q(XE’-T) de la fibre en p du modele de
Cerednik-Drinfeld de XP9 sur Z,, est un quotient d’un arbre de Bruhat-Tit.
Ce graphe est biparti, et peut-étre décrit grice a la théorie des modules de
Brandt et des matrices de Brandt (cf. [8, §1] et [9, §3]). On se place dans le
cas non ramifié de Ogg pour le quotient XP™ /w,, c’est-a-dire aucune aréte
de ce graphe G (Xﬁf:"”) n’est fixé par w,,. Condition qui peut étre traduite
par des congruences satisfaites par les facteurs premiers de pm (cf. [12,

thm. p. 206] et sa preuve). Considérons (X?™/w,,)/Z, la courbe réguliére
obtenue & partir de (X?™/w,,)/Z, par éclatements successifs en les sin-
gularités. D’aprés Ogg, un point rationnel de XP™ /w,, se réduit sur une
composante exceptionnelle de la fibre (X P%)Fp provenant de ’éclate-
ment en un point singulier correspondant a une aréte de G((XP™ /wy,)r,)
de longueur paire (cf. [12, prop. p. 203] et la discussion qui suit p. 204). Sous
les conditions du cas non ramifié¢ de Ogg, une telle aréte de G((XP™ /wy, )r, )
est de longueur 2 et elle correspond alors a deux arétes de longueur 2 de
Q(X]g;n) échangés par w,,. Dans le cas du discriminant produit de deux
nombres premiers p et ¢, il y a exactement deux aréte de G((XP?/w,)r,)
échangés par wy. Dans le cas général du discriminant produit de plus de
deux nombres premiers, il y a plus de deux arétes singulieres de longueur
2 sur G((XP™ /wp)r,) (cf. [9, (3.7) et (3.8)] pour des formules donnant
ce nombre d’arétes). La preuve du critére de Parent et Yafaev utilise des
propriétés du groupe des composantes de la fibre en p du modeéle de Néron
de la Jacobienne de X?™ /w,, pour m = g premier (cf. [14, Lemma 3.1.3]).
Ce critére pourrait se généraliser dans le cas général ou m est non néces-
sairement premier, sous réserve d’arriver a prouver des résultats analogues
sur ce groupe des composantes. Or nous venons de faire remarquer que
darﬁ\le/ cas général nous avons plusieurs composantes exceptionnelles sur
(XP™ /wy, )r,. Cela complique alors les calculs dans le groupe des compo-
santes. En effet, comme on peut le constater en regardant la preuve de notre
Lemme 3.2, les outils employés dans ces preuves deviennent plus difficile a
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manier lorsqu’il existe plus d’une composante exceptionnelle. Il s’agit néan-
moins d’une difficulté technique, non essentielle, que nous nous proposons
d’ailleurs d’étudier dans un travail futur.

2. Vecteurs de Gross

Pour toute la suite, p et ¢ sont deux nombres premiers distincts, tous
deux > 5. Dans ce paragraphe, nous allons rappeler la notion de vecteurs
de Gross sur le graphe dual de la fibre en ¢ de la courbe modulaire de
niveau g, et sur le graphe dual de la fibre en p d’une courbe de Shimura de
discriminant pq. Nous invitons le lecteur a se référer a [3] et [15] pour une
introduction aux courbes de Shimura, & [6] pour la définition des vecteurs
de Gross sur les courbes modulaires de niveau premier, et a [14, §4] pour
le cas des vecteurs de Gross sur les courbes de Shimura de discriminant pq.

Dans les paragraphes suivants, on considérera l'existence éventuelle de
points rationnels du quotient de la courbe de Shimura X?? par I'involution
d’Atkin-Lehner wg. Cette existence de points rationnels ne peut se produire
que dans les deux cas décrits par Ogg dans la proposition suivante.

PROPOSITION 2.1. — Si XP7/w,(Q) est non vide, alors (1%) = —1, et
une des deux conditions suivante est satisfaite

(1) p=3 mod 4; (cas ramifié)

(2) p=1 mod 4 et ¢ =3 mod 4 (cas non ramifié).

Démonstration. — Consulter [17, thm. 3.1]. O

Nous nous placerons pour ce travail dans le cas non ramifié.

2.1. Vecteurs de Gross sur le graphe modulaire

D’apres les travaux de Deligne et Rapoport (cf. [4, théoréme 6.9 et
exemple 6.16]) la fibre en ¢ de la courbe modulaire X(q) est constituée de
deux composantes irréductibles s; et so isomorphes & P* (Fy) se coupant
transversalement. Il découle de cette description que le graphe dual de la
fibre en ¢ de la courbe modulaire Xo(q), noté G((Xo(q))r, ), est constitué de
deux sommets s et so et d’arétes entre s et so. Ces arétes correspondent a
I’ensemble S des classes d’isomorphismes de courbes elliptiques supersingu-
licres sur Fy. On note Ej,, ..., Ej .,
les ji parcourent le sous-ensemble de F,2 constitué par les j-invariants su-
persinguliers, et g est le genre de X((q). Soit Byoo ’algébre de quaternions

un systeéme de représentants de S, ou
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sur Q ramifiée en ¢ et linfini. A la classe d’isomorphismes de la courbe
elliptique E;, , on associe 'ordre maximal 0y = End(E;,) C Byoo.

Le cardinal de (€2, /{£1}) est appelé la longueur de 'aréte de G((Xo(q))r,)
correspondant & Ej, . D’apres [20, theorem 10.1 p. 103], si ji # 0,1728 ce
cardinal est égal a 1. Il y a donc au plus deux arétes de longueur > 1.

On désigne par Pg I'ensemble des chemins sur le graphe G((Xo(q))r,),
c’est le Z-module des diviseurs sur S. On définit le degré d’un chemin par :
degré(X951 N Ej) = 94 A, On note P2 le Z-module des diviseurs
de degré 0 sur S. La Z-algebre Tr(,) engendrée par les opérateurs de
Hecke T, pour | # ¢ premier, agit sur les groupes Pg et P2 par I'action
Ti(E) = > ¢,cx £/Ci, o0 E € S et C) parcourt I'ensemble des sous-groupes
d’ordre [ de F.

DEFINITION 2.2. — L’accouplement de monodromie (cf. [7, Exposé 9,
§ 9]) est la forme bilinéaire non dégénérée (-, ) sur Pg définie par :

<Ej1«,7Ejz> = 6jk7jl card(Q,*c/{:I:l}),
ou 9dj,j, est le symbole de Kronecker. Ainsi Ej ,...E; .,
orthogonale pour cet accouplement. Chaque Ej;, est de norme 1 pour cet

est une base

accouplement, sauf si jr = 0 ou 1728.

DEFINITION 2.3. — Le vecteur d’Eisenstein (ou vecteur d’Eisenstein-
modulaire) Ag € %7)5 est :
g+1

1
A= 2 )

Le vecteur d’Eisenstein A forme une base de (P2)+, espace orthogonal
a PY pour cet accouplement. Il est choisi de telle sorte que, pour v € Psg,
le degré de v est (v, Ag).

DEFINITION 2.4. — Soit Op l'ordre quadratique imaginaire de discri-
minant D. On lui associe un vecteur I'p € %'Ps, appelé vecteur de Gross
sur le graphe modulaire (ou vecteur de Gross-modulaire) :

1 g+1

) ;HAD)EW

ot Hy (D) est le nombre de plongements optimaux de Op dans €, modulo
conjugaison par Qj (cf. [6, §1, p. 122]), et w(D) = card(O},/{£1}). On a
u(D) =1, sauf pour D = —3 ou —4. De plus, on a u(—3) = 3, u(—4) = 2.

Par la formule des traces d’Eichler, lorsque ¢ est scindé dans Op ou
lorsque ¢ divise le conducteur de Op, il n’existe pas de plongement de Op
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dans By (voir [6, §1, p. 122]). Le vecteur I'p est non nul si g est inerte
ou ramifié dans Op et g% ne divise pas D. La proposition suivante donne
une interprétation des vecteurs de Gross en terme de réduction modulo g
des courbes elliptiques définies sur Q ayant multiplication complexe par
Op. Nous nous placons dans le cas ou g est inerte dans Op, car nous ne
manipulerons dans la suite que de tels vecteurs de Gross.

PROPOSITION 2.5. — Soit Op un ordre quadratique imaginaire de dis-
criminant D et de nombre de classe h(D), tel que q soit inerte dans Op.
Fixons Q une place de Q au dessus de q. Le vecteur u(D)T'p est constitué
de la somme des réductions (non forcément distinctes) modulo Q des h(D)
courbes elliptiques sur Q ayant multiplication complexe par Op.

Démonstration. — Par la formule des traces d’Eichler (cf. [22, thm. 5.11,
p. 92]), le nombre de plongements optimaux de Op dans les ordres maxi-
maux de By, est

g+1 D
> Hy(D) = <1 - <—> > h(D) = 2h(D).
i=1 q
D’apres le théoreme fondamental de la multiplication complexe, il existe
h(D) courbes elliptiques E1/Z,.. B D)/Z 4 Q-isomorphisme prés ayant
multiplication complexe par Op. Pour chacune de ces courbes elliptiques, il
existe deux isomorphismes conjugués f1, fo: Op — End(FE). La place Q dé-
finit une inclusion de Z dans une cléture algébrique de Op ®Z,. Soit W un
anneau de valuation discrete complet contenant Op ® Z,, de corps résiduel
Fq, et tel que E, ..., Ey(p) sont définies sur W. On note ¢’ I'uniformisante
de W. On consideére 'ensemble des couples (E, g) constitués d’une courbe
elliptique E/W & multiplication complexe par Op sur W, muni d’un iso-
morphisme fixé g: Op — End(FE). On dit que les couples (E, g) et (E',¢")
sont équivalents s’il existe un isomorphisme ¢: (£ mod ¢') — (£’ mod ¢’)
tel que (¢'(«) mod ¢')oi =10 (g(a) mod ¢') pour tout @ € Op. D’apres
Gross [6, fin du § 2, pp. 128-129], les plongements optimaux de Op dans les
ordres maximaux de By, correspondent aux couples (E, g), & équivalence
pres. Le plongement optimal associé a un tel couple (F,g) est obtenu par
composition de g: Op — End(E) et de la réduction End(E) — End(E
mod ¢'). Toute courbe elliptique E/W & multiplication complexe par Op
est une tordue d’une des courbes Ey, . .., Ej(p). Donc tout couple (£, 9)/W
est équivalent & un des couples (Ej, f)/W. Ainsi chacun des 2h(D) plon-
gement optimaux de Op dans les ordres maximaux de By, correspond a
dun des 2h(D) couples (Ej, f)/Z. Cette correspondance est bijective par
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égalité des cardinaux. Pour conclure il suffit de voir que :
g+1

(DTp=> > E.

k=1 Op—9Qy

optimal
Donc, on a
2u(DTp= 5. (E modq)=2(Ei+ -+ Eyp) mod Q.
A
O
PROPOSITION 2.6. — Toute aréte est de longueur 1 sauf dans les deux

cas suivants :

— si q est inerte dans O_y4, alors 1728 mod ¢ est un j-invariant super-
singulier et I’aréte associée a la courbe elliptique F1728 de j-invariant
1728 mod q est de longueur 2. Plus précisément O _4 = Z[(4] se plonge
dans EHd(E1728).

— Si q est inerte dans O_3, alors 0 mod ¢ est un j-invariant supersingu-
lier et I'aréte associée a la courbe elliptique Fy de j-invariant 0 est de
longueur 3. Plus précisément O_3 = Z[(g| se plonge dans End(Ej).

Démonstration. — Découle de [19, thm. 10.1, p. 103] et du fait qu'une
aréte de longueur 2 (respectivement de longueur 3) correspond & un ordre
maximal de By dans lesquels se plonge O_y4 (respectivement O_3). O

L’algebre de Hecke Tr,(4) agit sur l'espace S3(I'o(q)) des formes mo-
dulaires paraboliques primitives f de poids 2 sur TI'o(q). On désigne par

I Tidéal d’enroulement de Tr(,), c’est-a-dire I'ensemble des opérateurs

)
de Tp,(g) annulant toutes les forines modulaires de S3(To(q)) telles que
L(f,1) # 0. Pour une forme modulaire primitive f, la formule de Gross [6,
cor. 11.6, p. 167] et de fagon plus générale un théoréeme de Waldspurger [10,
p. 397], relie la valeur de L(f,1) & la norme de 'image I'y, p du vecteur de
Gross I'p par I'idempotent primitif 1y € Tr,) associé a f. On en déduit

la proposition suivante.

PROPOSITION 2.7. — L’espace engendré par les projections orthogo-
nales des vecteurs de Gross de discriminant D premier a q sur Ps ® Q
est Ps[l.] ® Q, ott Ps[I,] désigne I'ensemble des éléments de Pg annulé par
tous les éléments de 1.

Démonstration. — Consulter [13, prop. 4,2]. a

On rappelle finalement que le vecteur d’Eisenstein appartient au Q-
espace engendré par les vecteurs de Gross. Cela découle de la Proposi-
tion 2.8 ci-dessous.
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PROPOSITION 2.8. — Soient D le discriminant de 'ordre maximal Op
d’un corps quadratique imaginaire, tel que q soit inerte ou ramifié dans Op
et | # q un nombre premier. On a :

lim 7<AE7 A)

Tpenp = Ag.
n—oo <AE7Fl2"D> D E

1l en découle que Ap appartient au Q-espace vectoriel engendré par les
Ti2np, pourn > 1.

Démonstration. — Consulter [13, thm. 4.3]. O

On peut remarquer de la méme facon que le vecteur d’Eisenstein-Shimura
sur le graphe dual de la fibre en p de la courbe de Shimura XP? (cf. Dé-
finition 2.9 ci-dessous) s’exprime lui aussi comme combinaison linéaire de
vecteurs de Gross.

2.2. Vecteurs de Gross sur le graphe de Shimura

Soit X?7/Q la courbe de Shimura de discriminant pq et de niveau 1. Ribet
donne la description de G (X]f;g), le graphe dual de la fibre en p du modele
de Cerednik-Drinfeld X??/Z, de cette courbe de Shimura, (cf. [15, propo-
sitions 4.4 et 4.7]). L’ensemble de ses sommets est constitué de deux copies
S1 1S de 'ensemble S des classes d’isomorphismes de courbes elliptiques
supersingulieres F,. L’ensemble de ses arétes est I'ensemble {e1, ..., e, } des
classes d’isomorphismes de p—isogénies entre ces courbes elliptiques. Cha-
cune de ces isogénies e;: F;, — Ej;, s’interpréte comme une aréte reliant
le sommet de S; correspondant & Fj; au sommet de S correspondant &
E;,. De maniere équivalente I’ensemble des arétes du graphe s’identifie avec
I'ensemble des couples (E,C,), o E est une courbe elliptique supersingu-
liere a isomorphisme pres sur ﬁq, et Cp est un sous-groupe d’ordre p de
E défini & action de End(E)* prés. On munit ce graphe d’une orientation
en considérant que toutes les arétes sont orientées d’un sommet de S; vers
un sommet de Sy. A chaque aréte e = (E, Cp) on associe 'ordre d’Eichler
End(e) = {a € End(E) : a(Cp) C Cp} de niveau p dans Bgeo. On définit
la longueur d’une aréte e = (E,C)p) comme le cardinal de End(e)*/{+1}.
Comme pour le graphe modulaire, les arétes ont toutes une longueur 1,
sauf peut-étre les quatre arétes décrites dans le Corollaire 2.15 ci-apres.

Les involutions d’Atkin Lehner w, et w, agissent sur le graphe de la
maniere suivante : I'involution w, échange chaque sommet de S; (respecti-
vement Sy) avec le sommet de Sy (respectivement Sp) correspondant a la
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méme courbe elliptique a isomorphisme pres, et échange I’aréte correspon-
dant & une isogénie (E,C),) avec 'opposé de I'aréte correspondant & son
isogénie duale (E/C,, E[p]/C,). L'involution w, agit comme le Frobenius
sur le graphe, c’est-a-dire qu’elle échange chaque sommet de S; (respec-
tivement S3) avec le sommet de S (respectivement S3) correspondant a
I'image par le Frobenius en ¢ de la courbe elliptique correspondante, et
échange ’aréte correspondant & lisogénie (E,C),) avec l’aréte correspon-
dant a I'image de cette isogénie par le Frobenius.

Comme dans le paragraphe précédent, on considere £ le Z-module des
diviseurs sur les arétes du graphe G (X%’Z). On appelle les éléments de L les
chemins sur le graphe. Notons £° le Z-module des diviseurs de degré 0. La
Z-algebre Tr (,q) engendrée par les opérateurs de Hecke Tj, pour [ # p,q
premier, agit sur ces groupes par ’action :

T((E,Cp) = Y (E/Cy,(Cp+ C1)/Ch),
CiCE
ou C parcourt les sous-groupes d’ordre [ de F.
On définit 'accouplement de monodromie sur £ par :

(ei,ej) = 0; ; card(End(e;)* /{£1}).

On remarque que les (e;);=1.., forment une base orthogonale de £ pour
cet accouplement, et que presque tous les e; sont de norme 1.

DEFINITION 2.9. — Le vecteur d’Eisenstein (ou vecteur d’Eisenstein-
Shimura) est défini par :

n

1
aE = Z card(End(ei)*/{il})ei.

i=1

II forme une base de (£°)*, I'espace orthogonal & L° pour I'accouplement
de monodromie.

On remarque que le module £ s’identifie naturellement avec le groupe des
diviseurs des points supersinguliers de Xo(pq)(F,2). Le vecteur d’Eisenstein
sur G (X]ﬁfg) correspond donc a un vecteur d’Eisenstein pour la courbe mo-
dulaire de niveau non premier Xo(pq)r,. De la méme facon, les vecteurs de
Gross sur Q(X]gg) qui seront introduits dans la Définition 2.11 ci-dessous,
correspondent & des vecteurs de Gross pour la courbe modulaire Xo(pq)r, -

DEFINITION 2.10. — On note par s I'application qui a une aréte e =
(Ej,,Cp) de G(X}?) associe la courbe Ej, € S. On a :
p

S*:£—>'Ps
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Zn: )\iei — zn: )\18(61)
=1 1=1

De manieére similaire on définit 'application t qui a l'aréte e = (E;,,Cp)
associe la courbe E;, /C, € S. On a :

te: L — Pg

zn: Aie; — i: )\lt(el)
i=1 i=1

Soit Y lintersection des noyaux de s, et t,. C’est un sous Z-module de
L°. D’apres [15, cor. 4.5, Y est isomorphe & Hy (Q(XI’F’Z), 7). On appelle les
éléments de Y les cycles ou chemins fermés de G (XEI?Z).

DEFINITION 2.11. — Soit Op un ordre quadratique imaginaire de dis-
criminant D. On définit le vecteur de Gross sur le graphe dual de la fibre
en p de la courbe de Shimura, (ou vecteur de Gross-Shimura), yp € 1—12£,
par :

B n hZ(D) 4
D= ; card(End(e;)* /{=1}) <"

ott h;(D) est le nombre de plongements optimaux de Op dans lordre
d’Eichler R; = End(e;).

Lorsque g est scindé (ou p est inerte) dans 'ordre Op, d’apres la formule
des traces d’Eichler, il n’existe aucun plongement de Op dans les ordres
d’Eichler de niveau p de By, et le vecteur vp est nul (cf [22, thm. 5.11,
p- 92]). Lorsque ¢ est inerte (ou ramifié et ne divisant pas le conducteur de
Op) et p scindé (ou ramifié et ne divisant pas le conducteur de Op) dans
Op, le vecteur yp est non nul. De maniére similaire & la Proposition 2.5,
la proposition suivante donne une description des arétes du vecteur vp en
terme de réduction modulo ¢ des isogénies entre courbes elliptiques sur Q
a multiplication complexe par Op. Nous nous restreignons au cas ou ¢ est
inerte et p scindé dans Op, car nous ne manipulerons dans la suite que des
vecteurs satisfaisant ces hypotheses.

PrROPOSITION 2.12. — Soit Op un ordre quadratique imaginaire de
discriminant D et de nombre de classe h(D), tel que q soit inerte et p
scindé dans Op. Fixons Q une place de Q au dessus de q. Le vecteur
vp est constitué de 2h(D) arétes, chacune de ces arétes e pondérée par
2/(card(End(e)*/{£1})). Ces arétes correspondent aux réductions modulo
Q des 2h(D) p-isogénies entre les h(D) courbes elliptiques sur Q ayant

multiplication complexe par Op.
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Démonstration. — Par la formule des traces d’Eichler, le nombre de plon-
gements optimaux de Op dans les ordres d’Eichler de niveau p de By est

ihi(D) = (1 - (g)) (1 + (%))h(D) = 4h(D).

Les ordres d’Eichler Ry,.. ., R,, de niveau p correspondent aux End(E;,, Cp),
ouni =1,...,9 + 1 et C, parcourt les sous-groupes d’ordre p de Ej, a
isomorphisme pres.

Soit ®: Op — End(Ej,,C,) un plongement optimal. Le plongement
induit ®: Op — End(Ej;,) est également optimal. D’apres la Proposi-
tion 2.5, ce plongement ® provient d'un couple (E,g), ot E/Q est une
courbe elliptique a multiplication complexe par Op munie d’'un isomor-
phisme g: Op — End(E), de telle sorte que (E mod Q) = Ej;,. Comme
la réduction modulo Q réalise un isomorphisme E[p] — E; [p], il existe
un sous-groupe C d’ordre p de E tel que (C mod Q) = C,. Pour des
raisons de compatibilité, on a g(Op) inclus dans End(E, C), c¢’est-a-dire
End(F) = End(F,C) ~ Op. L’isogénie E — E/C de noyau C est une
p-isogénie entre E et une courbe elliptique F/C & multiplication complexe
par Op. Par la théorie de la multiplication complexe, une telle isogénie
correspond a un idéal P de Op au dessus de p. Comme p est scindé dans
Op, il existe deux isogénies distinctes de F dans des courbes elliptiques
a multiplication complexe par Op, et C est le noyau d’'une de ces deux
isogénies. Finalement un plongement optimal ® de Op dans un ordre d’Ei-
chler R = End(E;,,C,) correspond & un des 4h(D) couples ((E,C),q)
constitués d’une p-isogénie & isomorphisme pres (E, C) entre courbes ellip-
tiques sur Q ayant multiplication complexe par Op, et d’un isomorphisme
g: Op — End(E, C). Ici @ est la composée de g et de la réduction modulo
Q de End(E,C) — End(E;,,Cp). Cette correspondance est bijective par
égalité des cardinaux. a

La proposition suivante décrit I'action des involutions d’Atkin-Lehner
sur les vecteurs de Gross.

PROPOSITION 2.13. — Avec les hypothéses de la Proposition 2.12, on a
wy (YD) = =D, et wy(Yp) = Vp-

Démonstration. — Prouvons d’abord que w,(yp) = —7vyp. Soit 7 une
permutation de I’ensemble {1,...,n} telle que, pour chaque aréte e;, 'aréte
er(i) est son isogénie duale. L'involution w, agit sur les arétes du graphe
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en envoyant e; sur —e,(;). Ainsi on a

B n hz(D)
wr(0) = 2 G dEnd(e) T O

i=1

or End(e;) ~ End(e,(;)) donc wy(yp) = —7p.

Rappelons que w, agit comme le Frobenius sur les sommets et les arétes

du graphe. Fixons Q une place de Q au dessus de q et soit o € Gal(Q/Q) tel

que o se réduit en le Frobenius de Gal(F,/F,) modulo Q. Considérons Z=

I’ensemble des p-isogénies a isomorphismes pres entre courbes elliptiques
sur Q & multiplication complexe par Op. D’aprés la Proposition 2.12,

1
= g; card(End(g mod Q)*/{£1})

Q

(9 mod Q),

donc
1
wq(7D) :ggz: card(End(g mod Q)*/{%1})

0
p4

(0(9) mod Q).

Or ¢ réalise une bijection de I@ dans I@ telle que pour tout g € I, on a
End(o(g) mod Q) ~ End(g mod Q) donc wy(vp) = vp- O

La Proposition 2.12 nous permet de décrire I'image de vp par les appli-
cations s, et t., en comparant le vecteur yp sur Q(XE{’Z) au vecteur I'p sur

9((Xo(9))r,)-

COROLLAIRE 2.14. — Avec les hypothéses de la Proposition 2.12, les
arétes du vecteur de Gross yp sur le graphe Q(X%’Z) sont distribuées de
la fagon suivante : de chaque sommet Ej, dans S, partent Hy(D) arétes
de vp. Chacune de ces arétes est précédée du coefficient 2/1, ot | est la
longueur de I’aréte. En particulier, si le vecteur vp ne contient pas d’arétes
de longueur 2 ou 3, on a :

s«(7p) = t(yp) = 4Tp.

Démonstration. — Dans la démonstration de la Proposition 2.12, nous
avons montré que les Hy(D) plongements optimaux de Op dans l'ordre
maximal End(E);, ) définissent 2H}(D) plongements optimaux de Op dans
des ordres d’Eichler de la forme End(E;, , Cp,) qui correspondent & des arétes
de G(X3?) partant du sommet Ej, € Si. Cela se traduit par la formule
suivante :

Z hi(D) = 2Hg(D).

i=1...n
e;=(Bj, ,Cp)

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



QUOTIENTS D’ATKIN-LEHNER DE COURBES DE SHIMURA 1627

Si le vecteur vp ne contient pas d’arétes de longueur 2 ou 3, on a :
n
YD = Zhi(D)ei~
i=1

On en déduit que
g+1

s.(yp) = Y 2Hy(D)E;, =4Tp.
k=1

D’autre part, pour chaque aréte e = (Ej,,C,), on a

s«(—wp(e)) = 5. ((Ej,. /Cp, Ej, [p]/Cp)) = Eji. /Cp = tu(e).
Ce qui implique que t.(yp) = s+(—wp(yp)). Or d’apres la Proposition 2.13,
on a vp = —wy(yp). En conséquence t.(yp) = s.(yp), ce qui achéve la
preuve de la proposition. O

En appliquant la Proposition 2.12, on décrit les arétes de longueur # 1.

COROLLAIRE 2.15. — Toutes les arétes du graphe G(Xg!) sont de lon-

gueur 1 sauf dans les cas suivants :

— Si q est inerte et p scindé dans O_, il existe exactement deux arétes de
longueur 2. Ces deux arétes relient le sommet Fq798 € S1 au sommet
E1728 € Sy et sont échangées par wy.

— Si q est inerte et p scindé dans O_s, il existe exactement deux arétes
de longueur 3. Ces deux arétes relient le sommet Ey € S1 au sommet
Ey € Sy et sont échangées par wy.

En particulier, si on se place dans le cas non ramifié de Ogg (voir Propo-
sition 2.1), il existe deux arétes exceptionnelles de longueur 2 sur G (XI’;Z).
Donc une seule aréte exceptionnelle de longueur 2 sur G((X?9/wq)g, ).

Démonstration. — Comme dans la Proposition 2.6, on voit que les arétes
de longueur 2 sont les arétes de y_4 et les arétes de longueur 3 sont les arétes
de y_3.

D’apres la formule des traces d’Eichler, si g est scindé ou p est inerte dans
O_4, le vecteur y_4 est nul. Supposons que ¢ est inerte et p scindé dans
O_4. Soit E/Q I'unique courbe elliptique ayant multiplication par O_4.
On sait que le j-invariant de E est 1728. D’apres la Proposition 2.12, les
arétes de v_4 correspondent aux réductions modulo g des 2 p-isogénies entre
courbes elliptiques & multiplication complexe par O_4. Soit o € Gal(Q/Q)
qui se réduit en le Frobenius modulo ¢q. Le morphisme o agit comme la
conjugaison complexe sur O_y4, car ¢ est inerte dans O_4. Comme p est
scindé dans O_4, I'idéal pO_4 se décompose en le produit de deux idéaux
P et o(P) dans Op. Par la théorie de la multiplication complexe, ces idéaux
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correspondent & deux p-isogénies conjuguées par o, notées [P] et [o(P)], de
E — E. Ces deux p-isogénies se réduisent en deux arétes du graphe G (X{T’Z)
reliant le sommet Fj798 € S7 au sommet Ei798 € So. Ces deux arétes sont
échangées par w, qui agit comme le Frobenius sur le graphe, ce qui nous
donne la forme annoncée de ’ensemble des arétes de ~v_4.

On traite le cas des arétes de longueur 3 de maniere similaire. O

PROPOSITION 2.16. — Soient Op, et Op, deux ordres quadratiques
imaginaires de discriminant respectifs D1 et Do premiers a q. Supposons
aussi que q soit inerte dans Op, et Op,. 1l existe une borne B dépendant
de q telle que, pour p > B, si p est scindé dans ces deux ordres, les vecteurs
de Gross vp, et vp, sur le graphe dual de la fibre en p de la courbe de
Shimura XP? sont sans arétes communes.

Démonstration. — Soient a; et as tels que Op, = Z[a;], pour ¢ = 1, 2.
Soient ¢;: Op, — € des plongements optimaux des ordres Op, dans un
méme ordre maximal 2 = End(E), ot E/F, est une courbe elliptique
supersinguliere.

Remarquons d’abord que ¢ (1) et ¢a(a2) ne commutent pas. En effet,
’ils commutent, Q[¢1(a1), p2(ae)] est un sous-corps commutatif de Byoo
strictement plus grand que Q. Donc il est de degré 2 sur QQ et est isomorphe
a Q[p1(aq)] et & Q[p2(aa)], ce qui n’est possible que si ces deux derniers
corps sont égaux. Comme les plongements ¢; sont optimaux, Q[¢; (a;)]NQ =
Z[di(a;)] = ¢i(Op,), ce qui est impossible car, par hypothése, Op, # Op,.

Comme dans le Corollaire 2.14, chacun de ces plongements ¢; définit deux
plongements optimaux Op, — End(E, C’;yj) dans des ordres d’Eichler de
niveau p, ou @ = 1,2, j = 1,2 et C}, ; est un sous-groupe d’ordre p de
E. Plus précisément C) , et C}, 5 sont les deux sous-espaces propres du
morphisme restreint ¢;(a;)|gp,). Pour prouver que pour p assez grand il n’y
a pas de plongement optimal de Op, et Op, dans un méme ordre d’Eichler
de niveau p, il suffit de prouver que pour p assez grand ¢1(a1)|gp) et
$2(a2)|plp) n'ont pas d’espace propre commun. On identifie ces restrictions
avec (¢1(a1) mod p) et (¢2(az) mod p) qui sont des éléments de Q ®
F, ~ My(F,). Comme ¢1(a1) et ¢2(as) ne commutent pas dans By,
on a Q[¢p1(an), p2(2)] = Byeo. Donc il existe une constante M € Z ne
dépendant que de ¢1(ov), g2(az), telle que Q C :Z[¢; (1), ¢2(2)]. Pour
p ne divisant pas M, on a Z[¢i(a1), ¢p2(asz)] ® F, = M(Fp). Dans ce cas
(¢1(a1) mod p) et (¢2(a2) mod p) n’ont pas d’espace propre commun,
sinon ils engendreraient un sous-groupe de Borel de Ms(FF)).

Lorsque ¢; et ¢o parcourent les ensembles finis des plongements opti-
maux de Op, et Op, dans les ordres maximaux, M prend un nombre fini
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de valeurs. Donc pour p supérieur a toutes ces valeurs, les vecteurs vp, et
YD, sont sans aréte commune. O

3. Groupe des composantes de Jac(X"/wg)r,

On considére le modele régulier X?7/w, sur Z, du quotient d’Atkin-
Lehner X?7/w,, obtenu par éclatement aux points singuliers du modele
décrit par Cherednik et Drinfeld. Parent et Yafaev ont prouvé le présent
lemme sur le groupe des composantes de la fibre en p de la jacobienne du
quotient d’Atkin-Lehner X??/w,,.

LEMME 3.1. — Soient p,q deux nombres premiers tels que g(Xo(q)) >

5, ¢ =3 mod4, p =5 mod 12 et (%) = —1. Soient J la composante

—_~—

irréductible exceptionnelle de XP4/w, provenant de la multiplication par

¢4 et J # J une autre composante irréductible de X??/w,. Pour p >> ¢, on
a (p+1)(J — J) # 0 dans le groupe des composantes de Jac(XP?/wg)r, -

Démonstration. — Cela découle du Lemme [14, lemma 3.2.3]. O

Le but de ce paragraphe est de généraliser le Lemme 3.1 en supprimant

la condition p = —1 mod 3. Nous allons prouver le lemme ci-dessous :
LEMME 3.2. — Soient p,q deux nombres premiers tels que g(Xo(q)) =
6, g =3 mod4, p =1 mod4 et (%) = —1. Soient J la composante

irréductible exceptionnelle de XP4/w, provenant de la multiplication par

¢4 et J # J une autre composante irréductible de X?4/w,. Pour p >> ¢, on
a (p+1)(J —J) # 0 dans le groupe des composantes de Jac(XP?/wg)r, -

Remarque 3.3. — D’apres [18, prop. 1.43], le genre de X(q) est la
partie entiere |LEL| de %l si g # 1 mod 12 et [4E] —1si ¢ = 1
mod 12. On en déduit que si ¢ > 79 alors g(Xo(q)) > 6. D’autre part,
d’apres la Définition 2.3, le poids du vecteur d’Eisenstein modulaire est
w(Ag) = Y4 card(End(Ey, ) /{£1}) ™, oi g = g(Xo(q)). Commme,
d’apres le Corollaire 2.6, card(End(E},)*/{£1}) = 1 sauf au plus pour
deux valeurs de ji, on a w(Ag) > g(Xo(q)) — 1 > 5.

Notation 3.4. — Pour faciliter la compréhension des notations qui sui-
vent, nous invitg{l\s_/le lecteur a consulter I’Exemple 3.5 ci-dessous.

On note g((XPq/wq)Fp) le graphe dual de la fibre en p de X?9/w,. Rappe-
lons que ce graphe est le graphe obtenu a partir du graphe G((X??/w,)r,)
en remplacant chaque aréte exceptionnelle de longueur /[ par une chaine
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de [ arétes de longueur 1. On renvoie au Corollaire 2.15 pour une des-
cription de ces arétes. On désigne par S| = S1/w, et S5 = Sa/w, les
deux partitions du graphe G((XP?/wg)r,). L'ensemble des sommets de

g((qu/wq)Ep) est I'union disjointe de S7, S et de ensemble des sommets

exceptionnels que nous allons décrire. On note J le sommet exceptionnel
=

de g((qu/wq)Fp) provenant de D'éclatement de (XP?/w,)/Z, en I'unique
point singulier d’épaisseur 2. Le sommet J est relié par une aréte a cha-
cun des deux sommets J; € S| et Jo € S) correspondant au j-invariant
1728 mod q. Lorsque ¢ = —1 mod 3 et p = 1 mod 3, on note G; € S}
et Go € S les deux sommets correspondant & la classe du j-invariant 0
mod q. Les sommets GG et G2 sont reliés a deux sommets exceptionnels J;
et J> provenant de 'unique point singulier d’épaisseur 3 apres éclatements

successifs. On note par ji,1,J1,2,.-., /1, les sommets de S} distincts de J;
et G1. De méme ja 1, jo,2,. .., j2, désignent les sommets de S5 distincts de
JQ et GQ.

Soient a et b deux sommets du graphe. On note N (a, b) le nombre d’arétes
entre les deux sommets a et b, et N(a) la puissance du sommet a (i.e., le
nombre d’arétes qui partent du sommet a ou arrivent au sommet a).
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Exemple 3.5 (Graphe de g((X13/*4\77w47)F13)).

Nous invitons le lecteur a se référer au présent exemple pour faciliter la
compréhension des calculs qui suivent. (On note cependant que ce graphe
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ne satisfait pas a la condition du Corollaire 3.9 ci-dessous. En effet, dans cet
exemple, certains des sommets de S| ne sont pas reliés a tous les sommets
de S%).

La preuve du Lemme 3.1 repose sur la description du groupe des com-
posantes donnée par Raynaud [1, thm. 1, p. 274].

LEMME 3.6. — (« Loi K »). Avec les notations du Lemme 3.2, on a
(p +1)(J — J) = 0 dans le groupe des composantes de Jac(X?/w,)r,,
si et seulement s’il existe une fonction v de I'ensemble des sommets S de
G((XP1/w,)p ) dans Z telle que pour chaque sommet C' de G((XP4/wg)p ),
on a l’égaljtép: '

—(p+1)siC=J,;
> v(C)—v(D)=p+1siC=J;
b= 0 sinon.

ol Y p, ¢ désigne la somme faite sur tous les sommets D voisins du sommet
C avec une multiplicité égale au nombre d’arétes entre D et C'. C’est-a-dire :

—-(p+1)siC=J;
> N(C,D)¥(C) = (D)) =< p+1siC=J;
bes 0 sinon.
Démonstration. — Consulter [14, Sublemma 3.1.3.1]. O

Le Lemme 3.6 peut se traduire de maniere électrodynamique, on pourra
consulter a ce sujet [14, § 3.1] ou [5, II.1]. Identifions le graphe g((XP‘I/wq)Fp)
a un circuit électrique de la maniere suivante : les sommets du graphe sont
les noeuds du circuit et les arétes du graphe sont des fils reliant ces nceuds.
Chacun de ces fils étant d’une résistance de 1 Ohm. Supposons que les
neeuds J et J soient reliées aux poles d’'un générateur électrique, et qu’un
courant de p + 1 Amperes entre dans le circuit en le noeud J et quitte le
circuit au nceud J. Soit v une répartition des potentiels, exprimée en Volts,
sur l’ensemble des noeuds du circuit, définie & une répartition constante
pres. La différence de potentiel entre deux nceuds reliés par un fil A et B est
u(A, B) = v(A)—v(B). Chaque fil entre A et B est parcouru par un courant
(éventuellement d’intensité nulle) dirigé de A vers B si u(A, B) > 0 et de
B vers A si u(A, B) < 0. La loi d’Ohm affirme que si le fil ¢, de résistance
r(c) est parcouru par un courant dirigé de A vers B, dont l'intensité est
i(c) Amperes, alors la différence de potentiel u(A, B) est égale & r(c)i(c)
Volts. Dans le cas qui nous intéresse i(c¢) = u(A4, B) = v(A) — v(B) comme
r(c) = 1. La loi des nceuds de Kirchhoff affirme que pour chaque noeud
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A, la somme des intensité des courants arrivant au nceud A est égale a la
somme des intensités des courants partant du sommet A. En combinant la
loi de Kirchhoff en un nceud C avec la loi d’Ohm sur tous les fils partant de
C, on retrouve les équations du Lemme 3.6. Or d’apres [1, thm. 1, p. 274]
la solution v de ce systéme est unique & une fonction constante pres. Donc
prouver que (p + 1)(J — J) # 0 revient & prouver que le circuit électrique
décrit ne peut pas admettre de répartition de potentiel v a valeurs entieres.

Les lemmes suivants décrivent la répartition des arétes de G((XP4/ wq)Fp ).

LEMME 3.7. — Avec les hypothéses du Lemme 3.2, fixons j € Fp2 un
j-invariant supersingulier défini a action de Gal(F,2/F,) prés, et soit C' le
sommet de S§ ou S% associé & ce j-invariant. Le nombre N(C) d’arétes qui
partent de C' dans le graphe g((qu/wq)Fp) est donné par :

(p+1
(p+1

si j appartient a Fp2 \ Fy;

/2 si j appartient a Fy et j # 0, 1728;
(p+3)/4sij=1728;
(p+1)/6sij=0et p=—1 mod 3;
(p+5)/6sij=0etp=1 mod 3.

~—  — —

Démonstration. — Le non;b\re/ d’arétes partant de chaque sommet non
exceptionnel du graphe G((Xrq/ wq)le) est égal au nombre d’arétes partant
du sommet correspondant dans le graphe G((XP? /wq)F,,)' Le Lemme [14,
lemma 3.1.2] et sa preuve donnent le résultat. ]

LEMME 3.8. — Soient ji, jo € Fy> deux j-invariants supersinguliers dé-
finis a action de Gal(IF,2 /F,) prés. On note Cy € S| et Cy € S les sommets
associés & ces j-invariants. On note €(C1,Cs) = 2 si j1 € Fy et jo € Fy et
€(Ch,C3) = 1siji € F2\Fy ou jo € Fg2\F,. Le nombre d’arétes N (C1, Cs)
entre les sommets C; et Cy dans le graphe G((XP4/ wq)FP) est :

p+1 1
X +0
w(AE) 6(01,02)10(01)11)(02) q(\/ﬁ)
oit w(Ag) = V91 (card(End(E;, )*/{#1}))"" est le degré du diviseur
Ap € Pg, et w(C;) = card(End(E},)* /{£1}).
Démonstration. — On applique le Lemme [14, lemma 3.1.2] qui donne le
nombre d’arétes N entre les deux sommets Cy et Cy dans G((XP4/ wq)]F,,)'

i

Le nombre d’arétes N(C1, Cs) liant les deux sommets non exceptionnels Cy
et Cy dans g((qu/wq)Fp) étant égal & N, oud N—1si {Cy, Co} = {J1, Jo}
ou {Cl, Cg} = {Gl, GQ} et p= 1 mod 3. O

Une conséquence utile du Lemme 3.8 est le corollaire suivant.
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COROLLAIRE 3.9. — Pourp > ¢, ona N(Cy,C3) > 0 pour tout Cy € S
et Cy € Sé

Dans la suite, nous supposerons que cette condition est satisfaite.

Pour prouver le Lemme 3.2, nous devons traiter le cas ou p =1 mod 3.
Si g =1 mod 3, la seule composante exceptionnelle est 7 et la preuve de
[14, lemma 3.1.3] reste valable. On se place dans le cas ot ¢ = —1 mod 3.
Supposons d’abord que J n’est pas une des composantes exceptionnelles
J1 ou Jo. Soient i et j tels que {i,j} = {1,2}. On note I(G;) = 0 si
J # G; et I(G;) =p+1siJ = G;. En appliquant la loi K (Lemme 3.6)
successivement aux sommets J; et J;, on trouve :

W (Ji) = v(J5)) + W(T) = v(Gi)) = 0,
w(T5) —v(F) + w(JT;) — v(G;)) = 0.

Soit :

v(Gi) —v(Th) = v(Th) — v(JT;) = v(T;) — v(G)).
Donc :
(3.1) v(Gs) —v(Gj) = 3(v(Gi) — v(Th)).-

D’autre part en appliquant la loi K au sommet G;, on trouve :
N(Gi, G;)(v(Gi) = v(G;)) + (W(Gi) — v(Ti))
+ > N(Gi,D)(w(Gi) - v(D)) = I(G;).

DeSI\{G;}
En combinant avec 1’égalité (3.1) (ou directement en appliquant la loi

des résistances en série), on trouve :

(N(G,, Gj)Jr%)(y(Gi)—V(Gj))Jr Z N(Gy, D)(v(Gi)—v(D))=I(G;).

DeSIN{G;}

Pour C et Oy différents de J; et de J> on pose :

N(Ch, Cy) = N(Cy,Cs) +1/3 si {C1, Ca} = {G1,Ga};
7 N(Cq,C3) sinon.

Ceci nous permet de considérer un systéme d’équations dont les inconnues
sont les v(C) ou C € ST U S, U{T}, cest-a-dire C # J1, T2, et dont
les coefficients sont les N'(Cy,C2) pour Cq,Cy € S; U S, U {T}. Pour
prouver que ce systeme est sans solution entiere, reprenons la preuve de
[14, lemma 3.1.3] en remplagant dans toutes les équations N(Cy,Cs) par
N'(C1,C3). La preuve de [14, lemma 3.1.3] utilise les valeurs asymptotiques
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(a O4(y/p) pres) de N(C1,Cy). Ces valeurs étant conservées lorsqu’on rem-
place N(Cq,Cy) par N'(Cy, C3). On obtient une preuve du Lemme 3.2 dans
le cas ou J # J1, Jo.

Il reste a prouver le Lemme 3.2 dans le cas ou J = J; ou Jo. Comme
I'involution w, échange [J; et J> et laisse invariant 7, il suffit de prouver
le lemme suivant :

LEMME 3.10. — Avec les notations du Lemme 3.2, supposons que q =
—1 mod 3etp=1 mod 3. Pourp>>q,ona (p+1)(J — 1) # 0 dans le
groupe des composantes de Jac(XP?/wq)r, .

Démonstration. — On suppose qi’i\l/existe une répartition de potentiels
entiers v, sur les sommets de g((qu/wq)Fp), tel qu'un courant de p + 1
Amperes entre dans le circuit au sommet 77 et le quitte en 7.

Nous allons prouver que pour p > ¢ les potentiels v(j1.1),...,v(j1,1) et
v(j21),--.,v(j2,) sont tous égaux (cf. Sous-Lemme 6). Puis nous obtien-
drons une contradiction (cf. Sous-Lemmes 7 et 8). Fixons Jy; un sommet
ayant un potentiel maximal dans S} U S5 \ {G1,G2}. Ainsi que J,, un
sommet ayant un potentiel minimal dans S} U S5\ {Ji, J2}.

SOUS-LEMME 1. — Soient i, j tels que {i,j} = {1,2} et Jyy € S}. On a
la majoration suivante pour I'intensité du courant que Jy; recoit de G; :

6(p+1)

Démonstration. — Remarquons que si v(G;) < v(Jpr) la proposition est
évidente. On va donc supposer v(G;) > v(Jyr). Par la loi K exprimée en le
sommet G,

D—G;
c’est-a-dire
(3.2)
> W(Gi) = v(D)) = N(G;,Gi)(v(Gy) — v(Gi) + (W(Th) — v(Gi)).

Nous allons majorer N(G;,G;)(v(G;) — v(G;)) + (v(Ti) — v(G;)). En ap-
pliquant la loi K au sommet J; on trouve :

W() —v(Gh)) + W(h) —v(T2) =p+1;
et en appliquant la loi K au sommet /5 on obtient

(3.3) V() — v(J2) = v(J2) — v(G2).
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Donc, on a
(3.4) W) —v(Gh) + ((J2) —v(G2)) =p + 1.

D’apres [14, sublemma 3.1.3.2], on a v(J1) > v(G1),v(Je) donc v(J) —
v(G1) = 0et v(Je) —v(Gs) = v(Jh) —v(J2) = 0 d’apres égalité (3.3). On
a donc

(3.5) v(Ji) —v(Gi) <p+1.

On applique la loi K au sommet G :

Y. WD) = v(G))) = N(G;, Go)(v(Gy) = v(Gy)) + (v(Gy) — v(T;))-
Si on suppose v(G;) > v(G;), on a par hypothese v(G;) > v(Jy) = v(D)
pour tout D € (S7 U S5) \ {G1, G2}, on en déduit v(G,) > v(D) et
(3.6) N(Gi, G;)(v(G;) —v(Gi)) < v(T;) —v(Gy).

En combinant I’égalité (3.4) avec l'inégalité (3.6) si v(G;) > v(G;) et en
considérant l'inégalité (3.5) si ¥(G;) < v(G;), on trouve l'inégalité sui-
vante :

(3.7) N(Gj, Gi)(v(G5) —v(Gi)) + (v(Ji) —v(Gi)) <p+ 1.

En combinant I’égalité (3.2) avec la majoration (3.7), on trouve :

S WG D) <ptl.

D#G;,J;

Comme Jj; a un potentiel maximal parmi tous les sommets adjacents a G;
différents de G; et J;, on a

Y. WG —v(Ju) <p+1.

D—G;
D#G;,J;

Soit :
(N(Gi) = N(Gi, Gy) = N(Gi, T3)) (v(Gi) — v(Jur)) < p+ 1.
Soit C l'intensité du courant que Jy; recoit de G;, on a I'inégalité :

(p+1)
(N(G;) — N(G;,G;) — 1)

C = N(Gi, Ipm) W(Gy) —v(JIm)) < N(Gy, Iur)
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On utilise les Lemmes 3.7 et 3.8 :
< p+1
S (p+5)/6—1—(p+1)/(18w(Ag)) + O4(/P)

18w(Ap) | Og(vD) p+1
) <3w(AE>—1 S )( (A)e(Gry Inr)30 () +Oq(\/73>>‘

Finalement :

N(le JM)a

6(p+1)
s (Bw(Ag) — D)e(Gi, Jar)w(Jnr) +04(VD)-

On démontre un résultat similaire pour J,,.

SOUS-LEMME 2. — Soient i, j tels que {i,j} = {1,2} et J,, € S;. On a
la majoration suivante pour le courant que J,, donne a J; :

4(p + 1)
N(Jp, )W () — v(J; 0. (/).
Démonstration. — Remarquons que si U(Ji) > v(Jp,) la proposition est

évidente, nous supposerons dans la suite que v(J;) < v(J,,). Par la loi K
exprimée en le sommet J;,

(38) Y w(D)=w(Ji) = N(Ji, J)W(Ji) = v(J;) + (w(Js) = v(T)).

D#J;,T

Nous allons majorer la quantité N (J;, J;)(v(J;) — v(J;)) + (v(Ji) — v(T)).
En appliquant la loi K au sommet J, on trouve :

(3.9) w( i) =v(T) + (w(J;) —v(T)) =p+ L.
D’apres [14, sublemma 3.1.3.2] on a v(J) < v(J;), donc
(3.10) v(J))—v(T) <p+1.

On applique la loi K au sommet J; :

Y vD) = vdy) = N(Ji, ) (w(J;) = v(Ji) + v(J;) = v(T)-
Dy
Si v(J;) < v(J;), alors comme par hypothese v(J;) < v(J,) < v(D) pour
tout sommet D € ST U S5\ {J1,J2}, ona v(J;) <v(D) et
(3.11) N T le) = v(J3)) < ) ().
En combinant l'inégalité (3.11) avec l'égalité (3.9) si v(J;) < v(J;) et en
considérant 'inégalité (3.10) si v(J;) = v(J;), on trouve la majoration :

(3.12) N(Ji, )W ( i) = v(J5) + (w(Ji) =v(T)) <p+ 1.
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En combinant cette inégalité (3.12) avec I’égalité (3.8), on trouve :

> vD)—v(J) <p+1.
Dw—J;
D#J;.T

Comme J,,, a un potentiel minimal parmi tous les sommets adjacents a J;
différents de J; et J, on a
(N(J;) = N(J;, J) — N(Ji, J;))(w(Im) —v(Ji)) <p+1,

donc
p+1

N(J;) —1—=N(J;, J;)

I/(Jm) — V(JZ) <

On utilise les Lemmes 3.7 et 3.8 :
1
V() — (i) < Pt

(p+3)/4—1—=(p+1)/(w(Ar)8) + Oq(y/p)

8w(AEg) Oq(\/P)
—v(J;) < .
V(Jm) = V() < 2w(Ag) — 1 T
D’autre part, le courant C' que J,, donne a J; est :

Soit

C = N(Ji, Jou) () — v(J3))

<w(AE)26€)Jj: ;m)w(t]m) + Oq(\/ﬁ)) (w(JIm) — v(Jy)).

Ap+1)
Qu(Ag) = el Ty, Tm)wldm) Oq(V/P)-

D’ou I'inégalité :

C<

O
Nous allons prouver que Jj; ne peut pas étre égal a J; ou Jo et que Jy,
ne peut pas étre Gy ou Gs.
SOUS-LEMME 3. — Pour p > ¢, on a les inégalités : v(Jy),v(J2) <
v(Jy) et v(Gy), v(Ga) > v(Jnm).
Démonstration. — Supposons que pour j = 1 ou 2 on a J; = Jys, nous
allons obtenir une contradiction pour p > ¢. En appliquant la loi de Kir-
chhoff au sommet J; on obtient :

Y vD) = v(Jy) = N(J;, Ga)(w(J;) = v(G)) + () —v(T) ;

ou i est tel que {7, 7} = {1, 2}. Par hypothése, pour tout sommet D adjacent
a J; et différent de J et de G;, on a v(D) < v(J;). D’ot :

(3.13) N(Jj, Gi)(w(Gi) —v(J;)) 2 v(J;) —v(T).
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On applique le Sous-Lemme 1 & J; = Jys :

3(p+1)
(3.14) N(J;,Gi)(v(Gi) — v(J))) < 2Gw(Ag) —1) + O04(Vp)-

D’autre part, en appliquant la loi K & J on trouve :
v(T)—v(h) +v(T) —v(l)=—(+1),
comme v(J1),v(J2) < v(J;) on en déduit que :
(3.15) v(J;) =v(J) = (p+1)/2.
En combinant ces trois inégalités (3.13), (3.14) et (3.15) on trouve :

p+1 3(p+1)
< @) .
> S 3BuAg) —1) T OalVP)
Ce qui est contradictoire pour p > ¢ comme w(Ag) > 4/3 d’aprés la

Remarque 3.3.
Supposons que pour j = 1 ou 2 on a Gj = J,,, nous allons obtenir une

contradiction pour p > ¢. En appliquant la loi de Kirchhoff au sommet G;
on obtient :

> uD) - v(G)) = N(G;, ) (W(Gy) = v(Jy) + v(Gy) = v(T;) 5
DL;HJ]'G,{‘H
ou i est tel que {7, 7} = {1, 2}. Par hypothése, pour tout sommet D adjacent
a G; et différent de J; et de J;, on a v(D) > v(G;). D’ou :
v(J;) —v(G;) < N(G;, Ji)(v(Gy) — v( i),

on applique le Sous-Lemme 2 & Gj = J,, :

N 2(p+1)
D’autre part, en appliquant la loi K au sommet 7y
(3.17) v(h) —v(Gr) +v(h) —v(de) =p+1,

et en appliquant la loi K au sommet /5
v(J2) — v(G2) +v(J2) —v(Jh) =0,
soit
(3.18) v(Jh) = v(G2) = 2(v(h) — v(F2))-
En combinant les deux égalités (3.17) et (3.18), on obtient :

(319) W) - v(G) + 50AT) —(Ga)) = p L
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Comme v(G;) < v(G1),v(G2), on al'inégalité : 3/2(v(J1)—v(G;)) = p+1.
Sij = 1 onen déduit que v(J1)—v(G1) = 2/3(p+1). Sij = 2, en combinant
(3.17) et (3.18), on obtient v(J2) — v(G2) > 1/3(p + 1). Dans tous les cas

on a :

1
ATp) ~v(Gy) > 5+ 1)
En combinant avec I'inégalité (3.16) :
1 2(p+1
Loty < 2e+l)

3 3@w(ag) —1) T CaVP):

Ce qui est impossible si p > ¢ comme w(Ag) > 3/2, d’aprés la Re-
marque 3.3. O

On suppose dans la suite que les hypotheses du Sous-Lemme 3 ci-dessus
sont satisfaites.

SOUS-LEMME 4. — Soient i, j tels que {i,j} = {1,2} et Jy € S’;. Pour
p > q, le potentiel v(Jy;) ne peut pas étre strictement supérieur au poten-
tiel de 3 sommets ou plus de S..

Démonstration. — D’apres les hypothéses, v(Jys) est supérieur aux po-
tentiels de tous les sommets de S;\ {G;}. Supposons que v(Jys) est stricte-
ment supérieur au potentiel de 3 sommets Dy, Dy, D3 de S;. On applique la
loi K au sommet Jjs en remarquant que Jas # J;, d’apres le Sous-Lemme 3 :

Z v(Ju) —v(D) = N(Ju, Gi)(v(Gi) —v(Im)).

D—Jnr
D#G;

Comme v(Jy) —v(D) = 0 pour D € S\ {G;}, on a v(G;) —v(Jym) =0,
donc G; € {D1, D2, D3}. On a donc

3

(3.20) Y N(Jur, Di)(w(Jar) = v(Dy)) < N(Jar, Gi) (v(Gi) = v(Jar)).-
k=1

Par hypothese, v(Jar) —v(Dg) > 1, on en déduit I'inégalité :

3
> N(Jar, Di) < N(Jar, Gi)(v(Gs) — v(Jwr)).
k=1

On rappelle que

p+1
U}(AE)G(JM, Dk)w(JM)w(Dk)

N(Jar, Dy) = + Oq(V/P)-
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Comme €(Jpr, Dy) < €(Gy, Jar) et w(Dy) = 1 sauf pour Dy, = J;, auquel
cas w(J;) = 2.

(p+1)
w(AE)E(Gi, JM)U)(JM)

En combinant avec I'inégalité (3.20) et le Sous-Lemme 1, on obtient :
5(p+1) 6(p+1)
< +0 .
Comme d’apres la Remarque 3.3 w(Ag) > 5/3, on obtient une contradic-
tion pour p > gq. O

3
S N(Jar, Dy) > g x + 0,(VP)-

k=1

On démontre un résultat similaire pour J,,.

SOUS-LEMME 5. — Soient 4, tels que {i,j} = {1,2} et J, € Sj. Le
potentiel v(J,,) ne peut pas étre strictement inférieur au potentiel de 3
sommets ou plus de S}.

Démonstration. — D’apres les hypotheses, v(J,,) est inférieur a tous les
potentiels des sommets de S\ {J;}. Supposons en outre que v(.J,,) est stric-
tement inférieur au potentiel de 3 sommets D1, D2, D3 de S}. On applique
la loi K au sommet J,,, en notant que J,, # G; par le Sous-Lemme 3 :

> UUD) = v(Jm) = N (T, Ji) (0 (Tm) = v(J:)).-

D Jm,
D#J;

Comme v(D)—v(Jy,) = 0 pour tout D € S5\ {J;}, on a v(J,)—v(J;) >0,
donc Ji ¢ {D17D2,D3}. On a:

3
ZN(Dk> )W (Dy) = v(Jm)) < N(Jm, Ji) (v (Jim) — v( ).
k=1
Comme par hypothese, v(Dy) — v(J,,) =2 1 pour i = 1,2,3, on a :

3
ZN(Dka Jm) < N(Jma Jz)(y(‘]m) - V(Jl))
k=1

Soit en appliquant le Lemme 3.8 :

3 p+1

Z w(AE)E(er Dk)w(Jm)w(Dk)

k=1

+O04(VP) < N(Jm, Ji) (v (Im) = v(Ji)).

Remarquons que €(J,,, Di) < €(J;, Jm) et w(Dy) = 1 sauf pour Dy, = G,
auquel cas w(G;) = 3. On en déduit :

(7/3)(p+1)
w(Ag)w(Jm)e(Ji, Im)

+ O4(vp) < N(Jm, Ji)(v(Jm) = v(Ji)).
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En utilisant la majoration donnée par le Sous-Lemme 2, on obtient :
(7/3)(p +1) Alp+1)
< .

Ce qui est contradictoire pour p > ¢ comme w(Ag) > 7/2 d’apres la
Remarque 3.3. O

SOUS-LEMME 6. — Sous I’hypothése que g(Xo(q)) = 6, pour p > q les

potentiels v(j1,1), v(j1,2),---,v(J1,1) et v(j21), v(j2,2), .., v(j2,1) sont tous
égaux. En particulier v(Jyr) = v(Jm).

Démonstration. — Notons n le cardinal de S (et S5). On rappelle que
1 = S1/wq (cf. notations 3.4), que le cardinal de Sy est g(Xo(q)) + 1,

et que w, laisse fixe au moins les deux sommets J; et G; de S3. Donc
n =2+ (9(Xo(¢g)) —1)/2, on en déduit n > 5.

Pour i = 1,2, on fixe J; 5y un sommet ayant un potentiel maximal dans
Iensemble S} \ {G;}. Ainsi que J; ,,, un sommet dans ensemble S} \ {J;}
ayant un potentiel minimal. Supposons que v(J1, ) # v(Ja2,0), alors Jyr a
un potentiel strictement supérieur au potentiel de n — 1 sommets ou plus
de la répartition opposée. Pour p > ¢ cela contredit le Sous-Lemme 4. De
méme si v(J1,m) # v(J2,m), alors J,, a un potentiel strictement inférieur
au potentiel de n — 1 sommets ou plus de la répartition opposée ce qui
contredit le Sous-Lemme 5 pour p > ¢. On a donc v(J1,v) = v(J2,m) et
V(Jl,m) = V(JQ,m) pour p > g.

Supposons que v(J1,m) = V(Jom) < v(J1,m) = v(J2,m). Siv(Ji,a) est
strictement supérieur au potentiel de 3 sommets ou plus de S} on peut
appliquer le Sous-Lemme 4 pour Jy; = Jy . Sinon il y a au plus 2 som-
mets D1, Dy de S5 de potentiel strictement inférieur & v(Ji ar), tous les
sommets de S5\ {D1, D2} sont de potentiel supérieur ou égal & v(J1,ar), et
strictement supérieur & Jq . Il y a donc n — 2 sommets ou plus de S5 de
potentiel strictement supérieur au potentiel de J,,, = J1 ,,. Ceci contredit le
Sous-Lemme 5. Finalement pour p > g on doit avoir v(J1,m) = v(Jam) =
v(J1 m) = v(J2,m), ce qui démontre la proposition. O

Dans toute la suite, nous supposons que les hypotheses du Sous-Lemme 6
sont satisfaites. Les potentiels v(j1,1),...,v(j11) et v(j2,1),...,v(j2,1) sont
donc tous égaux a v(Jp,) = v(Jp).

SOUS-LEMME 7. — On av(J;) = v(Jz) mod 2. En outrev(Jy) # v(Ja).
Démonstration. — En appliquant la loi K au sommet J on obtient :

v(J1) =v(T) +v()z) —v(T)=p+ 1
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En considérant cette égalité modulo 2, on trouve :
v(J1) =v(Je) mod 2,

ce qui démontre le premier point.
Supposons que v(J;) = v(Jz2). En appliquant la loi K au sommet Ji, on
trouve :

Or, N(J1,j2.k) = N(J2,51.k), €t N(J2,G1) = N(J1,G2). En outre, pour
p > q, par le Sous-Lemme 6, on a v(ja,1) = v(j1,1) et par le Corollaire 3.9,
N(J1,G32) > 0. On en déduit : v(G1) = v(G3). D’autre part, en appliquant
successivement la loi K aux sommets [J; et Ja, on trouve (voir preuve du
Sous-Lemme 3 formule (3.19) ou appliquer la loi des résistances en série) :

V)~ UG) + 5 (AT) () = p+ 1.

En considérant cette égalité modulo 3, comme par hypothése p =1 mod 3,
on a :

v(G2) —v(G1) =2 mod 3.
En particulier v(G1) # (G2) ce qui est contradictoire. On a donc v(Jy) #
I/(JQ). O

Le Sous-Lemme 8 suivant nous permet de conclure a une contradiction
avec le Sous-Lemme 7 pour p > ¢, ce qui acheéve la preuve du Lemme 3.10.
O

SOUS-LEMME 8. — On a |v(J1) — v(J2)| < 2 pour p > q.

Démonstration. — Soient ¢ et j tels que {7,j} = {1,2} et v(J;) < v(J;).
Supposons que v(J;)—v(J;) = 2. D’apres le Sous-Lemme 3, v(Jar) > v(J;),
donc v(Jar) = v(J;) + 3. En outre, d’apres les Sous-Lemmes 3 et 6, on a
v(Gj) > v(Jm) = v(Jm) = v(J;)+3. Donc pour tout sommet D € S;\{J;},
on a v(D) —v(J;) = 3. En appliquant la loi K & J;, on trouve :

Y WD) = v(i) = v(Ji) = v(T),

D—J;
D#J
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donc :

> 3<w(d) —vld),

Dw—J;
D#T,J;

c’est-a-dire :
3(N(Ji) =1 = N(Ji, J;)) < v(Js) —v(T),
soit d’apres les Lemmes 3.7 et 3.8,

3 ((PZ?’) - %AL) +oq(\/13)) <v(Ji) = ().

D’autre part en appliquant la loi K & J
v(h) =v(T) +v(J2) —v(T)=p+1

et en utilisant 'inégalité : v(J;) < v(J;), on trouve

v(Ji) — v(J) < 1%1.
On en déduit :
(6w(Ag) —3)(p+1) p+1
Sw(Ap) +04(VP) < 5

d’apres la Remarque 3.3, on a w(Ag) > 3/2 et cette inégalité est impossible
pour p > q. O

4. Points rationnels sur les courbes de Shimura

Le critére de [14] repose sur une description du groupe des caractéres du
quotient d’enroulement de la composante neutre Jac(qu)]?;p de la fibre en
p du modeéle de Néron sur Z, de la jacobienne Jac(X??) de la courbe de
Shimura X??. D’aprés un théoréme de Raynaud (cf. [7, 12.4]), le groupe des
caracteres de Jac(X pq)%p est isomorphe au groupe des cycles sur le graphe

dual de la fibre en p de la courbe de Shimura G (XIZF’Z). A Paide d’une géné-
ralisation de la formule de Gross, Parent et Yafaev prouvent que le groupe
des caractére du quotient d’enroulement de Jac(X pq)%p est isomorphe au
groupe des cycles sur G (XEEZ) constitués de projections orthogonales pour
I’accouplement de monodromie de vecteurs de Gross sur Iespace des divi-
seurs de degré 0 sur les arétes du graphe G (X]ﬁfg).

Rappelons que £ et Y (introduits dans le paragraphe 2) désignent res-
pectivement les Z-modules des chemins et des cycles sur le graphe G (XI’F’Z).
On considere également les Q-espaces vectoriels Lo = LRQ et Yp =Y ®Q.
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On note I, . I'idéal d’enroulement de Tt (,,), ¢’est-a-dire 'ensemble des
opé¢rateurs de Tp(,,) annulant toutes les formes modulaires primitives f
de poids 2 pour T'g(pq) telles que L(f,1) # 0. On a la proposition suivante
qui généralise la Proposition 2.7.

PRrROPOSITION 4.1. — On note par E Despace engendré par les projec-
tions orthogonales des vecteurs de Gross sur Lg. On a I'égalité : E =

'CQ[IP%S]'

Consulter [14, prop. 4.2]. En combinant la Proposition 4.1 avec le théore-
me de Raynaud décrivant le groupe des caracteres de Jac(qu)%p comme
groupe des cycles sur G (X]gg), on obtient la proposition suivante :

PROPOSITION 4.2. — L’espace E N Yy est le groupe des caractéres du
quotient d’enroulement de Jac(qu)%p,

Consulter [14, prop. 4.3].

THEOREME 4.3. — Soient p et q deux nombres premiers tels que q >
245,q=3 mod 4,p=5 mod 12, (%) = —1,etp> q. S’il existe C € YNE,
un chemin fermé sur le graphe G (XI’F";’) constitué de projections orthogonales
de vecteurs de Gross sur £°, qui contient les deux arétes exceptionnelles
de longueur 2 avec une multiplicité premiére a p, alors la courbe quotient
XP1/w, est sans point rationnel non spécial.

Démonstration. — Consulter [14, Theorem 5.3]. L’énoncé que nous don-
nons est légerement différent : nous remplagons I’hypotheése « C' est un
chemin fermé fait de vecteurs de Gross » par « C est un chemin fermé
constitué de projection orthogonales de vecteurs de Gross ». En consultant
la preuve de Parent et Yafaev, on voit que C correspond a un caractere
du quotient d’enroulement de Jac(X pq)%p, ce qui est équivalent, d’apres la
Proposition 4.2, au fait que C est dans Y NE.

On peut aussi noter que le vecteur d’Eisenstein appartient a ’espace
engendré par les vecteurs de Gross, et donc que la projection orthogonale
sur £° d’un chemin en vecteurs de Gross est également constitué de vecteurs

de Gross. g
Nous allons utiliser le travail du troisieme paragraphe pour généraliser ce
critére en supprimant la condition p = —1 mod 3. Ainsi les hypotheses de

congruences sur p et g sont équivalentes aux conditions du cas non ramifié
de Ogg ((2) Théoréme 2.1).

THEOREME 4.4. — Soient p et ¢ deux nombres premiers tel que q > 245,
¢g=3 mod4,p=1 mod 4, (%) =—1,etp>q. S’il existe C e YNE, un
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chemin fermé sur le graphe G (XEZ“)Z) constitué de projections orthogonales
de vecteurs de Gross sur £°, qui contient les deux arétes exceptionnelles
de longueur 2 avec une multiplicité premiére a p, alors la courbe quotient
XP1/w, est sans point rationnel non spécial.

Démonstration. — Dans la preuve de [14, Theorem 5.3] Ihypotheése p =
—1 mod 3 n’est utilisée que dans la preuve du Lemme [14, lemma 3.1.3].
Or nous avons généralisé ce lemme (cf. Lemme 3.2) en supprimant cette
condition. ]

Pour la preuve du Théoréme 1.1, nous utiliserons la présente proposition
décrivant I'image du vecteur d’Eisenstein-Shimura apg par les applications
Sy €t Ty,

PROPOSITION 4.5. — Si Ag et ap désignent respectivement les vecteurs
d’Eisenstein sur le graphe modulaire G(Xo(q)r,) et le graphe de Shimura

Q(X]’F)Z) (cf. Définitions 2.3 et 2.9), on a : s.(ag) = (p+ 1)Ag, et ti(ag) =
(p+ 1)AE

Démonstration. — Par définition :

- 1 1
_ = EC
= e G T A, TG
= A “01;1.1;rés
ou (E, C,) parcourt ’ensemble des couples constitué d’une courbe elliptique
supersinguliere F en caractéristique ¢ et d’un sous groupe d’ordre p de FE,

I'image de ap par s, est :

g+1 1
laz) =2 ( Py BB, o 7))

A isom. prés

Pour k fixé, il y a p + 1 couples de la forme (E;,,C}). Par la formule

des classes pour le groupe End(Ej,)*/{£1} opérant sur I'ensemble des
(Ej,,Cp),ona:

Ik

1 p+1
(Eij:Cp) card(End(E;, ,Cp)*/{£1}) card(End(E;,)*/{£1})
Donc s.(ag) = (p+1)Ag. On montre de méme que t,(ag) = (p+1)Ag. O

Prouvons maintenant notre résultat principal : le Théoréme 1.1 dont

I’énoncé est rappelé ci-dessous.

THEOREME 4.6. — Soit ¢ > 245 un nombre premier avec ¢ = 3 mod 4.
1l existe une borne B, dépendant de q telle que si p est un nombre premier
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vérifiant p = 1 mod 4, (g) = —1 et p > By, alors la courbe X7 /w, est
sans point rationnel.

Démonstration. — Soit [ # p, ¢ un nombre premier. D’apres la Proposi-
tion 2.8, le vecteur d’Eisenstein modulaire Ag sur G((Xo(q))r,) appartient
au Q—espace engendré par les vecteurs de Gross de la forme I'p, pour
D = —41?>" ot n > 1. Ces vecteurs I'p correspondent a des sous-ordres
stricts Op de 'ordre O_4 de conducteurs {". On peut donc écrire Ag comme
combinaison linéaire de ces vecteurs :

N

MAE =D Anl_yp2n,

n=1
avec A\, € Z et \g # 0. Pour ne pas avoir de dénominateurs on choisit tous
les A\, multiples de 12. D’apres la Proposition 2.16, il existe une borne B
telle que, pour p > B, chacun des vecteurs y_g2» soit sans aréte commune
avec les vecteurs y_4 et y_3. On suppose dans la suite p > B, de telle
sorte que les vecteurs I'_4;2» ne contiennent pas d’aréte exceptionnelle de
longueur 2 ou 3. On impose en outre que p ne divise pas \g. On suppose
également que p > ¢ de telle sorte qu’on puisse appliquer le Théoreme 4.4.

Considérons le chemin en vecteurs de Gross C' = Zﬁ;l
le graphe dual de la fibre en p de la courbe de Shimura XP9. D’apres
I’hypothese, p = 1 mod 4, p est scindé dans O_4 et dans tous ses sous-
ordres stricts O_4;2n». En outre chacun de ces vecteurs ne contient que des
arétes de longueur 1. On peut appliquer le Corollaire 2.14 :

)\n"}/,4l2n sur

N N
$:(C) =D Ausu(yoazn) = Y Apdl_ypon = 4XoAp.
n=1 n=1
De méme t.(C) = 4\ \gAg. D’autre part d’aprés la Proposition 4.5, on a :
s«(ag) = ti(ag) = (p + 1)Ag. Le chemin Cy = (p+ 1)C — 4\oag, est un
chemin fermé. Pour cela il suffit de voir que s.(Cp) = t.(Cp) = 0.

D’autre part, le chemin C est la projection orthogonale pour I'accouple-
ment de monodromie du chemin en vecteurs de Gross (p+ 1)C sur l’espace
L0 des diviseurs de degré 0. Donc Cjy appartient a E. Finalement Cj est
un chemin de E N Y. D’apres les hypotheses faites sur p, les vecteurs du
chemin C ne contiennent pas d’aréte exceptionnelle de longueur 2. D’autre
part le vecteur d’Eisenstein ag contient chacune des deux arétes exception-
nelle de longueur 2 avec multiplicité 1/2. Le chemin Cj passe par chacune
de ces arétes exceptionnelles avec multiplicité 2. Donc on peut appliquer
le théoréeme de Parent-Yafaev a ce chemin. On en déduit que la courbe de
Shimura XP7/w, est sans point rationnel non spécial.
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Par ailleurs, le nombre de points rationnel spécial sur un quotient
d’Atkin-Lehner de courbe de Shimura est explicitement calculé dans [2,
prop. 5.1]. On déduit de cette proposition que s’il existe des points ration-
nels spéciaux sur le quotient X7 /w, alors soit le corps Q(y/—p) a nombre
de classes 1, soit Q(v/—¢) a nombre de classes 1 soit Q(y/—pg) a nombre
de classes 2. Rappelons que pour un entier positif d sans facteurs carré, le
corps quadratique imaginaire Q(y/—d) est de nombre de classe 1 pour :

de{3,4,7,8,11,19,43,67,163},
et ce corps est de nombre de classe 2 pour :
d € {5,6,10,13,15,22,35,37,51,58,91, 115,123, 187, 235, 267,403, 427}.

D’apres les conditions de I’énoncé, on a p = 1 mod 4 et ¢ > 245 > 163,
donc les corps Q(v/—p) et Q(/—q) n’ont pas nombre de classes 1. En outre
comme pq > 427 le corps Q(y/—pq) n’a pas nombre de classes 2. Il n’y a
donc pas non plus de point rationnel spécial sur XP9/w,. |
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