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SUR LA COHOMOLOGIE DE LA COMPACTIFICATION
DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG

par Haoran WANG

RiSUME. —  Nous étudions la cohomologie de la compactification des varié-
tés de Deligne-Lusztig associées aux éléments de Coxeter. Nous présentons une
conjecture des relations entre la cohomologie de la variété et la cohomologie de
ses compactifications partielles. Nous prouvons la conjecture dans le cas du groupe
linéaire général.

ABSTRACT. — We study the cohomology of the compactification of the Deligne-
Lusztig varieties associated to Coxeter elements. We present a conjecture of the
relations between the cohomology of the variety and the cohomology of its partial
compactifications. We prove the conjecture in the case of the general linear group.

1. Introduction

Soient ¢ une puissance d’'un nombre premier p, G un groupe réductif
connexe sur F, muni d’'une structure F,-rationnelle et F' I'isogénie de Fro-
benius correspondante. Si w est un élément du groupe de Weyl, dans leur
article fondateur [5] Deligne et Lusztig ont introduit deux variétés X (w)
et Y (w) munies d’une action de G ainsi qu'un morphisme fini étale G*'-
équivariant 7 : Y(w) — X (w), faisant de X (w) un quotient de Y (w) par
laction d’un groupe fini commutatif (dans [5] la variété Y (w) est notée
X (1)). Dans leur travail, ils ont également construit une compactification
lisse X (w) de X (w) & la Bott-Samelson-Demazure-Hansen.

Lorsque w est un élément de Coxeter, I'étude de la géométrie des va-
riétés de Deligne-Lusztig a commencé par Lusztig [14], et puis Bonnafé et
Rouquier [1], et Dudas [6]. Dans ce cas, la compactification X (w) possede

Mots-clés : Cariétés de Deligne-Lusztig, élément de Coxeter, compactification, cohomo-
logie étale.
Classification math. : 14Lxx, 20Gxx.
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une stratification dont les strates sont indexées par les sous-groupes pa-
raboliques propres F-stables. Plus précisément, soient P un sous-groupe
parabolique propre F-stable et U son radical unipotent, la strate fermée
associée a P est
Xp(w) = X(w)Y".

Notons j : X(w) — X(w) et ip : Xp(w) — X(w) les immersions natu-
relles.

Le but principal de cet article est de démontrer le théoréeme suivant
(voir (5.1.1)) :

THEOREME. — Soient G = GLg, F' I'’endomorphisme de Frobenius stan-
dard (aij)lgiﬁjgd — (agj)lgiﬁjgd et w = (1,,d) € 64. Alors le mor-
phisme de restriction :

RI(X(w), mA) = RT(X (w), Rj.(mA)) =25 RT (X p(w),ip Rje(mA))
induit un isomorphisme
(1.0.1) RF(X(w),W*A)UF = RU(Xp(w), ibRj. (1)),
ot A =Z/¢{™ pour un nombre premier { # p.

Notre motivation pour ce théoréme vient du lien avec les correspondances
de Langlands et de Jacquet-Langlands locales. Plus précisément, si K est
un corps p-adique de corps résiduel Fy, les composantes irréductibles de la
fibre spéciale du modele de Deligne de ’espace symétrique de Drinfeld pour
GL4(K) sont naturellement isomorphes & X (w) et nous montrons dans [16]
que les cycles proches du revétement modéré de Drinfeld sur une telle com-
posante s’identifient naturellement & Rj, (m.A). Le théoréme ci-dessus nous
permet alors, dans [16] et [17], de calculer explicitement, et de maniére pu-
rement locale, la cohomologie du revétement modéré de Drinfeld, et d’en
déduire en particulier qu’elle réalise les correspondances de Langlands et
Jacquet-Langlands pour les représentations elliptiques modérément rami-
fiées de GL4(K).

L’énoncé du théoréeme fait sens pour n’importe quel élément de Coxeter
w d’un groupe réductif G défini sur Iy, et nous conjecturons qu’il est vrai
dans cette généralité (voir 3.1). La démonstration du théoréme se fait en
trois étapes.

La premiere étape de notre preuve utilise le calcul explicite de la nor-
malisation de X (w) dans Y (w) dii & Bonnafé et Rouquier dans [2] pour
se ramener au méme énoncé pour la strate “ouverte" jp : Xp(w) :=
XP(’LU)\UQCp Xq(w) = X(w). Cette étape, décrite au paragraphe 3.2,
fonctionne pour tout G.
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La deuxiéme étape étudie la compactification partielle XF (w) := X (w)U
Xp(w) C X(w) lorsque P est propre et maximal. On construit au para-
graphe 4.2 un isomorphisme

UMNXP (w) =5 Xp(wL) x Al

compatible avec I'isomorphisme de Lusztig U\ X (w) — Xg,(wg) x G, de
[14]. Ici L désigne le quotient réductif de P est wy, un élément de Coxeter de
L. Pour cette construction, on utilise une description alternative de X (w)
comme éclaté d’espace projectif, valable seulement pour GL4 déployé. Dans
le paragraphe 5.2, on déduit le théoreme dans ce cas P maximal par un
argument inspiré de Dudas [6] et qui devrait fonctionner en toute généralité,
si on a un isomorphisme comme ci-dessus.

Enfin, la troisiéme étape est une récurrence sur le corang de P. Pour G
quelconque, on explique cette récurrence au paragraphe 3.3, sous 'hypo-
these que le cas de corang 1 est connu pour tout sous-groupe de Levi de G.

Organisation de l'article. Dans la section 2, nous rappelons les préli-
minaires sur les variétés de Deligne-Lusztig, notamment la construction
de Bonnafé et Rouquier [2] et le morphisme de quotient de Lusztig [14].
Ensuite, on décrit en toute généralité la premiere et la troisieme étapes
mentionnées ci-dessus. Dans la section 4, nous étudions le cas associé a
GLg4. Finalement, nous démontrons notre théoreme dans la section 5.

Remerciements : Je remercie profondément mon directeur de these
Jean-Frangois Dat pour les nombreuses discussions et ses constants encou-
ragements pendant ces années. Je remercie Zhi Jiang pour les conversations
sur ’éclatement. Enfin, je remercie le referee anonyme pour ses suggestions
qui ont permis d’en améliorer considérablement la rédaction.

2. Généralités

Dans cette partie, on rappelle tout d’abord la définition des variétés de
Deligne-Lusztig [5] et la construction de Bonnafé et Rouquier [2]. Ensuite,
dans le cas de Coxeter, on rappelle certains résultats de Lusztig [14].

2.1. Préliminaires

(2.1.1) Nous fixons un groupe réductif connexe G défini sur une cléture
algébrique F, du corps fini F,. Nous supposons de plus que G est obtenu
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par extension des scalaires de Gg sur F,, et nous notons F' : G — G
I’endomorphisme de Frobenius correspondant.

Fixons un sous-groupe de Borel F-stable B de G, un tore maximal
F-stable T de B et notons U le radical unipotent de B. Notons W =
Ng(T)/T le groupe de Weyl de G relativement & T, X(T) (resp. Y(T))
le réseau des caractéres (resp. des sous-groupes & un parametre) de T, ®
(resp. ®V) le systéme de racines (resp. coracines) de G relativement & T,
A (resp. AV) la base de ® (resp. ®V) associée a B et @, (resp. ®Y) len-
semble des racines (resp. coracines) positives contenant A (resp. AV). En
particulier, ® est stable sous l'action de F. Si v est une racine, F'(«) est un
multiple positif d’une unique racine que l’on notera ¢(«), définissant une
bijection ¢ : & — & qui stablise A et ¢,..

Pour a € ®, on notera a" sa coracine associée, s, € W la réflexion
par rapport a «, U, le sous-groupe unipotent a un parametre normalisé
par T associé a «, et G, le sous-groupe de G engendré par U, et U_,.
Posons S := {s, | @ € A}. On désignera [ : W — N la fonction longueur
relativement & S. D’aprés [15, 9.3], il existe un ensemble de représentants
{w} de W dans Ng(T) vérifiant la propriété suivante : si w = wyws est tel
que l(w) = l(w1) + l(ws), alors W = wws.

Pour un élément w du groupe de Weyl W, Deligne et Lusztig ont construit
dans [5] deux variétés X (w) et Y(w) (ou Xg(w) et Yo (w) s’il y a confu-
sion possible) sur F, ainsi qu'un morphisme fini étale Y (1) — X (w) fai-
sant de X (w) un quotient de Y () par l'action du groupe fini T%¥ :=
{t e T | wF(t)w™* =t} (dans loc. cit., la variété Y (i) est notée X (i)).
Rappelons ci-dessous leurs définitions :

Y (w) = Ya(i) = {gU € G/U | g~'F(g) € Uv'U}
X(w) := Xg(w) = {gB € G/B | g 'F(g9) € BuB}.

Le groupe fini G agit par multiplication & gauche sur les variétés quasi-
projectives X (w) et Y (). De plus, le groupe commutatif T*¥ agit libre-
ment sur Y (w) par multiplication & droite. Le morphisme m, : Y (w) —
X (w) induit par restriction & Y (w) de la projection canonique G/U —
G/B s’identifie & quotienter par T*¥ induisant ainsi un isomorphisme
GF-équivariant Y (w)/T*F = X(w). Les variétés X (w) et Y (i) ainsi
obtenues sont quasi-affines, lisses et purement de dimension [(w).

Dans leur travail, Deligne et Lusztig ont construit également une com-
pactification de Bott-Samelson-Demazure-Hansen des variétés X (w) ([5,
9.10]) que nous rappelons ci-dessous.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Soit w = 84, - Sa,, Une expression minimale de w, par rapport a la
fonction longueur. On notera w; := Sa; *** Sa;_, Saipr ** * Sar_, € W. Posons
alors, suivant [5]

X (w) == {(ng’ ... 9r+1B) € (G/B)! | g,11B = F(g1)B,
g7 gir1 €Bsy, BUB, V1 <i < 7‘}.

D’apres [5, 1.2], la variété X (w) s’identifie & la sous variété ouverte
{(¢1B,...,9-11B) € (G/B)"*! | g, ;1B = F(g1)B, g; 'gi11 € Bso, B, V1 <i <1}

de X (w). De plus, X (w) est une variété lisse projective et X (w)\ X (w) =
Uicicr X(w;) est un diviseur a croisements normaux ([5, Lemme 9.11]).
Notons que

(2.1.2) Xwy= [ X@.

r=x1--T,EW
z;€{1,5q4,}

(2.1.3) Dans [2], Bonnafé et Rouquier ont donné une construction ex-
plicite de la normalisation de X (w) dans Y (), noté Y (u). C’est I'unique
variété normale Z contenant Y (w) comme sous-variété ouverte dense et
munie d’un morphisme fini 7,, : Z — X (w) prolongeant 7,. Rappelons
ci-dessous leurs constructions.

Tout d’abord, on peut supposer que le groupe dérivé de G est simplement
connexe (cf. [2]). Ceci implique que G, =5 SL, et que a" est injective pour
toute racine «. Si 1 < 4 < r, il existe un unique A; € Y(T) et un unique
m; € 7 vérifiant les trois propriétés suivantes :

)\i — ’LUF()\z) =Mm; S1--- si_l(a;/),
m; > 0,
Y (T)/Z)\; est sans torsion.

Bonnafé et Rouquier définissent une fonction ¢, : G, U — Al satisfaisant
les propriétés de loc. cit. Prop. 2.2. Comme eux, posons

Z;{v(w) = {g = (gan s 797‘+1U) € (G/U)T+1 | V1 < { < T, g;lgi+l € Goin}a

et notons

Uy s U(w) —G/U x G/U
(010,...,9,41U) —=(g1U, g, 11 U).

TOME 64 (2014), FASCICULE 5
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Soit m := (my,...,m,) une suite de r entiers, notons

Unn(w) :={(g,€) € U(w) x A" | pa,(g; ' gir1) = &}

et de méme
UL (w) == {(g,€) € U (w) | Vi € I, & =0}

pour un sous-ensemble I de {1,...,7}. Notons

I'p:={(01U,92U) € G/U x G/U | goU = F(g1)U}
le graphe du morphisme de Frobenius. Considérons la variété

?(w) = {(g,¢) € am(“’) | vw(g) € I'r}

et ses sous-variétés localement fermées paramétrées par les sous-ensembles
de {1,...,r}:

Yi(w) == {(g,€) € Un(w) | Du(g) € Tr}.

Bonnafé et Rouquier définissent une action naturelle de T%F x (G,,)" sur
la variété Y (w), faisant X (w) le quotient de Y (w) par cette action, cf. [2,
Prop. 2.6], et Y7 (w) est stable sous cette action. Ils démontrent le théoréme
suivant :

(2.1.4) THEOREME. — ([2, Théoréme. 1.2 (b)]) La variété Y () =
Y (w)/(Gy)" est normale et elle est munie d’une action de T*F prolongeant
Paction surY (i) telle que le morphisme de quotient Y (i) = Y (w) /(G )" —
X (w) induit un isomorphisme Y (1)/T*F == X (w); autrement dit, elle
est la normalisation de X (w) dans Y ().

Pour la commodité du lecteur, on donne quelques propriétés faciles de la
variété Y (w) qui seront utilisées dans la preuve du lemme (3.2.2).

(2.1.5) LEMME. — Pour I un sous-ensemble de {1,...,r}, la variété
UL (w) est lisse, de dimension 2r + dim G /U — |I|.

Preuve. — Notons w(i) := Sq, -+ " Sa;, M; = (My,...,m;) et I; :=
{1,...,i} N I. On dispose d’une suite de morphismes canoniques (cf. [2,
Prop. 2.3])

Up (w) = Uz (w(r)) = U, (w(r = 1)) = - = Ugh, (w(1)) - G/U

consistant a chaque étape a ~oublier le deznier terme de g et €. Lorsque
i € 1, la fibre du morphisme Ui (w(i)) — UL (w(i—1)) est isomorphe &
Uy mi = {(9,€) € Go, U/U x Al | ,,(g) = €™}, D’apres [2, Prop. 2.3],

Uaym, — {(@,9,€) € A% | (2,y) # (0,0) et y = €™} > AP\{(0,0)}.
Lorsque ¢ € I, la fibre du morphisme ijm (w(i)) — U (w(i — 1)) est
isomorphe & {(g,€) € Go,U/U x A! | ¢,.(g9) = 0} — A"\{0}. Donc c’est

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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une suite des fibrations successives de fibres successivement isomorphes a
des variétés lisses (de dimension 1 ou 2), d’ou I’énoncé du lemme. O

(2.1.6) COROLLAIRE. — La variété Y;(w) est lisse, purement de dimen-
sion 2r — |I|.

Preuve. — Ceci découle directement du lemme précédent et [2, Lemme
2.5]. O

(2.1.7) COROLLAIRE. — La variété Yy (w) est une sous-variété ouverte
dense dans Y (w) dont le complémentaire est un diviseur a croisements
normatusx.

Preuve. — La premiére assertion est dans [2, Page 634-635]. La deuxiéme
assertion repose sur le corollaire précédent. En effet, pour 1 < ¢ < r, notons

Yi(w) := Y{}( w). Chaque Y;(w) est un diviseur de Y (w), et
Y(w)\Yo(w) = |J Yi(w

1<igr
Gréce au corollaire précédent,
w) = (] Yi(w)
iel

est de codimension |I| dans Y (w), VI C {1,...,r}. O

2.2. Les orbites de Coxeter

Soient n = |A/¢| et [A/¢] := {aq,...,an} un systéme de représentants
de A/¢. Notons ¢ = Sq, - Sa, (0u cg 8l y a confusion possible) un
élément de Coxeter, wa 1'élément de W de longueur maximale. Soit I un
sous-ensemble de racines simples stable sous ¢, nous notons W; le sous-
groupe de W engendré par les {s,}acr, Pr le sous-groupe parabolique
BW;B de G. Posons T; la composante connexe de 1’élément neutre de
Nacr Kera, Ly := Zg(T;) 'unique composante de Levi de P contenant
T, By le sous-groupe de Borel BNL; de L, Uy le radical unipotent de Py,
et V7 le radical unipotent de B;. Le groupe de Weyl Wy,, de L; associé
a T s’identifie & W;. On notera les groupes de points F-stables par les
caractéres non épaissis correspondants G, Pr, Ly, Uy, Vi, ...

Pour un sous-ensemble propre I de A stable sous ¢, on peut considérer
la variété de Deligne-Lusztig Xp,,(cy) associée au groupe réductif L; et
I’élément de Coxeter ¢y de Wi, obtenu a partir de ¢ en ne gardant que
les réflexions simples de I. Notons X := X (x1---2,), ot ; € {1,5,,} et

TOME 64 (2014), FASCICULE 5
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T; = Sa, i et seulement si a; € I. D’apres Lusztig [13], les variétés X1, (cr)
et X7 sont reliées par la propriété suivante :

(2.2.1) ProprosITION. —([14, 1.17], [13, Lemme 3], voir aussi [1, Prop.
3.3]) Sous I’hypothése comme plus haut, on a des isomorphismes cano-
niques :

G/UI XL; XLI(CI) l) X[
(gU],hB]) — ghB.

Comme ¢y est un élément de Coxeter de Wy, la variété X, (cr) est
irréductible d’apres [14, Prop. 4.8]. Alors, X est une union disjointe de ses
composantes irréductibles chacune isomorphe & Xi,, (cr). Notons alors C7
la composante irréductible de X fixée par Uy, d’apres [14, 1.17],

Cr={(g1B,...,gn+1B) € X1 | 1By ' C P},

munie d’un isomorphisme L;-équivariant avec X1, (cr). Notons ensuite C

son adhérence dans X (c), alors
Cr={(#B,...,gn11B) € X; | 1By, ' C P/}

On en déduit que U agit trivialement sur Cy, et C7 n’a pas de points fixes
sous un sous-groupe unipotent de L;, comme C7 est une variété de Coxeter.

Plus généralement, on peut définir la stratification indexée par les sous-
groupes paraboliques F-stables mentionnée dans I'introduction. Pour P un
sous-groupe parabolique F-stable conjugué a Py, on note Xp := g - Cy, ou
g € G est tel que P = gPrg'. Alors, X7 est une union disjointe de Xp ol
P parcourt I’ensemble des sous-groupes paraboliques F-stables conjugués
a Py. La variété Xp est localement fermée, irréductible, et son adhérence
est

Xp = J Xo.
QCP

Notons Up le sous-groupe unipotent des points rationnels du radical uni-
potent de P, alors Up agit trivialement sur Xp et Xp. On démontre que
I'ensemble des points fixes de X (c) sous l'action de Up s’identifie & Xp.
En effet, si Up a des points fixes dans une strate Xq, alors Up normalise
Q, donc Up est contenu dans Q. Par ailleurs, comme Xq n’a pas de points
fixes sous un sous-groupe unipotent de son quotient de Levi Lq, on a Up
contenu dans Uq, donc P contient Q et Xq C Xp. En particulier, on sait
alors que C7 = X(c)Y".

(2.2.2) Lorsque les variétés de Deligne-Lusztig sont associées a des élé-
ments de Coxeter, Lusztig a construit dans [14] leurs quotients par U et

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ur. Rappelons ci-dessous leurs constructions. Notons comme dans [1],
(2.2.3)

X'(¢)={ueUlu'F(u) € (U_yyan\{1}) x - (U_wr @\ {11}

Tout d’abord, Lusztig a démontré le théoréeme suivant :
(2.2.4) THEOREME. —([14, 2.5, 2.6])

(a): X(c) Cc Bwa -B/B.

(b): Le morphisme

L:X'(c)— X(c)

u— uwa - B
est un isomorphisme de variétés.

Remarque. — En faisant agir sur X’(c) le p-groupe fini U par multi-

plication & gauche, et le groupe commutatif T par conjugaison, I’isomor-
phisme L est B-équivariant.

(2.2.5) THEOREME. —([14, Corollaries 2.7, 2.10])

(a): L’isomorphisme L dans (b) du théoréme précédent induit un iso-
morphisme

(Gm)n = (U—wA(ou)\{l}) Koo X (U—UIA((Xn)\{]‘}) ; U\X(C)
(b): On a un morphisme naturel induit par I'isomorphisme dans (a) :

UNX(e) = UNX(¢) = (U—us @\ {1}) % % (Ui () 1))
- U_WA(%) = Gm.

Ce morphisme induit un isomorphisme Vi-équivariant
U]\X(C) — XLI(CI) X Gm,
ainsi qu’un isomorphisme Lj-équivariant de cohomologies :

RT(U\X(¢),A) = RT(Xy, (c1) X G, A).

TOME 64 (2014), FASCICULE 5
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3. La compactification partielle
3.1. Enoncé de la conjecture A

On utilise les notations de la section 2.2, et on désigne i; : C; — X(c)
Iinclusion naturelle pour tout [ g A stable sous ¢. Nous avons le dia-
gramme commutatif suivant :

-7 -/

Y ()L V(&) <71 (Cy)

S

J (3

X(e)C X(c)

ot 7 1(Cr) = (Y() Xx(¢) Cr)rea €t T1 = Tlz-1,y- On a formulé dans
Iintroduction la conjecture suivante :
Conjecture A. Le morphisme de restriction :

RT(X (c),mA) = RT(X (¢), Rju(mA)) =3 RT(Cy, i Rjx(m4\))
induit un isomorphisme
RT(X (c), m.A\)YT =5 RD(Cy, i Rj. (1. ),
ot A = Z/{™Z, pour un nombre premier £ # p.

3.2. Conjecture A < Conjecture A’

Dans cette partie, on démontre que la conjecture A équivaut a la conjec-
ture suivante :
Conjecture A’. Pour tout I ; A stable sous ¢, le morphisme de restriction
induit un isomorphisme :

RT(Y(¢),A)V" = RU(7!(Cy), i1 Rj.A),

ot jy désigne le composé T 1(Cr) — 7 1(Cy) LY (@)

L’équivalence entre les conjectures A et A’ découle directement des
lemmes (3.2.1) et (3.2.2). Remarquons que 'on s’est débarrassé de la com-
pactification C7, et on se raméne & étudier la strate ouverte C;.

(3.2.1) LEMME. — Le morphisme de changement de base induit un iso-
morphisme

RT(Cy,itRj, (mA\)) — RT(7~(Cy), i} Rj.A)

compatible avec les morphismes de restriction.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Preuve. — Notons que 7 est un morphisme fini, il résulte du théoréme de
changement de base pour les morphismes finis et 'invariance topologique du
topos étale (cf. [8, Exp. VIII Thm. 1.1]) que i} Rj.(mA) = T i Rj.A. O

(3.2.2) LEMME. — Considérons la normalisation Y (¢) et le diagramme
suivant :
V() —> () <= 7(C)
i1 T
7 H(Cr)

Le morphisme canonique

est un isomorphisme.

Preuve. — Rappelons la construction explicite de Y (¢) dans [2].
~ G ~ K ——
Yo (c) Y (c) <\W—1(Cz)
> ‘\\
vz Flu r #=1(Cy)
S Y N o Y 7
Yo (c)/H Y (c)/H ==1(Cp)/H fr
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Comme dans loc. cit. Y (c) est une variété lisse, purement de dimension
2n, munie d’'une action de T x (G,,)", faisant de X (c) le quotient par
cette action. L’application j' : Y5(c) < Y(c) est une immersion ouverte
dense, dont le complémentaire est un diviseur & croisements normaux (cf.
(2.1.7)). Un argument similaire & 1’étape 3 de la preuve du [4, Thm. 2.2]
nous fournit un isomorphisme :

(3.2.3) iy 07 RjLA = Rjy 7 RiLA.

L’action du groupe (G,,)" sur Y (c) n'est pas libre en général et il existe
un sous-groupe fini H (qui est noté Hy,,.. ny dans loc. cit.) de G}, tel que
G™ /H agisse librement sur Y (¢)/H ([2, Prop. 2.7 (a)]). Considérons le

diagramme commutatif suivant :

=7

Yo () ! Y(e) £l Nl
r/H Pl /H
Yo(c)/H S Y(c)/H

7 (Cy)/H

Le groupe fini H agit librement sur Yg(c) ([2, Prop. 2.7 (b)]), donc f
est un revétement galoisien. Le faisceau étale f,A sur Ygy(c)/H est un
faisceau de A[H]-modules, et le morphisme d’adjonction induit un iso-
morphisme A — (f.A). Notons Ry le foncteur dérivé du foncteur des
H-invariants. Comme H est fini, prendre les H-invariants est une limite
projective finie, donc commute avec les foncteurs pull-back. D’autre part,
Ry = RHomy g (A, —) commute avec les images directes. On en déduit
que

?H,I,*?I}‘,IR}/H,*A :7H,1,*7}3,IR;}1,*(f*A)H = RH(J?*%,*?[*RRA)
et
Rjty 11350 Rt A = Ru (F.Rjp J7 RILA).
En plus, le morphisme

=~ “rx -/ -/ “rx -/
i rtn 1 RN — Ry 1R A
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s’identifie a S o
Ry fi(i7 37 REA = Rjp g7 RA).
D’apres 3.2.3, on a donc
(3.2.4) Ty 1,405 1R N Ripg 1 57 1R A
Considérons ensuite le diagramme commutatif :

~
H,I1

Vole)/H —"—=Y(c)/H =< ——2"(C))/H

p|/(G;./H) p| /(G /H)

Y(e)

T (Cr)

Le morphisme p est le quotient par laction libre de (G,,)"/H, donc il
est lisse. D’apres le théoreme de changement de base lisse et l'invariance
topologique du topos étale ([8, Exp. VIII]), on a

ﬁ* (ZII,*’L/I*R]!«A> = i;r{,l,*illi;,IRj}I,*A
et
En plus, le morphisme

;:/I{,I,*?I—#},IR}:}{,*A — R};{,L*}E,IR}}-L*A

s’identifie a

P (i7 417 RjLA — Rj7 1 RiLA).
D’apres 3.2.4, c¢’est un isomorphisme :

(i 17 RiA = Rjp j7 RjLA).
En vertu de la surjectivité de p, on en déduit que le morphisme suivant :
est un isomorphisme. O

(3.2.5) LEMME. — Soient G = Gy x Ga, et ¢g = (¢g,, ¢a, ). Supposons
que la conjecture A’ soit vérifiée pour G et Go, alors elle I’est aussi pour

G.
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Preuve. — Comme on a un isomorphisme Yg (¢g) = Ya, (¢a, )xYa, (¢a,)
et idem pour la composante dans la compactification partielle, I’énoncé dé-
coule de la formule de Kiinneth. g

3.3. Réduction au cas de codimension 1

Dans cette partie, on démontre la conjecture A’ sous certaines hypo-
theses sur le cas de codimension 1. Si I C A stable sous ¢ est tel que
|I/¢| =|A/¢| — 1, on dit que c’est un cas de codimension 1. Dans ce cas,
dim X1, (¢;) = dim X (¢) — 1. On fait ’hypotheése suivante :

HYPOTHESE. — Pour toute composante de Levi F-stable L d’un sous-
groupe parabolique propre F-stable de G, la conjecture A’ est vraie pour
tous les cas de codimension 1 de L.

Sous cette hypothese, on démontre la conjecture A’ Autrement dit, la
preuve pour les strates de codimension plus grande que un se rameéne a
celle pour les strates de codimension égale & un. La démonstration se fait
par récurrence sur le rang semi-simple rg, (G) de G. Tout d’abord, le
cas 1g,,(G) = 1 découle de ’hypothese sur le cas de codimension 1. Soit
G un groupe réductif connexe de rang semi-simple n. Supposons que la
conjecture A’ soit vraie pour tous les sous-groupes de Levi rationnels L de
G tels que rg, (L) < n. Soit J un sous-ensemble des racines simples A de
G stable sous ¢. Par notre hypothese sur le cas de codimension 1, on peut
supposer que J est tel que rg,,(Ly) < rg,,(G) — 2. Choisissons alors un
sous-ensemble I C A stable sous ¢, contenant J, et rg . (Ly) = rg,,(G) — 1.
On a alors le diagramme commutatif suivant :

Y (&) — > 7(0)
X(c) X
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(3.3.1) LEMME. — Les inclusions naturelles
71O s 71 (Cp) <<Dr ().
induisent un isomorphisme :
RU (7= (Cp), NPV = RU(@1(C), i 1 RIFA 71 )
Preuve. — Notons ¢y ’élément de Coxeter de L défini dans 2.2. D’apres

(2.2.1), on a C; = X1, (cs). Considérons le diagramme suivant :

./
JL Ly,J

Y, (¢r) ﬁf}(CJ)

JL; iLy,J \L

Cr= XLI (CI) - YLI (CI) Oy = XLJ (CJ)

D’aprés la construction de Bonnafé et Rouquier ([2, Thm. 1.2 (d)]), il
existe un morphisme canonique i., : Y1, (¢1) — 7 1(Cr) tel que 7 1(Cy)
soit le quotient de Yy, (¢r) par un sous-groupe N (qui est noté N, (Ye.,)
dans loc. cit.). Par hypothése de récurrence sur Ly, on a un isomorphisme
donné par le morphisme de restriction :

RT(Yi, (¢r), )/ 7= RU (T H(C), i, s RiL, oA)-

C’est équivalent & dire que le morphisme suivant induit par restriction est
un isomorphisme

(3.3.2) RI(Cr, M) Y7V =5 RU(Cy, i, R, T D).

D’autre part, on a un diagramme commutatif

RT(7~H(Cr), A)V7/U1 RU(7=H(Cy), e RIA =1 c))

lg i:

RF(O[,f* (AF71(CI)))UJ/UI _— RF(CJ7 Z'inJRth*f*A)
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Notons que Az-1(¢,) = (ic, «A)V et laction de Uy /Ur commute avec celle
de N, nous avons donc

RT(Cr, Tu(Ag1(0p) /YT =5 RT(Cr, T (i, )Y T/
= RN (RT(Cp, mp, o M)V /U
= Ry (RT(Cp,mp, M)V /VT),
et
RI(Cy,i}, jRjL, «TA) — RU(Cy, 45, s RjL, «(Fu(ic, «A)N))
—5 Rn(RT(Cy,45, s RjL, «mL ).

Notons que les isomorphismes ci-dessus sont compatibles avec les mor-
phismes de restriction. En appliquant le foncteur dérivé Ry a 'isomor-
phisme 3.3.2, on déduit un isomorphisme

RT(Cr, Tu(Ag-1 (o) V7/YT =5 RT(Cy iy, s RiL, T ).
Donc un isomorphisme
RU (7~ (Cr), NP7V =5 RU(m1(C), i RIFA 71 )
O

Revenons a la preuve de la conjecture A’ Considérons la compacti-
fication partielle Y (¢)! = Y(¢)[[7 *(Cy). D’apres [2, Thm. 1.2 (a)],
(Y (&)L, 7#71(Cr)) est un couple lisse de codimension 1. Le théoréme de
pureté relative ([9, Exp. XVI]) nous fournit un triangle distingué dans
Db(R1(Cy)., A) -

A — JPERGLA — A(—1)[-1] 5.
ainsi qu’'un diagramme commutatif :

RIG(Cr), A) ——— RI(T(Cr), jy RjLA) RO(T(Cp), AFL))H] —— -

res. l res. \L res. l

RO(mH(Cy), g RIRA) — RO (7 (Cy), iy RIJ7 RjLA) — RU(TH(C), i RIEA D)) H] — -

En vertu du lemme précédent, ceci induit un isomorphisme :
RL(74(Cr). 47 BP0 =5 RE(TH(C), i R (57 R Alw1 (c)
D’apres le lemme (3.2.2),

i RjA = G pif RjLA = i (R7 (57 RiAlz-1(cp)-
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On en déduit que
RU(Y (¢), )Y = (RT(Y (&), A)Vr)Us/Us
— RU(7~1(Cr), 47 RjLA) P/
= RT(TH(Cy),i'f RjLA).

Ceci achéve le raisonnement par récurrence.

4. Le cas o G = GL4(F,)

Dans cette section, nous détaillons les constructions de la section 2
lorsque G = GL4(F,) le groupe linéaire de dimension d.

4.1. L’espace de Drinfeld sur un corps fini

(4.1.1) Soient G = GL4(F,) et F ’endomorphisme de Frobenius standard
(aij) = (af;). Via cette isogénie, G admet une F,-structure déployée
de sorte que G, le groupe des points fixés par F, s’identifie & GLg(F,).
Notons de plus que B le sous-groupe de Borel de GLd(Fq) des matrices
triangulaires supérieures, T le tore maximal des matrices diagonales. Le
systéme de racines @ est de type Ag_1, et A ={ay,...,aq_1} la base de @
associée & B. On numérotera A de telle sorte que pour ¢ € {1,...,d — 1},
le parabolique P A\ fq,} soit le stabilisateur d’un sous-espace de dimension
i de FZ. Le groupe de Weyl W s’identifie alors au groupe symétrique Sy,
et nous choisissons 1’élément de Coxeter ¢ = (1,...,d) € &4. Désormais,
on notera Ty := T¢F, et application (@ij)1<ij<d — @11 nous fournit un
isomorphisme Ty — F;d.

La variété projective G/B s’identifie & ’ensemble F des drapeaux com-

plets de I’espace vectoriel ﬁj :
—=d . .
F={{0}=DycDiC---CDg=F, | dlm?qu—l}.

En effet, G agit transitivement sur F et B s’identifie au stabilisateur du
drapeau canonique

—=d
{0} D, CDyC---CDy1 CF,

ou ®; est le sous-espace défini par X; =--- = X531 =0, VI <i<d—1,
et Xo,...,Xgq_1 désignent les coordonnées sous base canonique de ’espace

—d
vectoriel IF,. Via cette description, un drapeau D, appartient a X (c) si et
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seulement si D; = D1 & F(D1)®---®F~1(D;) pour tout i (cf. [5, 2.2]). On
obtient ainsi que X (¢) s’identifie & la sous-variété Qf;q‘l de IP’%q_l définie, dans
les coordonnées projectives [Xo : ... : X4-1], par la non-nullité du déter-
minant det((Xf])ogingd,l). Autrement dit, Qf,;l peut s’exprimer comme
le complémentaire de tous les hyperplans [F-rationnels dans Pg_l. Nous
fixons ¢ I’élément dont l’action sur la base canonique {e; }1<i<q est donnée
par ¢(e;) = ejr1, V1 <i < d—1et ¢(eq) = e. La variété Y (¢) est finie étale
sur Qﬁﬁq 1 de groupe de Galms Ty = qud. De plus, on peut identifier Y'(¢)
avec la sous-variété DL? ! de l'espace affine A%q = SpecF,[Xo, ..., X4-1]

définie par I’équation det((Xf'7)0<i7j<d,1)q*1 = (=1)?'. En particulier,
DL est une variété affine et lisse.

(4.1.2) On désigne ﬁg:l la compactification de ng_l (cf. 2.1). Tl est bien

—d—1
connu que Q]Fq peut se construire par une suite d’éclatements successifs
de I’espace projectif P]‘;q_l (cf. [11, 4.1]). Rappelons que si X est une variété
et m: X — X est un éclatement de X le long d’une sous-variété fermée V,

pour une sous-variété fermée W non contenue dans V, le transformé strlct
W C X de W sidentifie a I'adhérence de Zariski de 7~} (W\V) dans X

—d—1
LEMME. — On peut obtenir Qy ~ de la fagon suivante : a partir de
Pespace projectif }P’%q_l, on éclate tous ses points F,-rationnels, et puis on
éclate le long des transformés stricts de toutes les droites F;-rationnelles, et
puis on éclate le long des transformés stricts de tous les plans IF¢-rationnels
et ainsi de suite.

Preuve. — Notons Z; C Y := IP’]‘;q_l la réunion de toutes les sous-variétés
linéaires Fg-rationnelles de dimension ¢, Vi € {0,...,d — 2}. Posons Y;
I’éclatement de Yy le long de Zj, et ZZ-(l) le transformé strict de Z; dans
Y1 pour i > 1. Posons Y5 'éclatement de Y7 le long de Z(l)7 et Z-(z) le

transformé strict de Zl-(l) pour ¢ > 2. Construisons les variétés projectives

Y et Zl-(k) par récurrence. Supposons que Y;_1 et Z; (k—1)

soient construites,
posons py : Yi — Yi_1 'éclatement de Yj;_1 le long de Z(k b , et Z(k) le
transformé strict de Z; k=1 dans Y. Notons que pour j < k, Z( ) est une
union disjointe de ses composantes irréductibles. Finalement, on obtient
une variété projective Y _o et un morphisme f :=pjo---opg_o: Yy o —>
Yy. Autrement dit, on a une suite d’éclatements :

Pd— Pd—
Yoo == Y3 == - T2 Y1 T5 Y.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COMPACTIFICATION DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG 2105

_ — —d—1 T s
Notons X(c) := Q%q Let X(c) := Qp, = = X(c) H(Umkgdq X(eg)), on

Ck = Say """ Sap_1Saps1 " Sag_,- ON rappelle que

X(e) = { (@1B,....qiB) € (G/B)' | 4B = F(g1)B,
97 9it1 €Bsy, BUB, V1 <i<d— 1}

est une sous-variété projective de (G/B)9, et que X(c)\X(c) est une
réunion des sous-variétés projectives

X(ex) = {geX | 9, 'gis1 €Bso,BUB Vi€ {1,...,k—1},

g,;lngrl € B, g]flgjﬂ € Bs,,BUBVj € {k—i—l,‘..,d—l}}

Notons pour i > 1, ©; = {X; = = Xg4_1 =0} C P41 et définissons un
morphisme

do: X(c) — Yy
g:=(nB,...,94B) — g1- D

C’est un morphisme projectif birationnel PGL4(F,)-équivariant induisant
un isomorphisme sur X (¢) — Qg:l. L’image réciproque

¢61(©1) = {g S X(Cl) | g1 = (U,¢7j)1<i,]<d avec aiq 750, et a; 1 =0Vi=> 2}

est une composante irréductible de X (¢;), donc un diviseur de X (c). Les -
points rationnels de P4~! sont conjugués sous 'action de PGL,4(F,), et leurs
images inverses sous ¢ constituent un diviseur de X (c). D’aprés la pro-
priété universelle d’éclatement [10, IT 7.14] et le fait que ¢¢ est PGLg(F,)-
équivariant, il existe un unique morphisme projectif PGL4(F,)-équivariant
$1: X(c) — Y7 tel que ¢g = p1 o ¢y et ¢y (Zy) = X(c1). Notons D3 le
complémentaire dans s de tous ses points rationnels, et 92(1) (resp. ’Dél))

le transformé strict de ©$ (resp. ©2) dans Y. Alors on a
¢f1(©;(1)) = ¢y ' (D3) = {g € X(c2) | g1 = (aij)1<i,j<a avec a1, as
F,-linéairement indépendants, et a;1 =0 Vi € {3,...,d}}.

De plus, sous ces conditions, on a a;; = 0 lorsque 3 < ¢ < d,1 <j<2. On
en déduit un isomorphisme (cf. (4.1.4))

¢1( )—>Q]F XQ]F
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Ceci entralne que gbl_l(@él)) est une composante irréductible de X(c2),
donc qbfl(Z{l)) = X(c2). De plus, on a (bfl(Zél) N Zl(l)) = qﬁfl(Z(()l)) N
o1 (21") = X(er) N X(ca).

Par récurrence, construisons un morphisme projectif birationnel ¢y :
X(c) — Y}, pour chaque k < d—2. Supposons que ¢y _; soit construit. No-
tons D} le complémentaire dans D, de la réunion des tous ses sous-espaces

linéaires rationnels propres, et @Z(kfl) (resp. ’D,(Ckfl)) le transformé strict
de D%, (resp. ®y) dans Yi_1. Le morphisme ¢5_1 induit bien str un iso-
morphisme entre D} et @z(kfl). Comme D), est de dimension k—1, 335:671)
(k—1)
-1

est une composante irréductible de Z, . Alors on a

- k—1 —1/m0 ETTINRY
o (D7) = 651 (D7) = {g € X(en) | 01 = (031 j<d
avec aii, ..., a1 Fq-linéairement indépendants,

eta“:OViE{k—&—l,...,d}}.

De plus, sous ces conditions, on a a;; = 0 lorsque k+1 <1 <d, 1 <j<k.
On en déduit un isomorphisme (cf. (4.1.4))

_ o(k— ~ _ —d—1—k
Y G e v

Ceci entraine que ¢;ﬁ1(©,(€k_1)) est une composante irréductible de X (),
donc un diviseur irréductible. Par la PGL4(F,)-équivariance de Z 21:1)7 on
sait que ¢; ', (Z ,Ek__ll)) = X(cz). En vertu de la propriété universelle d’écla-
tement, il existe un unique morphisme projectif birationnel PGLgy(F,)-
équivariant ¢y, : X (c) — Y% qui rend le diagramme suivant commutatif :

- Pk

X(C) Yk
Pr—1 »
k
Yi_1
®o Pk—1
P1
Yo
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De la méme maniére, on sait que (b;l(Z,(ck)) = X(ck+1), et pour 0 <
iy, in < k

¢;1(Z_<’“) A---n Zi(f)) — ¢;1(Z_<’<>) A---n ¢;1(Z_<k>)

11 11 in

= X(CilJrl) n---N X(Cin+1)~

Finalement, on obtient un morphisme projectif birationnel ¢4_o : X (c) —
Yo vérifiant que

(4.1.3) 022 Z2177) = () 622(217%) = () X(ci1)s

icS €S €S

pour n’importe quel sous-ensemble S de {0,...,d — 2}.

Montrons maintenant que ¢4_2 est un isomorphisme. Notons tout
d’abord que ¢g_o est un éclatement d’aprés [10, IT 7.17]. Supposons que
¢q—2 soit un éclatement de Y;_ 5 le long d’un sous-schéma fermé irréductible
Z C Yd,g\f_l(Qg-zl) =U Zi(d_2) de codimension > 2, ou f est le composé
d’éclatements Y; o — Yy. On peut alors supposer que Z est contenu dans
certain Zi(d_Q). D’apres 4.1.3, Z n’est pas contenu dans l'intersection de
Zi(d_z) avec les autres composantes Z ](.d_z). D’autre part, par construction,
on sait que ¢d,2|m : X(ciy1) — ZfdiQ) est un morphisme birationnel.
Or, le nerf de la stratification de X (c)\X(c) et celui de Yd_g\f’l(Qﬁf;l)
coincident avec I'immeuble de Tits associé & GL4(FF,). Il s’ensuit que un tel

sous-schéma Z n’existe pas. Donc ¢4_o est un isomorphisme. Ceci termine
la preuve du lemme. O

(4.1.4) Lorsque I est un sous-ensemble de A tel que A\l = {a;}, L;
s'identifie au produit GL;(F,) x GLq_;(F,), et By s’identifie au produit
B, x By_; des sous-groupes de Borel standards de GL;(F,) et GLy4—;(F,)
respectivement. Le groupe de Weyl Wi,, isomorphe au produit WGLi(E) X
WGLH (F,)’ de sorte qu’il existe des éléments 3,, € WGLi@q) pour 1 <
k<i—1let3s, € WGLd,i(Fq) pour i +1 < I < d— 1, tels que via cet
isomorphisme s,, s’identifie & (3,,,1) pour 1 < k <i—1 et s,, s’'identifie
a (1,3,,) pour i +1 < I < d— 1. Notons ¢1(4) := Sa, - Sa,_, (resp.
ca(d—1) :=35q,,, "+ 5a,_,) I'élément de Coxeter (1,...,7) € &; = War. &,
(resp. (1,...,d —i) € G4_; = GLLH(E))'

Désormais, on identifiera X1, (cr) avec Qﬁl X Qﬁi;l*i de la fagon sui-
vante :
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Xy, (cr) = {9Br € L;/B; | g~ 'F(g) € Bje/By}

= {(91792) € GL;/B; x GLq—i/Ba_; | 97 'F(g1) € Bic1(4)B;,

95 ' F(g2) € By_jea(d — i)Bd—i}
= Q! X Qg
De méme, on a une description analogue
Vi, (ér) — DL™! x DL,

Remarque. — Soient I C A et I = A\{wa;} pour une racine simple

a; € A. La sous-variété ouverte X (¢;) du diviseur X (¢;) est une union
disjointe de composantes irréductibles isomorphes & Xi,,(cr), cf. (2.2.1).
On notera C; la composante irréductible fixée par U;. En vertu du lemme
(4.1.2), on obtient que C; est le transformé strict de I'espace rationnel D;

—d—1
dans Qp .
q

4.2. Quotients de Lusztig explicites

Nous calculons explicitement, dans le cas de GLg4, la construction de
Lusztig [14, 2.7, 2.10] que nous avons rappelée dans 2.2. En particulier, nous
démontrons la propriété suivante (voir (4.2.8) pour 1’énoncé plus précis) :

THEOREME. — Soient I = A\{«;} pour une racine simple a; € A, et
Cr la composante irréductible de X(c;) fixée par U;. Notons Qg;l’l =

_ ~d—1 . . . .
QICr Qp, . Alors, il existe un isomorphisme
q
d—1,I ~ i—1 1 d—1—i
Qp 77— Qp " XA xQ .
U\, F, F,

(4.2.1) Soit U le sous groupe de matrices unipotentes triangulaires supé-
rieures de GLg(F,),

1 U4

0

0 Ud—i,i
U{u(ud,ud_l,...,ul) Uqg = 0 , Uy = 1 ,1<Z<d1}

0 0

0 0
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D’apres la condition 2.2.3, pour que un élément u € U appartienne a X'(c),
il faut et il suffit qu’il existe v; € Fq, 1 < ¢ < d-—1 non nuls tels que les
conditions suivantes soient vérifiées :

Vi = Uy~ Uiy 0
F(uz) — Uy = V- Uig1

Il est évident que pour un tel élément u, les v;, u; et donc u lui-méme sont
déterminés completement par sa derniere colonne wuy.

LEMME. — L’inverse de I'isomorphisme L dans (2.2.4) (b) est donné par
d—1 ™~ 1
O, — X (c)
(zo == Xo ZTg—g = XdiZ) = u = (ug, Ug—1 uy)
Xd_l, ) - Xd_l i — 1 ) )
o
ou uy = : , et lesu;, 1>2
Td—2
1

_ 1
) ) i1 = o (F(ui) —uy)
sont donnés par récurrence 0
Vi = Uq_;; — Ud—i,i-

Preuve. — En sachant que L : X'(¢) — Qg:l est un isomorphisme, il
suffit de montrer que Yu = (u;;) € X'(¢), L(u) = (v11,...,uq—1,1)- En
1
effet, wa = , donc la premiere colonne de u - wa est égale
1
a (uit,...,uq—1,1,1)". On en déduit I'énoncé du lemme. O

Nous pouvons reformuler le théoréme (2.2.4) de la fagon suivante :
(4.2.2) COROLLAIRE. —
(a): Le morphisme
X'(¢) —Gyy X -+ X Gy, (d— 1 fois)
u = (ug,) —(vg-1,...,01)
ol v; = ug_; ; —Ud—i induit un isomorphisme U\ X' (c) 5 (G
(b): Soient I C A et A\I = {«;}. Alors, I'application
UNX'(¢) — Q5! X Gy x Q1

u=(ug,;) (modUy) '—>((U1,d+1—z', e Wi 1, 1—i)s Vd—is (Wi 1,15 - - - ,Ud—1,1)>
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est un isomorphisme. En plus, son composé avec I’isomorphisme Q%fl —
q
X'(e) induit un isomorphisme

(4.2.3) UNQE = Q! x G x Q1

(4.2.4) Soit I C A tel que A\I = {«;}. On notera py le morphisme donné
par le composé :

d—1 d—1 "~ i-1 d—1-i
Qp, " > U\Qp, " — Q" X G x Q7

Rappelons que C7 est la composante irréductible de X (¢;) fixée par Uj.
Dans la suite, nous étudions Q%q_l’l = Q]‘f.q_l [1C: € X(c) une compac-

tification partielle de Qﬁf*l associée a I, et nous montrons que le mor-
q

phisme p; se prolonge a Q]‘éq_l’I induisant un isomorphisme U, I\Q]‘;ZI’I —
Q]iF;l x Al x ng_l_i (voir (4.2.8)). Cette compactification sera utilisée dans
la démonstration du théoreme (5.1.1).

Sous les coordonnées projectives [Xo : X7 : ... : X4-1] de P%;l, pour
1 <7 <d—1, Pa\(qa,) est le stabilisateur du sous-espace ©; dans ]P’H‘f;l.
Notons que 6A\{aj} est le transformé strict de ©; dans ﬁ;:l. Soit Z la
réunion des transformés stricts de tous les sous-espaces F,-rationnels sauf
celui de ®;, V1 < j < d— 1. Considérons la sous-variété ouverte ﬁ;q_l\Z
de ﬁgq_l qui est en fait la réunion de Qfqu_l avec les composantes Ca\ {a,}
pour tout a; € A.

—d—
(4.2.5) LEMME. — La variété Qp_ 1\Z est une sous-variété affine ou-
verte d’'un espace affine A~! de coordonnées affines (yi,...,Yyq_1) =
(%7 %, ce f(::; ). De plus, la composante Ca\ (a,} est contenue dans I’hy-
perplan y; = 0.
Preuve. — Considérons la fonction
q—1
I wn Y2 e Y1 Yd—1
1 y‘ll yg (ylydfl)q
da(y1,- -+ Ya—1) = det . : . _
d—1 d—1 d—1
Loyt w3 (Y1 ya—1)*

sur A1 := Spec(F,[y1, .- .,Y4—1]). Le morphisme
0: AT IP%;I

(W1, Ya—1) — Loy tyaye sty Ya—1)
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induit un isomorphisme AL :={(y1,...,ya-1) €A | Sa(y1, ..., Ya_1) #

0} = ng_l. Pour chaque i € {1,...,d — 1} fixé, on a une factorisation
6d(y17 . 7yd—1)
=C H (ap + a1y + -+ ag—1y1 - Ya—1)
(ag;...,aa—1)EFI\{0}
d—i__
=C-(yr-y) ' SamiWitts -y Ya—1) 0ai(Yis - Ya—1),
ot C est une constante, et d4.;(y1,-..,Y4—1) est le produit de ag + a1y1 +
<o+ ag—1Y1 - - Yda—1 sur tous les (ag,...,aq4-1) € Fg\{O} tels que a; # 0
pour certain j < 4. Il est clair que dq,; = 0;(y1, - . - ,yi,l)qdﬂ (mod y;).
Considérons A4~1 la sous-variété ouverte de A4~ définie par
1 0a(yty s Yd—1)
{1, ya1) € AT i1 # 0}.
Y;

Il résulte de la factorisation de &4 ci-dessus que A1 = ALTI] 4;, o
A = {1, va-1) | v = 0, 0a—i(Yiv1s-- ¥a-1) - 0i(y1, ..., Yi—1) #
0}. Définissons une fonction f comme le produit de ag + ajy; + -+ +
ag—1Y1 -+ Yd—1 sur tous les (ag,...,aq-1) € Fg\{O} tels qu’il existe au
moins deux a; non nuls. Alors la sous-variété ouverte D(f) de A4~! qui est
le complémentaire de {f = 0} est affine; il s’ensuit que D(f) = Ad=b1 U
U Adfl,dfl.

Considérons ensuite la restriction du morphisme ¢ a D(f), notée encore
w:D(f) — Pg;l. Par définition, 'image réciproque de ®; sous ¢ s’identifie
a Aj, et 'image réciproque des autres points rationnels est vide. Comme A;
est un diviseur de D(f), il résulte de la propriété universelle d’éclatement
qu’il existe un morphisme ¢1 : D(f) — Y7, ot Y7 est 'éclatement de P%;l
le long de tous ses points rationnels, cf. (4.1.2). De plus, ¢; induit un
isomorphisme entre A; et le diviseur exceptionnel le long de ©; privé les
transformés stricts de toutes les droites rationnelles sauf celui de 5. De
la méme maniére, il existe un morphisme @9 : D(f) — Y2 qui induit un
isomorphisme entre A, et le diviseur exceptionnel le long de Do privé le
transformé strict de tous les plans rationnels sauf celui de 3. Finalement,
par récurrence, on obtient un morphisme @q_o : D(f) = Y42 = ﬁg;l de
Iimage ﬁ;q_l\Z. En vertu du « main theorem » de Zariski [12, 4.4], @42

induit un isomorphisme D(f) — ﬁ;q_l\Z. O

Remarque. — En fait, les coordonnées affines (y1,...,y4—1) comme ci-
dessus viennent d’un calcul direct de 1’éclatement dans le lemme (4.1.2).
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(4.2.6) LEMME. — Sous les coordonnées (yi,...,Y4—1), le morphisme
pr: Q]’;q_l — Q]ZF;l X G, X Qf;q‘l_’ est donné par
a1,d—i Ai—1,d—i 1 1
(y17---7yd—1)’—>( ’ s =) Vd—i; feees ),
((yl e yion) T ) (yi+1 S Yd-1 yd—l)
ot aji, € Fg(y1,...,ya—1) est donné par récurrence :
1—(y;-yg_1)?" 1 3
ajlii(yifyqdff) ) 1<j<d-12
Va1 k_ k—1
al, =y ya—r)? 1 A5 k—1 .
A = J’kq 1 J F_gF—T1 ! s 1<]<d—k—1,
Ak k—1" Y-k Gd—k,k—1
d—1i d—1—1
a —yd -1 id—1—i
et vg_; = A=l pra et
Yi
Preuve. — Calculons tout d’abord la matrice unipotente u € X'(c)
dans (4.2.1). Ecrivons un point (zq,...,zq_2) € Qg;l sous coordonnées
d—1
(y1,--yYa—1) de AFq (cf. (4.2.5)),
1 .
gj=———— 0<j<d—2
Yj+1 - Yd—1
D’apres le lemme (4.2.1), on a
-1
1 ) 1—yiT)
Ujl =Tj—1 = —— 1 < ¥ < d—1 et v = uiflﬁl—ud_l,l = —q -
yj"‘ydfl yd—l
On en déduit que, pour 1 < j <d — 2,
q _
_Ujyp T Uj1 a;1 . 1=y ya—)?!
Uj2 = = 7’ ou aj;i1 = a1
U1 (Y Ya—2) 1—y;
et )
q a*—q
q Ag 21~ Yg—2 Ad—2,1
V2 =Ug o990 — Ud—2,2 = 2 .
Yq—2
Alors, pour 1 <j<d—-3,0ona
2_
Wy — Ujo a2 . aj, = (Yj - ya-2)” an
U3 = = ou a2 = .
! U2 (yj - Ya—s)?’ ’ a — e
J - Ag—21 = Yg—2 @d—2,1

Par récurrence, posons

q — (s =gt
Qg (y "'ydfk) aj k—1
k—1 J Js .
ajp = —2 e L 1<j<d—k—1.

q ak—q
Ag—kk—1 — Yd—k Ad—Fk,k—1

On a donc
k k—1
q q"—q
o — Ak k-1~ Yd—k Ad—k,k—1 ot u _ ajk
k — k 3,k+1 — k-
Y (yj - Ya—1-x)? U

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



COMPACTIFICATION DES VARIETES DE DELIGNE-LUSZTIG 2113

, : Ly
(4.2.7) LEMME. — Pour j € {1,...,i = 1}, aju; = pro=tist) ¢

Fo(yss---sYa—=1), ot f(yj,... Ya—1) et g(y;,...,ya—1) appartiennent a
(Yjs -y Yd—1)Fqlyj, - - ., Ya—1]. En particulier, ord,, (a;q—;) = 0, ot ord,,,
est la valuation de Fy(y;,...,yq—1) définie par y, telle que ord,, (yn) =
1, j<n<d—1. Deplus, ajq—; =1 (mod v;), va—i € Fq(vi, ..., Ya—1), €t
ordy, (va—i) = —¢¢~* < 0.

Preuve. — Démontrons-le par récurrence. Pour ¢ = d — 1, a;; =
—1

1—(y;-ya_1)?"" 1-y3” o . P

(yi+f) et v; = —*=*. Soit i = k, et supposons que I'énoncé soit
“Yq_1 d—1

vrai pour i € {k+1,...,d — 1}. Par définition, on a

— —1—

d k
q —
G g (Weye)T ajd—1-k
Ajd—k = 4 qd—k _qd—1-k :
Opd—1—k — Yk Ok, d—1—k

Notons que par récurrence, a;q—1—k ](cizt ak,d—1—k appartiennent a
1+

Fo(yj,-.-,Ya—1), et ils sont de la forme SEm ol

fvg € (ij'~~ayd71)ﬂ?q[yja"'ayd71]'

On voit immédiatement qu’il existe f.ge Yjs -3 Ya—1)Fqlyj, - - - Ya—1] tels

que aj gk = % € Fy(yj,---,ya—1),doncordy, (aja—i) =0, j <n < d-1.
Calculons la valeur a; q— modulo y;. Nous avons

q d—k_ d—1—k
g g (Weye)T ajd—1—k
Aj,d—k = q qi—F_qd—1-k
A d—1-k — Yk Ak,d—1—k
Aj.d—1—k\q
= (2=——)" (mod y).
Ak,d—1—k
Notons que
a — (s - - LT L
aj,d—l—k _ aj,d—?—k (yj yk‘+l) aj’d,Q,k
- d—1—k _,d—2—k
a _1— q _ —q
k.d-1-k Apg1,d—2—k — Ykt1 Akt 1,d—2—k
! I G dfsza
k+1,d—2—k — Yk+1 k+1,d—2—k

] d—1—k_gd—2—Fk
Ogd—2—k — (YrYr+1)? a Ak,d—2—k

aj,d—2—k )q (mod yk) =...= (%)qd*27k

(mod yy).
Q. d—2—k i1
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On en déduit que

. d—1—k
Ajd—k = (aﬂ) (mod yx)

< (i oya—)' 1yl )"
11—y L= (Y ya—1)??
1

(mod y).

d—1—k

Rappelons que

q " —q ’
O d—1-k — Yk Ak,d—1—k
Vd—k = qi—F GFq(yka"'vyd—1)~
Yk
Par récurrence, on sait que ordy, (axd—1—x) = 0. On en déduit que
ordy, (va—r) = —q¢?~*. Ceci termine la preuve du lemme. O

(4.2.8) COROLLAIRE. — Soit I = A\{«;}, considérons le morphisme
Pt — QX G x QT

a1,d—i Ai-1,d—i\ 1 1 1 )
Yy Yd—1) — : ey ) U
( ) (((yl"'yifl)qj 7 yf_ll ) va ”(yi+1"‘yd—17 7yd71)

qui est le composé de p; avec le morphisme Id x ()~% x Id : Qﬁl X Gy X
Qfé;lﬂ — QI’F;I X G, X Q%;lﬂ. Avec la méme formule, p; se prolonge en
un morphisme
_ d—1,T i—1 1 d—1—i
S, o QT X AT X QT
De plus,
(a): La restriction de p; a Cy est un morphisme radiciel (cf. [3, AG.
18.2]), donné par
Cr=Qp " x {0} x Q17— 1 x {0} x Q177

(s o550, 0, s 0)) = ()" 1 ),

Y1 Yi-1 Y2 Yi-1 Yi—1

o(— L+ 1 L))

Yi+1 - Yd—1 Yi+2 - Yd—1 Yd—1

(b): p; est surjectif, et induit un isomorphisme UI\ng_l’I = Q]El X
Al x ng_l_i, ot UI\ng_l’I est le quotient de la F-variété affine

ng_l’l par le groupe fini Uj.
O O <0 = O x {0} x Q1
/Ur | b1 i
Q1 % Gy x QT i 1 14 ity {o; x Qi1
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Preuve. — (a) D’apres le lemme (4.2.7), aj 4—; =1 (mod y;), 1 < j <
1—1et vd__li = 0 (mod y;). Comme la composante Cj est contenue dans
I'hyperplan y; = 0 (voir (4.2.5)), p} se prolonge a Qg;l’l de la maniére
énoncée comme ci-dessus.

(b) Comme ng_l’l est une variété affine normale et Ur est fini, le quo-
tient UI\QgQ_l’I existe (cf. [3, I 6.15]) et il est normal. Notons que le mor-
phisme p; est constant sur les Ur-orbites, il se factorise donc par le quotient
UI\Q%;LI, et induit un morphisme radiciel birationnel a : U, I\ng_l’l —
Q%;l x Al x Q{;q‘l_i; il s’ensuit que « est un isomorphisme en vertu du
« main theorem » de Zariski [12, 4.4].

O

5. Théoréme principal
5.1. Enoncé du théoréme

Pour alléger un peu les notations, on notera 2 := Qg;l et DL := DL
Considérons la compactification Q de Q et sa normalisation DL dans DL
(cf. [2] ou 2.1). Soient I un sous-ensemble propre de A et C; la compo-
sante irréductible de X ([];c; 5a,) C Q%;l fixée par Uy, ou le produit est
pris suivant l'ordre sq,, Say; - - -5 Sa,_, - Rappelons que I'on a un diagramme
commutatif :

DL DL <27 1(Cy)

N

J — JI

QC 9] )C]

ou 7 (Cr) := (DLX5C1)red- Dans cette partie, on se consacre & démontrer
la conjecture A’ dans ce cas.
(5.1.1) THEOREME. — Le morphisme de restriction

RT(DL,A) ™5 RT(7m1(Cy), 57 Rj.A)
induit un isomorphisme
RT(DL, )Yt =5 RT(TH(Cy), 57 RjLA).

Comme un sous-groupe de Levi rationnel de GL, est un produit de GL,,,
d’aprés (3.2.5) et 3.3, il suffit d’établir le cas de codimension 1.
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5.2. Le cas de codimension 1

On reprend 'idée de [1] et de Dudas [6]. Lorsque C est une composante
de codimension 1, il existe une racine «; telle que I = A\{«;}. Notons
Q! (resp. DL) la compactification partielle Q [[ C; (resp. DL][7*(Cr)).
Considérons la préimage Y° d’une composante connexe de U\DL (cf. [1,
3.2] et [6, Prop. 4.53]). Ici Y est une composante connexe de DL, finie
étale au-dessus de €2 de groupe de Galois

H := Ker(Norm : F;d — IFqX) ~7/(1 +q+~~-+qd_1).

Le tore non-déployé Ty —s qud (cf. section 4) agit transitivement sur les
composantes connexes de U\DL. En notant que H est le stabilisateur de
la composante U\Y? dans Ty (c’est aussi le stabilisateur de Y°), on ob-
tient un isomorphisme GL4(F,) % (Tg % (F))°PP-équivariant (ici F' désigne
l’endomorphisme de Frobenius) :

Y° xy Ty —> DL.

Rappelons que le groupe fondamental modéré de G%-1 est le produit (d—1)
fois du groupe fondamental modéré de G,,. Alors, il existe d — 1 entiers
positifs m1,...,mg_; divisant |H|, et un revétement w : G4 ! — G&1 de
groupe de Galois [ ; Hm; tels que le revétement galoisien U \Y? = U\Q =
G4~ soit un quotient de . On note N le groupe de Galois du revétement
G311 — U\Y" et on a un isomorphisme canonique (IT; ;) /N = H.
En diminuant les m;, on peut supposer et on le fera que la restriction
¢j : ptm; — H du morphisme canonique [] j Hm; = H est injective pour
tout j. On obtient un diagramme commutatif :

Git — e U\

@ i/H
/]._[j Hm ;
GIl = U\Q

Notons Y! le produit fibré de G4 1 et Q au-dessus de G4 ! via @ et
I’application de quotient par U. On peut alors former le diagramme suivant,
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dans lequel les carrés sont cartésiens :

vt U\Y'! Gd-1
i . i i /H“m]‘
T1 Yo U[\YO U\YO
Q U\Q U\Q —=> Gd-1

Via lidentification Uy\Q — (QF~1 x Q4=17%) x G,, (cf. 4.2.3), Pappli-
cation Ur\Q — V7 \(U7\Q) = G&1 se décompose en 7y, x Idg,, ou Vi est
le radical unipotent de L; (voir section 2.2), my, : Q=1 x Qd=171 — Gd4-2
est le morphisme de quotient par V;. L’avantage de cette construction est
que si 'on forme le produit fibré suivant :

1 d—2
—_—
YI Gm

e

i—1 d—1—1 d—2
Qi-1 x Qi-1-i — G4

on peut décomposer le quotient Uy\Y! = Y} xG,,, de maniére compatible
avec la décomposition U7\ = (2! x Q4717%) x G,,. Par construction,
Y} est étale au-dessus de la variété normale Q=1 x Q4=17¢ et donc elle est
normale.

On peut alors former un diagramme commutatif :

./
1,1

U\ =Y x G2 > Y} x Al

l

U\Y?

|

Qifl XGmXQdflfi( > Qifl x Al X Qdflfi < )Qifl X {0} % Qdflfi

Y] x {0}

dont le morphisme A! — A! au milieu est donné par = — ™. La variété
normale Y} x Al s’identifie alors & la normalisation de Q=1 x Al x Q4—1-1
dans Ur\Y'!.
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Notons Y0 % Q! la normalisation de Q! dans Y et 7, *(C;) le sous
schéma fermé avec la structure réduite de Y°0. Comme QI est affine (voir
le lemme (4.2.5)), Y0 est affine. Comme Y est une composante connexe
de DL, et (DL, 7=1(C})) est un couple lisse (cf. [2, Thm. 1.2 (a)]), on sait
alors que (Y9, 7,1 (Cy)) est un couple lisse. Ceci nous fournit un diagramme
commutatif :

o den
YOCL> v0 (_‘”)ﬁo 1(01)

]

0c J o Jr >,

En notant que U; est un groupe fini, on peut former le quotient U I\W
qui est une variété normale, et elle s’identifie donc a la normalisation de
U\Q = Q71 x Al x Q4177 (cf. Corollaire (4.2.8) (b)) dans U;\Y°.
En plus, U; agit trivialement sur 7, '(Cy), donc le quotient 7y ' (Cy) —
U\, H(Cy) est un morphisme radiciel. On a alors un diagramme commu-
tatif :

v
i1 1,1

U\ =y} xG,C Y} x Al Oy} x {0}
/H], Hm { UI\YOC UI\W JUI\?al(CIﬂ /1_[]7é7 Hm

\|- |

Q1 %Gy x 47171 im1 41 Qd=1mi <— gty o) x A

LEMME. — Le morphisme YI1 x Al — UI\W est étale.

Preuve. — Notons N’ le groupe de Galois de Y} x {0} au-dessus de
U\, H(Cr) et H' le quotient de [1;4i #m; par N'. Par construction, H
agit sur YO commutant avec I'action de Us, donc H agit sur le quotient
Ur\YO. D’aprés [2, Thm. 1.2 (c)], le stabilisateur dans H dun élément de
Ur\@, *(Cr) est égal & N.(Y..,) N H, ot N.(Y..,) est un sous-groupe de
Ty défini dans loc. cit. section 1.3. En fait, N.(Y,.,) C H (cf. [1, Prop.
3.5]), on en déduit que H' = H/N.(Y..,). En d’autres termes, on a un
diagramme dont la deuxiéme et la troisiéme lignes et la deuxiéme et la
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troisiéme colonnes sont exactes.

1*>N*>Hj,umj H 1

l—=N —— Hj#z‘:“mj ——H' =H/N.(Yee,) —1

1 1

Rappelons que ¢; est injective. D’aprés [1, Prop. 3.5], ¢; est aussi sujective.
Donc ¢; est un isomorphisme. Ceci implique que N — N'. D’aprés [7, Exp.
V Prop. 2.6, Y} x Al — U;\Y?0 est un morphisme étale. O

Posons Y1 := Y0 X UATT (Y} x A') le produit fibré de YO et Y} x Al
au-dessus de UI\W, et 7' : Y1 — Y0 la projection vers YO. Alors 7' est
un morphisme étale. Notons 71 := Tgo7, et ﬁl_l (Cr) le sous-schéma fermé
avec la structure réduite de Y.

(5.2.1) LemME. — (YL, 77 1(C})) est un couple lisse.

Preuve. — D’aprés le lemme précédent, YT est étale au-dessus de Y0. On
déduit 1’énoncé du lemme du fait que (Y9, 7, *(Cr)) est un couple lisse. [

Considérons le diagramme suivant :

vyl Yyt

e

Ur\Y°¢ Ur\Y?©
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ott le morphisme j; : Y* — Y1 est donné par le produit des morphismes
Y5 Y5 Y0et Y - UN\Y! — V! x AL

LEMME. — Les carrés
v J1 W ot yi J1 W
Y0 —— Y0 U\Y! — YI1 x Al

sont cartésiens

Preuve. — Tout d’abord, notons que le carré

e

L

UI\YO — U[\W

est cartésien, car YO est I'image réciproque de I'ouvert U7\Y" dans Y.
Pour le premier carré, on a donc

YT x5 Y0 = (V) x A') x Y0 x55 Y
= (Yll X Al) XUI\W (U[\YO) XU[\YO YO
=UN\Y" xpp\yo YO =Y

Ur\Yo

Pour le deuxieme carré, on a

W Xyllel U[\Y1 = W XU}\W (le X Al) XYIIXAl U]\Yl

=Y0 x Ur\vy*

Ur\Y©

=Y %55 UN\Y" xp\yo U \Y?

=Y" xppyo U\Y' =Y

D’ou I’énoncé du lemme. O
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D’apres ce qui précede, on obtient le diagramme suivant :

/
Ir
pL! S D)
i1 Ji,1 S
I D)
k3 I
1
o o / jo,1 S /’{‘,
YO H Cp
o 70 ir S,
o p
71 1,1
v}xal Oyl x {0}
Pr / rrley /
Uy dUpw e
Qr,—l XA‘ XQ(I—I—L < )Qr,—l X{O}Xnd—lﬂ
, o = G XA G PG O
/Vi 3 / /
Giﬁl; Gitx Al

d—1— i—1 d—1—1
B e LN | SV cliol

(5.2.2) On commence maintenant & démontrer le cas de codimension 1
Considérons le diagramme commutatif suivant :

J _ Jir o
y1¢ : YT 7 (Cr)

P1 l/ﬁ \LPLI

UN\Y' =V} XG> Y x Al <10V} x {0}

Comme p; est fini, le morphisme canonique A — p1 .p7A des faisceaux
étales sur U7\Y! induit un diagramme commutatif :

RU(YH, A) —— = RE(7,(Co), i RjreA)

1) T(?’)

RL(Y) x Gy, A) %%RF(YIl x {0}, 47 R A)
LEMME. — Le morphisme (4) induit un isomorphisme :

RU(Y',A)Y" = RU(7 H(Ch), 551 Rir, 1)
Preuve. —

— Etape 1 : Notons tout d’abord que l'on a un isomorphisme de fais-
ceaux étales sur Uy\Y'!

A (pr A
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ol p; est fini étale de groupe de Galois U avec |U;| inversible dans
A. Donc (1) fournit un isomorphisme

RT(Y} X Gppy A) =5 RD(YY, A1,
— Etape 2 : Notons que le diagramme :

I =Id X Ja

Y} x Gy, izl XJ2Y1 A11<— Y} x {0}
est un changement de base des inclusions :
Gm SELNS Al <2 {0}
qui induisent un isomorphisme canonique :
RT(Gy, A) = RT({0}, 5 Rja, ).

Considérons ensuite le diagramme suivant dont les carrés sont carté-

siens :
v} 1d v} 1d v
plT p’lT P'{T
Y} X G 2yl al 72 vy 10

I
P2 l Ph l 24 l

G 2 Al 2 {o}.

Par la formule de Kiinneth, on a

RT(Y} x Gy, A) = RT(YE, A) @ RT(G,, A)

RT(Y/, A) ®" RT({0}, 5 Rja. )

RU(Y} x {0}, p{* A @ ply*i5 Rja. A)

RY(VE x {0}, (I xia)* (9 A © plf RjnuA))

(ph est lisse.) = RT(Y} x {0}, (Id xi2)* (py* A ® R(Id xj2).p5A))

(formule de projection)
= RT(Y} x {0}, (Id xiz)* R(Id xja )« (Id xj2 ) *p* A p3A))
— BRIV % {0}, 17 R}, A)

i.e. (2) est un isomorphisme.
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— Etape 3 : Notons que Us est un p-groupe fini. Posons e; € A[Uj]
lidempotent central associé & la représentation triviale de Uy, et €] :=
1 — ey € A[Up]. Le but est de montrer que

Pr1xJiRjA = i) Ry A
Tout d’abord, notons D(?, A — Uy) la catégorie dérivée des faisceaux
étales de A-modules Uj-équivariants sur ?. Le foncteur
gt Rjre : DY(Y, A= Up) — DT (7 (Cr), A = Uy)
est Ur-équivariant, et induit une décomposition :
J1 RN = e1(j7 1 Rj1A) ® €1 (57 Rj1 ).

D’apres le théoréﬁme de pureté relative ([9, Exp. XVI]) par rapport
au couple lisse (Y1, 7,1 (Cy)) (cf. le lemme (5.2.1)), on a des isomor-
phismes de A-modules :

a A5 57 R%isA,
B A(—1) = ji [RYj1A.

Notons que «, 5 sont Ur-équivariants. En effet, on sait par définition
que « est Ur-équivariant. Si A = Z/n pour un entier n premier a p,
B est alors induit par le morphisme (1) : A — j’l“Jlel*A(l) qui
envoie 1 vers la classe du p,-torseur des racines n-iemes de ¢, ou ¢
est une équation locale de ﬁfl(C’ 7). On peut se borner & un voisinage
local strictement hensélien et U; stable. Un élément g € U; envoie
ce torseur vers la classe du pu,-torseur des racines n-iémes de t’, ol
t’ = tu avec u une unité. Dans ce voisinage ’équation X" —u = 0
admet une solution, donc le torseur donné par ¢ est isomorphe au
torseur donné par t. C’est-a-dire (1) est Us-équivariant ; il s’ensuit
que j est Ur-équivariant. Donc, eq(jj ;R™j1.A) = A pour m = 0, 1.
On a alors un triangle distingué
A — g Rji A — A(-1)[-1] =5
dans D* (7 '(C1), A — Ur), et on en déduit que
JirRjA = e1(§T [ Rj1A) et ey (4] jRjrA) = 0.
Notons que le morphisme p; ; induit un foncteur Uj-équivariant :

Pias " DY (® N(Cr), A — Up) — DT (Y} x {0}, A = Uy),

on a donc € (py 7. Jj7 (Rj1<A) = 0.
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Par ailleurs,
P11 J1 1 R = i/fiIRji*P*A
= i1 Rj1. (A & €1 (p. )
= iﬁIRj{*A D i/fk,IRj{*eﬁ (p«A)
= i/f:IRji*A ® e} (P1, 1,401, 1 RI1: )
=i\ Rj1A,
i.e. le morphisme (3) est un isomorphisme. D’ou I'énoncé du lemme.
|
(5.2.3) Notons que la composition YT ™, Y9 < DL! induit un dia-

gramme commutatif :

RT(DL, A)Yr RT(Y?, A)Ur RT(Y!, A)Ur

(G)ircs. (S)irc& %lrcs.

R (7 (Cr), j* RjiA) — RT(m5 " (C1), jg 1 Rijos A) —— RU (71 ' (Cr), jf 1 RjrA)

LEMME. — Les morphismes (5) et (6) sont des isomorphismes.

Preuve. — Considérons tout d’abord le diagramme commutatif suivant :

N ha
Y1CL> yi Qﬁl 1(01)

Par construction, @' : Y1 — YO est un morphisme étale de groupe de
Galois N. Alors, pour tout faisceau étale F sur Y9, on a un isomorphisme
canonique :

RT(YO, F) =5 Ry (RL (YT, 7 F)),

ou Ry est le foncteur dérivé du foncteur des N-invariants. En particulier,
en tenant compte du fait que 'action de N commute avec celle de Uy, ceci
induit un isomorphisme :

RT(Y?,A)Yr =5 Ry(RD(Y, A)Yn),
De méme, 7+ := 7! |Ff1(01) induit un isomorphisme :
RL (75 (Cr), 6 r Rjo\) — R (RU (T (Cr), T g 1 RioxA))
= Ry (RT (7 1 (Ch), 41 1 Rire ).
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Donc le morphisme (5) s’identifie &
Ry (RT(Y!, MU' =5 R (7 1(C1), 55 RjrA)).
On en déduit qu’il est un isomorphisme.

Notons que DL = Y0 x ;; T, et I'action de U; commute avec celle de T}.
Alors

RT(DL, A)Y" = (RT(Y?, A) @) AT)""
= RI(Y®, M) @§ ) ATy
D’autre part, on a Apy, = Ayo @ag AT,. Alors,
RI (7w (Cy), j7 RjLA) = RT(75 M (C1), i 1 Rjo «A) @Ky ATa

On en déduit que le morphisme (6) est un isomorphisme. Ceci termine la
preuve du cas de codimension 1. O

BIBLIOGRAPHIE

[1] C. BONNAFE & R. ROUQUIER, « Coxeter orbits and modular representations », Na-
goya Math. J. 183 (2006), p. 1-34.

, « Compactification des variétés de Deligne-Lusztig », Ann. Inst. Fourier
(Grenoble) 59 (2009), n° 2, p. 621-640.

[3] A. BOREL, Linear algebraic groups, second éd., Graduate Texts in Mathematics,
vol. 126, Springer-Verlag, New York, 1991.

2]

[4] J.-F. DAT, « A lemma on vanishing cycles and its application to the tame Lubin-
Tate space », Math. Res. Lett. (1) 19 (2012), p. 1-9.

P. DELIGNE & G. LUSZTIG, « Representations of reductive groups over finite fields »,
Ann. of Math. (2) 103 (1976), n° 1, p. 103-161.

[6] O. DupAs, « Géométrie des variétés de Deligne-Lusztig : décompositions, cohomo-
logie modulo [ et représentations modulaire », thése de doctorat, 2010.

5

[7] A. GROTHENDIECK (éd.), Revétements étales et groupe fondamental, Lecture Notes
in Mathematics, vol. 224, Springer-Verlag, Berlin, 1971, séminaire de géométrie
algébrique du Bois Marie 1960-61 (SGA 1).

(éd.), Théorie des topos et cohomologie étale des schémas. Tome 2, Lec-
ture Notes in Mathematics, vol. 270, Springer-Verlag, Berlin, 1972, séminaire de
Géométrie Algébrique du Bois-Marie 1963-1964 (SGA 4).

(éd.), Théorie des topos et cohomologie étale des schémas. Tome 3, Lec-
ture Notes in Mathematics, vol. 305, Springer-Verlag, Berlin, 1973, séminaire de
Géométrie Algébrique du Bois-Marie 1963-1964 (SGA 4).

[10] R. HARTSHORNE, Algebraic geometry, vol. 126, Graduate Texts in Mathematics,
n° 52, Springer-Verlag, New York, 1977.

(8]

[9]

[11] T. ITO, « Weight-monodromy conjecture for p-adically uniformized varieties »,
Invent. Math 159 (2005), n° 3, p. 607-656.

[12] Q. Liu, Algebraic geometry and arithmetic curves, Oxford Graduate Texts in Ma-
thematics, vol. 6, Oxford University Press, Oxford, 2002, translated from the French
by Reinie Erné, Oxford Science Publications.

TOME 64 (2014), FASCICULE 5



2126 Haoran WANG

[13] G. LuszTIG, « On the finiteness of the number of unipotent classes », Invent. Math.
34 (1976), n° 3, p. 201-213.

, « Coxeter orbits and eigenspaces of Frobenius », Invent. Math. 38
(1976/77), n° 2, p. 101-159.

[15] T. A. SPRINGER, Linear algebraic groups, second éd., Progress in Mathematics,
vol. 9, Birkhduser Boston Inc., Boston, MA, 1998.

[16] H. WANG, « L’espace de Drinfeld et correspondance de Langlands locale I », a
paraitre dans Mathematische Zeitschrift, arXiv :1401.0530, 2014.

, « L’espace de Drinfeld et correspondance de Langlands locale IT », soumds,
arXiv :1402.1965, 2014.

14]

(17]

Manuscrit regu le 12 février 2013,
révisé le 15 octobre 2013,
accepté le 27 novembre 2013.

Haoran WANG

Institut de Mathématiques de Jussieu
Université Pierre et Marie Curie
Adresse Présente:
Max-Planck-Institut fiir Mathematik,
Vivatsgasse 7, 53111 Bonn,

Germany

wanghaoran02@gmail.com

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER


mailto:wanghaoran02@gmail.com

	1. Introduction
	2. Généralités
	2.1. Préliminaires
	2.2. Les orbites de Coxeter

	3. La compactification partielle
	3.1. Énoncé de la conjecture A
	3.2. Conjecture A  Conjecture A'
	3.3. Réduction au cas de codimension 1

	4. Le cas où G=GLd(Fq)
	4.1. L'espace de Drinfeld sur un corps fini
	4.2. Quotients de Lusztig explicites

	5. Théorème principal
	5.1. Énoncé du théorème
	5.2. Le cas de codimension 1

	Bibliographie

