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ISOMORPHISMES
ENTRE CERTAINES ALGEBRES
DE RESTRICTIONS

par Yves MEYER

1. Isomorphisme entre A(A 4 V) et A(A x V).

1.1. Notations. — A(R), A(E), & A(A,).

n21
Par transport de structure d’algébre de Banach, on définit

'algébre A(R) de toutes les transformées de Fourier f des
éléments f de L!(R) (ou le produit est le produit de convo-
lution). Si E est une partie fermée de R, soit I(E) I'idéal
fermé de A(R) composé de tous les éléments de A(R) nuls
sur E et soit A(E) lalgébre quotient A(R)/I(E) munie
de la norme quotient. L’algébre A(E) est semi-simple, son
spectre est E et A(E) peut étre identifiée a une sous algébre
de C(E).

Soit Cy(R) Despace de Banach de toutes les fonctions
continues, 4 valeurs complexes, nulles & I'infini sur R. On
dit que le spectre d’un élément g de Co(R) est contenu dans
E si1 pour tout f de L!(R), on a

(1) fls = 0— [, g@)f(— 2) dz = 0.

On appellera C§(R) le sous-espace fermé de Co(R) composé
des éléments g vérifiant (1). Les espaces de Banach Cg(R)
et A(E) sont, de fagon canonique, en dualité et, si chaque
composante connexe de E est un intervalle non nul, la norme
d’un élément ¢ de A(E) est la norme de la forme linéaire
que définit cet élément dans le dual de Cg(R).
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Soit (A)er une famille de parties fermées de R. On
définit alors le produit tensoriel topologique complété

@A(Ai) comme ’algébre de Banach de toutes les fonctions
ie1
continues sur [[A; ('espace produit muni de la topologie
i€l
produit) et pouvant s’écrire
2) flz) = 3 fi()
. n>4
ou, pour tout n, il existe une partie finie A, de [ et une
suite g(z;), te A,, d’éléments de A(A;) tels que

(3) ' fol®) = H ()

i€A,
et

(4) 2 1T edlhay < + .

n>1i€A,
La norme de f(z) dans @) A(A,) estle inf. des quantités (4)

€1
étendu a toutes les décompositions (2) de f(x).
Nous retiendrons les deux propriétés suivantes: le produit
tensoriel topologique complété est associatif; une partie

N . ,

dense dans & A(A,) est formée des fonctions ne dépendant
n2>1

que d’un nombre fini de coordonnées.

Soit enfin A(A; X A,;) Palgébre des restrictions & A; X A,
des éléments de A(R2). On a alors:

Prorosition 1.1. — Soient A; et A, deux fermés de R.
Les deux algébres A(A; X Ay) et A(A;)®A(A;) sont tiso-
morphes et tsométriques.

Cette proposition est une conséquence simple de 1'égalité
L'R x R) = LY(R)®LYR) (Voir Cor. 4 du th. 2 ch. 1, § 2,
w2, [1]).

1.2. Le théoréme fondamental.

D’abord une définition.

Derinition 1.2.1. — Soit A wune partie de R, K un
compact de R et ¢ un nombre réel de 10, 1{. On dira que le
couple (K, ¢) est adapté & A st la condition suivante est
réalisée : pour toute suite (ay)rep de nombres complexes dont
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tous les termes sont nuls sauf un nombre fini, on a

(1) sup| 3 @3e*|> (1 — ¢) sup| Y ape™
T€K |y eA TER| e A
(Voir [2], p. 297, prop. 1).

Si A est un nombre réel strictement positif, nous dirons
que le couple (A, ¢) est adapté & A pour exprlmer que, si
K =1[— A, A], le couple (K, ¢) est adapté & A. Si T est
un nombre réel quelconque, le couple (K + T, ¢) est encore
adapté & A dés que le couple (K, ¢) Dest.

Si A est une partie de R, appelons «pas» de A la
quantité inf {|2' — z|;ze A, 2" e A, z 5~ 2'}.

Prorosition 1.2.2. — Si le couple (A, ) est adapté & A,
alors le pas de A est supérieur ou égal a 2(1 — ¢)A~2.

En effet st Ae A, e A et A5£1" ona [|¢* — |, = 2
et, au contraire, Sup [|e?* — ¢ LA — XA, 11 suffit

zE[—A, A]
alors de tenir compte de (1)

Soit I, I > 0, assez petit pour que Al + e <<1. La propo-
sition 1.2.2 montre que les intervalles [A — I, A + 1], A€,
sont deux a deux disjoints.

Prorosition 1.2.3. — Soit (A, &) un couple adapté & A
et | un nombre réel strictement positif tel que Al + ¢ <<1.
Pour toute suite finte (fi))ep d'éléments de Co(R) telle que le
spectre de chaque f) soit contenu dans [— I, l], on a la double
wnégalité

sup | X fi(@)e™|<< sup | 3 fi(a) "‘"
—o<ZI+» e :::?::: AEA
<(1—e—Al)?T sup Y filz)er=].
—o<ZI+» Qe A

La premiére inégalité est évidente : quelques notations seront
utiles pour prouver la seconde.

Soit
9z, y) = 3 filx)e™
AEA

a=sup {|¢(z, y)]; —o<z<<+ 0, —0o<y<+ o}
b= sup {|¢(z, y)|; —o<z<+0o0, —0<y<+oo,

le —y| <A
c= supg'kgAfx(w)e‘“ ;

—-oo<a:<—|—oo§.
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Nous allons vérifier les deux inégalités

(1) b>(1—¢)a
(2) b — ¢| < Ala

d’ou 1l résultera que
c>b—Ala>a(l —e— Al

ce qu’il faut démontrer.
La vérification de (1) est immédiate : par la remarque suivant
la définition 1.2.1, on a

Va, sup {|¢(z, y)|; s — AL y<<z+ A}
> (1 —¢)sup {l¢(z, y)I; — 0 <y <+ o}

et en prenant le sup en z, on obtient (1).

L’inégalité (2) est une conséquence facile d’'un théoréeme de
Bernstein ([5] th. 2, p. 39) que nous allons d’abord rappeler:
st le spectre d’un élément f(z) de Co(R) est contenu dans
[— 1, 1], alors f(z) estdérivable et ||f'(2)|], < I|f(®)|].. On a,
par le théoreme des accroissements finis,

%

—*(u, y) I

yx) Vya ICP(CB, y) - ?(y5 y)l < |x - yl sup d
—w<ul+x (0T

Mais, pour tout y fixé, le spectre de z—¢(z, y) est contenu
dans [— [, I] et le théoréeme de Bernstein donne

vz, Vy,

% (s, y)‘<l sup |¢(u, y)|-

0T —o<BL+®
Finalement

vz, Yy, |e(z, y) — ¢y, ¥)| <Uz —y| sup |¢(u, y)|-

—woLu<+o

En prenant le sup. par rapport aux variables z et y liées
par |z — y| << A, on obtient (2).

TrtortME 1. — Soit, avec les notations ci-dessus, H I’homéo-
morphisme de A+ [— 1, 1] sur A X [—1, l] défini par
HA +8) =, 1), AeA, |t| <1l Soit V un fermé contenu
dans [— 1, 1]. Pour tout élément ¥ de A(AX V), 9 =% H
appartient a A(A + V) et

¥ aaxw < |lollacasn < (1 — Al — )7 |F|aaxv)-
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En revenant a la définition des algebres de restrictions on
voit qu’il suffit de considérer le cas ou V = [— 1, I]. Soit
E=A+4+1[—1 ] et soit CF(R) le sous-espace de Co(R)
composé des éléments de Cy(R) a spectre dans E. Une partie
dense dans C§(R) est formée des sommes finies Y, fi(z)e®

€

AEA
du théoréme I. Soit F=A X [— 1, I] et soit C§(R?) la
fermeture dans L*(R?) de I’ensemble des sommes finies

Y fi(z)e™. La norme d’un élément ¢ de A(E) est égale a
AEA
la norme de la forme linéaire définie par cet élément dans le

dual de C§(R). De méme pour F. Ainsi application ¥V — ¢
n’est autre que la restriction & A(F) de la transposée de
I’application E fi(x)er — Z f(z)e™ et le théoréeme I

découle de la prop051t10n 1.2. 3
Le théoreme I comporte une réciproque.

Prorosition 1.2.4. — Sott, s1 t > 0,
a(t) = infglsmlllglf(x)l; fe L]0, 1], [Ifll. = 1f.

(Le 1inf. ci-dessus est pris par rapport a toutes les fonctions de
LY(R), nulles hors de [0, 1], normalisées par la condition
Ifll.. = 1.)

Soit A une partie de R, 1 un nombre réel strictement positif
et strictement inférieur au pas de A et pour tout nombre réel u
soit ¥, la fonction définie sur E = A + [0,1] par ¥, (z)= ™
st A<z A+l Soit C= sup H‘P'HA(E). Alors pour tout

—o<u
polynéme trigonométrique P(z) a spectre dans A ettout t on a

sup |P(z)] > (C7 — oft))[|P]]..

lz| <t
La preuve est trés simple. Posons P(z) = Y @)™ et a tout

AEA
élément f de L!(R), nul hors de [0, 1], tel que Hf”w:i,

associons les éléments de L!(R)
F(z) = 3 all?f(I7(z — )
A€A
Gy(z) = X e f(I7(xz — N)).

AEA
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Alors F(z) et G,(z) sont nuls hors de A + [0,!] etl'ona
Gy(u) = F@)¥y(a)  don |Gyl < CIJF.
ou
sup

TER

3. et f(la)| < CIf ()P (o).
AEA

En prenant le sup. en u du membre de gauche, il vient

(1) IPILIIf ()]l = [[Pll. < ClIf (iz)P()]|..

Pour tout ¢,¢ > 0, le membre de droite de (1) peut étre majoré
par
C sup [P(z)] + Cl{P[l.. sup If (l=)!.

1z <t/

En prenant le inf. par rapport 2 f, on obtient

IPll. < C sup [P(a)| + CI[PYl. o). c.qf.d.

Remarquons que, grice au théoréme de Paley Wiener
([8], p- 24, § 10), pour tout A > 1, on a P'estimation

a(t) = 0 (exp (— t (log t)*)) (t - + ).

2. Isomorphisme entre A ( > A,,) et @ A(A,).

n=>1 n21

2.1. Varopoulos a montré que, si les compacts H,, ..., H,
de R sont, en un sens trés fort, indépendants, les algébres
AH;+ -+ H,) et A(H,)® --- ® A(H,) sont isométri-
ques (Voir [10] th. 4.2.2 pour un énoncé plus précis). Dans
le résultat ci-dessous, les H,, 1 <k <n, sont remplacés
par des ensembles finis, les A,, mais la condition d’indépen-
dance est remplacée par une condition métrique.

Tutorime II. — Soit (A,),5.1 une suite de parties finies de
R telle que

a) A\,c[0, + o[,0eA -
b) le pasde A, dépasse strictement 1., = Y sup (A))

n+1

c) Card A, ... Card A,.l,;; >0 (n— + o0).
Soit E = Y A,.

n>1
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Soit (e,),»1 une suite de nombres réels strictement positifs

telle que Y e, << + oo et soit, pour tout n, A, un nombre réel
n>1

positif tel que le couple (A,, ¢, soit adapté a A,.
Alors, st X A1 <+ oo, les algébres A ( 3 A,,) et

n>1 n>1

& A(A,) sont canoniquement isomorphes.
n>1

Plus précisément soit H, Uapplication de E sur [] A,
définie par H (A + -+ + X, 4+ ---) = (Agy - Ay o 00) "2

Alors Disomorphisme de & A(A,) sur A (E An) est
H,:f—f- H.,. ">t >t

2.2. Dans la preuve du théoréme II nous allons distinguer
une premiére étape: I'étude de A(E) y est remplacée par
celle de A(E,) ou E,=A;+ ---+A,+ [0, l,;4]. Par

passage a la limite, nous en déduirons le théoréeme 11 (en 2.3).

Proposition 2.2. — Soit (Aj)i¢j<n une suite de parties
fintes de R et L., un nombre réel strictement positif vérifiant,
st 1 <<j<n, les conditions a), b) et ¢) ci-dessous

(a) A;je[0, + o[, 0 A,
(b) le pas de A; dépasse strictement
Lin = sup Ajy + -+ 4 sup A, + Ly
Soit alors H, Uhoméomorphisme de
E.=A+ - + A+ [0, by
sur P,=A; X -+ X A, X [0, 1,1,] défint par
H + -+ +8 =0, ..o, A )

st Njed;, 0 <<t 4. Supposons que le couple (A, ¢))
soit adapté & A; et que on aut

() 1 >27A1;,, + ¢,

Alors, pour tout élément W de A(P,), 9 =Y o H, appartient
a AE,) etlona

FEllceo Sl < ( IL (1= 27 A0 = )7 ) ¥lhceo

1<j<gn

La démonstration de cette proposition s’obtient canonique-
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ment, par récurence sur n, a partir du théoréme 1. S1 n =1
on reconnait le théoréeme I. Esquissons le passage de n a
n+1. St W=A+ -+ Ay + [0, l;2], grace au
théoréme I, A(A; + W) est isomorphe & A(A;)®A(W) et,
grace a I'’hypothése de récurrence, A(W) est isomorphe a
AA)® - ®A(A,11)®A([0, ,;2])- En composant ces deux
1somorphismes, on obtient 'isomorphisme annoncé avec, pour
norme, le produit des normes.

2.3. Passons enfin 4 la preuve du théoreme II. Si, pour
tout n, on a 1>27'Al., + ¢, nous remarquons que,
grice a: X A, <<+ o et a: Ye <+ oo, les normes

n>1 n>1
des isomorphismes décrits par la proposition 2.2 sont majorés
par une constante C ne dépendant pas de n. Appelons
alors J, la partie de A(E) (munie de la norme induite)
composée de tous les éléments f de A(E) constants sur

chaque intervalle A, 4+ -+ + A, + [0, [,1;]. Soit V=& A(A,)

n>A
et %, lapartiede U formée des éléments g de U ne dépendant

que des n premiéres coordonnées. Le compact E est de
mesure nulle (condition ¢) du th. I); la réunion des Jfo,,n>1,
est donc dense dans A(E) (Voir p. ex. [4], 1.3, p. 256). La
réunion des %, est dense dans 9. Les isomorphismes
g—>goH, de %, sur L, dont les normes sont bornées se
prolongent, par continuité, en un isomorphisme de U sur A(E)
encore donné par g— go H_ etle théoréme II est démontré.

Sil’on n’a pas 1 >271A,l,, + ¢, pour tout n, on a au
moins ces inégalités pour n >N+ 1 car Y e, <+ o et

n>1
S AL <+ . Soit alors E'= 3 A, 1l est aisé de

n>1 n2N~+1

prouver directement que A(A; + --- + Ay + E’) et
A(A,)® - B A(Ay) B A(E)

sont 1somorphes. La démonstration précédente montre alors

que A(E") et @) A(A,) sont isomorphes. Le théoréme 11

en résulte. n>N+1

Prorosition 2.4. — (Les notations sont les mémes que celles
de la proposition 2.2.)
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A tout nombre p de |1, + o[ on peut associer un nombre
réel strictement positif T, tel que, pour toutes les suites

(ADr1cicn  Api1gicn et (ef)1<ign

vérifiant les hypothéses a), b), c) de la proposition 2.2 avec en
outre l,., = (2A,)7

0<y<2? (1<j<n)

n—1

et [T —Ajsup (Ajyy) — ) < p

1

on ait pour tout polynéme trigonométrique P(z) a spectre dans
Ay + - A,
sup |P(z)| > (8p)7Y||P|l...
lz|< AnTp
Pour montrer ce résultat, on applique les propositions 1.2.4
et 2.2 avec [, = (2A,)"2. On a alors
(1 =270, — )P <4p, (;<2sup )

1<j<n

et 'on définit T, par «(2T,) << (8p)~.

3. Isomorphismes entre divers A (2 t,,A,,).
n>14
Soient & et F deux espaces vectoriels normés, « un
nombre réel positif et L un isomorphisme de & sur &.
Nous dirons que L est, & « prés, une isométrie si les normes
de L et de L~ sont majorées par 1 4 a. On a alors

Tutorime III. — A toute suite (A,),»1 (resp. (An)as1)
de parties finies de [0, + o[ on peut associer trois suites
(an)n>17 (bn)nZI et <cn)n>1 (resp‘ (al’l)nZI’ (b',l)n>1 et (c',l)nzl) de
nombres réels strictement positifs telles que pour toute suite de
nombres réels positifs (t,),51 (resp. (ti).»1) ¢érifiant c), les

algébres de restrictions A ( 3 t,,A,,) et A ( 3 t;A,’,) sotent cano-
a1 r>1
niquement isomorphes dés que, pour tout n, n>1, les ensembles

A, et A, vérifient a) et b).
a) (a,),»1 est une suite de nombres réels positifs telle que

Do, <+ ©;

n>A4
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b) K, est une bijection de A, sur A, telle que la bijection
K, de A(A,) sur AA), f—foK, soit, & a, prés, une
isométrie;

c) la suite (t,),51 (resp. (tu)n.»1) vérifie les deux conditions

bntn > an—i—ltn—i—l + an+2tn+2 + e (n > 1)
I
(resp. bty > anyaters + Gnpotigs + )

et Y cnt"i< + o (resp. > c,’,tiltl< — oo>.

>4 t,,, n>1 tn

d) L’homéomorphisme K de E' = Y t;A, sur E = Y tA,
est définv par >t ot

K (3 )= SuK) (ieA).
a1 a>1

De plus Uisomorphisme de A(E) sur A(E’) est défint par
f—rf-K

Le théoréme III est une conséquence simple du théoréme II.
Les conditions ¢) du théoréme III entrainent que A(E) est

1somorphe a @A(An). En effet, on prend par exemple
n>A

¢, = n2, on choisit A, assez grand pour que le couple

(A,, &) soit adapté & A, ce qui entraine que (A, ¢,)

est adapté a t,A,. La premiére des conditions ¢) du théoréme

I11 est la condition b) du théoréme II et la seconde condition c)

du théoréeme III est la condition Y Al., <<+ o du

théoreme II. >

L’isomorphisme entre A(E) et A(E’) provient alors de

Pisomorphisme & K, entre & A(A,) et & A(AL). (Sur le

n>1 n>1 >4

produit tensoriel d’applications linéaires, voir [1],Ch. I, §1,n°2.)

CoroLLAIRE. — Soit (t,),51 (resp. (ti)a>1) une suite de
nombres réels strictement positifs telle que

n>1=>tn>tn+1+tn+2+"'
(resp. n>1=>1t, > trey + tips + )

2@<—|— o <resp. Etrl‘i<—{— oo)-

/
n>4 tn n>1 tn
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Soit E (resp. E') Uensemble de toutes les sommes

n2>1 n>1

3 Zt; e {0, 13} <resp. 3 xtn;  x, € {0, 1}>
Soit K Uhoméomorphisme de E’ sur E défint par
K(Sak)=Sat o0 1)

a1 a1

Alors f—fo K définit un tsomorphisme de A(E) sur A(E').

Remarques. — Schneider ([9]) a montré que la condition
D tay1fta << + oo peut étre affaiblie en Y (t,44/t,) < +
n21 n>1

mais que cette derniére condition est la meilleure possible
pour que f—fo K soit un isomorphisme entre A(E) et
A(E").

Si l’apphcatmn f—>f-K de A(E) sur A(E’) est de
norme égale a4 1, alors K est la restriction & E’ d’une apph-
cation, non nécessairement continue, mais Q affine de R
dans R (De Leeuw et Katznelson, th. 1.1, p. 122 [3]). McGehee
a donné une version du théoréme III ou le choix de ¢,

dépend des relations Q-linéaires vérifiées par &, &, ..., t,
([6] th. 2, p. 146).

4. Synthése et unicité.

4.1. Soit E un compact de R; une distribution S, a
valeurs complexes, dont le support est contenu dans E et

dont la transformée de Fourier S appartient 4 L=(R) sera

dite une pseudomesure. On pose alors ||S|lew = ||S||. et P'on
note PM(E) l'espace de Banach de toutes les pseudomesures
de support contenu dans E. Si S appartient a PM(E)
et f a LY(R), on pose (S, fY=<(S5, ) et PM(E) devient
ainsi une partie du dual de A(R).

Le compact E de R est un ensemble d’unicité s’il n’existe
aucun élément S non nul dans PM(E) dont la transformée
de Fourier soit nulle a4 I'infini. Le compact E de R est un
ensemble de synthése si pour tout S dans PM(E) et tout g
dans I(E) ona (S, g)=0.
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4.2. Tukorkme IV. — Soit E un compact de R, ([',),5:
une suite de parties finies de R, (l,),5, une suite de nombres
réels strictement positifs et, pour tout n, (A,, €,) un couple
adapté a T,.

On suppose que

a) pour tout n, on a les inclusions

R Fnc E c Fn + [—— ln+1’ ln+1]
b) ime, =¢ <1
¢) im AL, <1 —c«.
Alors E est un ensemble de synthése.
Si, en outre

o 1 —¢)?

d) Tm A, <\ = e)
alors E est un ensemble d’unicité.

La preuve du théoréme IV repose sur une technique d’appro-
ximation des éléments de PM(E) par des éléments de PM([',)
décrite dans le lemme ci-dessous.

. LemMEe. — Sotit, avec les notations du théoréme IV, S dans
PM(E) et soit, st n>1, S, Uélément de PM(I',) défini par

— 8 .’17 A Y+'u+1d
(8(z) est la masse 1 en 0).
Alors, st 1 — e, > A,l,.1, on a, pour tout y réel,

(1) 1.y — SO < balyl(t — &0 — Aulara) [S]lew
(2) [ISallew < (1 — €a — Adlaa) 7{[Slow-

Les preuves de (1) et (2) sont semblables et nous présenterons

celle de (1).
Soit E = F —I_ [ n+17 n+1]7 Pn = I‘n X [— ln+19 ln+1]a ey(x)

la fonctlon a valeurs complexes, définie sur E, par
O,(z) = €7 — &7 s1 lz — ¥l <lops

et ©O,(y, t) la fonction, a valeurs complexes, définie sur P,
par
0,1, 1) = em(etr — 1),
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Grace au théoréme I, on a

[10llaen < (1 — &0 — Adnya) 0] lacen -

Mais 1O,]laeny = [16" — Ula—tner tng < 19llsas
D’ou HOYHA(En) < (1 — & — An n+1) Iylln—}-l ¢
1 suffit alors de remarquer que S,(y) — S(y) = (S, §,) et

que [(S, 0,) < [[S|[ewllf)([axy parce que S est portee par E
et donc par E, qui est de syntheése.

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme : grace
aux hypothéses b) et c), les inégalités (1) et (2) montrent que
les S,, n>1, tendent vers S dans la topologie «(PM(E),
A(R)); on en déduit aussitét que E est un ensemble de
synthése. Pour montrer que E est un ensemble d’unicité,

nous suivons une méthode de McGehee ([6], p. 143, th. 1).
Supposons que lim S(u) =0 et soit (m,),>1 une suite de

a>+o
nombres réels tendant vers + oo et telle que I, ,m,—0

(n - + o). Dans l'intervalle [m,, m, + 2A,], 1l y a un z,

tel que [S,(z)] > (1 — ¢)||Sdl.- On a cependant, par le
lemme 2

1Sa(@a) — S(@)| < lupa(m, 4 28)(L — &4 — Ayl IS ow.
On en déduit que

lé(xn)l > (1 - En)llgn“w - ln+1(mn + 2An)(1 — & Anln+1)—1HS||PM‘

Compte tenu de d) et de I'inégalité ||S||pw << lim ||S,||pom, 1l
est impossible que S(z,) tende vers 0 (n — + o).

4.3. Application aux ensembles Y A,.
n>A
Nous reprenons les notations et hypothéses du théoréme II.
L’ensemble E = Y, A, est un ensemble de synthése et
d’unicité. >

On applique le théoréme IV avec [, = 2 A;. La propo-

sition 2.4 nous apprend que le couple (A,,Tp, 1 — (8p)™) est
adapté & [', et la condition d) du théoréme IV est satisfaite
parce que Lim A,l,,; = 0.

I1 est supposé dans la proposition 2.4 que

0<e; <2 et 1>A sup(Ayy) + ¢
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pour 1 <j<{n. Sicela n’est pas, c’est du moins le cas pour

] >N+ 1. Soit alors E'= Y A,. L’ensemble E’ est de
n>N+1

synthése et d’unicité et E est la réunion finie de translatés

de E’ assez éloignés les uns des autres pour que E soit
aussi un ensemble de synthése et d’unicité.
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