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SUR LES FEUILLETAGES
A GROUPE D’HOLONOMIE FINI
ET FEUILLES COMPACTES

par Marcos SEBASTIANI

1. Le mot «différentiable » voudra toujours dire « diffé-
rentiable de classe C* ».

DEriniTioN. — Un espace stratifié (abstrait) c’est la donnée
d’un espace topologique localement compact X, une famille de
sous-ensembles connexes localement fermés de X (appelés les
« strates ») et une structure de variété différentiable sur chaque
strate, de telle fagon que :

a) Les strates sont deux a deux disjointes et leur réunion est X.

b) Chaque compact de X ne rencontre qu’un nombre fini de
strates.

c) St S est une strate et S est son adhérence, alors S — S
est une réunion de strates de dimension strictement inférieure a

celle de S.

Lemme 1. — St on se donne une partition 9§ de X en
sous-ensembles connexes telle que pour chaque ze X il existe
un voisinage ouvert U de z tel que les composantes connexes
des SnU pour Sed donnent une stratification de Uespace U,
alors 4 est une stratification de X. (Naturellement, on suppose
chaque Sed muni d'une structure de variété différentiable et
on prend sur Sn U la structure induite.)

Démonstration. — Pour vérifier (¢) on doit prouver que si S
et T appartiennenta 9§ etsi Tn(S— S)s£g alors TcS
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et dimT < dimS. Puisque T est connexe et TcS est
fermé dans T il suffit de prouver que T n'S est ouvert dans T.

Soit xeTnS. Soit U un vmsmage de z qui vérifie les
conditions du lemme. Soit V un voisinage ouvert de z tel que

V soit compact et VcU. Alors, il n’y a qu'un nombre fini
de composantes connexes de Sn U dont I'intersection avec V

est non-vide. Donc, zeS; ol S; est une composante connexe
de SnU. 51 T, estla composante connexe de TnU qui

contient 2, alors dimT; <dimS; =dimS et T,<cS, cS.

Comme 2eT; et T, est ouvert dans T, TnS est ouvert
dans T et dim T < dim S.

2. Soit G un groupe fini et soit a: G — GL (n, R) une
représentation fidéle. On définit gu = «(g)(u) pour tout
geG ettout ue R On pose:

Gs = {geGlgs=s pour tout seS}
et
Fa ={ueRhu=1u pour tout he H}

st ScR"® et si H et un sous-groupe de G. Alors Gg est
un sous-groupe de G et Fy et un sous-espace de R Si
ue R G, est appelé le sous-groupe isotrope de u.
Soit
Su = {ue R"|G, = H},

H étant un sous-groupe de G. Sy est ouvert dans Fg et

Sg = Fu. Fg — Sy est la réunion des Sy tels que HcH’
et H=£H'.

Soit X = R"/G avec la topologie quotient. Soit Sy l'image
de Sy dans X. Soit N(H) le normalisateur de H dans G.
Alors N(H)/H opére librement sur Sy et

Sy = Sg/(N(H)/H).
Donc, Sy est une variété différentiable.

LemMe 2. — Les composantes connexes des Sm, pour tous
les H sous-groupe isotrope de G, donnent une stratification
de X.

La démonstration est immédiate d’aprés ce qu’on vient de
voir.
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3. Soit E une variété différentiable connexe sur laquelle
on s’est donné un feuilletage différentiable a feuilles de di-
mension r. On suppose toutes les feuilles compactes et tous les
groupes d holonomie finis. Soit X 1’espace quotient de E
par la relation d’équivalence qui consiste a identifier les
points qui sont sur une méme feuille. Alors X est localement
compact par le théoréme de stabilité d’Ehresman-Shih [2].

Soit w:E — X la projection canonique. Pour chaque
peE onappelera F, la feuille qui contient p et pour chaque
ze X on posera F, = nl(z).

On peut définir de fagon naturelle un faisceau % sur E
qui induit sur chaque feuille le faisceau d’entiers tordus de cette
feuille. On prend comme fibre de Z sur peE le groupe
abélien :

zp = Hr(Fp’ Fp - {P}, Z)

S1 (U, h) est une carte locale de la structure feuilletée,
alors h définit évidemment une orientation locale de F,
dans p pour chaque peU. Soit w,eZ, la classe fonda-
mentale de cette orientation. Alors, pour définir la topologie

de 3, on exige que la section s: U — 3% donnée par:
s(p) = ¥ pour tout peU

soit continue.

Soit #* = #6*(~, Z) le faisceau gradué de cohomologie
de w a coefficients dans Z [3] chap. 2,4.17. On peut décrire
la topologie de #" de la fagon suivante: #6; = H'(F,, %|F,)
est cyclique infini engendré par la classe fondamentale v,
de F, (4 coefficients tordus). Soient z,e X et p,eF,.
Alors, il existe une carte locale (U, &) de la structure feuilletée,
avec poe U telle que:

a) F, a une seule plaque dans U.

b) Si V= =(U) et s1 k, est le nombre de plaques de F,
dans U pour chaque xzeV, alors la section s de "
au-dessus de V (qui est ouvert par le théoreme de stabilité)
définie par:

s(z) = kyv, pour tout zeV

est continue (Cf. [6].)
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De ceci et du théoréeme d’Ehresman [1] on déduit la:

Prorosition 1. — L’ensemble des points de X au voisinage
desquels le faisceau ¥ est constant coincide avec U'ensemble
des points de X au voisinage desquels = est une fibration
localement triviale.

Lemme 3. — Soit L wun sous-espace de X. Soit L° le
sous-ensemble de L, ouvert dans L, formé par les points de L
qui admettent un voisinage sur lequel ¥67|L est constante. Alors
L® est dense dans L.

Démonstration. — Soit U un voisinage dans X de zeL.
Si U est assez petit on peut supposer qu’il existe une section
continue s: U — 36" telle que s(z)=v, et s(y) =k,
pour ye U oules k, sont bornés puisque on a supposé que
le groupe d’holonomie de F, est fini.

Soit yoeUnL tel que k, >k, pour tout yeUnL.
Alors, y, e L

Prorosition 2. — Soit
Xo = X, Xl == X - Xo, Xg B Xl -_— Xg, etc.
Soit Y, =X, — Xi;1 pour 1=0,1, 2, ... Alors

a) On peut introduire de fagon naturelle une structure de
variété différentiable sur chaque Y; et les composantes connexes
des Y,; donnent une stratification de X.

b) Yi=n"YY,) est une sous-variété différentiable de E
et w:Y;—> Y, est une fibration différentiable localement
triviale.

¢) Y; estdensedans X; et Y, = X..

d) Y, est connexe.

Démonstration. — La partie ¢) se déduit du lemme 3 et du
fait que X; est fermé.

Soit ze X et soit peF, Soit G le groupe d’holonomie
de F,. On peut trouver une représentation linéaire fidele
de G dans R™ (ou n est la codimension du feuilletage) et
un plongement f: R* — E tels que f(0)=p et f(u) et f(v)

sont dans la méme feuille si et seulement si gu = ¢ pour un
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geG. Alors =(f(R") s’identifie & R"/G. On peut aussi
supposer que [ est transverse au feuilletage en chaque point
et que =(f(R")) est ouvert dans X. Enidentifiant U = =(f(R"))
avec R”/G on peut énoncer le

Lemme 4. — Pour tout 1 =0,1, 2, ... ona
Y, nU =vu {Su|H e}

ou F; est une famille de sous-groupes isotropes de G telle
quest H  H' eJ, et HcH' alors H=H'.

Admettons ce lemme. Alors, chaque Su, pour Hed,
est une variété différentiable ouverte dans Y;. En répétant
le procédé pour chaque ze X on obtient un recouvrement de
Y; par des ouverts qui sont des variétés différentiables. Mais
comme le feuilletage est différentiable les structures différen-
tiables sur ces ouverts sont compatibles et définissent une
structure de variété différentiable sur Y,. Les lemmes 1 et 2
permettent de compléter la démonstration de a).

Soit ueSyg. Soit W un voisinage de u dans R" assez
petit pour que gWnW =g si geH et tel que

W, =WnSgcSy et Sg — Sk

soit un difféomorphisme sur W;. Alors il existe une carte
locale (V, h) de la structure feuilletée telle que f(u)eV,
chaque feuille de Y; a une seule plaque dans V et Y;nV
est difféomorphe & W; X R". Ceci et le théoréme d’Ehresman
[1] prouvent la partie b).

Pour prouver d) on observe d’abord que le lemme 4 est
trivial pour 1 =0 et que F, se réduit au sous-groupe trivial
de G. Or, S;;; est toujours connexe. Donc, d) résulte du
lemme 3 et de la topologie générale (Voir le lemme du § 3
de [3]).

Il reste a prouver le lemme 4. On prouvera par récurrence que
XinU=vu {Su|HeG}

ou §; est une famille de sous-groupes isotropes de G et que
Y. nU=vu{Sq|HeF}

ou J; estla famille des éléments minimaux de G,
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C’est évident pour i=0. Admettons-le pour i —1 et
prouvons-le pour i, t > 1. Puisque X;=X;_; — Y,_; ona
que :

XinU=wv {SH|He(§i}

pour une famille §; de sous-groupes isotropes de G. Soit
He§ minimal. Soit weSm. Soit W un voisinage de u
tel que gWnW =g s1 ge H. Alors, 'image réciproque de
X;nU dans W est WnSy, et WnSg— Sy est injective.
Comme cela est valable pour tout ue Sy, on a SecY, = Xo

Soit He(; non-minimal. Soit H'e(§, H' cH, H - H.
Soit we Sy Alors 1l existe une suite {u,} cR* telle que
u, > u et u,eSyp pour tout k. Si heH et he H alors
hu, == u, pour tout k et hu = u. Comme les images des u,
dans U sont contenues dans X; on aura que 'image de u
dans U est dans X,;;. Donc, Sy e X,.
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