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INVERSION D’OPERATEURS DE COURBURE AU
VOISINAGE D’UNE METRIQUE RICCI PARALLELE

par Erwann DELAY (*)

RESUME. —  Soit (M, g) une variété riemannienne compacte sans bord, & cour-
bure de Ricci parallele. Nous montrons que certains opérateurs, affines en la cour-
bure de Ricci, sont localement inversibles, au voisinage de la métrique g.

ABSTRACT. — Let (M, g) be a compact riemannian manifold without boundary,
with parallel Ricci curvature. We show that some operators, affine relatively to
the Ricci curvature, are locally invertible, near the metric g.

1. Introduction

Sur une variété Riemannienne (M, g), considérons Ric(g) sa courbure
de Ricci et R(g) sa courbure scalaire. Parmi les (champs de) 2-tenseurs
symétriques géométriques naturels que I'on peut construire, les plus simples
sont ceux qui seront « affines » en la courbure de Ricci, autrement dit, de
la forme

Ein(g) := Ric(g) + sR(g)g + Ag,

ou k et A sont des constantes. Ainsi, si Kk = A = 0 on retrouve la courbure
de Ricci, si k = —% le tenseur d’Einstein (avec constante cosmologique A),
—ﬁ et A = 0 le tenseur de Schouten. Rappelons que ce
tenseur est géométriquement naturel dans le sens ou pour tout difféomor-

enfin si kK =

phisme ¢ assez régulier,

¢ Ein(g) = Ein(¢"g).

Mots-clés : Courbure de Ricci, variété produit, métriques d’Einstein, 2-tenseurs symé-
triques, EDP elliptique quasi-linéaire.

Classification math. : 53C21, 53A45, 58J05, 58J37, 35J62.
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522 Erwann DELAY

Nous nous posons ici le probleme de l'inversion de 'opérateur Ein. On
se donne donc F un champ de tenseur symétrique sur M, on cherche g
métrique riemannienne telle

(1.1) Ein(g) = E.

On doit ainsi résoudre un systéme quasi-linéaire particulierement complexe.
Le cas de la courbure de Ricci prescrite remonte aux années 80. DeTurck [9],
en 1981, a tout d’abord montré un résultat d’existence locale au voisinage
d’un point p dans R™ sous ’hypothése (intrinséque) que la matrice de Ric(g)
en p soit inversible (il a depuis entrepris une longue étude systématique pour
le cadre local, comme le montrent ses travaux en 1999 [12]).

Puis il y a eu des résultats globaux : DeTurck [10], en 1982, a traité le cas
trés particulier de la dimension 2, pour les surfaces compactes. 11 obtient
une condition nécessaire et suffisante faisant intervenir la caractéristique
d’Euler-Poincaré. Hamilton [15], en 1984, a traité le cas de la sphere unité de
R™*1 (avec n > 2) en prouvant un résultat d’inversion locale au voisinage de
la métrique standard. Nous avions ensuite prouvé un résultat analogue sur
lespace hyperbolique réel [6], et complexe [8], au voisinage de la métrique
canonique. Parmis les résultats récents on peut aussi citer les travaux de
A. Pulemotov comme [17].

Ce type d’inversion locale a été ensuite adapté a certaines variétes d’Ein-
stein [4, 7, 11]

Notons qu’il existe aussi des résultats d’obstruction sur I'inversion de la
courbure de Ricci [1, 3, 6, 13, 15].

Afin d’illustrer simplement le type de résultats obtenus ici, nous en don-
nerons un corollaire :

THEOREME 1.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne lisse dont la
courbure Ein(g) est non dégénérée et paralléle. On suppose que k = 0 et
que —2A n’est pas dans le spectre du laplacien de Hodge agissant sur les
1-formes, ni dans le spetcre du laplacien de Lichnerowicz. Soient k € N\{0}
et a € (0,1). Alors pour tout e € Ck*%%(M,S,) proche de zéro, il existe
un unique h proche de zéro dans C*+2%(M,Ss,) telle que

Ein(g + h) = Ein(g) + e.

De plus ’application e — h est lisse au voisinage de zéro entre les espaces
de Banach correspondants.

Ce théoreme est un cas particulier du théoréme 6.1 ou x n’est pas forcé-
ment nulle et —2A peut étre dans spectre du laplacien de Lichnerowicz, a
condition de modifier I’équation (1.1) par 'ajout d’une projection.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Nous étendons ainsi les résultats antérieurs sur les variétés compactes
d’Einstein, de courbure positive, au cas de métriques Ricci paralleles, et de
tous types de courbures. Noter aussi 'apparition d’une condition topolo-
gique via le laplacien de Hodge (annulation du premier nombre de Betti si
k=A=0).

La régularité de notre solution est optimale, il suffit de transporter 1’équa-
tion par un difféomorphisme peu régulier pour s’en convaincre.

Le fait que la métrique de départ soit Ricci parallele équivaut au fait
qu’'elle est localement le produit de métriques d’Einstein (voir par
exemple [18]).

Un exemple modele pour cet article est le produit de deux variétés com-
pactes d’Einstein (M, ¢g1) et (Ma, g2), ainsi

M=DM xMy, g=g1 D go-

Le cas particulier Kk = A = 0, donc de prescription de la courbure de
Ricci, doit servir de fil conducteur. Dans ce cas le noyau du laplacien de
Lichnerowicz Ay, est de dimension au moins 2 puisqu’il contient

c191®cega, c1,c0 €R.

Concernant les travaux précédents sur les variétés compactes, ou la di-
mension du noyau de Aj est supposée étre égal a 1, on peut remplacer
la résolution qui sera donnée ici « a une constante additive prés » par une
résolution a « une constante multiplicative pres », voir la remarque 4.4.

Apres une étude plus précise de la positivité de Ay et de son noyau,
nous donnons des exemples de variétés a courbure sectionnelle positive
(au sens large) qui vérifient les hypothéses. Par souci pédagogique, nous
commencons par 'inversion de 'opérateur de Ricci en section 4.

On traite aussi d’un résultat analogue pour 'opérateur de Ricci contra-
variant, plus adapté au cas de la courbure négative.

Enfin on étudie la prescription des autres opérateurs de courbure, dont
le théoreéme 1.1 est en fait un cas particulier, ou nous donnons un exemple
en courbure nulle.

Finalement, cette derniere étude nous permet de prouver que 'image
de certains opérateurs de type Riemann-Christoffel sont des sous-variétés
lisses dans C*°.

2. Définitions, notations et conventions
Nous noterons V la connexion de Levi-Civita de g, par Ric(g) sa courbure

de Ricci et par Riem(g) sa courbure de Riemann sectionnelle.

TOME 67 (2017), FASCICULE 2



524 Erwann DELAY

Soit 7,7 'ensemble des tenseurs covariants de rang p et contravariants de
rang g. Lorsque p = 2 et ¢ = 0, on notera Sy le sous ensemble des tenseurs
symétriques qui se décompose et G @8, ot G est Pensemble des tenseurs g-
conformes et Sy Pensemble des tenseurs sans traces (relativement & g). On
utilisera la convention de sommation d’Einstein (les indices correspondants
vont de 1 & n), et nous utiliserons g;; et son inverse g% pour monter ou
descendre les indices.

Le laplacien (brut) est définit par

A =—trv? = V'V,

ou V* est I'adjoint formel L? de V. Le laplacien de Lichnerowicz agissant
sur les (champs de) 2-tenseurs covariant symétriques est

(2.1) Ap = A+ 2(Ric — Riem),

N

oll
. 1. 2 . k
(Ric u);; = é[Rlc(g)ikuj + Ric(g) jrusi],

et

(Riem u);; = Riem(g)ju™.

Pour » un 2-tenseur covariant symétrique, on définit sa divergence par
(divu); = —Viuy;.
Pour une 1-forme w sur M, on définit sa divergence par :
d*w = —Viuw;,
et la partie symétrique de ses dérivées covariantes :

1
(Lw)ij = 5 (Viw; + Vjwi),

(notons que L£* = div). Le laplacien de Hodge-de Rham agissant sur les
1-formes sera noté

Ag =dd* +d*d= A +Ric.

On définit Popérateur de Bianchi des 2-tenseurs symétriques dans les
1-formes :

1
By(h) = divy h+ 5d(Try h).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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3. Laplacien de Lichnerowicz et isomorphisme

Nous commencerons cette section par une autre écriture du Laplacien de
Lichnerowicz. Elle permet entre autre de voir simplement que les tenseurs
paralleles sont dans son noyau. On considére l'opérateur de Ss dans T3
définit par

1
(Du)gij := ﬁ(vkuij — Vju),

cet opérateur étant , & une constante pres, la différentelle extérieure de u
vue comme une 1-forme & valeur dans le cotangent (voir [2] 1.12. p. 24).
L’adjoint formel de D est

* 1 k k k k
(DT = Tﬁ(—v Thij — ViTkji + VT + Vi Tjik).
Ainsi on a
* k [P k

D D’Ll,ij =-V Vkuij + §(V viu]'k + \% Vjuik).

Remarquons d’autre part que
1
Eﬁ*um = —i(Vinujk + Vjvkulk)

et que

VRV juin — V;VFuy, = Ric(g) g ul — Riem(g)giju®
On obtient ainsi la formule de Weitzenbock :

Ak :=D*D+ LL" = V*V + Ric — Riem.

Par conséquent on a :
(3.1) AL =2(D*D+ LLY) - V*V.

Si (M, g) est une variété compacte, nous noterons II la projection ortho-
gonale L? sur ker Ay. Ainsi, si hy,..., hx est une base L?-orthonormée de
ker AL,

k
T(h) = "(h, hi)r2hi.
i=1
Nous pouvons énoncer la
PROPOSITION 3.1. — Soient k € N, a € (0,1) et ¢ un réel non nul.

L'opérateur Ap + cIl est un isomorphisme de CFt2%(M,S,) dans
Crh(M,Ss).

TOME 67 (2017), FASCICULE 2
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Démonstration. — Le preuve est classique, nous en donnerons juste les
grandes lignes. Notons K le noyau de dimension finie de Ay, ces éléments

sont lisses par régularité elliptique. On note K+, I'orthogonal L? de K.
Alors

AL H’nkKt — Kt

est un isomorphisme (voir par exemple les théorémes 31 et 27 pages 463 et
364 de [2]). Ensuite tout élément h € H? se décompose en

h=u*+uc(H*NnK+H) oK.
L’application
h Ap(ut)+cue KXok

est clairement un isomorphisme, or c’est Ay, + cIl. 11 suffit ensuite d’utiliser
la régularité elliptique pour conclure a I'isomorphisme entre les espaces de

Holder. O
Etudions maintenant plus précisément le noyau du Laplacien de Lichne-
rowicz.
LEMME 3.2.

(1) Si Ric — Riem est positif sur L? alors ker Aj, = ker V.
(2) Si La courbure de Ricci est paralléle et que le premier nombre de
Betti est nul alors ker Ay, C kerdiv.

Dans les deux cas nous avons
ker Ay, C kerdivNker(d o Tr) C ker By,
en particulier

By oIl =0.

Démonstration. — Par V’écriture (3.1), il est clair qu'on a toujours
kerV C ker Ay. Pour l'autre inclusion, il suffit revenir a la définition de
Ayr (2.1). Enfin si la courbure de Ricci est paralléle, par [16] on a

(32) AH odiv = div OAL.

Pour la derniére inclusion rappelons juste que Ay, respecte la décomposition
Sy =G @ Sy avec

(3.3) TroA; =AoTr. O

Afin de connaitre aussi I’éventuelle positivité de Ay, étudions celle de
Ric — Riem. Nous donnons pour cela un lemme algébrique.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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LEMME 3.3. — Soit un point x de M, on note Ricni, la plus petite
valeurs propre de Ric(g) en ©, Knax €t Kmin le max et le min de la courbure
sectionnelle en x. Alors pour tout h € Sy en x, on a I'inégalité ponctuelle :

((Ric — Riem)h, h)g, > max{2Ricmin —(n — 2) Kmax, nKmin}HhHgm.

Démonstration. — La preuve est inspirée du lemme de Fujitani [2, p. 356]
(voir aussi dans [13] la preuve du corollaire 3.4 p. 356) mais adaptée au
cas non forcément Einstein. Choisissons h € S, un tenseur propre de
Ric — Riem. Prenons une base orthonormée ot h est diagonale, de valeurs
propres Ap, ..., A\, avec A; = sup | ;| (et > A; =0). On pose

((Ric — Riem)h, h),, -
1113,

a =

On a

CL>\1 = [(RIC — Riem)h]11

= Z Ryhy — Z Ritr1hir
l ik

= Riihi — > Rianhi

it
=R — ZKmax)\i + Z(Kmax — Ri1i1) i
il i1
- Rll)\l + Kmax)\l + Z(Kmax - Rilil)/\i
i1
2 RiiA 4+ KpaxA — Z(Kmax — Riin)M
i1

= Ri1M — (n — 2)Kmax M

2 (2 Ricmin —(7’L — Q)Kmax))\l .
Le méme type de raisonnement donne
adi = R — Y Kminhi — Y _(Ritin — Kuin) A
i#1 i#1
> RuMt + Kmind — Y (Ritit — Kmin) M
i#1
= nKmin/\l . O

TOME 67 (2017), FASCICULE 2



528 Erwann DELAY

4. Cas de la courbure de Ricci

Il est maintenant bien connu que ’équation de Ricci n’est pas elliptique a
cause de l'invariance de la courbure par difféomorphisme. Nous allons mo-
difier cette équation en s’inspirant de la méthode de DeTurck. On y ajoute
donc un terme jauge pour rendre cette nouvelle équation elliptique, tout en
faisant en sorte que ses solutions soient encore solutions de I’équation de
Ricci. Nous devons aussi ici prendre en compte le fait que le laplacien de
Lichnerowicz peut avoir un noyau de dimension plus grande que 1, contrai-
rement aux travaux précédents. Afin de construire notre nouvelle équation,
rappelons quelques différentielles d’opérateurs.

Nous avons déja (voir [2] par exemple )

1
DRic(g)h = 5ALh — £,B,(h).

Le linéarisé en la premiére variable de l'opérateur de Bianchi est (voir par
exemple [7])

[DB)(R)](9)h = —RBqy(h) + T(g, R)h,

ou R est identifié ici a ’endomorphisme de T* M correspondant et
1
[T(g, R)h); = T(g, R);'ha = 5 (V"R + V' R} = V;R™)hyy
En particulier, si g est Ricci parallléle on a
[DB.(Ric(g))](9)h = —RicyBy(h).

TWk)-
Rappelons enfin que pour toute métrique g, on a By(Ric(g)) = 0 par
I'identité de Bianchi.
L’équation que nous choisissons de résoudre sera

(4.1)  F(h,r) :=Ric(g + h) — R(h,r) — Lg{Ric, " Byip[R(h,7)]} =0,

ot est Ric, I'endomorphisme de 7*M donné par (w;) — (Ric(g)*

ou

R(h ) = Rie(g) + 7 TI(R).

et IT est la projection orthogonale L? sur kerAY .
Commencgons par vérifier que les solutions de la nouvelle equation sont
solutions de I’équation qui nous intéresse.

PROPOSITION 4.1. — Soit (M, g) une variété riemannienne lisse dont
la courbure de Ricci est non dégénérée et parallele. On suppose que le
premier nombre de Betti est nul. Soient k € N\{0} et « € (0,1). Si h €

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Ck*+2:2(M, S,) est assez petit, et que la métrique g-+h est solution de (4.1),
alors c’est une solution de

Ric(g + h) = R(h,r).

Démonstration. — On applique Bgi, & 1’équation (4.1). Remarquons
que Bgip[Ric(g + h)] = 0 par Iidentité de Bianchi. Ainsi, si on pose

w = Ric, ' Byyn(R(h,1)),
on obtient
Pyipw = Bgip[Ly(w)] + Ricgw = 0.
L’opérateur P, se lit en coordonnées locales :

1 1 , .
(Pyw); = V! E(viwﬁvjwi) +§Vjvzwi+R1C(g)§wk.

Commutons les dérivées et multiplions par 2, on obtient
2P; = Ayw + Ricgw = Agw.

Comme le premier nombre Betti est nul (b; = 0) I'opérateur P, a un noyau
L2 trivial (et c’est un isomorphisme de C*+1:%(M, 7;) dans C*~12(M, Ty)).
Maintenant si h est petit dans C*+2:2(M,S,), Vopérateur Py, reste in-
jectif. On peut donc conclure que w = 0. |

Remarque 4.2. — Le fait que Byyp[R(h,r)] s’annule prouve que 'ap-
plication identité de (M, g+ h) dans (M, R(h,r)) est harmonique (voir [14]
par exemple).

Nous allons maintenant construire les solutions de (4.1) par un argument
de fonctions implicites dans des espaces de Banach.

PROPOSITION 4.3. — Soit (M, g) une variété riemannienne lisse dont la
courbure de Ricci est non dégénérée et paralléle. Soient k € N et o € (0,1).
Pour tout r € C*+2:%(M,S,) petit, il existe un unique h proche de zéro
dans C*+2:2(M, S,) solution de (4.1).

Démonstration. — On considéere F comme application définie au
voisinage de zéro dans CK+2Y(M,Sy) x CF*29(M,Sy) a valeur dans
Ck*(M,S;). On a déja F(0,0) = 0. Compte tenue des différentielles des
opérateurs données en début de section et du lemme 3.2, la différentielle
relativement & h en 0 est

1 1

TOME 67 (2017), FASCICULE 2
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Par la propositon 3.1, cet opérateur est un isomorphisme de C*+2:%(M, Sy)
dans CF*(M,S,). Le théoréme des fonctions implicites permet de
conclure. O

Remarque 4.4. — R(h,r) peut etre remplacée par un 2-tenseur tel que
R(0,7) = Ric(g) + r et DLR(0,0) = cII, ¢ # 0. Par exemple dans [4] ot le
noyau de Ay, est réduit aux multiples de g, on a

1

1
Ih) = ———— Tr, hd = —<Tr, h
(h) nVolg(M)(/M vy hdpig)g n < Hglt >0,

et comme Ric(g) = g, on peut prendre
R(h,r) = en<Ta">(Ric(g) + 7).

Exemple 4.5. — Rappelons tout d’abord qu’une métrique Ricci paral-
lele est forcément localement le produit de variétés d’Einstein (voir par
exemple [18]). En particulier si g est un produit de métriques d’Einstein a
courbures scalaires strictement positives, alors comme Ric(g) > 0, le pre-
mier nombre Betti est nul et les propositions 4.1 et 4.3 s’appliquent. Si
de plus les courbures sectionnelles sont positives (ou nulles), alors par le
lemme 3.3, Ric — Riem > 0 et le noyau de A est réduit aux 2-tenseurs
symétriques paralléles.

5. Opérateur de Ricci contravariant

On s’intéresse ici a 'inversion de 'opérateur de Ricci contravariant :
g — Ric(g)

dont les composantes en coordonnées locales sont Ric(g)” = g**¢?! Ric(g) .
Nous utiliserons la notation évidente

Ric(g) = g~ " Ric(g)g ™"

Nous adaptons les étapes de la section 4. Tout d’abord on a
DRic(g)h = g‘l[%ALh — £,B,(h) — 2Richlg~.
Posons B,(R) = B,(gRg), ainsi si VR = 0, on obtient
DB()(R) = —gRBgy(h) + By(hRg + gRh).
Si de plus R = Ag~!, on trouve
DB()(R)h = ABy(h) = gRB,(h).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



INVERSION D’OPERATEURS DE COURBURE 531

L’équation avec jauge que nous choisissons de résoudre ici sera
(5.1) F(h,T):= g[Ric(g + h) — R(h,7)]g + Lo{Ric, " Byin[R(h, )]} =0,

ou
_ _ 1
R(h,T) = Ric(g) + 7 — 59’1H(h)9’1,

et II est la projection orthogonale L? sur ker(A9 — 4 Ric).

THEOREME 5.1. — Soient k € N\{0} et « € (0,1). Soit g une métrique
d’Einstein a courbure scalaire non nulle. On suppose que le noyau de I'opé-
rateur Ay — 4 Ricy est trivial, ainsi que celui de A — 4@ agissant sur les
fonctions . Alors pour tout ¥ € C*t2:%(M,S?) proche de zéro, il existe un
unique h proche de zéro dans C*+%(M,S,) telle que

_ _ 1
Ric(g + h) = Ric(g) +7 — §g_1H(h)g_1.

De plus I'application T — h est lisse au voisinage de zéro entre les Banach
correspondants.

Démonstration. — On a encore F(0,0) = 0 et comme g est d’Einstein,
par les hypothéses sur les noyaux et en utilisant les formules (3.2) et (3.3)
on trouve que les éléments du noyau de Ay — 4 Ric sont a divergence nulle
et trace nulle (dit aussi TT-tenseurs), en particulier B, oIl = 0. On trouve
ainsi

— 1 1—
DyF(0,0) = 5Ar —2Ric 41T

L’analogue de la proposition (3.1) prouve que cet opérateur est un isomor-
phisme de C*+2:%(M, Sy) dans C**(M,S,). Par le théoréme des fonctions
implicites, pour tout 7 € C*¥+%(M,S?) petit, il existe h proche de zéro
dans C*+2:%(M,S,) tel que

F(h,7)=0.
On applique ensuite B, a I'équation (5.1), on obtient

Pyinpw = BgypLgw — Ricgw =0

ou
w = RiC;l Fg{»h(ﬁ(ha?))
Or par hypothese,
— 1 1
Py = §(A — Ricy) — Ricy = i(AH —4Ricy)

est injectif, ainsi si h est assez petit, Fg+h I’est aussi, donc w = 0. O

TOME 67 (2017), FASCICULE 2
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Exemple 5.2. — Une variété compacte d’Einstein a courbure scalaire
strictement négative, par exemple normalisée par
Ric(g) = —g.

satisfait les hypotheéses. Si ’on veut en savoir un peu plus sur la positivité
et la projection, remarquons tout d’abord que

A —4Ric = A — 2(Ric+ Riem).

Ainsi par le lemme de Fujitani [2, p. 356], si en plus la courbure sectionnelle
est négative (ou nulle), on a Riem < 1 et comme Ric = —1, on en déduit
que A, —4Ric > A > 0. Dans ce cas on a en particulier ker(A; —4Ric) C
ker V mais comme ker V C ker Ay (rappelons la formule (3.1)) on trouve
ker(Ap — 4 Ric) = {0} et I'inversion a lieu sans projection sur le noyau.

6. Autres opérateurs de courbure

Nous montrons ici que la méthode de la section 4 peut aussi étre adaptée
a d’autres opérateurs, affines en la courbure de Ricci. Pour x et A deux
constantes réelles, on définit le tenseur

Ein(g) := Ric(g) + kR(g)g + Ag.

Ainsi par exemple lorsque k = f% on retrouve le tenseur d’Einstein (avec

constante cosmologique A), et si kK = *ﬁ et A = 0 le tenseur de
Schouten. On étudie 'inversion de I'opérateur Ein. On se donne donc E un
2-tenseur symétrique et I'on cherche g telle que

(6.1) Ein(g) = E.
Comme nous avons

Tr, Ein(g) = (1 + nk)R(g) + nA,
I’équation (6.1) est équivalente &

kTr, E+ A
Ri =F- 95— =
ic(g) Tt mr
Pour E quelconque, on définit
2 1 -2

2t - ByE) - YR
2(1+ kn) 2(1 + kn)
de telle sorte que I’identité de Bianchi se traduise ici par

B,(Ein(g)) = 0.

By(E) =divy E + dTry E,
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Connaissant déja la différentielle de B,(E) relativement & la métrique
(voir [7] par exemple), on trouve que la différentielle de cet opérateur rela-
tivement a la métrique est

(n—2)k

D[By(E)l(g)h = —EBy(h) + 21+ rn)

d{E,h) +T(E,h),
ou FE est identifié ici a 'endomorphisme de T* M correspondant et
1 )
T(E,h); = 5(VeEji + ViBy; = V;Ew)h™.

Par analogie avec la section 4, on définit

kTrgen B+ A

h,e) :=Ri h)—FE
F(h,e) i= Ric(g +h) — E + "2

(g+h) — LyEin, ' Byn(E),
ot Ein, est 'endomorphisme de T*M associé a Ein(g),
1~
E =Ein(g) + e — iﬂ(h),

et IT une projection L? sur un espace de dimension fini & préciser ultérieu-
rement. On a déja

F(0,0) = 0.

Si la courbure de Ricci est parallele, on a V Ein(g) = 0 et si 'on suppose
By oIl = 0, on obtient

D, F(0,0)h

1 1=~

. . 1 ~
T </£ Tr, Ein(g) h + Ah — k(Ein(g), h)g — of Tr, II(R) g)

(n—2)k .1 -
D b min),

Ainsi si g est d’Einstein Ein(g) = 7g ousi K =0, on a

1 1~
Dy F(0,0)h = SALh+ 3Ti(h)

1+kn

~ (n=2)k
2005 rm) VV Trgy h.

1 ~
(nm- h+Ah—rkrTrghg— 2 Try II(R) g)
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Cette différentielle nous incite a définir opérateur
(nkT 4+ A) n K
14+kn n(l+xkn

2
Ph:=Aph+

] ((n —2)ATrg h —2n7 Tty h) g

Ce dernier respecte le scindage S; = G & S». En particulier si u est une
fonction sur M et h un champ de 2-tenseurs symétrique sans trace, on a

o 1 s o
P(ug + h) = mp(u)g + P(h),

ol
p(u) = (14 2(n — 1)k)Au + 2Au,
et
P(h) = [AL + 2kR(g) + 2A] h.

Pour u une fonction sur M et h un champ de 2-tenseurs symétrique sans
trace, on définit

(ug + h) == m(u)g +I1(h),

ol 7 est la projection L? sur noyau de p, et 11 la projection L? sur noyau
de P. Ainsi si h = ug on trouve

1 -2 .
DLF(0,0)(ug) = 3pl) + )l — G s
ot Hess u est la partie sans trace de la hessienne de u. Si h = h est sans
trace, on trouve

Dy F(0,0)(h) = (1‘5 + r"[) h.

DN | =

o)
A € R. Soit g une métrique Ricci paralléle si k = 0 et d’Einstein sinon,
telle que Ein(g) est non dégénéré. On suppose que le noyau de p est trivial
ou réduit aux constantes, et que ker(Ag +2kR(g) +2A) = {0}. Alors pour
tout e € CF+2:%(M,Sy) petit, il existe un unique h proche de zéro dans
Ck+22(M, S,) telle que

THEOREME 6.1. — Soient k € N\{0}, a € (0,1),  # —21 —ﬁ et
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Ein(g + h) = Ein(g) + ¢ — %ﬁ(h),

De plus 'application e — h est lisse au voisinage de zéro entre les Banach
correspondants.

Démonstration. — Les hypotheéses sur les noyaux garantissent que les
éléments du noyau de P sont de trace constante et, en utilisant (3.2), &
divergence nulle. On a bien ainsi

BgOﬁ:O

Les analogues évident de la proposition 3.1 prouvent que p+m et P11 sont
des isomorphismes de C*+2:% dans C*® et donc que D;, F(0,0) aussi. Les
calculs qui précedent et le théoréme des fonctions implicites impliquent
alors que pour e € C*+2.%(M,S,) petit, il existe h proche de zéro dans
C*+2:2(M, S,) tel que

F(h,e) =0.
On applique maintenant By a cette équation ainsi
ByinF(h,e) = —Byin(E) — BysnLy Einy ' By (E) = 0.
On pose w = Eim;1 Byin(E) alors
Pyiphw = BgypLyw + Eingw = 0.
Mais par hypothése
o

P, = (A — Ricy) + Ein,

1

= i(A + Ricg +2kR(g) + 2A)
1

= 5(AH +2kR(g) + 2A)

est injectif, ainsi si h est petit P4, l'est encore donc w = 0. (|

1

2(n—1)"
quitte & prendre A assez grand, tous les opérateurs seront strictement po-

Exemple 6.2. — Notons que quelle que soit la courbure, si kK > —

sitifs et I'inversion a lieu sans la projection. Afin de donner un exemple en
courbure nulle, remarquons que pour le tore plat, il suffit de prendre A > 0.
Ce dernier exemple nous a poussé a étudier dans un autre article [5], une
version asymptotiquement euclidienne du théoreme 6.1.
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7. Image d’opérateurs de courbures de type
Riemann-Christoffel

Nous voudrions, tout comme dans [6] montrer que I'image de certain
opérateurs de type Riemann-Christoffel, sont des sous variétés dans C°,
au voisinage de la métrique g. Nous cherchons donc tout d’abord un tenseur
Ein qui soit 4 fois covariant, ayant les mémes propriétés algébriques que le
tenseur de Riemann et affine en la courbure, on pose donc

&in(g) = Riem(g) + g ® (aRic(g) + bR(g)g + cg),

ot @ est le produit de Kulkarni-Nomizu [2, p. 47]. Comme nous voulons
que Try Ein(g) soit proportionnelle & Ein(g), cela nous impose

C:1+(n72)aA7 b=
2(n—1)

k[l+a(n—2)]—a
2(n—1) '

On a alors

Tr, Ein(g) = [a(n — 2) 4+ 1] Ein(g).
Nous définirons la version de type Riemann-Christoffel de in(g) par

[97 Ein(9)kim = 9" Einlg) jhim-
Considérons R3, le sous-espace de 73! des tenseurs vérifiant
Tim = 0y Thtm = —Thamts Thim + Tonkt + Tiomp = 0-
On définit ’espace de Fréchet
c>* = mkGNCk7a7

munit de la famille de semi-normes {||.||x,a }xen. On procede alors de fagon
similaire & [6] pour prouver que

THEOREME 7.1. — Sous les conditions du théoreme 6.1, on suppose de
plus que Ie noyau de P est trivial, autrement dit II = 0. Alors I'image de
Papplication

C*®(R",S;) — C=(R",RI)
h —  (g+h)"1&in(g+ h) — (g9)"*Ein(g)

est une sous-variété lisse au voisinage de zéro.

Remarque 7.2. — Dans la définition de Ein, le choix de a # —1/2(n—1)
est encore libre. Si nous voulions retrouver la courbure de Riemann lorsque
k = A = 0 et, lorsque K = —1/2, un tenseur & divergence nulle (donc
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a = —1 et b = 1/4 via l'identité de Bianchi 2). On pourrait choisir par
exemple
a=2 . b= k[26(n — 2) — 1] o= A[2K(n—2)—|—1].
2(n—1) 2(n—1)

Il n’est pas clair que ce choix soit plus naturel qu'un autre. Peut étre qu'une
identité de type Bianchi 2 qui en découlerai serait plus légitime mais nous
n’avons pas pu trancher a ce stade.
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