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FORMES MODULAIRES SURCONVERGENTES,
RAMIFICATION ET CLASSICITE

par Stéphane BIJAKOWSKI

RESUME. Nous prouvons un résultat de classicité pour les formes modulaires
surconvergentes sur les variétés de Shimura PEL de type (A) ou (C), sans hypo-
these de ramification. Nous utilisons une méthode de prolongement analytique, qui
généralise des résultats antérieurs dans le cas non ramifié. Nous travaillons avec
le modele rationnel de la variété de Shimura, et utilisons un plongement dans la
variété de Siegel pour définir les structures entiéres sur ’espace rigide.

ABSTRACT. — We prove in this paper a classicality result for overconvergent
modular forms on PEL Shimura varieties of type (A) or (C), without any ram-
ification hypothesis. We use an analytic continuation method, which generalizes
previous results in the unramified setting. We work with the rational model of the
Shimura variety, and use an embedding into the Siegel variety to define the integral
structures on the rigid space.

Introduction

Les formes modulaires p-adiques et surconvergentes ont été introduites
pour étudier des congruences entre formes modulaires. Pour prouver des
propriétés sur ces nouveaux objets, il apparalt important de montrer qu’ils
sont proches des formes classiques. Le résultat de Coleman [5] montre
qu’une forme surconvergente propre pour l'opérateur de Hecke U, est clas-
sique si le poids est suffisamment grand devant la valuation de la valeur
propre. Plus précisément, on a le résultat suivant.

THEOREME. — Soit f une forme surconvergente de poids k € Z, propre
pour U, de valeur propre a,. Si k > 1+ v(a,), alors f est classique.

Mots-clés: Formes modulaires surconvergentes, variétés de Shimura, ramification,
classicité.
Classification Mathématique (2010) : 11F46,11515,14G35.
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La preuve originale de Coleman repose sur une étude de la cohomolo-
gie de la courbe modulaire rigide. Buzzard [4] et Kassaei [10] ont donné
une nouvelle preuve de ce théoreme en utilisant une méthode de prolon-
gement analytique. Plus précisément, une forme modulaire surconvergente
peut étre vue comme une section d’un faisceau sur un voisinage strict du
lieu ordinaire-multiplicatif (c’est-a-dire le lieu ot le sous-groupe universel
de la p-torsion de la courbe elliptique est multiplicatif). En utilisant la dy-
namique de l'opérateur de Hecke U, on peut étendre facilement la forme
au lieu supersingulier. Sur le lieu ordinaire-étale, les auteurs arrivent a
construire des séries approchant la forme désirée, et arrivent a les recoller
avec la forme initiale sous la condition du théoréme. Cela prouve que la
forme surconvergente peut étre étendue a toute la variété rigide, et donc
est classique.

De nombreux travaux ont ensuite été faits pour des variétés de Shimura
plus générales. Citons notamment les résultats de Sasaki [20], Pilloni—
Stroh [16], Tian—Xiao [23], Johansson [9] dans le cas Hilbert, ainsi que
Pilloni-Stroh [15] pour les variétés de Shimura déployées. L’auteur, dans
un article publié avec Pilloni et Stroh [3], a notamment généralisé le résultat
de classicité pour les variétés de Shimura avec bonne réduction, c’est-a-dire
en supposant que le nombre premier p est non ramifié dans la donnée de
Shimura. Ce résultat a été obtenu en généralisant la méthode du prolon-
gement analytique. Le cas ou le nombre premier p est ramifié pose des
probléemes techniques. Il est possible, en adaptant cette méthode, de pro-
longer la forme surconvergente au lieu de bonne réduction. Pour conclure
a la classicité, il faudrait disposer de modeles entiers des compactifications
toroidales, et démontrer un principe de Koecher. C’est ce qui a été fait par
lauteur dans le cas Hilbert [2]. Notons également que Johansson [9] obtient
des résultats dans ce cas.

Pour des variétés de Shimura plus générales, il semble tres technique de
construire des modeles entiers des compactifications. Les modeles ration-
nels des compactifications ont été construits par Pink [17]. Il est peut-étre
possible de les définir par normalisation dans un autre espace. En effet, si
X désigne la variété de Shimura entiere, il existe un morphisme X — Y,
ol Y est une variété de Siegel, pour laquelle il est possible de construire
des modeles entiers des compactifications. On peut alors définir une com-
pactification de X comme la normalisation de cet espace dans une compac-
tification de Y. La difficulté technique est alors de prouver que cet espace
vérifie les propriétés attendues, notamment le principe de Koecher.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



RAMIFICATION ET CLASSICITE 2465

Pour éviter ces difficultés, nous avons décidé de travailler avec le modele
rationnel de la variété de Shimura, et 'espace analytique associé. Rappelons
que si K est une extension finie de @, et X un K-schéma de présentation
finie, alors on peut associer & X un espace rigide X", 'analytifié de X,
dont les K-points sont les mémes que ceux de X. Nous travaillons donc avec
I’analytifié de la variété de Shimura. Les principales difficultés concernent
les structures entieres, qui étaient présentes naturellement dans le cas de
bonne réduction. En particulier, il est nécessaire de définir le degré d’un
sous-groupe de la variété abélienne, ainsi qu'une norme sur l’espace des
formes modulaires. Si z est un point de cet espace analytique, il correspond
a une variété abélienne A définie sur une extension finie L de Qy, avec des
structures additionnelles. D’apres un théoreme de réduction semi-stable de
Grothendieck, on sait que quitte a étendre L, il existe un schéma semi-
abélien Ag sur O égal a A en fibre générique. En utilisant ce schéma
semi-abélien, on peut donc définir les degrés pour les sous-groupes de A,
ainsi qu’un modele entier pour I’espace vectoriel w4.

Cette définition point par point des structures entieres peut étre globali-
sée de la maniere suivante. Soit X la variété de Shimura sur K considérée
et X" son analytifié ; alors il existe un morphisme de X vers une variété de
Siegel A4,. Soit A, une compactification entiere de A, et Tgrlg I’espace ri-
gide associé. Alors on a un morphisme X" — Tgrlg. Les structures entieres

définies sur AigTw peuvent donc se transporter naturellement sur X".

Puisque nous n’utilisons pas les modeles entiers des variétés de Shimura,
nous devons modifier notre définition des formes modulaires surconver-
gentes. Dans les papiers précédents, nous utilisions une forme faible des
formes surconvergentes : il s’agissait de sections définies sur un voisinage
strict du lieu ordinaire-multiplicatif dans ’espace rigide X,;, associé au
modele entier de la variété de Shimura. Ici, puisque nous travaillons avec
I’espace analytifié X“™ nous devons changer cette définition. Une défini-
tion forte des formes surconvergentes est alors une section définie sur un
voisinage strict du lieu ordinaire-multiplicatif dans ’espace rigide Yan, ou
X est une compactification rationnelle de X et X" son analytifié. Au final,
nous obtenons le théoreme de classicité suivant.

THEOREME (Théorémes 4.1 et 5.18). — Soit p un nombre premier, et X
une variété de Shimura PEL de type (A) ou (C) de niveau Iwahorique en p.
On suppose que sur Q, l'algébre de la donnée de Shimura est isomorphe a
un produit d’algébres de matrices. Soit f une forme modulaire surconver-
gente (au sens fort) sur X de poids k. On suppose que [ est propre pour
une famille (U;) d’opérateurs de Hecke en p, de valeurs propres (a;). Si le

TOME 67 (2017), FASCICULE 6
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poids k est suffisamment grand devant la famille des (v(a;)), alors f est
classique.

Dans le cas (A), nous devons supposer l'existence du lieu ordinaire pour
que le probléme ait un sens. Nous avons également un résultat de classicité
pour les variétés de Shimura avec un niveau arbitraire en p. Remarquons
que dans ce cas, la variété de Shimura ne possede pas de modele entier,
donc la situation est a priori plus compliquée que la précédente. Cependant,
puisque nous travaillions avec ’espace X" notre résultat se généralise dans
ce cas.

THEOREME (Théoréme 6.11). — Soit p un nombre premier, et X une
variété de Shimura PEL de type (A) ou (C) de niveau I'1(p™) en p. On
suppose que sur Q, I'algébre de la donnée de Shimura est isomorphe a un
produit d’algébres de matrices. Soit f une forme modulaire surconvergente
(au sens fort) sur X de poids k. On suppose que f est propre pour une
famille (U;) d’opérateurs de Hecke en p, de valeurs propres (a;). Si le poids
k est suffisamment grand devant la famille des (v(a;)), alors f est classique.

Dans les deux théorémes précédents, les relations entre le poids et les
pentes sont les mémes, et sont analogues a celles des théorémes dans le cas
de bonne réduction (voir les théorémes 4.1 et 5.18 pour plus de détails).

Parlons maintenant de ’organisation du texte. Nous traitons tout d’abord
le cas des variétés de type (C). Apres avoir introduit la variété de Shimura
et Iespace des formes modulaires, nous définissons les structures entieres
sur l'espace analytique sur lequel nous travaillons. Nous montrons ensuite
comment les résultats précédents de l'auteur sur le prolongement analy-
tique permettent de prouver un théoreme de classicité. Nous traitons le cas
des variétés de type (A) dans la partie 5, et le cas d’un niveau arbitraire en
p dans la partie 6. Enfin, dans I'appendice, nous rappelons certaines pro-
priétés utiles sur les schémas semi-abéliens, et définissons les degrés partiels
d’un schéma en groupe fini et plat avec une action d’un certain anneau.

L’auteur souhaite remercier son directeur de thése Benoit Stroh pour
ses conseils, remarques et encouragements. Il souhaite également remer-
cier Pascal Boyer, Vincent Pilloni et Jacques Tilouine pour des discussions
intéressantes. Il remercie enfin ’ANR, Arshifo pour son soutien financier.

1. Espace de modules et formes modulaires
Nous étudions dans ce paragraphe le cas des variétés de Shimura de

type (C), en autorisant le nombre premier p & étre ramifié dans la donnée
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de Shimura. La principale difficulté dans ce cas provient de l’absence de
modeles entiers pour les compactifications de la variété de Shimura. En
effet, ’espace de modules définit un schéma sur ’anneau des entiers d’'une
extension finie de @Q,, et il est possible de construire des compactifications
de cet espace apres inversion de p. Construire des modeles entiers pour
ces compactifications qui vérifierons des bonne propriétés est un exercice
difficile (voir [18] dans le cas Hilbert). Il est peut-étre possible de définir les
compactifications en prenant la normalisation d’un certain espace dans un
autre, mais vérifier que cette compactification vérifie les bonnes propriétés
serait au minimum long et pénible.

La principale difficulté posée par ’absence de modeéle entier des compac-
tifications est I’absence du principe de Koecher. Ainsi, si X" est I'espace
rigide associé a la variété de Shimura entiére, une section du faisceau des
formes modulaires sur X" ne provient plus nécessairement d’une forme
modulaire classique. Pour remédier a ce probléeme, nous allons utiliser le
modele rationnel de la variété de Shimura, et travailler avec ’espace analy-
tique associé. Nous adaptons ensuite les résultats obtenus dans les parties
précédentes a cet espace analytique.

1.1. Données de Shimura

Rappelons les données paramétrant les variétés de Shimura PEL de
type (C) (voir [12]. Soit B une Q-algebre simple munie d’une involution
positive x. Soit F' le centre de B et F le sous-corps de F' fixé par . Le
corps Fy est une extension totalement réelle de Q, soit d son degré. Faisons
les hypotheéses suivantes :

o = FU.
e Pour tout plongement F' — R, B®r R ~ M, (R), et 'involution
est donnée par A — A’

Soit également (Ug, (e, ®)) un B-module hermitien non dégénéré, 'accou-
plement étant alterné. Soit G le groupe des automorphismes du B-module
hermitien Ug ; pour toute Q-algebre R, on a donc

(g2, gy) = c(z,y) }

G(R) = GLp(Ug ®qg R) x R*
( ) {(g,C)G B( Q QQ )X ’ pour tout z,y € Ug ®g R

Soient 71,...,74 les plongements de F' dans Ret B; = B ®p,, R ~
M, (R). Alors Gy est isomorphe &

o[l
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ol g = ﬁ dimQ UQ.

Donnons-nous également un morphisme de R-algebres i : C — Endp Ug
tel que (h(2)v,w) = (v, h(Z)w) et (v,w) — (v, h(i)w) est définie positive.
Ce morphisme définit donc une structure complexe sur Ug : soit U]é’o le
sous-espace de Uy pour lequel h(z) agit par la multiplication par z. On a
alors Uﬁo ~ H?Zl(R")g en tant que B ®gp R ~ @?:1 M,,(R)-module.

Soient également un ordre Op de B stable par %, et un réseau U de Ug
tel que accouplement (e, o) restreint & U x U soit & valeurs dans Z. Nous
ferons les hypothéses suivantes :

e B ®qgQ, est isomorphe & un produit d’algebres de matrices a coef-
ficients dans une extension finie de Q,,.

e Op est un ordre maximal en p.

e L’accouplement U x U — Z est parfait en p.

L’algebre B est un Q-espace vectoriel. Soit ag,...,a; une base de cet
espace vectoriel, et

det = f(X1,..., Xy) = det(Xya1 + -+ + Xeay; Ug” @c C[X0, ., Xi])

On montre [12] que f est un polynéme a coefficients algébriques. Le corps
de nombres F engendré par ses coefficients est appelé corps réflexe, et est
égal & Q dans le cas (C).

Soit h le nombre d’idéaux premiers de F' au-dessus de p, que ’'on notera
T, ..., . Soient également f; le degré résiduel et e; 'indice de ramification
de 7;. On a donc (p) = H?:l m;t. Alors B®g Q) ~ ]_[Z}.L:1 M, (F;), ou F; est

la complétion de F' en 7;. Le corps F; est donc une extension finie de Q,,
de degré d; := e; f;, d'indice de ramification e; et de degré résiduel f;.

1.2. Variété de Shimura

Définissons maintenant la variété de Shimura PEL de type (C) associée
a G. Soit K une extension finie de Q, contenant les images de tous les
plongements possibles F' — Q,. Soit N > 3 un entier premier a p.

DEFINITION 1.1. — Soit X sur Spec(K) I'espace de modules dont les
S-points sont les classes d’isomorphismes des (A, \,¢,n) otl

e A — S est un schéma abélien

e )\: A — Al est une polarisation de degré premier a p.

e 1 : Op — End A est compatible avec les involutions x et de Rosati,
et les polynomes detgi0 et detr;eq) sont égaux.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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e 7 : A[N] — U/NU est une similitude symplectique Op-linéaire,
qui se reléve localement pour la topologie étale en une similitude
symplectique Opg-linéaire

Hl(A,A?) — U ®z A’}
PROPOSITION 1.2. — L’espace X est un schéma quasi-projectif sur K.

De plus, il est possible de construire des compactifications toroidales de
lespace X . Celles-ci sont construites par exemple dans [17]. On rappelle que
la construction de ces compactifications nécessite un choix combinatoire,
que 'on supposera fait dans la suite. Rappelons ici le principal théoréme
de Pink quant aux compactifications toroidales des variétés de Shimura, et
la fonctorialité de ces constructions. On renvoie a [17] pour les définitions
précises et les constructions.

THEOREME 1.3 ([17, théoréme 12.4]).

e Soit D une donnée de Shimura, et X la variété de Shimura asso-
ciée; c’est un schéma défini sur le corps réflexe E. Alors, a tout
choix combinatoire suffisamment fin ¥ on peut associer une com-
pactification toroidale X>. Clest un schéma propre sur E, lisse si
le choix combinatoire ’est également.

e SiY est un choix combinatoire plus fin que Yo, alors I'identité de X
s’étend de maniére unique en une immersion ouverte X X0

e Soient Dy et Dy deux données de Shimura, avec un morphisme
Dy — Ds. Alors, on a une inclusion des corps réflexes E; C Ejq,
et un morphisme de variétés de Shimura X; — Xo Xg, Fq. Soit
¥; un choix combinatoire pour X;. Si ¥ est suffisamment fin,
alors le morphisme précédent s’étend en un morphisme lel —
7222 X Eq El.

Soit donc X une compactification toroidale de X, associé & un choix
combinatoire lisse. C’est un schéma propre et lisse sur K. On supposera
ce choix fixé dans la suite, en ayant a l’esprit que 'on peut prendre ce
choix combinatoire arbitrairement fin. Le schéma abélien universel A — X
s’étend en un schéma semi-abélien A — X. Nous allons maintenant définir
une structure de niveau Iwahorique sur X. Si A — X est le schéma abélien
universel sur X, on a

h
Alp®) = @ Alr]
i=1
De plus, les groupes de Barsotti-Tate A[n{°] sont principalement polarisés

de dimension nd;g.

TOME 67 (2017), FASCICULE 6



2470 Stéphane BIJAKOWSKI

DEFINITION 1.4. — Soit X, 'espace de modules sur K dont les S-
points sont les (A, X\, ¢,n,H; ;) ou (A, X, ¢,n) € X(S) et 0=H; o C H;1 C
-+ C H; 4 est un drapeau de sous-groupes finis et plats, stables par Op,
et totalement isotropes de A[m;|, chaque H; ; étant de hauteur nf;j, pour
tout 1 <7 < h.

L’espace X, est un schéma quasi-projectif sur K, et on dispose du
morphisme d’oubli X7, — X. Soit également X, une compactification
toroidale lisse de X7, sur K. On suppose que les choix combinatoires sont
faits de telle maniére & ce que le morphisme X, — X s’étend en X7, — X
(cela est possible d’apres le théoréme 1.3).

—an —an .
Enfin, nous noterons X", X" X = et X, Es espaces analytiques
associés respectivement aux schémas X et X, X et Xy, (voir [1] par

exemple).

1.3. Formes modulaires

Pour tout idéal premier 7; divisant p, on rappelle que F; est la complétion

de F' au-dessus de ;.

1
A/X
faisceau conormal relatif & la section unité de A; il est localement pour la
topologie de Zariski isomorphe a St ®g O comme B ®g Ox-module, ol

Soit A le schéma semi-abélien universel sur X, et soit wy = e* le

h
St =)
i=1

Soit T = IsomB®oY(St® Ox,wa). Cest un torseur sur X sous le groupe

h
M = (H Resr, /q, GLg> xq, K

i=1
Soit T le tore diagonal de M, By, le Borel supérieur de M, et Up; son
radical unipotent. Soit X (7)) le groupe des caractéres de Thy, et X (Tas)*
le cone des poids dominants pour Bys. Si k € X(Th)T, on note v =
—wok € X(Tar)T, oll wg est 1'élément le plus long du groupe de Weyl de
M relativement a Thy;.
Soit ¢ : T — X le morphisme de projection.

DEFINITION 1.5. — Soit k € X(Ta)*t. Le faisceau des formes modu-
laires de poids k est w"™ = ¢.O7[K'], ott ¢p.OF[K'] est le sous-faisceau de
¢.O7 ot By = Ty Uy agit par k' sur Ty et trivialement sur Uy .

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER
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Le faisceau w” est un faisceau localement libre de rang fini sur X. Une
forme modulaire de poids x sur X est donc une section globale de w”, soit
un élément de H°(X,w"). En utilisant la projection X, — X, on définit
de méme le faisceau w” sur X 1, ainsi que les formes modulaires sur X 1, .
On notera encore w" le faisceau analytifié sur X~ et Y}IZ

Remarque 1.6. — Par équivalence de Morita, la catégorie des M, (A)-
modules et celle des A-modules sont équivalentes, pour tout anneau A.
L’équivalence de catégorie est explicite : & un A-module M, on associe M™,
qui est bien muni d’une action de M, (A); réciproquement, & un M, (A)-
module IV, on associe le A-module E; 1N, ou E;; est la matrice avec un
seul coefficient non nul en position (1,1) égal & 1. De cette maniére, puisque
B ®gQ, = H?zl M, (F;), et que le faisceau wy est isomorphe a St ® O
comme B ®g Ox-module, I’équivalence de Morita associe a w4 le faisceau
de (H?:1 F;) ®q Ox-modules défini par E-wya, out E est la projection défini
par (E11); € H?Zl M, (F;). Ce faisceau est isomorphe a (@?:1 F?)®q O
comme (H?:1 F;) ®g Ox-module.

1.4. Opérateurs de Hecke

Soit 1 < 7 < h. Soit C; I'espace de modules sur K paramétrant les
(A, N, 0,m, Hj i, L) avec (A, \,0,m, Hj ) € X1, et L un sous-groupe fini et
plat de A[m;], stable par Op, totalement isotrope et supplémentaire de H; 4
dans A[rm;]. Nous avons deux morphismes finis étales py,ps : C; — Xpyp :
p1 est Poubli de L, et py est le quotient par L. Une ambiguité subsiste
toutefois pour la polarisation sur A/ L. Soit &; un élément totalement positif
de I'anneau des entiers de F', avec vy, (&) = 1 et v, (§;) = 0si j # i. On
définit la polarisation sur A/L comme la polarisation descendue &; - \. 11
s’agit bien d’une polarisation de degré premier & p. Le morphisme ps dépend
donc du choix d’un tel élément &;, mais ce choix n’est pas important en
pratique (voir [3, remarque 2.3.2]). Remarquons que si p est inerte dans F,
on peut choisir & = p

Soit C¢#" I'espace analytique associé a C; ; on note encore p;, py : C#" —
X7 les morphismes induits. L’opérateur de Hecke agissant sur X¢7 est
défini par Uy, (S) := pa(p; ' (S)) pour toute partie S de X¢7. Cette corres-
pondance envoie les ouverts sur les ouverts, et les ouverts quasi-compacts
sur les ouverts quasi-compacts.

Notons g : A — A/L l'isogénie universelle au-dessus de C;. Celle-ci induit
un isomorphisme ¢* : w4/, — w4, et donc un morphisme ¢*(x) : psw" —

TOME 67 (2017), FASCICULE 6
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pjw”. Pour tout ouvert U de X", nous pouvons donc former le morphisme

composé

Tw>

U,

i

: HO(Ur, (U),w") — H°(py ' (U), p”)
q" (k)

—_ * K TTP I
— HO(py ' (U), pjw™) =3 HO(U,w")

DEFINITION 1.7. — L’opérateur de Hecke agissant sur les formes mo-
_ figlg+1)
2

dulaires est alors défini par Uy, prlw Um avec n; =

Remarque 1.8. — Le terme de normalisation p% sert a maximaliser
I'intégrabilité de 'opérateur de Hecke, comme le montre un calcul sur les
q-développements.

A pr10r1 Cet opérateur n’est défini que sur 'espace HO(X¢" ¢, w'), et non
sur HO(X ., w"). Etudions les problémes au bord.

11 existe une compactification toroidale C; de C;. D’apres le théoréme 1.3,
il existe un choix combinatoire pour C; tel que le morphisme py : C; — X,
s’étend en un morphisme C; — X,,. Par le méme argument, il existe un
autre choix combinatoire pour C; tel que le morphisme po s’étend aux
compactifications pour ce choix combinatoire. Or, étant donné deux choix
combinatoires on peut toujours en trouver un troisieme plus fin que les deux
premiers. Le théoreme 1.3 montre donc qu’il est possible de construire une
compactification toroidale C; telle que les morphisme p1 et pg s’étendent en
des morphismes C'; — X 1,,. Si on note C "1 espace rlglde analytique asso-
cié a C;, on obtient des morphismes p;, py : C’? - X7 Iw La méme formule
que précédemment permet de définir un opérateur de Hecke géométrique
U, agissant sur les parties de Y?Z Néanmoins, les morphismes p; et ps
n’étant plus finis étales, cette correspondance ne respecte plus la topologie,
c’est-a-dire que 'image d’un ouvert n’est pas nécessairement encore un ou-
vert. Pour la méme raison, il n’est pas possible de définir 'opérateur Uy,
agissant sur H° (Y?Z,w"‘) par la méme formule que précédemment. Pour
pallier a ce probléme, nous utilisons le théoréeme suivant.

THEOREME 1.9 ([14]). — Soit Y un espace rigide lisse quasi-compact,
et Z un fermé Zariski de Y de codimension supérieure ou égale a 1. Alors
toute fonction bornée sur Y\Z s’étend de maniére unique en une fonction
sur Y.

Soit f € HO(XIw, %). Alors Uy, f définit un élément de HO(X ¢, w").
Comme l'espace X7 1w €St quasi-compact, la forme f est automathuement
bornée (c’est-a-dire qu'’il existe un recouvrement admissible de X5 Iw par des

ouverts affinoides sur lesquels on a une trivialisation du faisceau w”, et la
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forme f est bornée uniformément sur chacun de ces ouverts). Il n’est pas
difficile de voir que l'opérateur Uy, est borné, donc que Uy, f est bornée
(c’est-a-dire qu’il existe un recouvrement admissible de Y?Z par des ouverts
affinoides sur lesquels on a une trivialisation du faisceau w”, et Uy, f est
bornée uniformément sur chacun de ces ouverts intersectés avec X77). On
peut alors appliquer le théoreme précédent, et la forme Uy, f s’étend en
une section de w" sur Y?Z L’opérateur U,, agit donc bien sur I’espace
HO (X7, w").

Remarque 1.10. — Nous définirons dans la suite une norme sur 1’es-
pace HO(X ., w"), et majorerons la norme des opérateurs Uy, (voir la
partie 2.2).

Nous avons donc défini h opérateurs agissant sur l’espace des formes
modulaires.

2. Structures entiéres
2.1. Fonction degré

Nous souhaitons définir des fonctions degrés sur les espaces X7 et X
Les sous-groupes universels H; ; étant définis sur des extensions finies de Q,
(et non sur leur anneau des entiers), on ne peut appliquer directement les
résultats de [7]. Le probléme principal est absence de modéle entier pour
la compactification ; en effet, si le schéma X, admettait un bon modeéle
entier propre, on pourrait définir la fonction degré sur ’espace rigide associé
a ce modele entier, qui serait égal a Y?Z par propreté. Pour remédier a ce
probléme, nous allons utiliser une autre variété de Shimura, pour laquelle
les structures entiéres sont bien connues.

DEFINITION 2.1. — Soit 1 < ¢ < h. Soit Aydg 1w, la variété de Siegel
sur Z,, paramétrant

e un schéma abélien A de dimension ndg.

e \: A — A! est une polarisation de degré premier & p.

e une structure de niveau principale en N, c’est-a-dire un isomor-
phisme A[N] ~ (Z/NZ)?>"%9 qui respecte les formes symplectiques
a un scalaire prés.

e un sous-groupe H de Alp], totalement isotrope et de hauteur nf;g.

On dispose d’un morphisme naturel P; : Xr — Andg, 1w, X K, défini par
Pi(A, A e,m, Hij) = (A, A\ m, Hig). On notera A% 1, , Uespace analytique
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associé a Apgg 1w, X K, et on note toujours par P; le morphisme Xf,: —
g Iw;- D’apres [22], il existe une compactification Anag 1w, de Andg,rw,

deﬁnle sur Z,. Si on note A

et A

paces sont égaux car l’espace compactifié est propre. Le sous-groupe uni-

ndg.Tw; | espace rigide associé & Anag, 1w, Xz, O,

ndg.Tw; Lespace analytique associé & Apag, 1w, X K, alors ces deux es-
versel H sur Anqq rw; s’'étend en un groupe quasi-fini et plat a Xnd% Tw; -
De plus, d’apres le théoréme 1.3, on peut supposer (quitte & raffiner la dé-
composition polyhédrale utilisée pour construire X ,) que le morphisme
Pi+ X1 = Anag, Ju, x K s'étende en X 1,y — Apnag.rw; X K, et donc induise

un morphisme X7, — Andg Tw; -

Nous allons définir le degré de H sur .A Si x est un point de

ndg,lw;*
rig N .
And% Tw,» alors le schéma en groupes H correspondant a x est fini et plat

sur I'anneau des entiers d'une extension finie de Q,. On peut donc définir

son degré par [7]. Dans le cas général, si  est un L-point de A7 alors

ndg,lw;
le groupe H au-dessus de z est un schéma en groupes qua51—f!i]n1 et plat
sur Oy, anneau des entiers de L. Le schéma semi-abélien A au-dessus de
x est obtenue par la construction de Mumford (voir [6] par exemple) en
quotientant un schéma semi-abélien G sur O L, globalement extension d’un
tore T et d’un schéma abélien Ay sur Oy, par un réseau étale Y (on se
référera & [22] partie 1 pour plus de détails). Comme explicité en annexe

(partie 7.1), on a de plus une suite exacte en fibre générique
~ 1
0 — (G[p))y — (Alp))y — 5Y/Y —0

ou 7 désigne la fibre générique. Le sous- groupe (G [p])y, s’étend en un schéma
en groupes fini et plat sur Oy, (qui est G[p]). Soit H Dlintersection de H
avec é[p] ; ¢’est un schéma en groupes fini et plat sur Op. Il s’agit en fait
du plus grand sous-groupe de H qui est fini et plat sur Or. On peut donc
définir son degré par [7].

DEFINITION 2.2. — On définit Ia fonction degré sur A par

ndg,lw;
— i

deg( ) 1 degH pour tout x € ndg Tw;*

—rig

On a ainsi défini une fonction deg : A, 4, 1,

— [0, fig]. Cette fonction

—an

est définie sur Andg rws = Andg, 1w, -

DEFINITION 2.3. — On définit la fonction Deg; : Xy — [0, fig] par
Deg;(z) = deg P;(z). On définit également la fonction degré Deg : X 1o —
h
[[;=100, fig] par x — (Deg;(x));.
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Pour tout produit d’intervalle I = HZ:l I, ou I est un sous-intervalle
de [0, frg], on note YIU,,I = Degfl([). Le lieu ordinaire-multiplicatif

——mult —an . N . .
X de X, correspond au lieu ou les degrés des H; , sont maximaux
Tw Tw g )

soit & Xy, s avec [ = H?Zl{fig}.

PROPOSITION 2.4. — Si I est un produit d’intervalles compacts a bornes
rationnelles, alors YIM 1 est quasi-compact.

Démonstration. — Commencgons tout d’abord par remarquer que,

. ~ .« . . ~-an
puisque l'espace X, est propre sur K, l'espace rigide-analytique X7,
est quasi-compact. Soit ¢ : A — A/H le morphisme universel au-dessus
de Andg 1w, il est quasi-fini et plat (il est fini sur A,ag 1w,). Soit w’y =
dete*QY et ', s = det e QY sp les déterminants des faisceaux conor-
maux associés & A et A/H en leurs sections unités e et €. Soit £ =
W'y / H_l ® w'y; c’est un faisceau inversible sur A,qg 14,. Le morphisme
q*: w’A/H — 'y donne une section g € H (A4, le, E) On en déduit un

faisceau inversible que ’on notera toujours £ sur A et une section

op € H O(A% 1w;» £). Ce faisceau est naturellement muni d’une norme

ndg,lw;

(voir [10]), et on a pour tout L-point x de Andg w, (0l L est une extension
finie de Q,), |6 (z)| = p~™49°8%, En effet, en reprenant les notations précé-
dentes, x provient d’un point 2’ du schéma formel associé & ang, Tw, - S0it A
le schéma semi-abélien défini sur O, au-dessus de 2’ (quitte & prendre une
extension de L), A est le quotient de G , extension d’un tore par un schéma
abélien sur Oy, par un réseau étale Y. On renvoie a ’appendice (partie 7.1)
pour plus de détails. On a alors un isomorphisme w4 ~ w5 De plus, si on
note H Dintersection de H avec G[p], alors A/H est le quotient de G/H

par un réseau étale. On a alors un isomorphisme w4,/ g ~ =W Au-dessus

de z’, le faisceau L est isomorphe a (det w~ /~) ® det wy. Comme H est
un schéma en groupes fini et plat sur Or, on a bien |(5H( )| = pndese,
Cela prouve que la fonction degré, définie a priori point par point, est en
fait la valuation d’une fonction analytique.

Soit L; = P;L, et o, , = P;og. Alors 0y, € H'(X7.,,L;), et la
norme définie pour dg sur .A
Sm,.,, et on a |8,  (z)] = p~" P& pour tout L-point z de X1, Cela
permet de conclure la proposition. O

ndg,Tw, donne naturellement une norme pour

DEFINITION 2.5. — L’espace des formes modulaires surconvergentes est
défini par

~-an

HO (X0, w™)T == colimy HO(V, w")

TOME 67 (2017), FASCICULE 6



2476 Stéphane BIJAKOWSKI

. . : . . —mul —
otl la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X ., " dans X .
Remarque 2.6. — D’apres le théoréme 1.9, on a
H (X7, w) = colimy HO(V,w")"

ou la colimite est prise sur les voisinages stricts du lieu ordinaire-multiplcatif
dans X9, et ot HO(V,w")? désigne les fonctions bornées sur V (au sens de
la norme que nous définirons dans le prochain paragraphe). La définition
des formes surconvergentes est donc indépendante du choix combinatoire

effectué pour la compactification.

Remarque 2.7. — 11 s’agit d’une définition forte des formes surconver-
gentes. En effet, I’espace Xp,, a un modele entier X, o définie sur 'anneau
des entiers d’une extension finie de Q,,. Une définition faible pour les formes
surconvergentes est alors une section de w” sur un voisinage strict du lieu
ordinaire-multiplicatif dans X ﬁf o» ce dernier espace étant la fibre générique
de la complétion formelle de Xy, ¢ le long de sa fibre spéciale.

Une forme modulaire surconvergente est donc définie sur un espace du
type X w1 avec I = Hzl:l[fig — ¢, fig], pour un certain € > 0.

Les fonctions degré se comportent relativement bien par rapport aux
opérateurs de Hecke.

PROPOSITION 2.8. — Soit 1 < i < h, € X et y € Uy, (z). Soit
r; = Deg;(x), et y; = Deg;(y) pour 1 < j < h. Alors
® y; =x; pour j # 1.
Y=,

De plus, s’il existe y € U2% (x) avec Deg,(y) = Deg;(z), alors z; € =Z.

Démonstration. — Au-dessus du point x, on dispose d’une variété semi-
abélienne A munie d’une action de Opg, définie sur une extension finie M
de Qp, et d'un drapeau complet H;1 C --- C H; 4 de A[n;] pour tout j.
De méme, au-dessus de y, on a une variété semi-abélienne A’ et des sous-
groupes H J’ «» tel que ceux-ci sont obtenus & partir des données précédentes
en quotientant par un sous-groupe L de A[m;], qui est un supplémentaire
de H; 4. De plus, quitte & remplacer M par une de ses extensions finies, il
existe un schéma semi-abélien Ay défini sur Oy, tel que A = Ag®p, L. Par
extension des sous-objets, les sous-groupes H; et L de A[p] s’étendent en
des sous-groupes Hj ;0 et Lo de A [p]. De méme, l'action de Op se releve
a Ay, et les sous-groupes Hy, ;o sont dans Ag[my]. Enfin, il existe un schéma
semi-abélien G sur Oy, extension d’un tore par un schéma abélien, telle
que Ag soit obtenu par la construction de Mumford en quotientant G par
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un réseau étale (on renvoie encore a l’appendlce pour plus de detaﬂs) On a
alors une inclusion G[p] C Ag[p]; soit H] v =Glp |NH;koet L = G[p]N L.
Soit H}; o 'image de Hj o dans Ag/L. Comme Ag[p] = @k:l Ag[mF] et

que L est inclus dans Ao [m:], 81 j # i, les groupes quasi-finis et plats H

et H g,0 sont isomorphes, et donc y; = z;. L’élément z; est égal au degre
de Hl,g divisé par n, et comme L est un supplémentaire de H; , dans A[m;],
I’élément y; est égal au degré de G [m:]/ L divisé par n. Or par les propriétés
de la fonction degré, on a

deg f[i,g +deggL < degg(ﬁ@g + L) < deg gGm;]

ce qui donne x; < y;.

Pour prouver le second point, supposons qu'il existe y € U_ze; (v) avec
Deg,(y) = Deg; (). On dispose au-dessus de x d’un couple (A4, /\: t,n, Hiyp),
et le schéma semi-abélien au-dessus de y est obtenu en quotientant par un
sous-groupe L de A[r?’]. De plus, comme A[r$°] est muni d’une action de
M, (F;), il existe un groupe de Barsotti-Tate principalement polarisé G;
muni d'une action de Op, tel que A[r{°] = (Q,/Zy)" ®z, G;. De méme
le sous-groupe H; g s’écrit (Z/pZ)" @ H?q, ou HZO(] est un sous-groupe de
Gi[m;]. On voit donc que quitte & travailler avec G; et HY _, on peut se

i
ramener au cas ou n = 1. ¥

On note Fil, = L[r¥], pour 0 < k < 2e;, et Gry, = Fily,/Fily_; pour
1 < k < 2¢;. De méme que précédemment, il existe un schéma semi-abélien
Ao défini sur 'anneau des entiers d’une extension finie M de Q,, étendant
le schéma semi-abélien A. L’action de Op se releve a Ag, de méme que les
sous-groupes H; 4 et L. On notera H; 40 et Lo les sous-groupes de Ay [Wf ]
étendant respectivement H;, et L. De méme, il existe un schéma semi-
abélien C?', extension d’un tore par un schéma abélien sur O, telle que Ag
soit obtenue en quotientant G par un réseau étale a ’aide de la construction
de Mumford. On note H = H;g0N é[ p]; comme on a supposé n = 1, le
degré de H est st précisément ;. De méme, on note lek = Lo[r¥] N G[p? et
Gri = lek/lek,l. Notons H®) = (G/lek,l)[m]/Grk, nous avons une
chaine de morphismes

H—HY — H® — 5 gCe)

Dans (é/mk)[m], on a deux sous-groupes disjoints : H® et Grj,;. On
a alors

deg H®) + deg gGri1 < deg g(H™ + Griy1) < deg g(G/Fily)[r;)

d’0ﬁ~deg H (k) < H(k+1) pour Eout k. On a donc degfl < deg HD <0 K
deg H?¢). Or Deg;(z) = deg H, et Deg,(y) = deg H(>*), et par hypothese
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Deg,(x) = Deg;(y). On en déduit que les inégalités précédentes sont en
fait des égalités, et que Pon a deg H*®) = Deg,(x) pour tout 0 < k < 2e;.
L’égalité entre degrés montre que 'on a (é/ﬁk)[m} =H® g é'vrkﬂ. On
voit que le degré de @;k est constant, et que deg/ﬁiJlk = kdeg Fﬁl. En
particulier pour k et [ compris entre 0 et e;, on a deg FﬁkH = deg /ﬁﬁk +

deg /fi/ll ; d’apres les propriétés de la fonction degré, la suite

__ . ok —
0 — Flilg _>F7:lk+l — Fil; — 0

est exacte. En appliquant cette relation pour £ = [ = ¢;, on voit que
L est un Barsotti-Tate tronqué d’échelon 2. En particulier, son degré et
celui de Fﬁe sont entiers. La proposition découle de la relation Deg,(z) =
fig_e%.degﬁei' O

L’opérateur de Hecke U, augmente donc la i-ieme fonction degré, et ne
modifie pas les autres. De plus, il augmente strictement la fonction Deg;,
sauf éventuellement aux points ol cette fonction est un multiple de 1/e;.
Nous avons méme un résultat plus fort.

PROPOSITION 2.9. — Soit 1 < i < h, k un entier compris entre 0 et
fieig—1 et 0 < a < B < 1 deux rationnels. Alors il existe € > 0 tel que
Deg; (y) > Deg, () + &, pour tout z € Deg; *([Xe, 28]y et y € UZ% (x).

€4 €4

Démonstration. — Définissons C; comme 'espace de modules sur K pa-
ramétrant les (z, L) avec x = (A, \,¢,n, H; k) € X1 et L un sous-groupe
fini et plat de A[7ri2 i], stable par Op, totalement isotrope et supplémen-
taire de H; 4 dans A[w? “]. Notons C; une compactification de C; compatible

—an —-an ., . ., . s .
avec X, et C;  D'espace analytique associé. On dispose d’un morphisme
. ——an <-an
d’oubli p; : C; " — X,

On veut définir les degrés de H; 4 et H] , :=Im (H;, — A/L) sur "
comme valuations d’une fonction analytique. Il nous faut pour cela utili-
ser encore l’espace Andg,rw,- On définit deux morphismes fq, fo : C; —

Andg,lwi X K par
fl(A7 ALy, Hj g, L) = (Aa A, Hiﬂ)
f2(A7 AL, Hj,ka L) = (A/Lv )‘/7 7]/7 H’L{,g)

On peut supposer que ces morphismes s’étendent aux compactifications

. . . —~an —Tgan ’ 7
et induisent des morphismes C;  — A, 4, 1,,,- On démontre comme pré-
’ —-—-an
Ly sur C;
9

munis d’une norme canonique, et des sections oy, , € H O(@QR,EHM),
5H,(,_q € HO(aQ”’EHLg)’ tels que les degrés de H; , et H] , sont égaux (a
un facteur prés) a la valuation de la norme de ces sections.

3

cédemment qu’il existe des faisceaux inversibles Ly, ,

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



RAMIFICATION ET CLASSICITE 2479

D’apres la proposition précédente, le degré de H; o est strictement supé-
rieur & celui de H; , sur p; ' (Deg; ([22, k:—ﬁ
montre qu’il existe ¢ > 0 tel que deg H] , > deg H; 4 + € sur ce dernier

espace car il est quasi-compact. 0

])). Le principe du maximum

COROLLAIRE 2.10. — Plagons-nous sous les hypothéses de la proposi-
tion précédente. Alors il existe un entier N tel que

o o ([ e (2.0

Démonstration. — Supposons par ’absurde que ce ne soit pas le cas.

Alors pour tout entier n, il existe x,, avec Deg,(z,) € [k:_“,fig], et y, €

Uy (zn) avec Deg;(yn) < k:—ﬁ Comme l'opérateur U,, augmente la fonc-
tion Deg,, on a k:—f" < Deg,(z,) < % Or d’apres la proposition pré-
cédente, il existe € > 0 tel que l'opérateur U?re’ augmente la fonction

Deg; d’au moins € sur Degi_l([k;a, kei]) On en déduit que Deg, (yae,n) =
ne + Deg, (x2e,n) = ne ce qui est impossible. O

2.2. Normes

Nous souhaitons définir une norme sur l'espace des formes modulaires
définies sur un ouvert U quasi-compact de Y?Z,, c’est-a-dire sur I'espace
HO(U,w"). Comme l'espace X ., ne provient pas (canoniquement) dun
schéma formel défini sur 'anneau des entiers d'une extension de Q,, on
ne peut appliquer directement [10]. Bien siir, il est possible de définir de
maniére non canonique une norme sur l’espace des sections d’un faisceau
localement libre sur un espace rigide, mais il sera difficile de prouver cer-
taines propriétés. (Si Y = Spm A est un espace affinoide, et f € A, alors
la norme de f(y) est définie canoniquement pour y € Y. En revanche, si
F est un faisceau inversible, on peut définir une norme sur H°(Y, F) qui
dépendra de la trivialisation de F.)

Soit Apqg le schéma sur Z, paramétrant les schémas abéliens de dimen-
sion ndg, avec une polarisation de degré premier a p, et une structure de
niveau N. Soit également Xndg une compactification toroidale de A,qq
(construite dans [6]), avec un choix combinatoire compatible avec celui de
X 1. On notera A le schéma semi-abélien universel sur ang. Pour définir
le schéma suivant, nous nous inspirons de [21].
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DEFINITION 2.11. — Soit jndg l'espace de modules sur Z, dont les S-
points sont :

e un point x € Ay, q4(S).

o une filtration 0 = wap C wa,1 C -+ C wand = W4 telle que pour
tout 1 < i < nd, wa,i/wa,i—1 est localement un Og-facteur direct
de wa/wa -1 de rang g.

L’espace jndg est donc un schéma sur Z,, et est égal a la fibration de
ang par une grassmanienne. Comme .,Tlndg est propre sur Z,, ./ang lest
également.

Soit

T; = Isomo - (wA7i/wA,i_1,O% ) pour 1 <i<d
ndg

'Andg

On note ¢; : T; — /Tndg la projection. L’espace 7T; est un torseur sur
J(ndg pour le groupe GL,. Si k; = (k;) est un élément de Z9, on note
wit = ¢;, O [—K;], ou k' = (kgy1-j), et ot ¢;, O; [—K}] est le sous-faiscean
de ¢;,O7; ou le tore de GL, agit par —xj, et ou le radical unipotent agit
trivialement.

Rappelons que nous avons défini le poids d’une forme modulaire comme
un couple (k; »)1<i<g,0es, OU X est Pensemble des plongements de F' dans
Q, vérifiant ki, > -+ > kg0, pour tout o € ¥. De plus, 3 est I'union
disjointe des ¥;, ou X; est I’ensemble des plongements qui se factorisent par
F;. Chaque X; est de cardinal e; f;. On fixe une numérotation sur chaque
%, c’est-a-dire une bijection entre 3; et 'ensemble {1,. .., e;f;}. Ces choix
donnent une bijection entre ¥ et {1,...,d}. Un poids est donc un couple
(Ki)1<i<d, ou chaque ; est un élément dominant de Z9. On note alors w(
le faisceau défini sur .ang par wf = ®% jwi.

. Tig 5 P RSN . .

Soit Andg I'espace rigide associé a A4y X7, Ok . Puisque ce dernier est
ATig . fan

propre sur Zjp, on a .Andg =AMy

sur cet espace. D’apres [10], on peut définir canoniquement une norme sur

On notera encore wj le faisceau induit

I'espace HO(U,wf), pour tout ouvert quasi-compact U de j;ié’g. On notera
w( le sous-faisceau des fonctions de norme plus petite que 1.

Le faisceau w, défini sur X, est muni d’une action de B ®o Qp =
H?:l M,,(F;). Par équivalence de Morita, la catégorie des H?Zl M, (F)-
modules et celle des th:l Fi;-modules sont équivalentes. L’équivalence de
catégorie est simplement donnée par R — E - R. On rappelle que £ =
Hle Ej1 1 ou By est la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf
celui en position (1,1). Soit donc wa g = E-wy4. Clest un H?:1 F;-module,
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et on a
n h
on =@ (115 ) o
j=1 \i=1

Le faisceau w4 est donc isomorphe & n copies de w4 4. De plus, ce dernier

. . . . h
faisceau est localement libre de rang dg, et muni d’une action de [[;_; F;.

o h N .

On peut donc écrire wa g = @,_; wA,d,i, OU wWa q,; est un faisceau locale-
ment libre de rang e; f;g muni d’une action de F;. On peut alors décomposer
ce faisceau suivant les plongements de F; dans Q,, (c’est-a-dire suivant les
éléments de ¥;) : wa,q; = P, wffji’i, ol o parcourt Y;, et oll wxle,i est un
faisceau localement libre de rang g.

Ainsi, en utilisant la bijection entre ¥ et {1,...,d} fixée précédemment,
on peut décomposer le faisceau w4 4 en

d

(4)

WAa,d = @ Wald
j=1

ou les faisceaux wg)d sont localement libres de rang g. Cela permet donc
d’écrire wy comme somme directe de nd faisceaux localement libre de
rang g.

DEFINITION 2.12. — On définit un morphisme ¥ : X 1, — .Kndg x K par
la formule + — (P(x),(wa,e)), ot P est le morphisme d’oubli de I’action
de Og et de la structure Iwahorique, et ou la filtration (wa..) de wa est
déduite de ce qui précéde.

Nous avons défini un faisceau w” sur X s, et un faisceau wg sur Apag.
PROPOSITION 2.13. — On a ¥*w§ = w".

Démonstration. — Le faisceau w® est défini a l'aide du torseur 7 =
~ N h
ISOIHB@O?M (St®O%, ,wa)sur Xy, ot on rappelle que St = €;_, (£]")7.
On a donc, par I’équivalence de Morita, et la décomposition waq =
h
Di—1 wadi
: - (4)
_ . 9 ~ ] g J
T= H Isomp,i@o}m (FY ® Ox, ,wad,i) ~ H Ibom@?zw (szw Wala)
i=1 j=1
Le résultat en découle. ]
On notera encore ¢ : Y?Z — .Z:;gg le morphisme obtenu au niveau
des espaces analytiques. On peut donc définir une semi-norme sur ’espace
H°(U,w"), pour tout ouvert U quasi-compact de X ... Soit f € HO(U,w"),
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et x € U. Si on note L le corps résiduel de x, on a donc un morphisme
x: Spec L — U. Alors

z*f € H%(Spec L, 2*w"™) = H°(Spec L, z*¢*w§) = H°(Spec L, (1z)*wy)

Le morphisme 9z : Spec L — .Z:Lilgg donne un L-point de {Z’fg, qui provient
d’un unique Op-point du schéma formel Aigg associé & Ayqg. On note 1

le morphisme Spf Oy, — ﬂfl;; correspondant. On a alors
H°(Spec L, (vx)*wl) = H(Spf Or, viws) ®o, L

ot Op, est 'anneau des entiers de L (on note encore wj le faisceau induit
sur Aﬁzg) On définit donc une norme sur H%(Spec L, x*w") en identifiant
HO(Spf Op, vgws) et les éléments de norme plus petite que 1.

DEFINITION 2.14. — Soit U un ouvert de X 7., f € HO(U,w"), et z € U.
On définit la norme de f en x par |f(x)| := |z* f]|, et la norme de f sur U

par | flu = sup,ey | f(2)].

Remarque 2.15. — L’élément | f|y peut éventuellement étre infini, mais
est fini si U est quasi-compact. Dans ce cas, cette définition donne en général
une semi-norme, mais est une norme si I’espace est réduit.

DEFINITION 2.16. — On notera encore @" le sous-faisceau des fonctions
de norme plus petite que 1.

Donnons une autre définition du faisceau w”. Pour tout espace rigide Y,
on note Oy le faisceau des fonctions de norme inférieure ou égale a 1. Alors

~r —1~k
wt = w, — D—an
'(/J 0 ®w71@~rm XIw
ndg
Nous dirons que w" définit une structure entiere pour w®. Si F est un fais-
ceau localement libre de rang r sur un espace rigide Y, on appelle structure
entiere pour F un sous-faisceau F, tel que F soit localement isomorphe a

r

Oy .

Rappelons un « gluing lemma »di a Kassaei [10]. On rappelle que nous
avons fait les choix combinatoires de telle sorte que ’espace X 1., est lisse.

LEMME 2.17. — Soit U un ouvert quasi-compact de Y?Z, Ona:

HOWU, ") = HOU,57) @z, @y = (tim HOWU, G /p")) €2, Q,
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3. Décomposition des opérateurs de Hecke
3.1. Décomposition

Soit U un ouvert quasi-compact de X7,. Fixons un élément i com-
pris entre 1 et g, et un élément rationnel r € [0, f;g]. On note X; <, =
{z € X¢" Deg,(x) < r}. Nous voulons découper notre ouvert & suivant le
nombre de points de Uy, (z) N X; <. Pour tout & = (A, \,¢,n, H; ;) € X{7,
soit N(z,r) le nombre de points de Uy, (z) N X; <. Définissons

Uj ={ze€U,N(z,r) > j}

PROPOSITION 3.1. — Les (U;) forment une suite décroissante d’ouverts
quasi-compacts, vide a partir d’un certain rang.

Démonstration. — Voir [3, lemme 4.3.6]. O
Sur U;\Uj41, on a N(z,r) = j. On peut alors décomposer 'opérateur
Ur, en Uﬁf"d 1 U,l;‘:d, ol Uﬁfd correspond aux j points de X; <, et Uﬁf‘)d
aux autres. Remarquons que Uf;fd parametre les supplémentaires L de H;
avec deg L > f;—r. De plus, il est possible de faire surconverger ces ouverts.

PROPOSITION 3.2. — Soit ' > r un nombre rationnel, et U; := {z €
U,N(z,r") > j}. Alors U; est un voisinage strict de U; dans U, c’est-a-dire
que le recouvrement (U;,U\U;) de U est admissible.

Démonstration. — Voir [3, proposition 4.3.10]. O

Pour r' > r, on dispose donc de la décomposition de Uy, sur U;\Uj+1,
ainsi que sur U;\Uj ;. Ces décompositions coincident sur I'intersection des
deux ensembles. Il est possible de généraliser cette décomposition a Ug
pour tout entier N.

THEOREME 3.3. — Soit N > 1 et r € [0, f;g] un rationnel. Il existe un
ensemble fini totalement ordonné Sy et une suite décroissante d’ouverts
quasi-compacts (U;(N))ics, de U de longueur L = L(N) indépendante de
U, tels que pour tout j > 0, on peut décomposer la correspondance UTIF\; sur
Uy (N)\Uj 11 (N) e

N-—1
o= (T v on) Tl

k=0

avec Ty = Uﬁfsz, pour 0 < k < N
Ty = 1T Ut yubed L Ubad

i Jik, N~ TisJk—1,Jk,N m3,9,J1,IN
J1ESN -1, JkESN—k
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et
- bad bad bad
Iy = H U‘n':ly]N 1, UT"?]N 2,JN—1,N """ UW?JJMN
J1€ESN—1,.-,JN-1ES51
avec
e les images des opérateurs Ugo‘; ~ (j € Si) sont incluses dans X; ~, =
{z € Xyig,Deg;(z) > r}.
o les opérateurs UY%, v (j € Sy, 1 € Sp_1) et U v (j € S1) sont
incluses dans X; <.
Enfin, si (U}(N)) est la suite d’ouverts de U obtenue pour r' > r, alors
U}(N) est un voisinage strict de U;(N) dans U pour tout j.

Démonstration. — C’est le théoreme 4.4.1 de [3]. O

3.2. Norme des opérateurs de Hecke

Pour démontrer le théoreme de classicité, nous aurons besoin d’un cal-
cul de normes de ces opérateurs de Hecke. Rappelons que la norme d’un
opérateur T : HO(T'(U), F) — H°(U, F) est défini par

|7 := inf {X € Ruo, [T flue < Alflrn ¥ f € HY(TU), F)}

PROPOSITION 3.4. — Soit T' un opérateur défini sur un ouvert U, égal
aUs,, Uﬁde ou U,’ifd. On suppose que limage de cet opérateur est incluse
dans X; <f,9—c pour un certain ¢ > 0. Alors

T < pliglgt1)/2—cinfres; ko -

Démonstration. — Avec les notations de 1.4, nous allons majorer la
norme du morphisme ¢*(k) : pjw"™ — pijw", chacun de ces deux faisceaux
étant muni de la structure entiere induite par celle de w” via les morphismes
p1 et po respectivement.

Soit & = (A,1,¢, H,wa,sj) € X“"(Qp) et L C A[m;] un supplémentaire
de H|[m;] stable par Opg. Alors i(x) € :degg (Q,), et on a une variété semi-
abélienne Ag définie sur Zp au-dessus de ¥ (), qui étend la variété abélienne
A. L’action de Op s’étend a Ag, et le sous-groupe L s’étend en un sous-
groupe Lo de Ag[m;]. De méme que précédemment, il existe un schéma semi-
abélien G sur ZT,, globalement extension d’un tore par un schéma abélien,
tel que Ag soit le quotient de G par un réseau étale. On se référera a 'annexe
(partie 7.1) pour plus de détails. On a G[p] C Ag[p]; soit L = Lo N Gp).
C’est un schéma en groupes fini et plat sur Zp. On a alors des isomorphismes

WA, 2wy et way/r, A
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Soit x1 le poids défini par (kg0,...,kg0)oes, €t K2 = K — k1. On a alors

wg = w~ ® w 2. Puisque les coefficients de ko sont positifs, le morphisme
w2 — w~2
G/L G

norme du morphisme w5/~ — W

a une norme inférieure ou égale a 1. Il nous reste a calculer la

G
Le morphisme ¢ : Ag — Ap/Lo donne une suite exacte de Z, ®z Op-
modules

0 — way/po —>wa, —wr, —0
qui s’identifie &

O—)wa/z—>aJa—>wz—>0

En utilisant 1’équivalence de Morita, on en déduit une suite exacte de
(H?:1 Or,) ®z, Zy-modules
0—>E-w§/z—>E~w§—>E-W’Lv—>O

De plus, on sait que ces modules admettent une filtration indexée par les
éléments de X, et la suite exacte respecte cette filtration. Remarquons que
puisque 'on travaille sur ZT,, cette filtration est canonique, et est déduite
de la décomposition en somme directe de ces modules aprés inversion de
p. On en déduit que les morphismes de la suite exacte sont stricts pour la

filtration. Pour tout 1 < j < d, on obtient donc une suite exacte
i
0 —>wG/LJ/wG/LJ L —>wGJ/wG] | T wWE /wLJ L, —0

ou (w W& L et similairement pour E - WE /T
et F - Wy On rappelle qu’on a ordonné les éléments de ¥ = {o1,...,04}.

De plus, on a

)igj<a est la filtration de E - wx

d kg.o
:®<detw wE 1) o

Jj=1

Si o; ¢ %,, alors f; est un isomorphisme puisque L C A[mr;]| donc
wZ,j/wf,j—1 = 0. Soit A; = v(det f;); alors

“infres, kgr S A
llg* (k1)|l= = H p_)‘jkg‘“é <p Hremite ijezi g
j,O’jEEi

La proposition découle alors du fait que degz =3 Aj = e O

j,G'jGEi
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4. Classicité

Un élément x € X (Thr)*t est une famille d’entiers

h ds
HH kldi/'” kgw)

Le théoréme suivant dit qu’une forme surconvergente propre pour les opé-
rateurs de Hecke de poids suffisamment grand est classique. On rappelle
que d; = e; f;.

THEOREME 4.1. — Soit f une forme surconvergente de poids k €
X(Tyn)* sur Xpy, propre pour la famille d’opérateurs de Hecke U, de
valeurs propres «;. Supposons que pour tout 1 <1 < h

dig(g +1)
- +ev(ay) < 1§1<fd kg i

Alors f est classique.

Le reste de cette section est consacrée a le preuve de ce théoréeme.
Une forme modulaire surconvergente est définie sur un espace du type

Deg '([fig — &, fig] X -+ X [fug — €, fng]), pour un certain ¢ > 0. Pour
montrer que f est classique, nous allons tout d’abord prolonger f a tout
X¢r. Le prolongement se fera direction par direction, c’est-a-dire que 'on
prolongera f &

Deg ([0, f19] X [f29 — €, f29] X =+ X [fag — &, frg]) N X {2
puis a
Deg ([0, f1g] X [0, fag] X [f3g — &, f3g] % -+ X [frg — &, fag]) N X{n

et ainsi de suite.
Chacune de ses étapes se démontrant de maniere analogue, nous ne dé-
taillerons que la premiere, c’est-a-dire le prolongement a

Deg ([0, fig] X [fog — €, f29] X -+ X [frg — €, fng]) N X {0

Pour conclure, nous utiliserons le théoreme 1.9, qui permettra d’étendre la
forme f a Y;Z) Un théoreme de type GAGA permet ensuite de prouver
que f est algébrique, c’est-a-dire que f est une forme classique.

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



RAMIFICATION ET CLASSICITE 2487
4.1. Prolongement automatique

Soit f une forme modulaire surconvergente vérifiant les hypotheéses du
théoreme 4.1. Elle est donc définie sur Deg ' ([fig — €, fig] x --- x
[frg — €, frg]), pour un certain & > 0. Pour tout intervalle I, notons
Ur == Deg ' (I X [fag — &, fag] x -+ x [fng — &, fng]) N Xf. La forme
J est donc définie sur Uy, , . f, 4. Nous allons prolonger f a Uy o1 f g

e1”’

PROPOSITION 4.2. — Il est possible de prolonger f a Uy _ 1 .

Démonstration. — Soit S un rationnel avec 0 < 8 < é D’apres le
corollaire 2.10, il existe un entier N tel que

N
Um (u[flg*ﬁ,flg]) - u[flg*aflg]

La fonction fg = al_NUﬁf est donc définie sur Uiy 45 1,4, €t est égale
a f sur Uy, g—c 1, g- Nous noterons donc encore f cette fonction. De plus,
les (U, g—p,f.4) POUT 0 < 3 < ﬁ forment un recouvrement admissible de

u]flg*imflg]' On peut donc étendre f a ce dernier intervalle. a

Remarque 4.3. — Pour démontrer cette proposition, nous avons seule-
ment utilisé le fait que la valeur propre a; était non nulle.

4.2. Séries de Kassaei

Dans cette partie, nous prolongeons la forme f a Uy 7, 4. Comme les
itérés de l'opérateur U,, n’augmentent pas strictement le degré de Hi 4
sur cet ouvert, la méthode de la partie précédente ne s’applique pas. Nous
allons construire des séries f,, analogues de celles introduites par Kassaei
dans [10], qui convergeront vers f. Pour cela, nous utiliserons la décompo-
sition de l'opérateur Uy, réalisée dans la partie 3.1.

Soit & un réel strictement positif tel que v(a1) + fig(g + 1)/2 <
(é —¢)infi<j<d, kg,j,1- Cela est possible d’aprés les hypotheses du théo-
reme 4.1. Soit r un nombre rationnel avec f1g — % <r< fig— é + ¢, et
Uu:= u[O,r]-

Soit N > 1 un entier; d’apres le théoreme 3.3, on peut trouver une
suite d’ouverts (U;)jes, de U, et une décomposition de U,JT\{ sur chaque
cran U;\U; 1. De plus, il est possible de faire surconverger arbitrairement
cette suite d’ouverts. En effet, soit (r(*)) une suite strictement croissante

de rationnels avec r(©) = r, r™ < fig — é + ¢ pour tout k, et (U;k)) la
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suite d’ouverts correspondante a r(*). Alors L{;kH) est un voisinage strict
de Z/I;k) dans U pour tout j, k.
Notons V; = U;Fl) pour tout j > 1, et V; =y pour tout i > 0. Alors

J
V]‘ est un voisinage strict de V; dans Y. Nous avons décomposé I'opérateur

UN sur Vi\V; i1 en

N-1

U,{.\i = H U,.Jr\iilika HTN
k=0

avec Ty = Ufrf:’jd et pour 0 <k < N

o good 7 rbad bad
Tw = H Uﬂ'lvjk Uﬂlvjk—l»jk T U7T17j7j1
J1IESN -1,k ESN—k
et
_ bad bad bad
Iy = H Uﬂl,jN—lUﬂl,jN—ij—l ce Uﬂ'lvjvjl

J1ESN-1,.-,JN-1ES51

Les images de Ufjiojd et de U9°°¢ (J € Sn—+) sont incluses dans U, 1, g C

T1,]k
Uy, f,g], €t les opérateurs U4 . UL ne font intervenir que des supplé-

. , s N ; 1
mentaires L de degré supérieur a fig — (@) > o €

DEFINITION 4.4. — Les séries de Kassaei sur V;\V;1 sont définies par

N—-1
., —1lyrgood —k—17rbad bad good
fNJ = Um,j f+ § : § : oy Uﬂ'h]@jl to Uﬂ'l’jkflvijﬂ'hjkf
k=1 j1€ESN—-1,--,jkESN—k

Cette fonction est bien définie, puisque les opérateurs Uﬁf:}d
nuls, auquel cas leur action sur f donne 0, soit a valeurs dans Uy, f, 4 €t f
est définie sur cet espace. Ce dernier espace étant quasi-compact, f y est
bornée, disons par M.

La proposition 3.4 permet de majorer la norme des opérateurs aflUbad

Pk’
la norme de ces opérateurs est inférieure a

sont soit

f19(9+1)/24v(en) = (g —¢) infigj<ay kgj1 <1

Ug =p
LEMME 4.5. — Les fonctions fy,; sont uniformément bornées.
Démonstration. — On a
—k—177bad bad good
|a1 Uﬂ'l,j’ﬁ T U7r1’j1«—1,jk U‘fr17jkf‘vjl'\vj+l
< uk|a71Ug°0-df\ bad bad ,
S0 g UG Untn Vi\Vit1)

< |041_1 |pf19(g+1)/2M
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d . .
car la norme de UZ”%" est majorée par pf19(9+1/2 On peut donc majorer

la fonction fy ; par
-1 1)/2
N sl < oy [plr9lot 2 g

ce qui prouve que les fonctions fy ; sont uniformément bornées. O
J

Puisque ces fonctions sont bornées, nous pouvons supposer qu’elles sont
de norme inférieure & 1, quitte & multiplier f par une constante. Nous allons
maintenant recoller ces fonctions sur U.

LEMME 4.6. — Soient j,k € Sy et x € (V\V;j4+1) N (Vi \Vi41). Alors
|(fng — fvw) (@) S ug M

Démonstration. — 1l existe une autre maniere de définir les séries de Kas-
saei fn,;. En effet, on aurait pu décomposer I'opérateur U,]T\i en Ufr\fg‘wd +
U,Jr\i’bad suivant les degrés des points de Ufr\i : 'image de Ufr\fg‘wd est in-
cluse dans Degy ' (]s, f1g]), et celle de UN-*? dans Deg; ([0, s]), pour un
certain rationnel s compris entre r et fig — 1/e; + €. La série de Kassaei
est alors définie comme o~ UN-900df La série de Kassaei fy,; est définie
a l'aide d’un rationnel s comme précédemment ; au-dessus du point x on
peut donc décomposer opérateur UY en UN-9004 4 UN-bad gyec f ;(x) =
ay NUN:900d f(z). De méme, la série fy,j, est définie & 'aide d'un rationnel
s', et au-dessus de z, on a la décomposition Ufr\z = U,Ir\i’g""d/ + Uﬁ’bad/, avec
fN,k(x) — a;NUﬁ’gOOd/f(l').

Supposons par exemple que k < j. On a alors s’ < s, et au-dessus
de z, 'opérateur U,jr\i’b“d se décompose en Ufr\?b“d/ + Uﬁ7b“d//, l'opérateur
U,ﬁ’bad” ayant son image incluse dans Deg; ' (]s', s]). On a alors fy x(z) —

_ 7 , _ 1"
fnj(x) =aj NUﬁ’b“d f(z). De plus, la norme de Popérateur a; NUfr\l”b“d
est inférieure & u)’ d’apres les calculs sur les normes des opérateurs de

Hecke. D’ou

((fng = ) (@) S ug | flyvvaar,
1 (z)

De plus, I'ensemble UiN’badu(z) étant inclus dans Degy ' ([r, f1g]), on a
|f|UN,bad’/(x) < M ce qui donne la majoration. O
PROPOSITION 4.7. — Il existe un entier Ay telle que les fonctions

(fn.j)jesy se recollent en une fonction gy € H°(U,&"/pA™). De plus,
la suite (An)n>1 tend vers infini.

Démonstration. — La décomposition de 'ouvert U étant finie, soit L tel
que Vp11 soit vide. La fonction fn j est donc définie sur V. La fonction
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fn,—1 est définie sur V; _,\V;. De plus, d’aprés le lemme précédent, on a
N
lfv—1 = Inclov v, e Sug M

Soit Ax le plus grand entier tel que u)Y M < p~4~ ; comme ug < 1, la
suite (An)n>1 tend vers l'infini. Les fonctions fy r—1 et fn 1 sont donc
égales modulo pA~ sur (V; NV, _)\Vr. Comme (V; NV} _, V) _\V5) est
un recouvrement admissible de V; _, , celles-ci se recollent en une fonction
gn.L-1 € HO(V] _;, 0" /p™v).

De méme, gnr_1 et fy.r_o sont égales (modulo pA~) sur (V) _, N
Vi _)\VL-1, et donc se recollent en gy -2 € HO (V) _,,&" /pA~).

En répétant ce processus, on voit que les fonctions fu ; se recollent
toutes modulo pA~ sur V), = U, et définissent donc une fonction gy €
HOU, &% [pAn). O

PROPOSITION 4.8. — Les fonctions (gn) définissent un systéme projectif
dans lim; e ftarrowHO (U, &% [p™).

Démonstration. — Nous allons prouver que gy41 et gy sont égales mo-
dulo p~. Soit & € U ; nous avons construit en z les séries de Kassaei fn
et fnt1,k. Or le terme fyyi, provient d’'une décomposition de Uﬁ“ du
type

N
N+1 _ Z N-1
U7r1 = []ﬂ_1 TN + TN+1
1=0
Nous pouvons donc écrire fyi1, = h1 + hg, la fonction hy étant associée

1 —1—
UNll

a l'opérateur Zfig ™ Tn et ho & Tx. Or la fonction hy est en réalité

une série de Kassaei pour une certaine décomposition de U,jr\i : le lemme
précédent donne donc

(fwy = M) (@) < p~ ¥
De plus, on a

hg — Z alfolUbad' . Ubad Ugood f

T1,0,01 T1,JN—1,JN = T1,JN
J1ESN,..,JNES1

donc comme les opérateurs aflUﬁ?% ; ont une norme inférieure a uo,
A

|ha(@)] < ug'p”ay M < p=i
avec Ay = Ay — f1 —v(a1). Quitte & remplacer Ay par Ay, on voit donc
que la réduction de gy, modulo pAN est égal & gy . 0

En utilisant le gluing lemma (lemme 2.17), on voit donc que les fonc-
tions gy définissent une fonction g € HO(Uy,w"™) pour tout ouvert quasi-
compact Uy inclus dans U, donc un élément de HO(Up,w"). Bien siir, g
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coincide avec [ sur Uy, g—.fig

tel que UN (2) C Ujp,g—c .4 POur N > N, et la série de Kassaci est alors
stationnaire égale a

|- En effet, si z € u]flgfﬁ,flg]v il existe Ny

ayNouNof = f

Nous pouvons donc étendre f a Ujg ¢, 41-

4.3. Fin de la démonstration

Nous avons étendu f a Ujg 5,4 = Deg ([0, f1g] X [fog — €, fag] X -+ X
[fng — €, frg]) N X¢". En utilisant le fait que f soit propre pour Uy,, et
en utilisant la relation vérifiée par la valeur propre as, la méme méthode
montre que I'on peut étendre f a Deg™* ([0, f1g] x [0, f2g] X [f39 — ¢, f3g] x
<o X [fng — €, frg]) N X ¢, En répétant ce processus, on voit donc que 'on
peut étendre f a tout X7.

Nous avons donc étendu a la fonction f en un élément de HO(X 97 w").
Il nous reste encore a montrer que f s’étend au bord. Dans le cas ou dg > 1,
et dans le cas algébrique, le principe de Koecher nous assure que ’on peut
négliger les pointes dans la définition des formes modulaires (voir [13]).
Il doit sans doute étre possible de déduire un analogue analytique de ce
résultat, c’est-a-dire démontrer que toute forme modulaire définie sur X7}
s’étend a Y?Z Néanmoins, dans notre cas, il est possible de raisonner plus
simplement, et en ne supposant pas que dg > 1. Nous allons pour cela
utiliser le théoréeme 1.9 : il nous suffit de prouver que la forme f est bornée
sur X ¢ pour prouver qu’elle s’étend au bord.

PROPOSITION 4.9. — La forme [ est bornée sur X§..

Démonstration. — Rappelons que nous étions partis d’une section défi-
nie sur Deg ™' ([f1g — &, fig] X --- X [fng — €, fag]), pour un certain & > 0.
Comme cet espace est quasi-compact, f y est automatiquement bornée.
Nous allons maintenant démontrer, qu’a chaque étape du prolongement, f
reste bornée.

Regardons par exemple I'extension de f a Ug ¢, 4. La forme f est obtenue
en recollant les séries de Kassaei g définies sur Ujg ., et une forme fq définie
sur Up, 5, g par la formule fo = ozl_N UTIX f, ot r et v’ sont des rationnels
vérifiant

1
fig—— <1’ <r< fig
€1

Comme lopérateur U, est borné, fo est bornée. De plus, comme cela a été
vu dans le paragraphe précédent, les séries définissant g sont uniformément
bornées. On en déduit que le prolongement de f a U, y,4) est borné. O
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Puisque f est bornée sur X¢7, on en déduit d’apres le théoreme 1.9

qu’elle s’étend a Y;Z Comme X, est propre, on en déduit par GAGA
que f provient d'un élément de H°(X r,,,w"™), soit que f est classique.

5. Cas des variétés de type (A)
5.1. Données et variétés de Shimura

Rappelons les données paramétrant les variétés de Shimura PEL de
type (A) (voir [12]). Soit B une Q-algébre simple munie d’une involution
positive x. Soit F' le centre de B et Fy le sous-corps de F' fixé par x. Le
corps Fy est une extension totalement réelle de Q, soit d son degré. Faisons
les hypotheses suivantes :

L] [F : Fo] = 2.
e Pour tout plongement Fy — R, B ®p, R ~ M, (C), et 'involution
* est donnée par A — A’

Soit également (Ug, (e, ®)) un B-module hermitien non dégénéré, I’accou-
plement étant alterné. Soit G le groupe des automorphismes du B-module
hermitien Ug ; pour toute Q-algebre R, on a donc

(g2, gy) = c(x,y) }

G(R) = { (9,¢) € GLp(Up ®g R) x R,
(R) {(g c) B(Ug ®q R) x pour tout z,y € Ug ®q R

Soient 71,...,74 les plongements de F{, dans R ; soit également o; et &;
les deux plongements de F' dans C étendant 7. Le choix de o; donne un
isomorphisme F' ® g, R ~ C. On a également B; = B ®p, -, R ~ M, (C).
Notons U; = Ug®F,,-,R. D’apres I’équivalence de Morita, U; ~ C"®@W;, ou
B; agit sur le premier facteur et W; est un C-espace vectoriel. La structure
anti-hermitienne sur U; en induit une sur W, et on note (a;, b;) sa signature.
Alors Gg est isomorphe a

d
G (H U(ai, bz))

ol a; + b; est indépendant de i et vaut 51— dimg Ug.

Donnons-nous également un morphisme de R-algebres h : C — Endpg Uy
tel que (h(z)v,w) = (v, h(Z)w) et (v,w) — (v, h(i)w) est définie positive.
Ce morphisme définit donc une structure complexe sur Uy : soit Ué’o le
sous-espace de Uc pour lequel h(z) agit par la multiplication par z. On a
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alors U(é’o ~ H?zl((C”)’“ & @bi en tant que B ®g R ~ @?:1 M, (C)-
module (I'action de M, (C) sur (C™)% @@bi est I'action standard sur le
premier facteur et 'action conjuguée sur le second).

Soient également un ordre Op de B stable par %, et un réseau U de Ug
tel que 'accouplement (e, o) restreint & U x U soit & valeurs dans Z. Nous
ferons également les hypothéses suivantes :

e B ®gQ, est isomorphe & un produit d’algebres de matrices a coef-
ficients dans une extension finie de Q.

e Op est un ordre maximal en p.

e L’accouplement U x U — Z est parfait en p.

Soit Zp) le localisé de Z en p ; Op est un Z,,)-module libre. Soit aq, ..., oy
une base de ce module, et

det = F(X1,. 0, Xp) = det(Xqaq + - + Xpay; U ®@c C[Xy, - .., X4])

On montre (cf. [12]) que f est un polynéme a coefficients algébriques. Le
corps de nombres F engendré par ses coefficients est appelé le corps réflexe.

Soit p = H?Zl m;* la décomposition de p dans Fp, et soit f; le degré
résiduel de chacune de ces places. On notera ¥ ’ensemble des plongements
de Fy dans @p, et X; le sous-ensemble des plongements envoyant m; dans
I’idéal maximal de ZT,. On notera également Fp; la complétion de Fy en
m;, et Op,, son anneau des entiers. Alors B ®q Q, ~ Hle B;, ou B; est
la complétion de B en ;. Pour déterminer la structure de B;, on peut
distinguer 3 cas.

(1) m; est décomposé dans F. Alors B; ~ M, (Fp ;) ® My, (Fo,).

(2) m; est inerte dans F. Alors B; ~ M,,(F;), ou F; est la complétion
de F en ;.

(3) m; est ramifié dans F, m; = w?. Alors B; ~ M, (F;), ot F; est la
complétion de F' en ;.

Définissons maintenant la variété de Shimura PEL de type (A) associée &
G. Soit K une extension de Q, contenant les images de tous les plongements
possibles F' — Q, et £ — Q,,.

DEFINITION 5.1. — Soit X l'espace de modules sur Spec(K) dont les
S-points sont les classes d’isomorphismes des (A, \,¢,n) ot

e A — S est un schéma abélien

e )\: A — Al est une polarisation de degré premier a p.

e 1 : Op — End A est compatible avec les involutions x et de Rosati,
et les polynomes detgi0 et detr;eq) sont égaux.
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e 7 : A[N] — U/NU est une similitude symplectique Op-linéaire,
qui se reléve localement pour la topologie étale en une similitude
symplectique Opg-linéaire

Hi(A,A?) — U @z A"

La condition du déterminant est explicite : si .S = Spec(R), cela signifie
que le faisceau conormal wy est isomorphe a St ®x R comme B ®q R-
module, ou St est défini par St = @?:1 St;, et St; est le B;-module égal a

D ooy (1)
TEY;
ol X; = Hom(FO,i,@p), et ou B; = M, (Fp ;) ® M, (Fp,;) agit par I'action
standard donnée par 7 sur chacun des facteurs dans le cas (1); et

D (K)o ()

TEY;
ou laction standard de M,,(F;) est donnée par ¢ sur le premier facteur, et
par o sur le deuxiéme (avec o et @ les deux plongements de F; au-dessus
de 7) dans les cas (2) et (3).

Remarque 5.2. — Le schéma X est en fait défini sur le corps réflexe,
mais nous aurons besoin d’élargir le corps de base pour définir certains
faisceaux ultérieurement.

Pour définir les formes surconvergentes, nous aurons besoin de supposer
que le lieu ordinaire de la variété de Shimura est non-vide. Dans le cas ou p
est non ramifié dans F', un résultat de Wedhorn [24] dit que cela est le cas
si et seulement si p est totalement décomposé dans le corps réflexe E. Si le
corps F est fixé, cela donne une condition sur les nombres (a,, by ). Ainsi,
si on se place dans le cas le plus simple ou Fy = Q, B = F, on considere la
variété associée au groupe GU (a, b). Le corps réflexe est égal A Q sia = b et
F' sinon. L’existence du lieu ordinaire est alors équivalente a p décomposé
dans F' ou a = b. Nous allons obtenir des conditions nécessaires sur les
couples (a,,b,) dans le cas général.

PROPOSITION 5.3. — Supposons que le lieu ordinaire soit non vide. Soit
1 < i < h, et supposons que 7; soit dans le cas (1). Alors il existe des entiers
a; et b; tels que (ay,by) = (a;, b;) pour tout o € X;. Si m; est dans le cas (2)
ou (3), alors a, = b, = (a + b)/2 pour tout o € %;.

Démonstration. — Supposons l'existence du lieu ordinaire. Cela veut
dire qu’il existe une variété abélienne A sur une extension L de Q,, qui
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s’étend en un schéma semi-abélien Ay (sur 'anneau des entiers d’une ex-
tension finie de L), tel que Ag[p™] soit un groupe de Barsotti-Tate ordinaire

(c’est-a-dire extension d’une partie multiplicative et d’une partie étale). En

particulier, pour tout 1 < ¢ < h, Ag[r{®°] est ordinaire. Supposons que 7;
est dans le cas (1), et soit 7r;" une place de F' au-dessus de m;. Le groupe
de Barsotti-Tate Ag[(m;)>] est ordinaire, et munie d’une action de O, ,.

On en déduit qu’il existe des entiers N et Ny tels que
AO[(TF:F)OO] = (/_,Lpoo ®Zp OFo,i)N1 X (@P/ZP ®Zp OFD,i)N2

En particulier, si on ordonne le couple (a,,b,) tels que a, corresponde au
plongement au-dessus de 7ri+ , on voit que a, ne dépend pas de o € ¥;. De
méme pour b,. Il existe donc un couple d’entiers (a;, b;) tels que (aq,b,) =
(@i, b;) pour tout o € ¥;. Dans le cas (2) ou (3), si Op, désigne 'anneau
des entiers de F;, on voit de méme qu’il existe des entiers N7 et N» tels que
Ao[mi®] = (pp ®z, Or)M X (Qp/Zy @3z, OF,)™
(en fait Ny = Ny par auto-dualité). On en déduit que pour tout o € %,
a5 =b, = (a+b)/2. O
Définissons maintenant la structure de niveau Iwahorique. Si 7; est dans
le cas (1), on notera 7} et 7, les idéaux de F au-dessus de 7;, et (a;,b;)
le couple (ay,b,). Si m; est dans le cas (2) ou (3), on notera également
a; = b; = (a+b)/2, de telle sorte que Pon ait encore a, = a; et b, = b;
pour tout o € ;.

DEFINITION 5.4. — Soit X, 'espace de modules sur K dont les S-
points sont les (A, A, ¢,n, H; ;) ot (A, A, 1,m) € X(S) et

e Sim; est dans le cas (1), (O =Hi0coCH1C- - CHjqp= A[Wf])
est un drapeau de sous-groupes finis et plats de A[r;'], stables par
OB, chaque H; ; étant de hauteur nf;j.

e Sim; est dans le cas (2), (O =H,0CH;; C---C HL(,H_Z,)/Q) est un
drapeau de sous-groupes finis et plats de A[m;], stables par Op et
totalement isotropes, chaque H; ; étant de hauteur 2nf;j.

e Si m; est dans le cas (3), (0 =H,0CH;; C---C Hi7(a+b)/2) est
un drapeau de sous-groupes finis et plats de Alm;], stables par Op
et totalement isotropes, chaque H; ; isomorphe localement pour la
topologie étale a (Op/mOp)’.

Remarque 5.5. — Dans le cas (1), les sous-groupes A[m;'] et A[r; | de
A[m;] sont duaux pour accouplement de Weil. Si H est un sous-groupe de

Alr;t], alors son orthogonal H+ est un sous-groupe de A[r; | isomorphe au
dual de Cartier de A[r;]/H.
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Remarque 5.6. — Dans le cas (3), le groupe Alw;] est totalement iso-
trope, ce qui justifie le fait que l'on travaille avec A[rm;] plutét que Alw;].

On notera X et Xj, des compactifications toroidales de X et X,
construites par exemples dans [17]. Soient également X", X 77, X" et
X les espaces analytiques associés.

5.2. Formes modulaires et opérateurs de Hecke

1
faisceau conormal relatif & la section unité de A ; il est localement pou?{:x( to-
pologie de Zariski isomorphe a St® O comme B ® O5-module. Rappelons
que St = EB?:I St;, et St; est le B; ®g K-module égal a P, .5, (K7)" &
(K,

Soit T = Isompg o (St® O, wa). C'est un torseur sur X sous le groupe

h
M = (H 11 GLaTxGLbT> xq, K

1=1T1T€X;

Soit A le schéma semi-abélien universel sur X, et soit wy = e*) le

Soit Ty le tore diagonal de M, Bj; son Borel supérieur, et Uy le ra-
dical unipotent. Soit X (Ths) le groupe des caractéres de T, et X (Ths)™
le cone des poids dominants pour Bys. Si k € X(Tp)", on note ' =
—wok € X(Tp)T, ol wy est 'élément le plus long du groupe de Weyl de
M relativement & Th;. Soit ¢ : 7 — X le morphisme de projection.

DEFINITION 5.7. — Soit k € X(Ta)". Le faisceau des formes modu-
laires de poids k est w" = ¢.O7[K'], ott $p.O[K'] est le sous-faisceau de
¢.O7 ot By = Ty Uy agit par k' sur Ty et trivialement sur Uy .

Une forme modulaire de poids x sur X est donc une section globale de
w", soit un élément de H°(X,w"). En utilisant la projection X, — X,
on définit de méme le faisceau w” sur X 1, ainsi que les formes modulaires
sur X r,,. On notera encore w* le faisceau analytifié sur X ...

Définissons maintenant les opérateurs de Hecke. Soit 1 < i < h, et C;
I'espace de modules sur K dont les S-points sont les (A4, A, ¢,n, Hj 1, L) avec
(A, N 0,m,Hj i) € X14(S) et L un sous-groupe fini et plat stable par Op
de A[m;] vérifiant

o L = Lo® Lg, ou Ly est un supplémentaire de H;,, dans A[r;]
dans le cas (1).

o L est totalement isotrope, et est un supplémentaire de H; ,, dans
Alrm;] dans le cas (2) ou (3).
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Nous avons deux morphismes finis étales py,ps : C; — Xy : p1 est Uoubli
de L, et py est le quotient par L. Plus précisément :

e dans le cas (1), I'image de (A, \,¢,n, Hjx, L = Lo ® Lg) est
(A/L,A',L’,n’,H§7k), oll H]{’k est 'image de H, , dans A/L si j # 1
ouj=rietk< a;et H; est I'image de (7)Y (H, N Lo) dans
A/L si k> a;.

e dans le cas (2) ou (3), limage de (A, \¢,n Hjk L) est
(A/L, N, ', H ) ) o H ) est I'image de Hjy, dans A/L.
Comme dans le cas C, une ambiguité existe pour la polarisation sur A/L.
Soit & un élément totalement positif de 'anneau des entiers de Fy, avec
Ur, (&) = 1 et vy, (&) = 0 sij # 4. On définit la polarisation sur A/L
comme la polarisation descendue &; - A. Il s’agit bien d’une polarisation de
degré premier a p. Le morphisme ps dépend donc du choix d’un tel élément
&;, mais ce choix n’est pas important en pratique (voir [3, remarque 2.3.2]).

Remarquons que si p est inerte dans Fy, on peut choisir & = p.

Soit C'#™ I'espace analytique associé & C; ; on note encore py, py : C#" —
X ¢ les morphismes (finis étales) induits. Il existe une compactification
toroidale C; de Cj, et on peut supposer (par le théoréme 1.3) que les mor-
phismes p1, ps : C; — X1 s’étendent en des morphismes C; — X 1. Si on
note 63” I’espace rigide analytique associé & C;, on obtient des morphismes
P1,p2 : 6?n — Y?Z

DEFINITION 5.8. — L’opérateur de Hecke géométrique agissant sur Y?Z
est défini par Uy, (S) := pa(p71(S)) pour toute partie S de X ..

s . w-an
Cet opérateur respecte les ouverts de X¢/, mais pas ceux de X, en

général. Notons ¢ : A — A/L 'isogénie universelle au-dessus de C;. Celle-
ci induit un isomorphisme ¢* : w4/, — w4, et donc un morphisme ¢*(x) :
psw" — piw®. Pour tout ouvert U de X{!, nous pouvons donc former le

morphisme composé

Un, : H(Ur,(U),0") — H°(py ' (U), p")
*(") — * K Trp K
5 HO(p (U), piw™) =2 HOU,w")
DEFINITION 5.9. — L’opérateur de~Hecke agissant sur les formes mo-
dulaires est alors défini par Uy, = ﬁUm avec N; = f;a;b;.

Nous avons donc défini h opérateurs agissant sur les formes modulaires
définies sur un ouvert de X7,;. De méme que dans le cas précédent, comme
ces opérateurs sont bornés, ils agissent sur I'espace H° (Y;Z,, w"). En effet,
I'image par U, d’une telle section sera bornée, et s’étendra automatique-
ment au bord d’apres le théoréme 1.9.
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5.3. Structures entiéres

Nous allons maintenant définir les structures entiéres sur X 7., ¢’est-i-
dire les fonctions degré, et une norme pour I’espace des formes modulaires.
Nous gardons les notations des parties précédentes.

Soit h; Ientier tel que nh; soit la hauteur de H; 4, ; on a donc h; = f;a;
dans le cas (1) et h; = 2f;a; dans les cas (2) et (3). Soit Ay q(a+s),n, I'espace
de Siegel analogue a celui de la définition 2.1, mais en demandant que la
hauteur de H soit égale a nh;. On dispose d’un morphisme P; : Xy, —
And(a+b),h, ¥ K par la formule (A, X, 1,1, Hj ) — (A, A\, 0, H; 4,). De plus,
il existe une compactification toroidale an(a—&-b),h,: de A, q(a+b),n: > €6 quitte
a restreindre les décompositions polyhédrales utilisées pour construire les
compactifications toroidales, ces morphismes s’étendent en P; : X, —
an(a+b),h7¢ x K par le théoreme 1.3.

Soit 71:5(@_%)% Iespace rigide associé & A,q(atb),n; Xz, Ok, ot Ok est
I’anneau des entiers de K. Comme ce dernier schéma est propre, cet espace
rigide est égal a l’espace analytique associé a an(a—i—b),hi x K. Les mor-

phismes P; induisent des morphismes Y;Z) — j:;](a +b),h, - Rappelons que

nous avons défini une fonction deg : Z:Z;(QM)’M — [0, hy].

DEFINITION 5.10. — On définit Ia fonction Deg; : X . — [0, fia;] par
la formule x — degP;(x) dans le cas (1) et x — 3 degPi(x) dans les
cas (2) et (3). La fonction degré Deg : X 1, — H?Zl[O, fia;] est définie par
x — (Deg;(x));.

Remarque 5.11. — Le fait de diviser par 2 le degré de H;,, dans les
cas (2) et (3) est justifié par le fait suivant. Supposons que A soit une variété
abélienne avec bonne réduction sur Op, avec L une extension finie de Q.
Supposons pour simplifier que B = F, et que m; est dans le cas (2). Alors
le groupe H;,, est un schéma en groupe fini et plat sur Op, muni d’'une
action de Oprr ou FJ'" est l'extension maximale non ramifiée contenue
dans Fj. Soit Fp; la complétion de Fj en ;, et o't I’extension maximale
non ramifiée contenue dans Fp;. Par hypothese, F]'" est une extension
de degré 2 de ;. Soit Sp (resp. S) I'ensemble des plongements de Fy'}
(resp. F'") dans @p. Nous avons défini dans la partie 7.2 les degrés partiels
deg, H; ,, pour tout s € S. Le groupe H;,, étant égal a son orthogonal
dans A[m;], on a H; o, ~ (A[mi]/H;q,)"¢, ot P signifie le dual de Cartier,
et ¢ que l'action de OF est obtenue par conjugaison (cela résulte de la
compatibilité entre 'action de O et I'involution de Rosati). Si sp est un
élément de Sy, et si s et 5 sont les deux éléments de S au-dessus de s,
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alors la proposition 7.10 montre que
degs Hi,ai = deg§ Hi,ai

La quantité pertinente pour étudier le sous-groupe H; ,, n’est donc pas son
degré, mais la moitié de celui-ci.

Remarquons enfin que dans le cas (1), le groupe H, ifaj, qui est un sous-
groupe de A[w;] a pour degré f;(b; —a;)+deg H; 4,. Dans le cas ol a; = b,
le groupe H; q, EBHf;ai, qui est totalement isotrope, a pour degré 2 deg H; q, .

Une autre justification pour cette définition est de considérer le cas Fy =
Q et B = F est centrale (F' est donc un corps quadratique imaginaire). On
considére donc le groupe GU(a,b). Le cas a = b = 1 correspond au cas de
la courbe modulaire; au niveau des espaces de modules, cela s’interprete
par le fait que tout schéma abélien apparaissant dans la variété unitaire
s’écrit comme F ®7z Op, ou F est une courbe elliptique. Or on sait que la
quantité pertinente pour étudier la courbe modulaire de niveau Iwahorique
en p est le degré du sous-groupe universel, qui est compris entre 0 et 1.
Nous devons donc retrouver cette quantité pour la variété unitaire, ce qui

justifie notre définition.

Sil= HZ:1 I est un produit d’intervalles, on note X, ; = Deg_l(I).
Le lieu ordinaire-multiplicatif X?;“” correspond au lieu ol tous les degrés
sont maximaux, c’est & dire & Xy, 7 avec I = H?Zl{fiai}. Par hypothese,
nous nous plagons dans le cas ou ce lieu est non vide.

DEFINITION 5.12. — L’espace des formes modulaires surconvergentes

est défini par
~-an

H°(X7,,,w™)t := colimy H°(V,w")
ot la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X 75 " dans X CILZ,

Une forme modulaire surconvergente est donc définie sur un espace du
— h .
type Xpu,1 avec I =[], ,[fia; — €, fia;], pour un certain € > 0.
Nous avons des propriétés analogues quant au comportement des opéra-
teurs de Hecke relativement a la fonction Degré.

PROPOSITION 5.13. — Soit 1 < i < h, z € Xy, et y € Uy, (x). Soit
r; = Deg;(x), et y; = Deg;(y) pour 1 < j < h. Alors
® y; =x; pour j #i.
® Y=
De plus, s'il existe y € U2%(x) avec Deg;(y) = Deg;(x), alors z; € LZ
dans les cas (1) et (2), et x; € 77 dans le cas (3).
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Démonstration. — Nous raisonnons comme dans la démonstration de la
proposition 2.8. Le premier point est identique. Pour le deuxiéme point,
supposons qu'il existe y € UZ%(x) avec Deg;(y) = Deg;(x). Soit A la va-
riété semi-abélienne associée a x, définie sur une extension finie M de Q.
Le point y correspond & un sous-groupe L de A[w?ei]. De plus, quitte a
élargir M, on peut supposer que A s’étend en un schéma semi-abélien Ag
sur Oy, et L en un sous-groupe quasi-fini et plat Ly de Ag [w?e’i]. En gar-
dant les mémes notations que la démonstration 2.8, on note G un schéma
semi-abélien de rang torique constant tel que Ay soit obtenu comme un
quotient de G par la construction de Mumford (voir I'annexe). Le méme
raisonnement que pour la proposition 2.8 montre que L := Ly[n'] N é[p]
est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1. On en déduit immé-
diatement que son degré est entier, et donc que Deg,(x) € T;Z avec notre
définition de la fonction Deg,. On veut montrer que Deg,(z) € e%Z dans
les cas (1) et (2). On se raméne facilement au cas ot n = 1. Etudions alors
les deux cas possibles.

Dans le premier cas, on peut décomposer L; en L; = Lf @ Ly, ol
L{ = Li[(z)%], et L] est l'orthogonal de L. Le fait que L; soit un
groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 montre alors que les degrés
de L] et L] sont entiers, donc que Deg;(z) est un multiple de 1/e;.

Dans le cas (2), soit F,*" est 'extension maximale non ramifiée contenue
dans Fj, et de méme pour Fy'y. Alors le sous-groupe L; est muni d’une
action de Oprr, et on peut donc définir les degrés partiels de L; pour
cette action. Si S est ’ensemble des plongements de F*" dans @p, alors
le degré de L; est la somme des degrés partiels deg, L1, pour tout s € S.
Comme L; est un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1, les degrés
partiels sont tous entiers. De plus, si s est un plongement de Fg'}, s et 5
les deux éléments de S au-dessus de sg, alors en raisonnant comme dans la
remarque 5.11 on a par dualité

deg, L1 = degg Ly

Le degré de L; est donc pair. Avec notre définition de la fonction degré,
cela prouve que Deg,(x) appartient & L7, O

Remarque 5.14. — La situation est plus compliquée dans le cas (3), ce
qui explique la différence dans le résultat. Cela impliquera une borne moins
forte dans le résultat de classicité. Néanmoins, une analyse plus détaillée
de ce cas pourrait peut-étre permettre d’obtenir un résultat équivalent aux
cas (1) et (2).

ANNALES DE L’INSTITUT FOURIER



RAMIFICATION ET CLASSICITE 2501

Comme dans le cas précédent, on en déduit la proposition suivante. On
note e; = e; dans les cas (1) et (2), et e, = 2¢; dans le cas (3).

PROPOSITION 5.15. — Soit 1 < i < h, k un entier compris entre 0 et
elfia; —1 et 0 < o < B < 1 deux rationnels. Alors il existe un entier N tel

que
oo (5 o (57

Nous allons maintenant définir une norme sur ’espace des formes modu-
laires. Rappelons que nous avons noté A, q(a+s) le schéma sur Z, paramé-
trant les variétés abéliennes de dimension nd(a + b) munies d’une polarisa-
tion de degré premier a p avec une structure de niveau N, et Xnd(a+b) une
compactification toroidale de ce schéma. On se donne une identification de
Y avec {1,...,d}. En particulier, on a des couples (a1,b1),..., (ag,bq).

DEFINITION 5.16. — Soit -an(aer) l'espace de modules sur Z, dont les
S-points sont :

e un point r € Xnd(a+b)(s).

e une filtration 0 = wa 90 Cwa1 C -+ C wWa,2nd = wWa telle que pour
tout 1 S 1 S nd, wA72i_1/wA72¢_2 et WA72«L’/(.UA727;_1 sont localement
des Og-facteurs directs de wa de rangs respectifs a; et b; (a; est
égal a a; est j est I'unique entier compris entre 1 et d et congru a
1 modulo d, et de méme pour b;).

L’espace .an(aer) est un schéma propre sur Z,. Soit

(e 77
T; = Isome <wA72i—1/WA,2i—2a 0% )
And(atb) And(ats)
b.
@ Isome - (UJA,Qi/WA,%h 0% )
And(a+b) And(a+b)

pour 1 < i < d (avec par convention wag = 0). On note ¢; : 7, —
And(a+b) la projection. L’espace 7T; est un torseur sur A4, pour le groupe
GL,, x GLy,. Si k; = (kj,1;) est un élément de Z% x Zb on note wf =
¢, O, [—KS], o K, = (ka;41—j,lb,+1—5), et ou ¢;,O7[—K]] est le sous-
faisceau de ¢;,Or; ot le tore de GL,, x GLy, agit par —x}, et o le radical
unipotent agit trivialement.

Rappelons que nous avons défini le poids d’une forme modulaire comme
des couples (kis)i<i<a,,0es €t (lio)i<i<p, ces, OU X est I'ensemble des
plongements de F dans Q, vérifiant Kloez- 2k, oetlhioc=- 2, 0,

pour tout o € X. On note k, = ((kis), (li,s)); avec la numérotation faite
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sur X, on a donc des éléments k; de Z% x Z'. On note alors wf le faisceau
défini sur Apqg par wi = Q%L wi. B
. Tig 5 o s sz N ,
Soit And(aer) I'espace rigide associé a A, q(a4b) Xz, O - Comme le schéma

And(a+b) st propre, cet espace rigide est égal a (Apq(ats) Xz, K)*".

Nous allons maintenant définir un morphisme de X r,, vers -/an(a-s-b) Xz,
K. Le faisceau w4 universel sur X, est muni d’une action de Op, et se
décompose en wyq = @?:1 WA, OU wa,; est un Op ;-module. Rappelons
que Op; est égal a M, (OF,,) ® My, (OF,,) dans le cas (1) et a M, (OF,)
dans les cas (2) et (3). Par équivalence de Morita, le faisceau wy4 ; est la
somme de n copies de w4 0, 0M wy ;o est un faisceau localement libre de
rang e; fi(a + b) muni d'une action de Op,, ® Op,, dans le cas (1), et de
Op, dans les cas (2) et (3). De plus, on peut décomposer ce dernier faisceau
suivant les éléments de 3; :

WA,i,0 = @ (wA,z‘,o,a,1 S¥ wA,z',o,a,z)
o€eY;

Oll WA 0,0,1 €6 WA ;00,2 sont des faisceaux localement libres de rang a, et
bs. On obtient de cette maniére une filtration du faisceau w4.

DEFINITION 5.17. — On définit un morphisme ¢ : X 1, — Jzind(a-&-b) Xz,
K par la formule x — (P(x),(wa,e)), ot P est le morphisme d’oubli de
Paction de Op et de la structure Iwahorique, et ou la filtration (wa..) de
w4 est déduite de ce qui précéde.

On en déduit un morphisme ¥ : Y?Z} — KZZ’((L by Au poids k nous avons
associé un faisceau w§ sur /Tnd(ﬁb), a ’aide d’un choix de numérotation
des places que ’on supposera compatible avec la filtration de w4 construite
précédemment. On a alors w" = 1*wf comme faisceaux sur X r,, et X 7.
Cela permet de disposer d’une structure entiere pour le faisceau w” (sur

X, et d'une norme sur Pespace HO(U,w") pour tout ouvert I de X .

5.4. Classicité

Nous prouvons dans cette partie le théoreme de classicité. Enongons tout
d’abord le théoréme. Nous avons noté ¥ ’ensemble des plongements de Fy
dans Q, ¥; 'ensemble des plongements de Fy; dans Q,, de telle sorte que
Y soit I'union disjointe des ¥;. Notons également F'; I'extension maximale
non ramifiée contenue dans Fp ;, et S; 'ensemble des plongements de Fy';
dans @p. Pour tout s € S;, on note ¥, 'ensemble des éléments de 3J; égaux
a s en restriction a F';. Ainsi, ¥; est égal a l'union disjointe des X5 pour
s €S;.
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THEOREME 5.18. — Soit f une forme surconvergente de poids k =
(koslo)oes, ko = (k1o = .. kayo) €t lo = (1o = ... lp,,0). On sup-
pose que f est propre pour les opérateurs Uy, de valeur propre o; pour
tout ¢ entre 1 et h. Supposons que

d;a;b; +ev(ay) < inf (inf ke, o+ inf &y )
SES; o€, ceY,

dans les cas (1) et (2), et que

dzazbl + eﬂ)(ozi) < Gléléi(kamoy lba,o)

dans le cas (3). Alors f est classique.

Dans le cas (2), la condition se réécrit donc

b 2
dim +ev(a;) < inf (inf ke, o + inéf b, o)
AS s

4 SES; o€,
puisque a; = b; = (a + b)/2. Remarquons également que la condition du
théoréme dans les cas (1) et (2) est impliquée par la condition suivante,
plus forte :

d;a;b; + e;v(ay) < inf k,, ,+ inf lp, »
oEeY; ’ oEeY; ’

Passons maintenant a la démonstration du théoreme. Soit f une forme
surconvergente vérifiant les hypotheses du théoréeme. Par définition, f est
une section de w™ sur X, j avec J = H?Il[fiai — g, fia;], pour un certain
e > 0. Nous allons prolonger f a X{,.. la méthode est analogue a celle
du cas des variétés de type C' : on va prolonger f dans chaque direction,
successivement.

Plus précisément, nous allons prolonger f & Deg ([0, fia1] x --- x
[fran — €, frap]) N X% en utilisant le fait que f est propre pour U, et
la relation vérifiée par la valeur propre «y. En répétant ce processus, on
prolongera donc f a tout X¢.

Soit donc Uy := Deg™ (I x [faas —¢, faas] X - - X [fnan —¢&, fran]) N X7,
pour tout intervalle I de [0, fia1]. La forme f est définie sur Uy, q, —c, #,a,]-
En utilisant la relation f = a7 ™Uf pour tout m > 1 et la proposi-
tion 5.15, on peut donc prolonger f a U frar—1/¢) fraa]-

Soit U = U, fra1—1/¢,+5], avec [ un rationnel strictement positif, que
l’on prendra arbitrairement petit. On peut décomposer les opérateurs de
Hecke sur cet espace, et obtenir des opérateurs Uﬁf?jd et Uﬁ‘ffij. On peut
alors former les séries de Kassaei attachées a cette décomposition. Le fait
que ces séries se recolleront découle alors de la proposition suivante.
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PROPOSITION 5.19. — Soit T' un opérateur égal & un certain U2*%. On
suppose que I'image de cet opérateur est incluse dans U f,q, ¢ pour un
certain ¢ > 0. Alors

Tl < pNimeM

avec M = infseg, (infoex, ko, o + infoes, I, o) dans les cas (1) et (2), et
M =2inf,ex, (Ko, o, lb,.0) dans le cas (3).

Démonstration. — En raisonnant comme dans la proposition 3.4, il suffit
de majorer la norme du morphisme w% L w'y pour un schéma semi-
abélien A définie sur Op; (M est une extension finie de Qp), et L un
sous-groupe de A[m;] totalement isotrope maximal stable par Op pouvant
intervenir dans la définition de l'opérateur de Hecke. On se ramene au cas
oun = 1, A est un schéma abélien, et m; est la seule place au-dessus de
p. On a un morphisme naturel ¢ : w4/, — wa. Distinguons maintenant les
différents cas.

Dans le cas (1), la place m; est décomposée dans F. Le Op ®z Op-
module w se décompose donc en wy = wX @ wy, o wj et w, sont des
On ®z, OF, ,-modules. De méme pour w4 ..

De plus, le module w} se décompose en somme directe par les éléments de
S rwl = D.cs, wzs. On obtient décomposition analogue pour wX/L. Le
morphisme g respecte cette filtration ; soit A\s le déterminant du morphisme
wj/L!S — wz’s. La valuation de As est égale au degré partiel deg, L™, ol
Lt = L[r{]. Si wy" désigne le module associé¢ au poids ((ki ), (0)), et

g~ wf"/'z — w'y™ le morphisme induit alors on a

an,JrH < p7 Zsesl (deg, LT infoes, kay,o)

De méme, par dualité, si on note w’y~ désigne le module associé au poids
((0), (135)), et g™ : wf"/_L — w’y~ le morphisme induit, on a

g™~ || <p~ Zsesl (deg, L™ infoex, lby,o)
ou L™ = L[ry]. Or par dualité, les degrés partiels de L™ et L™ son égaux.
De plus, comme par hypothese le degré de L est supérieur a 2¢, on a
Zsesl deg, L™ > c. On obtient que la norme du morphisme ¢~ : wZ/L —
w' est majorée par

||q,€|| < p— Zsesl deg, L+(info-ezs kay,oct+infoes, lbv, o) < p_dy[

Dans le cas (2), soit Fj'] I'extension maximale non ramifiée contenue dans
Foa1, et de méme pour FJ". Soit S| l'ensemble des plongements de FJ"
dans Q,. Le Oy ®z, O, -module wa se décompose donc en somme directe
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suivant les éléments de S;. On se ramene au cas ou Sp; n'a qu'un seul
élément, i.e. p est totalement ramifié dans Fp ;. On peut alors décomposer
le module w4 en wj{ @ wj,. La majoration est alors identique au calcul
précédent.

Dans le cas (3), puisque le déterminant de ¢ : wa/, — wa est de valuation
égale au degré de L, qui est supérieur a 2¢, on obtient directement

||qn|| g p*QCinfge)jl (kag,a:lbo,cx) D

Remarque 5.20. — Les majorations de norme dans le cas (3) sont plus
difficiles, mais nous pensons qu’il devrait étre possible d’améliorer la borne
obtenue dans ce cas (3) par celle (meilleure) obtenue dans les autres cas.
Avec la remarque 5.14, cela permettrait d’améliorer la borne dans le résultat
de classicité, et au final avoir un critére uniforme dans chacun des cas (1),
(2) et (3).

Comme les opérateurs Uﬁffg- sont a valeurs dans U, 4, —(1/e, —B), f1a1]» C€la
Lybad gont

1]
tous de norme strictement inférieure a 1. Les séries définies se recolleront

montre que si 3 est choisi suffisamment petit, les opérateurs o

donc, et permettent d’étendre f a Uy t,4,)- En itérant ce raisonnement, on
prolonge f a X¢", c’est-a-dire un élément de H?(X¢", w"). De plus, on dé-
montre que cette fonction est bornée sur X¢.'. Le théoreme d’extension 1.9
montre que f s’étend & la compactification, soit f € H° (Y?Z, w"). Un prin-
cipe GAGA (voir [8, partie 5.1]) montre alors que f est une forme modulaire
algébrique, c’est-a-dire provient d’un élément de I'espace H(X 1., w").

6. Cas d’un niveau arbitraire en p

Nous montrons dans cette section que les résultats obtenus se généra-
lisent a des variétés de Shimura avec des structures de niveau en p plus
générales. Remarquons que, méme dans le cas ou p est non ramifié dans le
corps F'; on ne sait pas construire de bons modéles entiers pour les variétés.
La situation est donc plus compliquée que le cas précédent, ou le probléme
venait simplement de l’abscence de modele entier pour les compactifica-
tions.

6.1. Définitions

Soit (F, Fy, B,*) une donnée de Shimura de type (A) ou (C) comme
définie précédemment, et (Ug, (e, )) un B-module hermitien non dégénéré.
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Soient également un ordre Op de B stable par %, et un réseau U de Ug
tel que laccouplement (e, @) restreint & U x U soit & valeurs dans Z. On
supposera que les hypothéses faites dans le cas (A) ou (C) sur Op et U
sont vérifiées. Introduisons maintenant la variété de niveau plus général en
p. On rappelle que X désigne la variété de Shimura sans niveau en p. Nous
avons introduit un corps K suffisamment grand dans les cas (A) et (C),
qui est une extension finie de Q. Soit m > 1 un entier. On suppose que K
contient suffisamment de racines p"-iémes de 'unité, de telle sorte que les
caracteres de (Op/m[™") dans @; sont & valeurs dans K.

DEFINITION 6.1. — Soit Xg ., Iespace de modules sur Spec(K) dont les
S-points sont les classes d’isomorphismes des (A, \,¢,n, H,) ot

(A, A, m) € X(S)

e Dans le cas (C), pour tout 1 < ¢ < h, 0 C H;y C --- C H;,
est un drapeau de A[n}"], chaque H; ; étant totalement isotrope,
stable par Op et isomorphe localement pour la topologie étale a
(OF/WlmOF)nJ

e Dans le cas (A) et si m; est dans le cas (1),0 C H;q C --- C Hj g1
est un drapeau de A[(m;")™], chaque H; ; étant stable par Op et
isomorphe localement pour la topologie étale a (Op /(7 )™Op)™.

e Dans le cas (A) et si m; est dans le cas (2) ou (3),0 C H;; C--- C

H; (q4p)/2 est un drapeau de A[nj"], chaque H;; étant totalement

isotrope, stable par Op et isomorphe localement pour la topologie

étale a (OF/(TFi)mOF)nj.

Si A est un schéma abélien avec action de Op, et si m est un idéal de
Op, on dit qu’un point P est d’ordre exactement m" si m¥ - P = 0 et
mV=1. P £0.

DEFINITION 6.2. — Soit X ,,, I'espace de modules sur Spec(K) dont les
S-points sont les classes d’isomorphismes des (A, X, t,n, Ps) ol

o (A, N\ 1,m) e X(9)

e Dans le cas (C), pour tout 1 <i < h, Pi1,..., P, 4 sont des points
de A[rl"] d’ordre exactement w!", orthogonaux entre eux, tels que
le sous-groupe engendré par P; ; soit isomorphe localement pour la
topologie étale & (Op /7" Op)™.

e Dans le cas (A) et si m; est dans le cas (1), Pi1,...,P; q+p sont
des points de A[(m;")™] d’ordre exactement (7)™, tels que le sous-

groupe engendré par P; ; est isomorphe localement pour la topologie
étale a (OF/(Tr;r)mOF)n
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e Dans le cas (A) et si m; est dans le cas (2) ou (3), P;1,..., P (atb)/2
sont des points de A[n"] d’ordre exactement 7!", orthogonaux entre
eux, tels que le sous-groupe engendré par P; ; soit isomorphe loca-
lement pour la topologie étale & (Op /7" Op)™.

Remarque 6.3. — Plagons-nous dans le cas (C), et soit P un point de
A[r™] d’ordre exactement 7. La condition que le sous-groupe engendré
par P est isomorphe localement pour la topologie étale & (Op/m*Op)"
se reformule de la maniére suivante. Le groupe A[n!"] est muni d’une ac-
tion de M,,(Op/7["); soit E; i la base traditionnelle de cet anneau comme
(Op/7™)-module. La condition précédente est alors équivalente aux rela-
tions Ej; - P = Ej; - P pour tout j, k,{. De méme dans le cas (A).

On dispose d’une application naturelle F' : Xy, — Xgm,. Dans le
cas (C), F envoie (A, A\, ¢,n,P,) sur (A, A, 1,1, H,), ot H;; est le sous-
groupe de A[r["] engendré par P;i,...,P;;, pour tout 1 < ¢ < h et
1 < j < g. Lapplication F est un revétement étale de groupe G = HZ}-L:1 Gi,
avec G; = By(Op/7"), ou By désigne le Borel supérieur de GL,. De méme
dans le cas (A) : F est alors un revétement étale de groupe G = H?Zl G,
ot G; = Bay(Op/(m)™) dans le cas (1), G; = B(q4p)/2(Or/m") dans le
cas (2) ou (3).

Soit x un caractére du tore de G que 'on voit comme un caractére de
G; le faisceau F,Ox, ,, est muni d’une action de G, et on note Ox, . (x) =
F.Ox, ,.[x] le sous-faisceau ou G agit par x. C’est un faisceau inversible
sur Xo,m-

Le faisceau des formes modulaires de poids k et de nebentypus x est le
faisceau

w®(X) = w" oy, . Oxi..(X)

Soient X1 ,, et X, des compactifications toroidales respectivement de
X1,m et Xo,m. On suppose que les compactifications sont construites de
telle sorte que le morphisme F s’étende en F : Xi,, — Xo, (ce qui
est possible d’apres le théoréme 1.3); le faisceau w”(x) s’étend donc sur
Y07m. L’espace des formes modulaires de poids x et de nebentypus x est
donc Pespace H%(X ¢ m,w™(x)). On notera Ytlmin, ngﬁnv X{h, et X§7, les
espaces analytiques associés respectivement a Ylym, yO,m» Xim et Xom.

Définissons maintenant les opérateurs de Hecke Uy, pour 1 < ¢ < h. Soit
C; Pespace de modules sur K paramétrant un point = = (A, A, ¢,n, He) de
Xo,m, et un sous-groupe L, supplémentaire générique de H; p[p] dans A[p]
avec D qui vaut g,a;, ou (a+b)/2 suivant les cas (dans le cas (A) et m; dans
le cas (1), L = Lo @ Lg, avec Lo un supplémentaire de H; ,, dans A[m;']).
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On dispose de deux applications py,p2 : C; = Xo,m, ol p1 est P'oubli de
L, et py est le quotient par L. Soit C; une compactification toroidale de C;
telle que les morphismes p; et py s’étendent en des morphismes C; — X 1,
et 6?” I’espace analytique associé.

DEFINITION 6.4. — L’opérateur géométrique agissant sur les parties de
Ygin est défini par U, (S) = pa2(p7 (S)), pour toute partie S de Ygin

Cet opérateur respecte les ouverts de X§7, (puisque les morphismes
p1 et po sont finis étales sur X&%), mais pas ceux de YSTW en général.
Définissons maintenant 'opérateur de Hecke agissant sur les formes mo-
dulaires avec nebentypus. Nous devons pour cela définir un morphisme
paw"(x) = piw™(x). Nous avons déja défini un morphisme piw" — piw”
a l'aide de 'isogénie universelle A — A/L sur C;. Nous allons donc définir
un morphisme p5O0x, .. (x) = p1Ox, . (x)-

Soit Cj 1 l'espace de modules paramétrant un point (A, A, t,n, He, L)
de C; et des points P, de A[p>] comme dans la définition 6.2 tel que
F(A, A\ 0,m,Ps) = (A, A 1,m, He). Soit C} | l'espace de modules paramé-
trant un point (A, A, ¢, n, He, L) de C; et des points P, de (A/L)[p>°] comme
dans la définition 6.2 tel que F(A/L, N,/ ', P)) = (A/L,N,/,n',H,). On
dispose des morphismes de projection ¢ : C;1 — C; et ¢’ : Cg’l - C,
qui consistent & oublier les points P,. Les morphismes ¢ et ¢/ sont des
revétements étales de groupe G;, et on a piOx, . (x) = ¢0Oc,,(x) et
P50x, ,,(X) = €.0c; , (X)-

De plus, on a un isomorphisme naturel C; ; ~ C!

’ 1, défini par

(Aa )‘7L7777H07L7P0) — (A7)‘7L7773H0aL7P0/)

ou les points P, sont les images des points P, dans A/L. On en déduit
donc un isomorphisme naturel entre ¢.Oc, , (x) et ¢;Oc: (x), donc entre
PiOx,,.(X) et p50x, . (X)-

On a donc un morphisme ¢*(k)(x) : psw™(x) — piw"(x). Pour tout

ouvert U de XJ"

§m» nous pouvons donc former le morphisme composé

Uy, : HY(Uy, U),w"(x)) — HO(p7 U), piw”(x))

i

TR By ), i () B HOU, w0 ()

DEFINITION 6.5. — L’opérateur de Hecke agissant sur les formes modu-
laires est alors défini par Uy, = ﬁUﬂi avec N; le facteur de normalisation
défini dans les parties précédentes.
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6.2. Degré et normes

Nous allons maintenant définir la fonction degré sur Xg7, . Heureusement,
nous allons utiliser la fonction degré que l'on a définie précédemment sur
I'espace de niveau Iwahorique. Si z = (A4, A, ¢, 1, H,) est un point de Xo
on rappelle que H; ; est un sous-groupe de A[r}"] dans le cas (C), et de
A[(m)™] ou A[r"] dans le cas (A), suivant les cas. On note Hi(mfl) le
sous-groupe de A[p™] égal & H; ;77" '] dans le cas (C), & H; o, [(7;7)™ '@
H, [(x7)™ '] dans le cas (A)-1, et & H; (atv)/2[77" "] dans les cas (A)-2
et (A)-3. On note alors H(™~1 le sous-groupe de A[p™] engendré par les
gm=y tout 4.

; , pour

On définit alors un morphisme G : Xo ., — X par (A4, A, ¢,n, Hy) —
(A/H™=D N /o HL), ont H; ; est 'image de H; ; dans A/H™=Y | sauf
éventuellement dans le cas (A)-1, ou H;j est égal & I'image de H;; N
(w;r)_lHi(m_l) dans A/H™=Y pour j > a;. On vérifie alors que H; ; est un
sous-groupe de A[r;] ou A[r;"] suivant les cas, et que (A/H ™= X 1,0, H.)
définit bien un point de Xy,,. De plus, on peut supposer que les compac-
tifications toroidales sont construites de telle sorte que le morphisme G
s’étende en G : Y(),m — X 14. On notera encore G le morphisme analytifié
~<-an <-an
X 0,m —* X

DEFINITION 6.6. — On définit la fonction degré sur Ygtn par
Deg : Yg?n — H?zl[(), fiail,  — Deg(G()).

L’entier a; est défini dans la partie 5.3 dans le cas (A), et on note a; = g
dans le cas (C). On notera également Deg, la i-iéme composante de la
fonction Deg. Pour démontrer les propriétés de la fonction Deg, nous allons
nous ramener a ’espace X ¢ a I'aide de ’application G. Les opérateurs Uy,
ne commutent pas avec (G, mais nous avons néanmoins la propriété suivante.

PROPOSITION 6.7. — Soit 1 <i < h, et x € X§7,. Alors G(Uy,(x)) C
Un: (G (2)).

Démonstration. — Pour simplifier les notations, placons-nous dans le
cas (C). Soit x = (A4, A,1,m, H,) le point de X", et L un sous-groupe

totalement isotrope de A[m;], supplémentaire générique de H; 4. Soit y =
(A/L, N,/ ,n',H,) le point de Uy, (z) correspondant & L. Le sous-groupe
H; ; est donc égal & (H; j+L)/L, pour tout 1 < j < g. Le point z = G(y) €
X¢" est obtenu en quotientant la variété abélienne A/L par H'(m~1) =
@, H ™ avee H™ Y = Hy w7~ "] pour tout k. Comme H'(™~1)
est 'image de H(™~1) dans A/L,ona z = (A/(L+H™=D) X'/ " HY),
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avec HY, égal a I'image de H;y dans A/(L + H™=1D), D un autre coté,
le point G(x) € X¢7 est égal a (A/H™=Y N0 .0 0 HY) avec HY, égal
a l'image de Hj ;, dans A/H(™=1_ En particulier, Hgg =H, ,/H; 4[m"" .
Soit Ly limage de L dans A/H(™~1 . On voit alors facilement que L
est un supplémentaire générique de HE g ¢ cela découle de 'égalité (L +

H;  [m" )N H; g = H; y[77""*]. On a donc défini un point de Uy, (G(z)).
Or ce point est égal & z, donc on a bien G(y) € Uy, (G(z)).
La démonstration est analogue dans les autres cas. |

Cette proposition nous permet d’en déduire les propriétés de la fonction
degré a partir de celles démontrées sur X§,

COROLLAIRE 6.8. — Soit 1 < h x € X§m, ety € Ur,(x). Soit
r; = Deg;(z), et y; = Deg;(y) pour 1 < h. A]ors
. yj:xj pour j # i.
® Y =
De plus, s’il existe y € U2% (x) avec Deg;(y) = Deg;(z), alors z; € % Z.
Soit k un entier compris entre 0 et e/ fia; —1 et 0 < o < § < 1 deux
rationnels. Alors il existe € > 0 tel que Deg,(y) > Deg,;(x) + ¢, pour tout
x € Deg; H([ELe EEB )y et y € UZe (x).

6. (]
i 7

La fonction degré nous permet de définir les formes modulaires sur-

convergentes sur Xg,,. On définit le lieu ordinaire-multiplicatif comme
—mult

Xom =Deg ™ ({frar} x -+ x {fnan}).
DEFINITION 6.9. — L’espace des formes modulaires surconvergentes est
défini par

HO (X" ()" := colimy HO(V,w"(x))
N .. . .. . —~mult —an
ot la colimite est prise sur les voisinages stricts V de X, ., dans X ,,.

Une forme modulaire surconvergente sur X ,, est donc définie sur un
espace du type Deg_l([fléh - E7f1<11] X X [fhflh - Eafhah])'

Remarque 6.10. — Plagons-nous sur le lieu de bonne réduction de X§7,,
et dans le cas (C) par exemple. On a donc un schéma abélien A défini
sur O, 'anneau des entiers d’une extension finie de Q,. Le sous-groupe
H, , de A[r]"] est totalement isotrope, et est isomorphe localement pour
la topologie étale a (Op/7"Op)?. Pour tout 1 < r < m — 1, on a un
morphisme

Hig Hig ("] =5 Hig (" )/ Hi g~
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qui est un isomorphisme en fibre générique. On en déduit par les propriétés
de la fonction degré (voir [7]), que

deg Hi,g/Hi,g[Wzmil] < deg Hi,g[ﬂ'rir]/Hi,g[Wmiril]

K2

pour tout 1 < r < m — 1. On voit donc que si le degré de H; ,/H; 4[]

i
est maximal, il en est de méme de H; ,[m]"""]/H; 4[7{" "] pour tout 1 <
r < m—1, et donc le degré de H; 4 est maximal. Cela justifie notre définition

du lieu ordinaire-multiplicatif et des formes modulaires surconvergentes.

Nous allons maintenant définir une norme sur l'espace H®(U,w"(x)),
pour tout ouvert U de Ygin Cela revient a trouver un modele entier pour
le faisceau w®(x). Puisque nous avons déja défini un modele entier w” du
faisceau w”, il nous suffit de définir un modele entier du faisceau inversible
(’)7;?1” (x). On rappelle que (’)711‘71” (x) = Fu O?T,n;n [x], out F' est le morphisme
Y;Mzn — ngfn Le faisceau structural Oy;n:n est canoniquement muni d’un

modele entier (5?1” . On définit alors

Oxon (X) 7= F.Ox [X]

Le sous-faisceau (5§1m (x) définit donc un modele entier pour le faisceau
O}Tﬁ" (x)- On définit

700 = 5" @5, Oxpr, ()
0,m ’

C’est un sous-faisceau de w” (), et cela nous permet de définir une norme
——an ,
sur HO(U,w"(x)), pour tout ouvert ¢ de X ,,, et donc sur les opérateurs
agissant sur ces espaces.

6.3. Classicité

Les méthodes développées dans les parties précédentes permettent de
démontrer un théoréme de classicité pour les formes modulaires surconver-
gentes dont le poids est grand devant la pente.

THEOREME 6.11. — Soit f une forme modulaire surconvergente sur
Xo,m, de poids k et de nebentypus x. On suppose que f est propre pour
les opérateurs Uy, de valeurs propres o, et que le poids k est grand de-
vant les valuations des «; au sens du théoréme 4.1 dans le cas (C), et du
théoreme 5.18 dans le cas (A). Alors f est classique.
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La démonstration est entiérement analogue a celle des théorémes précé-
dents. La forme modulaire f est définie sur une partie de Yg?n On prolonge
[ a X§7, : pour ce faire, on prolonge f dans chaque direction en utilisant
le fait que f est propre pour U,,. On utilise tout d’abord le fait que f
se prolonge automatiquement & certaine zone du type Deg, > f;a; — 1/el.
Ensuite, on décompose 'opérateur de Hecke sur Uy, sur la zone restante,
construit les séries de Kassaei, et recolle celles-ci pour prolonger f a la zone
restante. On applique ensuite le principe d’extension (théoréme 1.9) pour
conclure que f est classique. La seule proposition a prouver est le fait que
les opérateurs o 1U7l;fd définis sont bien de norme strictement inférieure

al.

PROPOSITION 6.12. — Soit T' un opérateur égal a un certain Uﬁ‘jd. On
suppose que l'image de cet opérateur est incluse dans Deg[l([O, fia; — c))
pour un certain ¢ > 0. Alors la majoration de la norme de Uﬁfd obtenue
dans la proposition 3.4 ou 5.19 reste valable.

Démonstration. — En raisonnant comme dans les propositions citées, il
suffit de majorer la norme du morphisme

¢ (K)(x) : paw™ (x) — p1w"(x)
La norme du morphisme pjw" — pjw"™ a été majorée dans les propositions
précédentes. Le morphisme p3O0x, . (x) — piOx, . (x) étant un isomor-
phisme naturel, il est de norme égale a 1. Cela donne la majoration pour
la norme de ¢*(k)(x). O

7. Appendice
7.1. Schémas semi-abéliens

Nous rappelons dans cette section la définition et certaines propriétés
des schémas semi-abéliens. On peut se référer a [6] pour plus de détails.

DEFINITION 7.1. — Soit S un schéma. Un schéma semi-abélien G — S
est un schéma en groupes commutatif qui est lisse et séparé, et tel que pout
tout point s € S, la fibre G4 de G en s est I’extension d’un tore T par une
variété abélienne Ay :

0—T7, — Gy — A, — 0

Nous avons un théoreme de réduction semi-stable.
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THEOREME 7.2 ([6, théoréme 1.2.6]). — Soit V' un anneau de valuation,
de corps de fraction K, et G une variété semi-abélienne sur K. Alors
il existe une extension finie V' de V', de corps des fractions K', telle que
Gr = Gg QK K' s’étende en un schéma semi-abélien sur V'.

Nous avons également une propriété des extensions des morphismes. Si
L est une extension finie de QQ,,, d’anneau des entiers Oy, et si G1 et Ga
sont deux schémas semi-abéliens sur Oy, alors tout morphisme en fibre gé-
nérique G1 ®p, L = G2®p,, L s’étend de maniere unique en un morphisme
G1 — Gg.

PROPOSITION 7.3 ([6, proposition 1.2.7]). — Soit S un schéma noethé-
rien normal, et G1, G4 deux schémas semi-abéliens sur S. On suppose que
sur un ouvert dense U de S il existe un morphisme ¢y : G1 XU — Go x U.
Alors ¢y s’étend de maniére unique en un morphisme ¢ : Gy — Gs.

Soit S un schéma, et G un schéma semi-abélien sur S. Pour tout s € .S,
on note rg(s) le rang de la partie torique 7.

PROPOSITION 7.4 ([6, remarque 1.2.4, corollaire 1.2.11]). — La fonction
s = rg(s) est semi-continue supérieurement. De plus, si cette fonction est
localement constante, alors G est globalement extension d’un tore par un
schéma abélien. En particulier, G est un tore (resp. un schéma abélien) si et
seulement si pour tout s € S, G est un tore (resp. une variété abélienne).

Si G est un schéma semi-abélien sur Op, et si on note rg(n) et rg(s)
les rangs de la partie torique de G respectivement en fibre générique et en
fibre spéciale, alors on a rg(n) < rg(s). De plus, la partie torique en fibre
générique de G peut s’étendre en un tore.

PROPOSITION 7.5 ([6, proposition 1.2.9]). — Soit S un schéma noethé-
rien normal, G un schéma semi-abélien sur S, et U un ouvert dense de S.
Si Hy est un sous-groupe fermé de G x U, qui est un tore sur U, alors
Padhérence de U dans G est un tore H — S contenu dans G.

Mumford a établi une construction pour construire certains schémas
semi-abéliens, dont la fibre générique est abélienne. Cela généralise la
construction de la courbe de Tate. Si G est globalement extension d’un
tore T par un schéma abélien A sur Op, et si Y est un faisceau étale de
groupes abéliens libres sur Oy, de rang rg(7") avec un morphisme ¢ : Y XL —
G x L vérifiant certaines conditions (voir [6, chapitre III]), alors Mumford a
construit un schéma semi-abélien G, que 'on peut voir comme le quotient
de G par Y. Cette construction est en fait une équivalence entre certaines
catégories.
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THEOREME 7.6 ([6, corollaire II1.7.2]). — Soit G un schéma semi-
abélien sur Oy, dont la fibre générique est abélienne. Alors il existe un
schéma en groupes G sur Or, globalement extension d’un tore T par un
schéma abélien A, un faisceau étale Y de groupes abéliens libres de rang
rg(T), et un morphismei : Y — G x L, tel que G soit obtenu en quotientant
G par Y via la construction de Mumford. De plus, si wg et wg désignent

les faisceaux conormaux de G et G, alors on a un isomorphisme wg >~ wg-

La construction de Mumford donne une description explicite des groupes
de torsion des schémas semi-abéliens considérés.

PROPOSITION 7.7 ([6, corollaire 1IL.5.11]). — Soit G,Y et G comme
précédemment. Alors, pour tout n > 1 on a une suite exacte pour tout
s € Spec(Oy,)

~ 1
0 — Gn] x K(s) — G[n] x K(s) — EYS/YS —0
oit k(s) est le corps résiduel en s et Y, = {y € Y,y € G(Op.,)}.

Ainsi, si H, désigne I'adhérence schématique de G[n] x L dans G[n], alors
H,, est isomorphe & G[n], et G[n]/H,, est étale. Par exemple, si G = Gy,
Y = ¢%, alors G est la courbe de Tate, et H,, est isomorphe & p,, pour tout
n. La quantité ,y /Y, est dans ce cas isomorphe & Z/nZ si s est le point
générique, et est nulle si s est le point spécial.

En résumé, supposons que l'on dispose d’un schéma G semi-abélien sur
L. Alors, quitte & étendre le corps L, il s’étend en un schéma semi-abélien
G sur Oy,. Soit Ty le tore maximal contenu dans Gy, et Ag = Go/Tp;
Ap est un schéma semi-abélien dont la fibre générique est abélienne. Alors
Ay est obtenu 1 par la construction de Mumford en quotientant un schéma
semi-abélien G par un réseau étale Y, ot G est globalement extension d’un
tore T7 par un schéma abélien A;. On a alors pour tout n > 1 une suite
exacte

0 — Tp[n] — Go[n] — Ag[n] — 0

De plus, on a une injection 0 — G[n] — Ag[n], dont le quotient est étale,
et une suite exacte
0 — T1[n] — Gn] — A1[n] — 0

On peut donc filtrer le schéma en groupes Gg[n|, avec comme crans de
filtration Ty[n], T1[n], A1[n] et un schéma en groupes étale. Remarquons
que les trois premiers schémas en groupes sont finis et plat sur Oy, alors
que Go[n] n’est en général que quasi-fini et plat.
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7.2. Degrés partiels

Dans cette section, nous définissons les degrés partiels pour les schémas
en groupes finis et plats munis d’une action de 'anneau des entiers d’une
extension finie non ramifiée de Q,. Nous appliquerons en particulier ces
résultats pour les sous-groupes finis d’un groupe p-divisible.

Soit F' une extension finie non ramifiée de Q, de degré f, et O son
anneau des entiers. On a donc Op = W(F,r) et F = Op[l/p]. Soit S
I’ensemble des plongements de F' dans 71,; on sait que S est un groupe
cyclique d’ordre f engendré par le Frobenius.

Soit K une extension finie de @, contenant F', et soit H un schéma en
groupes fini et plat d’ordre une puissance de p sur O muni d’une action
de Op de hauteur fh. Soit wy le module des différentielles; c’est un O-
module de type fini muni d’une action de Op. Alors, on a

wg = @wH,s
ses
olt wy s est le sous-module de wy ot O agit par s.

DEFINITION 7.8. — Le degré partiel de H relatif au plongement s de F'
est défini par
deg, H := v(Fittowp )
ou Fittg désigne I'idéal de Fitting, et la valuation d’un idéal de Ok est
définie comme la valuation d’un de ses générateurs.

On voit immédiatement que le degré de H au sens de Fargues (voir [7]) est
égal a la somme des deg, H pour s € S. Nous allons maintenant démontrer
des propriétés analogues a la fonction degré pour les degrés partiels.

PROPOSITION 7.9. — Les fonctions deg, sont additives. Plus précisé-
ment, soient Hy, Hy et H3 trois groupes finis et plats d’ordre une puissance
de p munis d’une action de O avec une suite exacte

0— H — Hy — H3 — 0
Alors pour tout s € S
deg, Hy = deg, H1 + deg, H3
Démonstration. — On a une suite exacte de O ®z, Op-modules
0 — wg, — wH, — wg, — 0

En décomposant cette suite exacte suivant les éléments de S, on en déduit
des suites exactes

0—> WHs,s — WHy,s — WHy,s —7 0
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pour tout s € S. Le résultat en découle. O

PROPOSITION 7.10. — Soit H un schéma en groupes fini et plat de
d’ordre une puissance de p sur Ok muni d’une action de O de hauteur
fh. Soit HP le dual de Cartier de H ; c’est encore un schéma en groupes
fini et plat sur Ox muni d’une action de Op. Alors pour tout s € S,

deg, HP? = h — deg, H
En particulier, on voit que deg, H € [0, h].

Démonstration. — On se ramene au cas ou H est de p-torsion. Soit
(9, ¢) le module de Breuil-Kisin de H (voir [11]); 9t est un kJu]-module
libre de rang fh et ¢ est un endomorphisme semi-linéaire tel que u®9 soit
inclus dans le module engendré par I'image de ¢, ou k est le corps résiduel
de Ok et e son indice de ramification. Le module 99T est muni d’une action
seS M.
On choisit une bijection entre S et Z/fZ de telle sorte que ¢ envoie IM;
dans M 41. Les M; sont donc des kJu]-modules libres de rang h. On note
i Mi—1 — M,;. Fixons une base pour les modules (M;), et soit A; la
matrice de ¢; dans cette base. On a alors

de Op, donc se décompose suivant les éléments de S : M = P

1
deg, H = —v,(det A;)
e

ol v, est la valuation u-adique. De plus, le module de Breuil-Kisin de HP
est (M*, ¢*), ot WM™ est le dual de M, et ot ¢* peut étre décrit comme suit.
Le module 2M* se décompose en M* = i:ol M. On muni chaque module
M de la base duale de celle des 91;. Alors la matrice de ¢} : M;_; — M
dans cette base est B; = u®(*4;)~!. D’ol

1 1
deg, HP = —v,(det B;) = = (eh — v (det A;)) = h — deg; H
e e

Une autre démonstration possible aurait été de filtrer le groupe H par
des groupes de Raynaud (voir [19]), et d’utiliser 'additivité des fonctions
degrés (la propriété est évidente pour les groupes de Raynaud car on a une
description explicite de ces groupes et de leurs duaux). O
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