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INTRODUCTION

Soient U un ouvert de C" et K = Ki x . . . x K^ un polycylindre
dans U, i.e. un produit de n compacts convexes de C d'intérieur non
vide. Soit B(K , E) l'espace de Banach des fonctions continues de

0

K dans un espace de Banach E qui sont analytiques sur K ; on note
B(K) l'algèbre B(K , C) on a alors

B ( K , E ) = B ( K ) è , E

Pour tout faisceau analytique cohérent F sur U on sait qu'il
existe des résolutions finies libres de F au voisinage de K ; pour
une telle résolution /?. de F on note

B(K , ^.) = B(K) ® H°(K ^.).

et on introduit l'espace

B(K , F) = coker (B(K ,^i) -> B(K , ̂ )) ;

il ne dépend pas de la résolution choisie.
On rappelle que par définition ([1] § 7) K est F-privilégié si le

complexe d'espaces de Banach B(K , G.) est exact direct ; il en est
alors de même pour toute résolution. On peut définir de façon ana-
logue une notion de privilège L2 [4].

Enfin on note G^ l'espace analytique banachique des quotients
de B(KV admettant une résolution finie directe construit dans [1].
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On obtient essentiellement trois résultats : un critère local de
privilège pour les faisceaux analytiques cohérents (§ 3), la propriété
universelle de G^ (§ 4) et la construction d'un espace de morphismes
(§5) utilisé dans certain problème de modules.

Plus précisément on montre que pour qu'un B(K)-module (ne
provenant pas nécessairement d'un faisceau analytique cohérent défini
au voisinage de K) soit de résolution finie directe, il faut et il suffit
que localement sur K il admette des résolutions finies et soit séparé
(théorème 2.3 § 2 et 3). L'hypothèse locale s'exprimant commo-
dément en termes de faisceaux, on est amené à introduire les B^-
modules (§3) dont les faisceaux analytiques cohérents fournissent un
cas particulier et à donner une généralisation du théorème de Dolbeault
( § 1 ) analogue à celle donnée par A. Douady ([1] § 6).

Ensuite on considère des situations relatives au-dessus d'un es-
pace analytique banachique S, ce qui nécessite l'introduction d'une
structure fonctée sur S x K (§4) ; on obtient alors une notion de
S-anaplatitude pour certains sous-espaces fonctés de S x K et en re-
prenant la construction de [1] on donne alors la propriété univer-
selle de GK (§ 4-VI). Enfin au § 5 on considère un sous-espace
foncté S-anaplat Y de S x K et un espace analytique X "relative-
ment de présentation finie au-dessus de S", par exemple un espace S-
anaplat à fibres de dimension finie, et on munit U MOR (Y(^), X(s))
d'une structure analytique universelle.

Cet article est la partie essentielle d'un ensemble de travaux
utilisant les techniques de privilège [7]-[8]-[9] et est présenté comme
thèse de doctorat ès-sciences mathématiques à la Faculté d'Orsay.

Je tiens à remercier A. Douady sans qui ces travaux n'auraient
pas vu le jour et à lui exprimer ma reconnaissance pour l'intérêt
des problèmes qu'il m'a posés et les nombreux conseils qu'il m'a
toujours généreusement donnés.

Je tiens aussi à exprimer ma gratitude à J.L. Verdier qui a su
m'encourager à la rédaction de cet article.

Notations

- On rappelle qu'une suite exacte d'espaces de Banach

E ^ F ^ G
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est stricte (resp. exacte directe) si l'image de g est fermée (resp.
les noyaux et images de / et g sont facteurs directs).

— Si K = K^ x . . . x K^ est un poly cylindre de C" on note K
la frontière topologique de K et K = K^ x . . . x K^ la frontière
distinguée. Pour tout x = Çx^ , . . . ,;€„) dans K on note

1̂  = { z G { l , 2 , . .. , n} | x ,EK,}

et TT^ : K -> C1^ la projection.
— Enfin K désigne l'intérieur de K dans C" mais pour tout

0

polycylindre L contenu dans K et différent de K, L désigne, sauf
mention contraire, l'intérieur de L dans K.

1. LES FAISCEAUX B^^(E)

Soient K un polycylindre compact de C" et E un espace de
Banach. Pour tout ouvert U de C" on note B^U , E) l'espace des
fonctions continues de U H K dans E qui sont holomorphes sur U H K
et on munit cet espace de la topologie de la convergence uniforme
sur les compacts ; c'est un espace de Fréchet. Pour tout espace
de Banach T on note

B K . T ( U , E ) = L(T ,BK(U,E) )

On définit ainsi un faisceau BK,T(E) concentré sur K et on a en
particulier

H°(K , BK,T(H)) == L(T , B(K , E)).

Enfin on note respectivement B^,T e^ B^ pour B^ y(C) et B^(C).

Remarque. — On rappelle qu'une suite d'espaces de Banach

0 - > E - ^ F - ^ G - ^ 0

est exacte directe si et seulement si pour tout espace de Banach T

0 -^ L(T , E) -> L(T , F) ^ L(T , G) -^ 0
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est une suite exacte. C'est pourquoi on introduit les faisceaux B^ T
pour tout T ; ces faisceaux ne sont utilisés que dans la démonstration
du théorème 2.4.

PROPOSITION 1.1. —Pour tout poly cylindre compact L dans K,
on a :

a) H°(L , BK,T(E)) = Hrn L(T , B(L^ , E))
a

où (L^ est un système fondamental de voisinage de L dans K formé
de polycylindres compacts contenus dans K

b) V q > 0 H^L , B^œ)) = 0

On utilise la démonstration du théorème de Dolbeault faite
dans ([1] § 6). Soit L un polycylindre et U un ouvert de C".
Pour toute suite 0\ , ^ ,. . . , ip) de { 1 , 2 ,. . . , n} on désigne par
QK,^ ,. . . , i ( U , E) (resp. Q, , . .. , ip(L , E)) l'espace des formes
différentielles

fdï. A . . . A d~z.•i 'p
où / est une fonction continue de U H K (resp. L) dans E telle que
pour toute suite (/\ , . . . , j ^ ) disjointe de 0\ , . . . , ip) dans { 1 , 2 , . . . , n}

^f o
la dérivée —————— au sens des distributions sur U H K à valeurs

3z, . . .ôz;fi iq
dans E proviennent d'un élément de (°(K H U , E) resp. (°(L, E)).

On munit Q, . . . i p ( L , E) de la norme

I yf II"/" 'o,,-..̂ ....,̂  ^-.^h
Q°(L, E) correspond à la suite vide et on note

V p G { l , . . . , « } Q P ( L , E ) = ® Q , . . . ( p ( L , E )
l<i(<. . .<i<n l v

(^(L) = Q^CL , C)

et on considère la différentielle

Vp 0 < p < « - l à : Q^I^E)-»- Q^'CL.E).
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Etant donné que (°(L , E) = ô(L) é^E et que le foncteur - èç E
est exact à gauche on a :

Q^L , E) = Q^L) ^E.

On démontre alors comme dans ([l], §6 théorème I) que le
complexe d'espaces de Banach

0 -> B(L, E) -> Q°(L , E) -> . . . -^ Q"(L , E) ^ 0 (1)

est exact direct. Ceci permet de définir une résolution fine du
faisceau B^yCE). En effet on note

QK,T ,^ . . . , , /U ,E)=L(T ,QK^, . . . , ^ (U ,E) )

s^"'18',,,,̂ ,..,̂ '".'..-.'/"'19

et Q^ ^,(E) les faisceaux ainsi définis. Alors, comme tout point de
K possède un système fondamental de voisinage dans K formé de
poly cylindres, on déduit de la suite exacte directe (1) une suite
exacte de faisceaux

0 -> BK,T(E) ^ QK.T(E) (2)

Compte tenu de (1) et (2) on obtient déjà que

\/q>0 H^K.B^Tœ))^

L 'assertion (a) résulte du fait que si U et V sont deux ouverts de
K tels que

U D L^ 3 V

les morphismes de restriction

BK(U , E) ^ B(L^ , E) ^ BK(V , E)

sont continus.
On a de même

H°(L , Ç^T(E)) = lim L(T, Q^ , E))
a

et l'assertion b) se déduit alors de (1).
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COROLLAIRE 1.2. — Pour tout polycylindre L dans K on a

\/q>0 H^L.BKœ^ 0

Ceci se déduit de l'assertion b) de la proposition 1 par un argu-
ment classique de limite projective. [6].

N.B. Dans le cas du privilège L2, pour tout ouvert U on note 3€ ^(U)
l'espace de Hilbert des fonctions holomorphes sur K H U et de
carré intégrable, muni de la norme L2. On obtient ainsi un faisceau
3e K- Comme toute suite exacte courte d'espaces de Hilbert est directe,
il est inutile d'introduire des faisceaux 9€^ y. Il est démontré dans
([4] 11,1) à l'aide d'un résultat de Hôrmander l'analogue de la propo-
sition 1 pour les faisceaux 3€^

2. B(K)-MODULES PRIVILEGIES.

DEFINITION 2.1. - On appelle B(K)-module faiblement privilégié
(resp. privilégié) un B(K)-module de Banach admettant une résolution
finie (resp. finie directe), c'est-à-dire un B(K)-module Y tel qu'il existe
une suite exacte de B(K)'modules

0 -> B(KYp dp^...^ BOS)'0 ^ Y -^ 0 (3)

où Im û?i est fermée (resp. pour tout i, d^ est direct).

Le théorème 2.4 ci-dessous montre l'équivalence du privilège
et du privilège faible.

Par exemple si F est un faisceau analytique cohérent défini au
voisinage de K pour lequel K est F-privilégié, Y = B(K , F) est un
B(K)-module privilégié. De plus B(K , F) détermine entièrement le
B^-module B^ ̂  F.

Soient E et T deux espaces de Banach ; si J?, = 0\ on note

BKÂ^) = ̂ W

BK,T^ =BK,T(C) r l
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On désigne par K. (resp. B .̂ (E), B^ T/?.) le complexe de fais-
ceaux sur K (resp. K) défini par (3), et par B(K,^.) la suite (3).
On pose

By(E) = cokertB^iŒ) -> B^(E)]

BY,T = cokertB^T^i ^ B^TÂ)!

Les faisceaux ainsi définis ne dépendent pas de la résolution
choisie.

Enfin pour tout poly cylindre M dans K on pose

B(M , e.) = B(K , G.) » B(M)
B(K)

DEFINITION 2.2. - Soit Y un ^-module. On dit que Y est loca-
lement K-privilégié si pour tout point x de K il existe un poly-
cylindre P voisinage de x dans K et une résolution îï^-libre finie L,
de Y au voisinage de P telle que le complexe B(P, L-) qui s'en
déduit soit exact direct.

On se propose de démontrer les deux théorèmes suivants :

THEOREME 2.3

a) Soit Y un B(K)-module. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

i) Y est K-privilégié
ii) Y est faiblement K-privilégié

et alors By est localement K-privilégié et H°(K, fiy) == Y-

b) Soit Y un li^-module. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes

i) le B(K)-module H°(K , Y) est K-privilégié et BH°(K.^) = Ï
ii) le faisceau X est localement K-privilégié.

THEOREME 2.4. - Soient Y un B(K)-module privilégié et B(K , J?.)
une résolution directe de Y.

i) Le complexe de faisceaux B^. (E) est une résolution du
B^-module Bv(E).
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ii) H ° ( K , B Y ( E ) ) = Y â ^ E
iii) V q > 0 Hq(K , Bv(E)) = 0.

Remarques

— On déduit du théorème 2.3 une correspondance biunivoque
entre B(K)-modules privilégiés et B^-modules localement K-privilégiés ;
on montrerait alors aisément à l'aide de la proposition 1.1 que
l'on définit ainsi une équivalence de catégories.

— On rappelle que si

^ -> Gg -> Hs

est un complexe de fibres banachiques triviaux sur un espace topo-
logique S et si en un point SQ de S la suite

F^G^H

est exacte stricte (i.e. ker gÇs^) = IM /(^) et Im g(sQ) fermée) il
existe un voisinage U de SQ dans S tel que pour tout s dans U la
suite

F - ^ G - ^ H

est exacte stricte ([3] théorème 3.5.1).

Le plan de la démonstration des théorèmes 2.3 et 2.4 est le
suivant : on démontre tout d'abord la proposition 2.5 ci-dessous,
puis le théorème 2.4 ; la démonstration complète de 2.3 est donnée
au § 3.

PROPOSITION 2.5. — Soit Y un B(K)-module admettant une réso-
lution finie B(K, J?.). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) la suite exacte B(K , G.) est directe,
ii) Y est séparé,

iii) tout point x dans K possède un système fondamental de voi-
sinages poly cylindriques (L^) dans K tel que pour tout n, Y ^ B(L^)
soit ^-privilégié. B(K)

A) Démonstration de 2.5. — il est clair que (i) implique (ii).
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1) Montrons que (ii) implique (iii) :
0

Soit a un point de K et t dans [0,1] ; on note K^ l'image de K
par rhomothétie m^ :

m^x) = tx -h (I - t)a

et f^ = fom^ pour tout / dans B(K). Alors pour tout t on définit à
partir de (3) un complexe d'espaces de Banach

0 -> BCK)^ ^à . . . . ̂  BCK/0 (4)

qui est encore exact strict pour t assez voisin de 1 (Remarque 2.2).

LEMME 2.6.

a) Pour t assez voisin de 1 dans [0,1] le complexe d'espaces
de Banach B(K^, ff) est exact strict en degrés strictement positifs.

0

j8) Le complexe de faisceaux B^/?. est acy clique sur K.

En effet on remarque que le complexe B(K^, K.) est exact strict
si et seulement si le complexe (4) l'est ; d'où l'assertion (a). La
démonstration de (j8) est identique à celle de ([1] § 8 lemme l.b) :
(j3) résulte de (a), du fait que pour tout ÎQ < 1

e(K.) = lim B(K,)u —».
t>ÏQ

et du théorème A de H. Cartan.
Compte tenu du théorème d'existence des voisinages privilégiés

et du fait que BY|K es^ un faisceau analytique cohérent, il résulte
de l'assertion (j8) du lemme que iii) est vrai en tout point de K.

Soient maintenant x un point de K

K' = n K,
^x

et K^ tel que K = K' x K". Alors

x = (x\x") avec x " C K " .

Enfin pour tout ©-module F on note F(x') sa restriction 2 i { x ' } x K".
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LEMME 2.7.
^ 0

a) Le faisceau By(x )^" est analytique cohérent sur K
j3) Le complexe de faisceaux K. {x}^, est une résolution de

BY(^),K-

(a) résulte du fait que

B(K) = B(K' x K") = B(K1 , B(l0).

L'assertion (p) se démontre comme le lemme 2.6 (j8) compte
tenu de l'assertion ii) de la proposition suivante.

PROPOSITION 2.8. — Soient E, F, G trois espaces de Banach et
P un poly cylindre compact de C^. Soient f (resp. g) un élément
de B(P , L(E , F)) (resp. B(P , L(F , G)), J étales applications induites
par f et g :

B(P , E) -^ B(P , F) -^ B(P , G) (*)

et a un élément de P. Alors

i) si f est strict, f(a) est strict
<"̂  /^/

ii) si la suite (*) est exacte et si f et g sont stricts, la suite

_ f(a) g(a)
h ——> r ——> Cj

est exacte.

iii) si f est dans ©(K , L(E , F)) et si \ est un élément du dual
F1 de F nul sur \m f(a), alors pour tout v dans ïm f, \ ° v est 0(z - à).

Démonstration. — Soit h une fonction pic en û, c'est-à-dire un
élément de B(P) tel que h(a) = 1 et

\fs+a 1/2(5)1 < 1

Pour tout morphisme (p d'espaces de Banach on note q(^p) sa
conorme

, , , , 11 )̂11qW = Inf ———-——-
x d{x , ker <^)
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On remarque que ^ est strict si et seulement si q(^p) est stricte-
ment positive. Il suffit donc de démontrer l'inégalité :

^(7)<^(/(û)).

Soit e > 0 et u un élément de E tel que

d(u, ker/(û)) = 1.

\\f(a).u\\<q(f(a))+e

Pour tout entier n soit v l'élément de B(P) défini par

v^^^^.u

Pour n assez grand

ll7(^)ll< \\f(a)M\\+e

On déduit alors de l'inégalité

d(v^ ;ker7)> 1

que ^(/)<^(/(û))+26.

Démontrons ii) : soit u un élément de ker g(a) ; on considère
la suite (Vn)n de B(P, F) définie par

v^(s) = ̂ (s^.u

II résulte du choix de h et du fait que g(a). u = 0 que

lim ^g(v^) = 0
n-*- 00

Le morphisme "g étant strict, on a alors

lim d(v^ , ker ?) = 0
/1-»-00

ou encore lim rf(î^ , Im /) = 0
w—^ oo

On en déduit alors que

lim d(v^a) , 1^2 f(a)) = 0.
n-¥ oo

Etant donné que î^(û) = u et que Im /(a) est fermé d'après i),
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u est donc dans \m f(a) ; ce qui termine la démonstration de ii).
Enfin l'assertion iii) résulte du fait que l'élément x ° / de

(9(K, E1) est nul en CL
Pour terminer la démonstration de 2.5 on utilise le lemme suivant.

Soit P un polycylindre compact.

Soient E et F deux espaces de Banach. Pour tout ouvert U dans
P on note Ey (resp. Fy) le fibre trivial de fibre E (resp. F) sur U. On
appelle morphisme de fibres banachiques de Ey dans Fy toute appli-
cation de U dans L(E , F) continue sur U et analytique sur U H P.
On démontre alors de manière analogue à ([2] § III) le

LEMME 2.9. - Soient E, F, G trois espaces Banach et

Ep -> Fp -> Gp

deux morphismes de fibres analytiques banachiques sur P tels que
g o f = 0. Soit x un point de P tel que

E ^ F ^ H G
soit exact direct.

Alors il existe un voisinage de U de x dans P tel que
a) Eu -> Fu -> Gu est une suite exacte scindée de morphismes

de fibres
b) Pour tout polycylindre L dans U la suite

B(L, E) ->B(L ,F) -> B(L, G)

est exacte directe.

Fin de la démonstration de : ii) implique iii). — II suffit de
montrer l'existence d'un système fondamental V de voisinages de
x dans K formé de polycylindres L tels que le complexe d'espaces
de Banach B(L,^.) soit exact.

Soit S un système fondamental de voisinages By^). ̂ -privilégiés
de x " dans K". Pour tout L" dans S il résulte de l'assertion (<3) du
lemme 2.7 que le complexe B(L" ,J?.(x')) est exact direct. On déduit
des données (3) un complexe de fibres banachiques B(L" , K.) au-
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dessus de K' dont la fibre en un point quelconque y ' de K/ est
B(L" , ^ . ( y ' ) ) . Ce complexe étant exact direct en x ' , il résulte du
lemme 2.9 l'existence d'un voisinage U de x ' dans K/ sur lequel le
complexe de fibres est exact direct et tel que pour tout polycylindre
L' dans U le complexe d'espaces de Banach

B(I/ , B(L" , ̂ .)) = B(I/ x L" , ̂ .)

soit exact direct.
Il suffit alors de prendre pour V l'ensemble des polycylindres

voisinages de x dans K et de la forme L = L' x L" avec

L' C U L" E S

2) Montrons : iii) implique i) :

LEMME 2.10. - Si Y est localement K-privilégié, (i.e. si 2.5 iii)
est vrai) alors

a) le complexe de faisceaux B(^ y -^ est cicyclique
P) pour tout ouvert V

B^(V)=L(T,BY(V)).

7) Y est séparé.

— Soient x G K et (L^) un système fondamental de voisinages
de x dans K pour lequel les complexes d'espaces de Banach B(L^ , K.)
sont exacts directs. Posons

Y^ = coker [B(I^ ,^) -^ B(L^ ,^o)l (5)

Y^ est un espace de Banach et pour tout Banach T le complexe

L(T,B(L^.)) -> L(T,YJ -^0

est exact.

De plus on a 1.1

(BK,T^ = l™ L(T , B(4 , /?.)) (6)
a

d'où l'assertion (a).
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— Démontrons (j3) : soit G le faisceau défini par

G(V)=L(T,BY(V))

pour tout ouvert V. Il suffit de vérifier que le morphisme naturel
de faisceaux

BY,T -> G

est un isomorphisme sur les fibres. Soient x G K et (L^)^ comme
ci-dessus ; on déduit de (6) et de la suite exacte

(BK,T^I). -> (BK,TA)). -^ (ByA -> 0

que

(BY,A = l™ L(T , Y^)
a

II reste à montrer que

G, = lim L(T , Y^)
a

Or pour tout a on a un morphisme de restriction

L(T,Y^) -. L(T,By(LJ)

et du fait que 1.2

V < 7 > 0 H^L^B^O
0

On a aussi par restriction, pour tout L^ contenu dans L^ un
morphisme

L(T,By(0) -^ L(T,Y^)

L'assertion résulte alors du fait que

G, = lim L(T,By(L^))
a

— Démontrons (7) : il résulte de l'assertion (a) et de la pro-
position 1.1 que H°(K , By) = Y. Soit alors (L^)^ une famille de
polycylindres dans K dont les intérieurs recouvrent K et tels que
les complexes B(L^ , K.) soient exacts directs. On a un diagramme
commutatîf d'applications continues :
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Y = H°(K , By) ———l————^ n H°(L^ , By)

où les Y^ sont définis par (5) et i, j\ k sont les restrictions ; i est injec-
tive car By est un faisceau, donc / est injective. Comme II Y^ est
séparé et / continue, on en déduit que Y est séparé.

Fin de la démonstration de 2.5. — Compte tenu de l'assertion
(7) du lemme 2.10, il suffit de montrer que si Y est un B(K)-module
privilégié la suite exacte B(K, K.) est directe. Etant donné que
pour tout ouvert V contenant K

B Y ( V ) = H ° ( K , B Y ) = Y

on déduit de l'assertion (fS) du lemme 2.10 que

H°(K,B^)=L(T ,Y)

II résulte alors de l'assertion (a) du lemme 2.10 et de la
proposition 1.1 que pour tout espace de Banach T le complexe
0 -> L(T , B(K , /?.)) ~> L(T , Y) -^ 0 est exact et par conséquent

0 -> B(K , K . ) ->• Y ->• 0

est exact direct.

B) Démonstration du théorème 2.4.

Soient Y un B(K)-module privilégié et E un espace de Banach.
Il résulte du théorème 2.4 que tout point de K possède un système
fondamental de voisinages (L^ tels que B(L^ , /?.) soit exact direct.
Les complexes

B(L^.(E))=B(I^,J?.)è,E

sont dont exacts directs. L'assertion i) est alors une conséquence
de l'assertion (a) de la proposition 1.1. Les assertions ii) et iii) se
déduisent alors de i), de la proposition 1.1 et du fait que B(K,J?.)
est exact direct.
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Mentionnons pour terminer ce § une propriété bien agréable
des B(K)-modules privilégiés :

PROPOSITION 2.11.
a) Soit Y un B(K)-module privilégié. Le morphisme

p : H°(K , BY(E)) -^ H°(K , By(E))

est injectif continu d'image dense.
b) Soit F un faisceau analytique cohérent défini au voisinage

de K ; les morphismes de restriction

p : B(K , F) -^ F(K)

p : F(K) -> B(K ,F )

sont injectifs continus d'image dense.

En effet soit a un point de K et m : [0,1] x C" -> C" défini
par

m(t, x) = tx + (I - t)a

Soit K, = m,K et B(K , K. (E)\ le complexe

0 - B ( K , E ) ^ & . . . ^ : B ( K , E ) r o

où df = d, »J^. On définit ainsi un complexe de fibres m*B(K , K. (E))
sur [0,1] dont les fibres sont les B(K ,^.(E))^ et qui est exact direct
pour t = 1 donc sur un voisinage de 1 dans [0,1]. Notons Q le fibre
localement trivial défini par

Q = coker [m*B(K ,J?i(E)) ^ m*B(K ,^(E))]

Soit alors / un élément de H°(K , By(E)) tel que p(/) = 0 ; m*/
définit une section s de Q nulle pour t < 1 donc

f=s(ï)=0

et p est injective d'où (a), les autres assertions étant évidentes.
"Démontrons" (b) : on obtient Finjectivité de p en appliquant

(a) à Y = B(K,F). La démonstration de Finjectivité de p ' est ana-
logue à celle de (a).
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3. BK-MODULES LOCALEMENT PRIVILEGIES.

Cas particulier des faisceaux analytiques cohérents définis
au voisinage de K.

On se propose de mettre en évidence le caractère local des
notions introduites au § 2.

Remarques

1) Soit Y un B^-module localement K-privilégié 2.2 ; par défi-
nition tout point x de K possède un voisinage polycylindrique P
tel que le B(P)-module B(P) ® H°(P , Y) est P-privilégié.

H°(P,BK)

II résulte donc de 2.4 que pour un tel polycylindre P et toute
autre résolution L/. de Y sur P, le complexe B(P , L\) est exact
direct et tout point de P possède un système fondamental de voi-
sinages (?„)„ où les ?„ sont des polycylindres tels que B(P^ , L.) soit
exact direct.

2) Soit Y un B^-module admettant localement des résolutions
B^-libres finies. Il résulte facilement de la démonstration du théo-
rème des matrices holomorphes inversibles donnée dans [1] et de la
proposition 1.1 que Y admet une résolution B^-libre finie L. sur K
telle que le complexe

H°(K , L.) ->• H°(K , Y) -> 0

soit acyclique.
On munit H°(K , Y) de la topologie quotient de H°(K , Lo) ;

elle ne dépend pas de la résolution choisie. Enfin Y étant cohérent
sur K , H°(K , Y) est canoniquement muni d'une topologie de Fréchet.

THEOREME 3.1. —Soit Y un B^-module admettant localement
des résolutions libres finies. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) le morphisme de restriction

H°(K , Y) -> H°(K , Y)

est injectif continu.
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ii) H°(K , Y) est un B(K)-module privilégié et BH°(K,Y)-Ï
iii) Y est un B^-module localement privilégié.
iv) pour tout x dans K il existe une résolution L. de Y au voi-

sinage de x telle que L. (R^(x)) soit acy clique en x.

équivalence de i) et ii) : H°(K , Y) étant un Fréchet, il résulte de i)
que H°(K,Y) est séparé donc privilégié d'après 2.5, d'où ii). La
réciproque est une conséquence immédiate de la proposition 2.11.
L'équivalence de ii) et iii) résulte de 2.5.

équivalence de iii) et iv) : Soit x un point de K ; on note

K- = n K, K' = n K,
rei, ^

et x = (x , x " ) ^ K' x K".

Montrons que iii) implique iv) : soit L. une résolution de Y
sur un voisinage de x et (P^n un système fondamental de voisinages
de x formé de polycylindres ?„ = P^ x P^ tels que les complexes
B(P^ , L.) soient exacts directs. On déduit alors de la proposition
2.8 que les complexes B(P^ , L. ( x ' ) ) sont exacts et iv) résulte
alors du fait que

L.00^= lim B(P^,L.(x^)).
n

Montrons que iv) implique iii) : soit L. une résolution de Y
sur un voisinage P = P' x P" de x dans K telle que L. ( x ' ) soit une
résolution du faisceau cohérent Y(^).p^. Il résulte du théorème des
voisinages privilégiés [1] l'existence d'un système fondamental (P^)
des voisinages de x " dans P" tel que pour tout n, B(P" , L. ( x ' ) ) soit
exact direct.

L'assertion se déduit alors du lemme 2.9 appliqué au complexe
de fibres B(P^ , L.) sur P\

Remarque. — Si Y est localement K-privilégié, pour tout point
x de K et toute résolution L. de Y au voisinage de x, L. (7r^(x)) est
acyclique.

Démonstration du théorème 2.3.

a) Y vérifie les hypothèses de 2.5, d'où l'équivalence de i) et ii).
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II résulte alors de 2.4 l'existence d'une résolution de By sur
K ; on déduit ensuite de 2.5 iii) que By est localement K-privilégié
et de 2.4 que H°(K , By) == Y.

L'assertion b) résulte du théorème 3.1.

Cas des faisceaux analytiques cohérents. - Soit U un ouvert
relativement compact contenant K et F un faisceau analytique cohé-
rent sur U. Pour tout entier p soit

K(P) = {x G K | Card I, > p}

K^ = K est la frontière topologique et K00 = K la frontière dis-
tinguée. Soit

Sp(F) = {x G U | prof, F < p}

On sait que S^,(F) est un sous-ensemble analytique de U de dimen-
sion < p.

Enfin on dit que F est localement K-privilégié si tout point
de K possède un système fondamental de voisinages dans K formé de
polycylindres privilégiés pour F au sens de [1].

Remarque. — Dans le cas du privilège L2, compte tenu du N.B.
du § 1, la démonstration des assertions ci-dessous est rigoureusement
la même ; elle est laissée au lecteur. Si ©''-> Q5 -> F -> 0 est une
présentation de F au voisinage de K on note

H(K , F) == coker [H°(K , SC^) -> H°(K ,96^)]

THEOREME 3.2. — Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) pour tout entier p, 0 < p < n, on a

Sp(F)H K^^ 0

ii) pour tout x dans K , F est TT^-plat en x.
iii) F est localement K'privilégié.
iv) K est ^-privilégié.
v) BK ^ F est K-privilégié.

°u
0

vi) le morphisme de restriction B(K , F) -^ H°(K , F) est injec-
tif continu.
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vi') le morphisme de restriction H(K , F) -> H°(K , F) est injectif
continu.

vii) B(K , F) est séparé.
vit') H(K , F) est séparé.

Démonstration du théorème 3.2

A) Equivalence de i) et ii).
Il est évident que ii) implique i). La réciproque utilise le lemme

suivant :

LEMME ([5L III 5). - Soit V un ouvert de Cp x C7 et TT : V -> CP
la projection. Soit F un faisceau analytique cohérent sur V et Z
^ensemble analytique de non ^-platitude de F. Soit k > 0.

On suppose que la profondeur de F est supérieure à p 4- k en
tout point de V. Alors les fibres de TT^ sont de dimension strictement
supérieure à k en chacun de leurs points.

Montrons que i) implique ii). La démonstration se fait par récur-
rence descendante sur Card !„. On déduit de i) que F est libre au
voisinage de K^, donc vérifie ii) pour tout point x de K^.

Supposons ii) démontré pour tout point de K^0 et soit x vé-
rifiant

Card 1, = p.
On note

K' = n K, , K" = n K,
^x i^x

et TT au lieu de TT^. Soit s un élément de K'^ et y un élément de
{s} x K". Si Card ly est supérieur ou égal à (p + 1), on déduit de
l'hypothèse de récurrence que F est II -plat en y , donc a fortiori
II-plat. Par conséquent, si Z désigne le sous-ensemble de U de non
n-platitude de F, la fibre de Z en s ne rencontre pas K"^ et est
donc de dimension au plus 0 dans K". Il résulte alors de l'hypothèse
et du lemme que Z ne rencontre pas {s} x K".

B) Montrons que ii) implique iii)

C'est une conséquence de "platitude et privilège" et du théorème
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d'existence des voisinages privilégiés [ 1 ]. En effet soit

x = (x , x " ) G K^ x K" CCP x Cn~p.

F étant 7^-plat, pour tout poly cylindre L" contenu dans K/'et
F(x')-privilégié, il existe un voisinage V de x ' tel que pour tout
polycylindre L' contenu dans V, L' x L" soit F-privilégié ([1] § 7
proposition 6).

C) Démonstration de : iii) implique iv)

LEMME 3.3. - Si K est localement ^-privilégié, le B(K)-module
B(K , F) admet une résolution finie.

En effet soit R. une résolution du faisceau F au voisinage de
K ; il suffit de montrer que B(K , A) est exact. Compte tenu de la
proposition 1.1 il suffit de montrer que le complexe B^. est acy-
clique, ce qui résulte de l'hypothèse par un argument identique à
celui du lemme 2.10 (a).

Il résulte alors de 2.5 appliqué au B(K)-module B(K , F) que
iii) implique iv).

L'équivalence de iv) --- vit) résulte du théorème 3.1.

D) Démonstration de : vii) implique i).
La démonstration se fait par récurrence sur n, le cas n == 0 étant

trivial. Supposons donc le théorème vrai en dimension strictement
inférieure à n. Quitte à restreindre U on se donne

^i -> ^o -> f -> 0

une présentation de F sur U. Soit K = K' x K" C C x C"~1 et a
un point de K\ On déduit de l'assertion i) de la proposition 2.8
et de l'hypothèse de récurrence que, pour tout entier p

0 ^ p < n - \ Sp(F(û)) 0 K^^ == 0. (1)

F(a) (K") -> B(K" , F(û)) est injective. (2)

Nous allons montrer que F est p^-plat en tout point de{a} x K"
et alors le théorème résulte de (1) et du fait que

\/x E{a} x K" prof^F = prof^F(û) + 1
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Pour montrer que F est p^-plat en tout point de {a} x K " , il
suffit de montrer que (z - a) . Ijp^ : F(K) -> F(K) est injective.
Soit donc î un élément non nul de F(K), montrons

(z - a) î7^0.

Soit u un élément de B(K , K^) déduit de î7 ; notons

/ : B(K,^) -> B(K,J?o)

/, : B(K",^(û)) -> B(K",^(û))

et u^ réiément de B(K" , ̂ (a)) défini par u ; il résulte de (2)
et du fait que "u est non nul que u^ n'est pas dans Im /^. Puisque Im f^
est fermée, il existe un élément \ de F1 nul sur Im f^ et tel que

X(^)^0.

Soit alors (h^ une suite de Q(K') convergeant dans B(K')
vers un élément h et telle que, au voisinage de a,

Vz) = 0(z - a)

h(z) = 0(vT—5)

pour un détermination donnée de -\/z — a sur K(*).
Il résulte de (2.8-iiï) appliqué à x et à h.u que h.u n'est pas dans

Im / On ne peut donc avoir (z — d)u = 0 car sinon la suite (h^u)^
serait dans Im / qui est fermée.

Et le théorème est démontré.

4. STRUCTURE FONCTEE SUR S x K ET PROPRIETE
UNIVERSELLE DE LA GRASSMANIENNE G^

I. Structure fonctée associée à une B(K)-algèbre privilégiée.

DEFINITION 4.1. — On appelle B(K)-algèbre privilégiée toute al-
gèbre quotient de B(K) qui est un B(K)-module privilégié.

(*) Par exemple, soit (a^)^ une suite convergeant vers a sur une demi-
droite de C K ; on peut choisir une détermination de y / z - a et ^/z - a^ sur K

de sorte que h^(z) = - réponde à la question.
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Soit Y une B(K)-algèbre privilégiée ; on note |Y| le support
du faisceau By et pour tout espace de Banach E et toute section /
de By(E) on note |/| rapplication continue sous-jacente de |Y| dans
E.

Soit B(K ,J?.) une résolution de Y

B(K , e.) : 0 -> B(K)^ -^ . . . -> B(K) ->• Y -» 0

le complexe B(K,J?.) est exact direct ainsi que B(K,J?.(E)) pour
tout espace de Banach E.

DEFINITION 4.2. — Soit U un ouvert d'un espace de Banach E.
Pour tout ouvert V de K on pose

B Y ( V , U ) = { / G H ° ( V , B Y ( E ) ) ; |/| (|Y| H V ) C U }
et on appelle By(U) le faisceau d'ensembles ainsi défini.

On se propose de montrer que l'on peut ainsi définir un foncteur
U -> By(U) sur la catégorie des ouverts d'espaces de Banach et appli-
cations analytiques et à valeurs dans la catégorie des faisceaux d'en-
sembles sur K. La démonstration se fait comme dans([ l ] § 3 n° 1)
et utilise essentiellement le lemme suivant qui n'est qu'une variante
de ([1] lemme 1 loc.cit.). Soit /i, • . . , /p un système de générateurs
de l'idéal 1 tel que Y = B(K)/I ; on note / l'élément (A , . . . , /p)
de BdO^.

LEMME 4.3. - Soient ^2 un ouvert de K x C^ contenant Y x {0}
et r] une application continue de Î2 dans E qui est analytique sur
Î2 H (K x C^) et nulle sur K x {0} H n.

// existe un voisinage V de |Y| dans K tel que pour tout x dans
V (x,/(jc)) € Î2 et que la fonction g définie par g(x) = 77 (x ,f(x))
ait une image nulle par la restriction

H°(V,BK(E)) -^ H°(V,BY(E))

On définit ainsi un espace foncté Y = (|Y| , By( )) dit associé
à la B(K)-algèbre privilégiée Y. On dit aussi que Y est un espace
foncté K-privilégié. Enfin pour tout couple d'espaces fonctés (Y , Z)
on note MOR(Y , Z) l'ensemble des morphismes d'espaces fonctés
de Y dans Z.
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D'autre part tout espace de Banach est muni de sa structure
fonctée canonique, et l'espace annelé associé à Y est (|Y| , By).

PROPOSITION 4.5. - Soit Y un espace fondé K-privilégié.
a) Pour tout espace de Banach E l'ensemble MOR(Y , E) s'iden-

tifie à H°(K , By(E)).

b) Si E est de dimension finie, MOR(Y , E) est l'ensemble des
morphismes d'espaces annelés de (|Y| By) dans E.

a) résulte de la définition des structures fonctées ; la démons-
tration est analogue à celle de ([1] § 3 n° 2 proposition 1).

b) montrons que H°(K , By(E)) s'identifie à l'ensemble des mor-
phismes d'espaces annelés de ([Y| ,By) dans E. Soit / un élément
de H°(K, By(E)) ; d'après 2.4 il se relève en un élément / de
B(K , E) = B(K) èçE. Cet élément / définit canoniquement un mor-
phisme d'espaces annelés de (K , B^) dans E et par restriction un
morphisme ^p(f) de Y dans E.

L'application ^ : H°(K , By(E)) -> MOR(Y , E) ainsi définie est
bijective ; en effet soit g = (g\ g " ) : (|Y|, By(J?.)) -^ (E , Qe) un
morphisme d'espaces annelés et soit \^(g) l'image de l'identité de E
par

g\E) : H°(E,QE(E)) -> H°(1Y| , By(E))

Puisque ( |Y[),BY)^ est un espace analytique la restriction de
\^(g) à K 0 Y détermine le morphisme g sur K H Y ([1] § 3 n° 2
proposition 1). Il résulte alors de 2.11 que

V/ : MOR(Y , E) -> H°(K , By(E))

et (R sont deux bijections réciproques.

COROLLAIRE 4.6. — Soit Y un espace fondé K-privilégié. Soient
E et ¥ daux espaces de Banach (resp. de dimension finie), U un
ouvert de E et g : U -> F une application analytique. Soit X = ^"^(O).

L'ensemble des morphismes de Y dans X s'identifie à l'ensemble
des morphismes (resp. des morphismes d'espaces annelés) de Y dans
U tel que gof = 0.
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La démonstration est analogue à celle de ([1] § 3 n° 2 propo-
sition 2). Par recollement on en déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.6'. —Soient Y un espace foncté K-privilégié et X
un espace analytique de dimension finie. MOR(Y , X) est l'ensemble
des morphismes d'espaces annelés de Y dans X.

II. Définition d'une structure fonctée canonique sur S x K.

Dans tout ce qui suit K est un polycylindre compact de C"
et (S,pg) un espace analytique banachique. On sait étendre le
foncteur Og à la catégorie des espaces de Fréchet et applications
linéaires continues ([4] § 7).

DEFINITION 4.7. — Pour tout espace de Banach E on ^o^Bg^(E)
le pré faisceau sur S x K défini à partir de

B S ^ X L , E ) - = Q S ( S \ B K ( L , E ) )
0

pour tout ouvert S de S et tout polycylindre L de K , L désignant
l'intérieur de L dans K. On note Bg^K ^ préfaisceau d'algèbres B^ic^)-

PROPOSITION 4.8.

i) Le préfaisceau Bg^^E) est un faisceau.

ii) V q > 0 H^ ({s} x K , Bg^K)) = 0.
0

iii) Og^K est la restriction de Bg^ a S x K.

Démonstration. — Soient L un polycylindre dans K et (L^) une
suite croissante de polycylindres compacts recouvrant L ; alors

BK(L , E) = lim B(4, , E)
*ïi

les morphismes B(L^ , E) -> B(L^_i ,E) étant denses, et par conséquent

Qs(S\ BK(L , E)) = lim Qs(S\ B (4,, E)).
n

— L'assertion i) résulte alors du fait que B^(E) est un faisceau,
que pour tout L, S' -> Qg(S', B^(L)) est un faisceau et de ([3] §7
lemme 5).
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- On démontre de même que les préfaisceaux Q^K^E) définis
à partir de

S' x L ^ Qs(S', (T(L , E)) = hm O^S' ; Q^L, , E))
n

sont des faisceaux (les notations étant celles du § 1). Il résulte alors
de l'assertion a) de la proposition 1.1 et de la suite exacte directe
Q'(K , E) une résolution fine QsxK^E) ^e I^SXK^) ̂ ^ ̂ ue 1e complexe
H°({5} x K , Qsxi^Ë)) soit exact, d'où h).

— L'assertion iii) résulte du fait que pour tout polycylindre
L contenu dans K on a un diagramme commutatif canonique ([ 1 ] § 5).

Os^(SxL)

ce qui termine la démonstration de la proposition.
D'autre part, à toute section / du faisceau BgxK(E) sur un ouvert

W correspond une application sous-jacente |/| = W -> E. Alors pour
tout ouvert U de E on note BsxK:(U) le sous-faisceau d'ensembles de
Bg^K(E) formé des sections à valeurs dans U. En particulier pour tout
ouvert S' de S et tout polycylindre L de K, on a

B^(S' x L , U) = { / G Qs(S' , BK(L , E)) | 1/1 (| Si) C B^L , U)}.

Soit (L^) une suite croissante de polycylindres telle que

L^L,.

(B(L^, U))^ est un système projectif dans la catégorie des ouverts
d'espaces de Banach, les flèches étant les restrictions ; on déduit
alors de la structure fonctée de S un système projectif d'ensembles
(Qs(S\B(L^;U))^ tel que

Bs,̂  x L , U) = hm Og(S\ B(L, , U))
^n

Soient maintenant V un ouvert d'un espace de Banach F et
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<^ : U -> V une application analytique. Il lui correspond un système
projectif de morphismes

(B(4 , U) ̂  B(L^ , V))

dans la catégorie des ouverts d'espaces de Banach et applications
analytiques, d'où un système projectif d'applications

(Os(S\ B(L, , U)) -^ Os(S\ B(L^ , V))

et par conséquent une application

^ •• BsxK<S' x L , U) -> Bs^(S'x L , V).

On montre alors aisément que (S x K , Bg^C)) es^ une structure
fonctée sur S x K.

Remarques. — Soient / : S -> T un morphisme d'espaces analy-
tiques banachiques et E un espace de Banach. Pour tout polycylindre
L dans K on a alors un morphisme

/E : OT(B(L , E)) -> 4 Os(B(L , E))

d'où par passage aux limites projectives un morphisme de faisceaux

BTXK(E) -> 4 JWE).

On associe ainsi canoniquement à / u n morphisme d'espaces
fonctés

7 : (S x K , Bs^O) -> (T x K , B^K(-))

— Enfin pour tout BsxK'1110^^ de présentation finie F on note
Es ou / * F le BsxK"1110^^ image réciproque de F par /

III. BsxK"1110 !̂̂  S-anaplats.

Soient K un polycylindre compact de C" et S un espace ana-
lytique banachique. Pour tout BsxK'1110^11^ E de présentation finie
et tout point s de S on note F(s) le faisceau sur K tel que

F(^=F.,. ^BS^A,,

Enfin on note B(K)^ le fibre trivial sur S de fibre B(Ky.
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DEFINITION 4.9. - On dit qu'un B^^-module F est S-anaplat
en ( s , x ) s'il existe au voisinage de ( s , x) une résolution B^^-libre
finie L. de F pour laquelle L. (s) est exact au voisinage de x et si le
B^-module F(s) est localement K-privilégié (3.1) en x.

Alors pour toute résolution libre finie L. de F , L. (s) est exact
au voisinage de x. De plus on remarque que si x est dans K , F est
S-anaplat en ( s , x) au sens de [1].

D'autre part il résulte du théorème des matrices holomorphes
inversibles de H. Cartan généralisé dans ([1] § 3 théorème 2) que
si F admet localement des résolutions finies, F admet des résolutions
finies au voisinage de {s} x K.

Il résulte alors des théorèmes 2.5 et 3.1 que F est S-anaplat
au-dessus de SQ si et seulement si il existe une résolution L. de F au
voisinage de {^} x K pour laquelle le complexe H°(K,L.(^)) est
exact strict. Ce complexe est alors exact direct et pour s assez voisin
de S Q , P est S-anaplat en s et les espaces de Banach H°(K , P(s))
sont les fibres d'un fibre analytique banachique localement trivial
sur S noté B(K , F).

PROPOSITION 4.10.

a) Soient F et G deux B^^-modules S-anaplats, L. -> F et M. -^ G
deux résolutions de F et G sur un voisinage de {s} x K. Alors tout
morphisme f : F -> G se relève au voisinage de {s} x K en un mor-
phisme f. : L. -> M.

/ sb) 5'; F -> G -> H est un complexe de B^^-modules S-anaplats
en ( s , x) tel que

f(s) g(s)F(s)—^ G(s)-^ H(^)

soit exact au voisinage de x et si coker g(s) est localement K-privilégié
au voisinage de x, il existe un voisinage de ( s , x) sur lequel F -^ G ^> H
est exact.

c) Pour tout morphisme f : T -^ S d'espaces analytiques bana-
chiques et tout B^^-module F S-anaplat, /* F est T-anaplat.

— a) est une conséquence classique de l'assertion ii) de la pro-
position 4.8.
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— Soit L. (resp. M. , N.) une résolution de F (resp. G , H) sur
un voisinage de ( s , x) de la forme U x P où P est un polycylindre
privilégié pour F(^), G(s) , H(^) et coker g(s). On déduit des données
et de a) un complexe

L. -^ M. ^ N.

et il en résulte un complexe de fibres banachiques

B(P , F) ^ B(P , G) ->• B(P , H).

Ce complexe est exact direct en s donc sur un voisinage de s.
On en déduit alors que

H°({s} x P , F) -^ H°({s} x P , G) -^ H°({5} x P , H)

est exact ; l'assertion b) résulte alors de l'assertion ii) de la proposi-
tion 4.8 et du théorème A qui s'en déduit.

— c) résulte alors du fait que si L. -> F est une résolution de
F 7* L- est acyclique d'après b).

IV. Structure fonctée associée à une B§^-algèbre S-anaplate.

Soient Y une BgxK'^êèbre S-anaplate et E un espace de Banach.
Soient s un point de S et

B'sxK -> Bs,K -^ Y -> 0

un début de résolution Y sur un voisinage ouvert U de s. On déduit
de d un morphisme de faisceaux de BsxK^^ules

rf(E) : B^(E) - Bu,K(E)

et on note

By(E)u = coker rf(E).

Il résulte de la proposition 4.8 que les faisceaux ainsi définis
au voisinage de chaque point de S ne dépendent pas des résolutions
choisies et se recollent en un faisceau noté JByCE) sur S x K et
concentré sur le support de Y. On démontre alors à l'aide d'un
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lemme analogue au lemme 4.3 que Y = (|Y| ,B(.)) est une structure
fonctée dite associée à la Bg^K'^gèbre S-anaplate Y ; on dit aussi
que l'espace foncté Y est S-anaplat.

V. K-fibrés privilégiés sur S.

4.11. — Soit Z un fibre analytique en B(K)-modules de Banach sur S.
On dit que Z est ^-privilégié si pour tout s dans S il existe un voi-
sinage U de s et une résolution finie de Z sur U par des fibres triviaux

(*) 0 -> B(K)^ ^ . . . -> B(K)^ ^ Zu -> 0

— Alors au voisinage de chaque point de S la suite (*) est
scindée et Z est localement trivial.

Si F est un BsxK^^ule S-anaplat le fibre B(K ,F) est K-privi-
légié. Réciproquement on se propose d'associer à tout fibre K-privilégié
Z sur S un BsxK"1110^^ S-anaplat. Compte tenu de (4,8) on a

Qs(U , B(K)) = H°(U x K , Bg^)

et par conséquent, pour tout ouvert U de S sur lequel existe une réso-
lution de Z du type (*), il correspond canoniquement à une telle
résolution un complexe de Bg^ ̂ -modules

L.:0->B^...^

défini sur U x K. Soit F = coker d ; il résulte du lemme ci-dessous
que les faisceaux ainsi construits se recollent sur S x K.

LEMME.

i) Le complexe L. est acyclique sur U x K.
ii) F ne dépend que Zy .

iii) F est S-anaplat.
iv) B ( K , F ) = Zy .

Montrons i) : pour tout s dans U, Z(s) = H°(K , F(s)) est K-
privilégié donc localement K-privilégié (2.4) ; tout point x de K pos-
sède donc un système fondamental de voisinage (L^) formé de poly-
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cylindres dans K tels que Qg^ (B(L^ , L. (s))) soit exact. L'assertion i)
résulte alors du fait que

L.^ =l imO^(B(L^,L.(^))) .
n

Montrons ii) : par construction le faisceau sur U défini par
V 1-̂  F(V x K) est le faisceau des sections analytiques de Zy et ne
dépend donc que de Zy. On déduit alors ii) de (4.8 ii)) par un argu-
ment classique.

iii) est une conséquence immédiate de i) et du fait que Z est
K-privilégié et iv) résulte alors des définitions.

— Enfin on remarque que si F est un BgxK"1110^11^ S-anaplat,
le faisceau associé au fibre B(K , F) est égal à F. On a ainsi défini
une correspondance biunivoque entre les fibres K-privilégiés et les
BsxK"1110^^ S-anaplats dont on montrerait aisément qu'elle est une
équivalence de catégories ; en effet il résulte de la proposition 4.10
la proposition suivante :

PROPOSITION 4.12.

a) Soient Z et Ï deux fibres K-privilégiés sur S et L. (resp. L'.)
une résolution de Z (resp. Z ' ) sur un ouvert de S. Alors tout mor-
phisme de fibres f : Z -> î se relève localement sur S en un mor-
phisme f. : L. -> L ' . .

b) Si Z = ï! les résolutions L. et L'. sont homotopes.

Enfin il résulte de la construction ci-dessus que si / : T -^ S
est un morphisme d'espaces analytiques et Z un K-fibré privilégié
sur S, si F désigne le BsxK"1110^11^ anaplat associé à Z, alors le fibre
K-privilégié sur T associé à /* F est l'image réciproque /*Z du fibre Z.

VI. Propriété universelle de la grassmanienne G^.

Soit G^ l'espace analytique banachique des quotients séparés
de B(KV admettant une résolution finie donc directe d'après (2.3).

Cet espace est construit dans ([ 1 ] § 4).
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Soit RK le fibre canonique quotient du fibre trivial B(K/
^K

Ce fibre est K-privilégié(4.11) ; on note R., le B -module
~GKXK

G^-anaplat associé à R^.

Il résulte de ([1] § 8 n° 5) que pour tout espace analytique ba-
nachique S, les morphismes analytiques de S dans G^ sont en cor-
respondance biunivoque avec les classes d'isomorphismes de K-fibrés
privilégiés sur S.

On obtient donc le théorème suivant :

THEOREME 4.13. - Pour tout espace analytique S et tout Bg^K-
module F S-anaplat et quotient de Bg^K' // existe un morphisme
unique f : S -> G^ tel que

r RK = F
/ est l'unique morphisme tel que /*RK soit le K-fîbré privilégié
associé à F.

En résumé pour tout espace analytique banachique S, on a cor-
respondance biunivoque entre :

— les morphismes de S dans G^,
— les classes d'isomorphismes de K-fibrés privilégiés sur S quo-

tients de B(K)^,
— les classes d'isomorphismes de BsxK^^ules S-anaplats et

quotients de B^K-

5. L'ESPACE MORs(Y , X)

Dans tout ce paragraphe S est un espace analytique banachique.

DEFINITION 5.1. - Soit f : X -> S un morphisme d'espaces ana-
lytiques banachiques. On dit que X est relativement de présentation
finie au-dessus de S si pour tout x dans X il existe

— un voisinage ouvert X' de x dans X,
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— un voisinage ouvert S' de f(x),

— un ouvert U de S' x C^, un morphisme h : \J -^ Cq et un S'-
isomorphisme de X' sur /^(O).
On dit qu'un tel ouvert X' est un ouvert de coordonnées de X.

Soient K un polycylindre compact de C" et Y un sous-espace
foncté S-anaplat de S x K associé à une BgxK'^êèbre By (§ 4-IV).
Soit X -> S un espace relativement de présentation finie au-dessus
de S.

On note MORg(Y , X) l'ensemble des S-morphismes d'espaces
fonctés de Y dans X.

Soit Fx le foncteur contravariant sur la catégorie des espaces
analytiques au-dessus de S qui à tout T -> S associe

Fx(T) = MOR^YT , X^).

On se propose de montrer que ce fbncteur est représentable.

I. Cas où X = S x C^

II résulte de la structure fonctée de Y que

MOR(Y , C^ ==H°(|Y| , By^

de même

V s G S MOR(YCî), C^ = H°(K , ByC^

et est aussi l'ensemble des morphismes d'espaces annelés de YCs1) dans
C^ (4.5).D'autre part notons B(K , Y) le S-fibré analytique banachique
associé à Y et Hg(B(K , Y)) le faisceau des sections de ce fibre.

PROPOSITION 5.2. - Le S-fibré B(K , Y^ représente le fondeur
Fsxc^-

En effet soient s un point de S et

B^xK -> BS^K -̂  By -> 0

un début de résolution de By au voisinage de {s} x K ; il résulte de
(4.8) que
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îl°({s} x K ,By) = coker (Os^(B(K)Q ^ Qs^(B(K))

On déduit alors de la suite exacte directe de fibres banachiques

B(K)^ -> B(K)g -> B(K , Y) -^ 0

que

H°({^} x K , B y ) = = Hs,,(B(K , Y))

et par conséquent

MOR(Y , C^) = MORs(S , B(K , Y)^). (!)

D'autre part, si / : T -> S est un morphisme d'espaces ana-
lytiques banachiques, /* Y est T-anaplat (4.10) et

B(K, /*Y)=/*B(K,Y) . (2)

On déduit alors de (1) et (2) que

MOR(YT , C^ = MOR^ff , B(K , /*Yn = MORT(T ,/*B(K,Y)^)

= MORsO.BCK.Y)^ (3)

d'où la proposition.

On note

^ : YB(K,Y)P -> ̂

le morphisme universel ; il correspond à l'identité de B(K , Y)p dans
l'égalité (3) écrite pour T = B(K , Y)^

II. Cas où X est un ouvert de coordonnées.

Soit U un ouvert de S x C^. On note B(K,Y,U) l'ouvert de
S-fibré B(K , Y)^ formé des couples (s, f) tels que

- s G S

-/eH°(K,BY(^)

- |/| (|Y(^)|) C V(s)

Soit m^j la restriction du morphisme m au-dessus de B(K , Y , U).
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On déduit alors de (5.2) le

COROLLAIRE 5.3. - Le couple (B(K , Y , U) , m^) représente le
foncteur Fy.

Soient h \ \] -^ Cq \xn morphisme et X = h'^O). Pour tout
T , h induit une application

Fu(T) = MOR^YT , UT) -> MOR^YT ,T x C ^ ) = F^xc ^(T)

/ -^ hof

On en déduit un morphisme de foncteurs h : Fy -> Fg^c^ et

par conséquent un S-morphisme

^ : B ( K , Y , U ) -> Bd^Y)^.

Soit alors MORg(Y , X) l'espace analytique h^ÇO) ; on note

mx : Y Xg MORg(Y , X) ->• X Xg MORg(Y , X)

le morphisme induit par m^ ; on déduit alors de (5.3) la

PROPOSITION 5.4. - Le couple (MORg(Y , X) , m^) représente le
foncteur F^.

On remarque que compte tenu de (4.6) l'ensemble sous-jacent
à l'espace MORg(Y , X) est l'ensemble des couples (s, /) où s est
un point de S et / un morphisme d'espaces annelés de Y(^) dans
X(5).

III. L'espace des petits morphismes.

Soit X 7L> S un espace relativement de présentation finie au-
dessus de S.

DEFINITION 5.5. — Soit f : T -> S un morphisme d'espaces analy-
tiques ; on appelle petit morphisme de Y^ dans X^ tout T-morphisme
g : YT -^ XT tel que pour tout t dans T, l'image par g de Y(/V))
soit contenue dans un ouvert de coordonnées deX(5.1). On note
F^(T) leur ensemble.
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On définit ainsi un fbncteur F^ sur la catégorie des espaces
analytiques au-dessus de S et on se propose de montrer que ce
foncteur est représentable.

PROPOSITION 5.6. — Soient X^ et X^ deux ouverts de coordonnées
de X ; soient

Si = 7T(Xi) S^ = 7T(X2).

i) Si X^ est contenu dans X^, l'unique morphisme

f: MORs/Y^ , X,) -> MORs,(Y^ , X,)

tel que f*m^ = mx est un plongement ouvert.

ii) Xi H X^ ^ M/Î ouvert de coordonnées de X au-dessus de
Si n s^.

i) résulte de (5.4) : en effet soit M l'ouvert de MORg (Yg , X^)
formé des couples ( s , /) tels que /(Y G?)) soit contenu dans X^ : on
déduit de la propriété universelle de MORg (Yg , X^) un morphisme
g : M -^ MORg (Yg , X^) qui est réciproque de /.

ii) soient U un ouvert de S x C^ et i : X^ -^ U un plongement
fermé ; soit V un ouvert de U tel que ^(V) = X^ H X^ ; / induit
un plongement fermé de X^ H X^ dans V.

Soit maintenant X la famille des ouverts de coordonnées de X.
On pose

|M^(Y,X) |= U |MORs.(Ys.,X')|
J\. fc SE-

S'=7T(X')

II résulte de (5.5) que les structures analytiques des espaces
MOR^(Yg> ,X') se recollent sur |M^(Y , X)| ainsi que les morphismes
mx».

On note M^(Y , X) l'espace universel obtenu, Z^ l'espace foncté
MJ(Y , X)-anaplat image réciproque de Y par le morphisme cano-
nique M^(Y , X) -> S et mx : Z^ -> M^(Y , X) Xg X le petit morphisme
obtenu en recollant les m^. Il résulte alors de (5.4) et de (5.6) que le
couple (M^(Y , X) , m^) représente le foncteur F$.
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On a donc la

PROPOSITION 5.7. - Soient T -^ S un morphisme d'espaces ana-
lytiques et f : Y-p -> X-r un petit morphisme. Il existe un S-morphisme
unique.

g : T -> M°(Y , X)

tel que

g"m^=f.

IV. Cuirasses Y-privilégiées.

Soit K un polycylindre et Y un B^-module privilégié. On appelle
cuirasses Y-privilégiées de K la donnée de

— un ensemble fini d'indices 1 et deux familles (K,) et (K^)
indexées sur 1 de polycylindres Y-privilégiés dans K,

— pour tout couple (i, /) de 1 x 1 une famille finie (K^)^A-.
de polycylindres Y-privilégiés tels que

a) V / G I K;. C K,

b) K == U K;
ici

c) pour tout 0', /) on a

K;. H K; C U K,,, C K, H K,
aeA^.

Soient maintenant S un espace analytique banachique, Y un
espace foncté S-anaplat et Q une cuirasse de K. L'ensemble S^ des
points s de S pour lesquels Q est YCO-privilégiée est un ouvert de S.

Pour tout / , / , a on note

Y. — Y Y' — YA ! ~ JLlSixK, ^i ~ JLlSixK,.

^ija == ïlSixK^

Z,0 l'espace M^(Y, , X)-anaplat universel et m, : Z? -> X Xg M^(Y,, X)
le petit morphisme universel. On définit de même Z^° ,m\,. . .
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On déduit alors de la proposition 6.1 des morphismes

^ :M^(Y, ,X) i s . - n M^(Y,,,,X)
1 /. a i

^ : M ^ ( Y , , X ) -> H M^(Y,,,,X)^
/> a

tels que

(p^. hym^ = w, au dessus de S^ x K,^

ainsi que les égalités analogues avec h[. Soit alors M° le noyau de
la double flèche

(n ^, n h[ ) : n M^(Y, , x) ^ n M^(Y,,, , x)
l l i€=I i,7',û

et soit Z l'image réciproque de Y par le morphisme canonique
^ -> S~

II résulte alors de la construction ci-dessus que les morphismes
m^Y» se recollent en un petit M^morphisme

m : Z -> M° Xs X.

DEFINITION 5.8. - Soient T un espace analytique au-dessus de
S et f : YT -> X-r ̂  T-morphisme. On dit que f est petit relativement
à Q '̂ po^r tout t dans T, Q est 'Y^(t)-privilégié et si pour tout
i dans I l'image par f de Y^) H K, est contenue dans un ouvert
de coordonnées de X.

Soit MI l'ensemble des points t de M^ tels que Q soit Z(r)-
privilégiée ; c'est un ouvert de M° et la restriction de m à M^ dçfinit
un morphisme petit relativement à Q

^i : ^iMi -> MI XgX.

LEMME 5.9. — Pour tout espace analytique T au-dessus de S^
et tout morphisme f : Yr -> X-r ^^^^ relativement à Q, y ex^
KM morphisme canonique <p(/) : T -> Mi të/ <7M^

a )^ ( / )*mi=/

b) po^r ^o^^ morphisme k : T' -> T

^(/T') =(^) 0 fc
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Pour tout i dans I, on déduit de la proposition 5.7 un mor-
phisme (^,(/) : T -> M^(Y, , X) ; le morphisme II <^,(/) se factorise
en un morphisme <p(/) : T -^ M^ d'où a). L'assertion b) résulte
de la fonctorialité des <^(/).

V. Une cure d'amaigrissement pour M ^ .

(Méthode éprouvée et infaillible due à ([ 1 ] § 9) dont nous suivons
scrupuleusement le mode d'emploi !)

En appliquant le lemme (5.9) au cas où T = M^ et où / est
l'identité de Zj^, on obtient un morphisme 6 '. M^ -> M^ tel que
0 o 0 = 0 et que pour tout T-morphisme petit relativement à Q
/ : Y-r -^ X-r on ait

<^CO == 9 o ^(/).

Soit alors M° le noyau de la double flèche

(^ÎM,) '' M^ ^ M,.

De plus on déduit de Z et de m un espace M^anaplat Z° et
un morphisme w0 : ZQ -> M^^ Xg X petit relativement à Q. Le triplet
(M0, Z° , w^ est universel ; plus précisément on a :

PROPOSITION 5.10. —Pour tout espace analytique T au-dessus
de S ^ tout T-morphisme f : Yj- "̂  Xp pe^Y relativement à Q //
existe un S-morphisme unique ^p : T -> M° ^/ ^M^

^* wQ = /

VI. Construction de l'espace universel MORg(Y , X).

LEMME 5.11. — Pour tout S-morphisme f : Y -> X et tout point
s de S il existe une cuirasse Q de K et un voisinage S^ de s dans
S tel que /,„ ^o^ petit relativement à Q.

La démonstration est immédiate compte tenu de (2.3).
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II résulte donc du lemme (5.11) que l'ensemble MORs(Y , X)
est la réunion des ensembles sous-jacents aux espaces M° pour toute
cuirasse Q. On déduit alors de la proposition (5.10) l'existence et
l'unicité :

- d'un espace analytique banachique MORg(Y , X) au-dessus de S
- d'un morphisme 3TC : y -> MORg(Y , X) Xg X

où y désigne l'image réciproque de Y par le morphisme canonique
MORg(Y , X) -> S, tels que pour toute cuirasse Q, IM^ soit ouvert
dans MORg(Y , X) et que

(MORs(Y , X) , y , Oîl), ^Q, = (M0 , Z^ , m^).

Il est clair que le triplet (MORg(Y , X) , y , Oit) représente le
foncteur F^. On a donc le théorème suivant :

THEOREME 5.12. —Pour tout espace analytique T au-dessus de
S et tout T-morphisme f '. Yy -> Xy, il existe un S-morphisme unique
h : T -> MORg(Y , X) tel que

h*^ÏL=f.

En particulier on a

Fx(T) = MORDÎT , XT) = MORg(T ,MORg(Y , X))

VII. L'espace universel Mg(K , X).

Soit S un espace analytique banachique et X un espace analy-
tique au-dessus de S relativement de présentation finie. Soient G^
la grassmannienne des quotients séparés de B(K) admettant une
résolution finie et R^ l'espace foncté G^-anaplat universel (§ 5). On
pose

Mg(K , X) = MORo^ , (S x RK , X x GK)K

et on note y^ et Oîî,x l'espace et le morphisme universels associés
à Ms(K , X). On déduit alors de la propriété universelle de (G^, R^)
(4.12) et de (5.12) le théorème suivant.
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THEOREME 5.13. —Pour tout morphisme d'espaces analytiques
h : T -> S, tout sous-espace fondé Y ûte T x K et tout T-morphisme
f : Y -> Xi. il existe un S-morphisme unique

k : T -̂  Ms(K , X)
^/ ^^

fc*^ =Y

A:*OTZx =/

En effet soit h^ : T -^ G^ le morphisme tel que

^ EK = Y.

Alors le morphisme (h, h^) : T -> S x G^ fait de T un espace
au-dessus de S x G^. Il suffit donc d'appliquer le théorème (5.12) au
tripl.et (T , Y , /).

Remarque. - L'ensemble sous-jacent à l'espace Mg(K , X) est
l'ensemble des triplets (s. Y,/) où s est un point de S, Y un sous-
espace privilégié de K (§ 4.1) et / un morphisme d'espaces annelés
(4.5) de Y dans X(s).
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