PIERRE LENGYEL
Racines de fonctions différentiables

Annales de l'institut Fourier, tome 25,1n°2 (1975),p. 171-183
<http://www.numdam.org/item?id=AIF_1975__ 25 2 171_0>

© Annales de I’institut Fourier, 1975, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Annales de I’institut Fourier »
(http://annalif.ujf-grenoble.fr/) implique ’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=AIF_1975__25_2_171_0
http://annalif.ujf-grenoble.fr/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
25, 2 (1975), 171-183

RACINES DE FONCTIONS DIFFERENTIABLES

par Pierre LENGYEL

Soit f une application de classe C* d’un ouvert 2 de R"” dans C;
supposons qu’en chaque point x de £2, la série de Taylor de f est la
puissance qié’“"' d’une série formelle. Alors, avec ces seules hypo-
théses, f n’admet pas toujours (méme localement) une racine qﬁ’"‘e
de classe C™. Par exemple, dans [1]. G. Glaeser donne un exemple
d’application de R dans R, strictement positive en dehors de l’ori-
gine et plate a l'origine, n’admettant pas de racine carrée de classe

C? au voisinage de 0. Un autre exemple est fourni par la fonction de
1

deux variables réelles : y? + e x?, Visiblement, les conditions for-
1

melles sont satisfaites en tout point de R? et pourtant y2 + e x? n’est
pas, au voisinage de lorigine, le carré d’une fonction de classe C'
(d’aprés le théoréme des fonctions implicites ordinaire). On a cepen-
dant le résultat suivant di a G. Glaeser ([1] ou [2]) : si f est une appli
cation de classe C? de 2 dans RY, 2-plate sur I’ensemble de ses zéros,
alors sa racine carrée est de classe C' sur .

Dans le § 2, nous considérons des fonctions positives, de classe
C? dans ouvert 2, p-plate sur ’ensemble de leurs zéros ; nous don-
nons des conditions suffisantes pour que f admette une racine avec
une certaine classe de différentiabilité. Les conditions envisagées sont
des conditions de régularité, liées a I’'inégalité de Eojasiewicz (ceci
est développé dans le § 1). Dans le § 3, nous considérons une appli-
cation f de §2 dans C, de classe C™ et plate en aucun point de 2.
Modulo certaines inégalités analogues a celles utilisées par Hérmander
[3], et D’existence d’une racine g™ formelle en chaque point de 2,
f admet localement une racine g™ de classe C.
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1. Inégalités de Eojasiewicz.

Nous allons établir tout d’abord des résultats dont nous nous
servirons par la suite. Le point générique x de R” aura pour coor-
données x, . . ., x, relativement a une base orthonormée (e,, ..., e,) ;

H, , désignera 'espace des polyndmes homogéenes sur R"” de degré

q a coefficients réels ; si A est une partiec de R”, on pose
IPll, = sup IP(x)| et |IPll= sup |[P(x)|
XEA hxll<1

I

b

Enfin, si A est une demi-droite issue de I’origine de R" et si 0 < 6§ <

on notera €, , le cone plein ensemble des x de la boule unité de R"
tels que I’angle de Ox et A soit majoré par 0.

LEMME 1.1. — Il existe une constante C > 0, telle que, pour tout
polynéme P de H tout A et tout 9,

n,q’

IPlle, ,>C.06%. |IP|.

Preuve. — L’image de I’ensemble
Fr={(x€R";x;20,i=1,...,n;x, +---+x, <1}
par ’application linéaire U, définie par :
Ug(e,) =€, ; Ug(e;) =cos B e, +sinb e

si i 22 est contenue dans @Oxl g- Soit O, une transformation li-

néaire orthogonale de R" appliquant le demi-axe Ox; sur A ; O,
transforme (‘30,‘1,9 en @, 4 et alors

IPllg, ,ZIIPoOyo0Ugly =ClPoO, o Ugll

ou C est une constante > 0. Comme pour tout P et tout A,
1P e Oull = IIPIl,

il suffit donc d’établir le résultat suivant : (1) il existe une cons-
tante C > 0 telle que pour tout P et tout 6.

IPoUyll=C.67. ||P].
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Si x' = (x,,...,x,), tout polyndme P s’¢écrit sous la forme

q
P(x)= Y P,(x)x{*
i=0
ou P,(x') est un polyndme homogéne de degré i en x'.

q
SiQ(x) =PoUglx) = ¥ Q(xNx{™,Qx) =

i=0

q
= 2 sin 0 P,(x") (x; +cos O (x, + -+ +x,))9°¢
i=0

g

q ..
= Y sinf 0 P;(x") Y CIZ/ x37 (cos 0 (x, +- -+ x,)

i
i=0 j=i

et ainsi :
j o o
Q(x") = CIZ!sin 6 P,(x") [cos 6 (x, + -+ +x,)/7".
i=0

On en déduit D’existence d’une constante C' > 0 telle que

. j—l .
sin/ 0 | Pl <|IQll + C" Y sin’ 6 [P,

i=0

Puis, par récurrence sur j, I’existence d’une constante C"' > 0
telle que :

) /
sin/ 0|1 <C" X 11QIl.

i=0
En particulier :
g nQ
sin? 6 X P I<(g+1DC" X IQI,
j=0 j=0

d’ou le résultat.
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LEMME 1.2. — Soit ¢ une fonction numérique, définie et de classe

CP sur lintervalle |0, 1). Posons, pour tout ¢ = 0,...,p,
M, = sup 4901
tefo0,1]
Alors :

q 1_1 q
Mq<2(e —) [sup(M ,p ! M.

Preuve. — Ce résultat est démontré dans [4].

Soit f une fonction numérique, définie et de classe C? sur un
ouvert £ de R". La dérivée ¢**™¢ de f en un point x de § s’identifie
a un élément de H,  _ et avec cette identification, A désignant une
partie de R”,

WD) M, = sup 17 G0) BDL, AP N = sup 179 ) . (h9)l

hEA trii<1

n,q

Sip>0cet xEN ; soit G’; 0.p le cone de sommet x, translaté de
’homothétique p. €, , du cone €, ,. Enfin, pour toute partie B de £2,

soit || f9|l, = sup Ilf(")(x) I
xED

LemMmE 1.3. — Avec les notations précédentes, il existe une cons-
tante C > 0, ne dépendant que de n et p telle que pour tout entier
q, 0 < q < p, tout x € Q et tout f de classe C? dans Q2 :

@ 1-3 p! ) >

N o) i < I|fl| L [sup =l , P ] P,
€3,0,p (pp €X.0,0 GZ,O,p)

Siye e’;’evp,posons pourt € [0, ll,wy(t) =f((1 —t)x + ty).

P =P -nx+n).y-x?;

d’ou 00 = fPx) (v — x)*
et ainsi :
(@) = || f@ q. Nl < )
smyxpl«py @1=1r 0l ,-» ,syfwy()l\nfuez’o,p,
sup PO <UfP Ml .07 5

1,y A,0,p
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d’aprés les inégalités précédentes et (1.2) appliqué a ¢, on a:

q
N2, . p?<2 (e2 . g)q IIfII;;g sup(p L [ AP e )] ?
4,6 q A,0,p A,0,p a,6,p

et I'on conclut en appliquant (1.1).

Soit &(£2) I'anneau des fonctions numériques f, définies et de
classe C” dans §2, V,(f) I’ensemble des points de k-platitude de f,
c’est-a-dire ’ensemble des points ou f et ses k premiéres dérivées
s’annulent, V_(f) P’ensemble des points de platitude de f, c’est-a-
dire ’ensemble des points ou f et toutes ses dérivées s’annulent.

PROPOSITION 1.4. — Si f est dans &(S82), les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) Toute fonction g € &(K2), plate sur V,(f) est divisiblelpar f
dans & (82).

2) Pour tout compact K C 82, il existe des constantes C > 0,
a > 0 telles que pour tout x € K, |f(x)| = Cd (x , Vo (f)* (i.e f vé-
rifie une inégalité de ojasiewicz par rapport a l'ensemble de ses
26ros).

3) V_(f) = ¢ ; en outre, la condition suivante est satisfaite :
(3") Pour tout compact K C K2, il existe des constantes C > 0, a = 1
et pour tout x € K — V,(f) une boule B (x, p,) avec

p, =Cd(x,V,(NHN*

1
tels que pour tout x' € B(x,p,) ; | f(x)| = 5' fhl.

4) V_(f) = ¢ ; en outre, la condition suivante est satisfaite :
(4') Pour tout compact K C K, il existe des constantes

C,,C,C,>0 et o, 20,0,21,0,20
— A x
et pour tout x € K — V,(f) un cone €, _, , avec
a a
0,2 C dx, Vo', p, = Cdx, V() ?
tels que :

a
pour tout x' €€%_,  , Ifx)| = Cy If) ] dx, Vo) .
X X X
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1 # 2. cf. [5], chap. V, proposition 4.3.
2 = 3. Des inégalités
IFEDI<IFG+ 1f(x) — FDI<If®x) |+ Ad(x, x")

ou A est une constante > 0 dépendant de K, il vient si
¢ Q 1
Px=Xd(X,Vo(f)) SIS 21f() .

En outre, la condition 2 implique que V_(f) = ¢, ce qui n’est pas
trivial, malgré les apparences ; cf. [5], appendice.

3 = 4. évident.

4 = 2. La condition (2) étant de nature locale, il suffit de dé-
montrer I'inégalité (2) au voisinage d’un point x, de . Comme
V_(f) = ¢, il existe un voisinage compact K de x, dans £, un réel
B, > 0 et un entier q tels que pour tout x € K, @0 =B,. Si
I'on pose p = q + 1, il existe une constante , > 0 telle que pour
tout x € K, 1P,

Ay s 0y, py
associés par ’hypothése (4') au compact K.

< B,, les eix’ox’px étant les cones

On a, d’aprés I'hypothése (4') :

Cs I lleyx d(x, Vo (NP <If(x)N,0,>C dx, V(N

Ays 0y 5Py

Py = Cyd(x, Vo ()™

La condition (2) résulte alors de (1.3) appliqué au cone eﬁx'ox'px
et des cinq inégalités précédentes.

Nous utiliserons au paragraphe suivant des inégalités analogues
a celles de (4'). On dira qu’une fonction numérique f de classe C°
dans un ouvert £ de R” vérifie une “‘condition de £ojasiewicz faible”
il existe trois constantes a; =0, a, = 1, oy = 0 pour lesquelles
elle vérifie la condition : £(«, ,®, ,a;) : Il existe trois constantes
C, >0, C,>0, C; >0 telles que pour tout x € L\ V,(f) il existe
un cone Cy , , avec

X Xx'"x

0, >C,dx, Vo', 0, =C,ydx, V()™

tels que pour tout x' de e’;x,e

x »Px’
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IFX) 12 Cy IF ) 1 dx, V().

D’aprés la proposition précédente, la fonction f vérifie une iné-
galité de £ojasiewicz par rapport a I’ensemble de ses zéros, si et seule-
ment si V_(f) = ¢ et f vérifie une “condition de Xojasiewicz faible”.

2. Racines d’une fonction de classe C?, p-plate sur
I’ensemble de ses zéros.

THEOREME 2.1. — Soit f une fonction positive de classe C° dans
un ouvert 2 de R", p-plate sur I'’ensemble non vide V y(f) de ses zéros,
on suppose qu'il existe trois constantes o; = 0, a, = 1, a; = 0 pour
lesquelles f vérifie la condition £ (o, , a, , a3).

Alors, pour tout a € 10, 1, f* est de classe C* et k-plate sur
Vo(f), ou k= [[FOZT%] a]. ([x] désigne la partie entiére
de x).

Nous utiliserons les deux lemmes suivants :

LemMME 2.2. — Si E,F,G sont trois espaces de Banach, f une
application de classe CP au voisinage d’un point x € E dans F, g une
application de classe CP au voisinage de f(x) dans G, alors g o [ est
une application de classe CP au voisinage de x dans G et 'on a pour
0<g<p:

q

IE@e NP@I<Y 18R (FeNII

q! If (x)u @ Il £ |l e
z AT ) ...(____q! )

m1+...+mq=

ml+2m2+...+qmq=q

Preuve. — Des développements limités a 'ordre p et f et g res-
pectivement en x et f(x), on en déduit pour 0 < g < p
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! (q)
;(g°f) x)lh,...,h]=

7 1 1 . ; 1. i
kg‘l k— Z,- . g(k)(f(x)) (i—l!f(u)(x) (h 1),...,1-.,:f( ")(x) (h k))

i; <
<lq

d’ou (g o )V%) [hy,...,h,] =

»q
Yo %
P I ()] ")
K= k! ij+...+ig=q 1<j <k g® 10 U (o) al’?t a,.‘ ).l
1<i;<q 1<af<..<dl <q !
a%‘#ai” pour (u, z);’ﬁ(v i)
et aussi :

(g o )P (hy,...,h)II <

g 1 q! X (i) (ig)
= ey I A AL N A O PN T AR Ol PR A

ks K S B B!
1<ij<q
Mais de égalité 2, ———— 1P o)l 1% @l =
i+ tig=q Ll gt
l<xl<q
L o o @ @
it tmg _k( ) @) iml. omg!
m1+2m2 +qm =q

on déduit le résultat.

LEMME 2.3. — Si f est une application de classe C° au voisinage
d’un point x d’un espace de Banach dans R, alors pour tout o € 10, 1[,
£ est de classe CP au voisinage de x et I'on a pour 0<q <p :

!
1o @ () | < —— >
T
ooty

m1+2m 2+...+qm =q

la(oe—1)...(@—q +mg+1) m . m
m...m ()" (‘)mq(ﬂ)) HEel ™ P
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Preuve. — 11 suffit d’appliquer 2.2 a g : x = x%,
Preuve de 2.1. — Soit x, € V,(f), U un voisinage de x, dans £2,

M, = sup HfP(y) |l et desentiers 0 < g <k < p. Il existe une cons-
yeuU

tante C, > 0 ne dépendant que de n et p (1.3 et les hypothéses de 2.1)
telle que pour tout x € U\ V,(f)

q

C,(f(x) ¥

I G)I < .
d(x,Vo(f))alqwa(l—k)
q
k! f(x) k
sup a,k+ag ”f(k) I x
( <C’2‘C3d(x,V0(/")) 2k eAx,ox,px)

Il existe donc une constante C, > 0 ne dépendant que de n et p
telle que :

q

-4 q
KOMEd(x, Vo ()

170l < C, (FG)
< . q q
our=(inf(p—k p—ak—q)) %—(alq + oy (1 - 7(—))

En appliquant (2.3) a ¢ = f%, il existe une constante C, >0
telle que :

N
||¢(q)(X) “ < C3 (f(x)) k . M’; d(x s Vo(f))s‘;

on  s=(nf(p—k p— ok —ay) — (@ k + ay(k — 1)))%
. q
Si ’on prend s=20 et a—E>O,

aZ—,p—k=Z2a k+to(k—-1) et

xR

Pp—0k—og=2a k+ok-1),

ou encore
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, p pta _
q <lka] et k<[mf(al+%+a3,al+a3+l ]_

(Ix] désigne la partie entiére de x),

¢? (x) tend vers O lorsque x tend vers x,.

Il suffit alors d’appliquer le lemme d’Hestenes (cf. [5], p. 80),
pour déduire le résultat.

COROLLAIRE 2.4. — Soit f une application de classe C~ d’un ou-
vert 2 de R" dans R’ plate sur I'ensemble non vide de ses zéros Vo(f),
vérifiant une condition de tojasiewicz faible (o, , o, , a3) ; alors,
pour tout a € 10, 1], f* est de classe C= sur 2.

COROLLAIRE 2.5. — Soit f une application de classe C? (resp. C*)
d’un ouvert Q de R dans R*, p-plate (resp. plate) sur I’ensemble non
vide de ses zéros, au voisinage desquels elle est monotone ; alors,
pour tout a € 10, 1[ , f* est de classe ctrel (resp. C).

Preuve. — 11 suffit de prendre o, = a3 =0 «, = 1.

COROLLAIRE 2.6. — Soit [ une application de classe C° d’'un
ouvert Q de R" dans R" p-plate sur I’ensemble non vide de ses zé-
ros Vo(f). On suppose qu’il existe deux constantes A > 0, B > 0 telles
que pour tout x € Q \ V,(f) et tout x' € B(x, p,), ou

Py =Ad(x,Vy(f),fx)=>Bf(x.
Alors, pour tout a € 10, 1[, f* est de classe C'P®,
PROPOSITION 2.7. — Pour tout entier p, tout fermé X de R" et
tout ouvert 0 le contenant, il existe une application positive f de

classe CP sur S, vérifiant une condition de Fojasiewicz faible
£(0,1,0) et telle que Vy,(f) = Vp(f) = X.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 2.8. — Pour tout compact X de R", tout ouvert S conte-
nant X et tout voisinage V de X inclu dans 2, il existe une application
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de classe CP f, strictement positive sur V — X, égale a 1 sur & — V
telle que :

0<f<1,Vo(N=V,(H=X,

f vérifie une condition £ (0,1, 0).

1
Preuve. — Soit U, =)x < R" ;d (x ,X) < Prit On peut se ra-

mener au cas ou £ = R",V D U,. Soit fq une application de classe
C™ égale 4 1 sur R" — U, nulle sur U_,,, telle que

0<f,<1 et Vk=0,I|fPI<cC, 2%
ou C, est une constante indépendante de g. Il suffit de prendre :

1 f . _ 1
f=—3 7—‘1—;2‘1 455 ou a= go YITEE
q

a q=>0

On remarque de plus qu’il existe deux constantes A > 0, B > 0,
indépendantes de X, telles que f(x) = A sup f(x') ou

d(x',x) <Bd(x, X).

Preuve de 2.7. — Soit ¢; une partition de I’'unité C de §2 subor-
donnée a un recouvrement localement fini de €2 par des ouverts rela-
tivement compacts V,. tel que tout x posséde un voisinage rencontrant
au plus n + 1 V,. Soit X; = X N supp ¢;. D’aprés 2.8, il existe f; de
classe CP, strictement positive sur Vj — X; égale alsur 2\ V;, telle
que O <f,- <1, Vo(fp) = Vp(f,-) = X; et f; vérifie une condition
£0,1,0) :f,-(x)>A sup j;-(y) ou d(x.y)<Bd(x,Xi) AetB
étant deux constantes > 0, indépendantes de j.

I1 suffit alors de prendre f = Il fi-
j=20

Exemple 2.9. — Soit ¢ I’application de classe C” dans R a va-
1

leurs dans R* définie par : ¢(x) = e 1-x? pour |[x| < 1 et O pour

Ix| = 1. Posons ¢, (x) = ¢2n(n + ) x — (2n + 1)) nulle

2



182 P. LENGYEL

1
n+1’

1
en dehors de I, = [ —] (n 2 1) et de classe C” dans R. Posons
n

1
¥(x)= 2 ¢, (x), définie, positive sur R, plate en les points —, n = 1.
n
n=1

Sur I, y®) (x) = 2%(2;1 (n+ 1) o® Qnn + 1)x — Qn + 1) et

donc ¥ (x) tend vers O lorsque x tend vers 0. Ainsi, Y est de classe
C”, plate en ses zéros et vérifie une condition de ¥ojasiewicz faible
£(0,1,0) tout en n’étant pas monotone a ’origine.

3. Racines d’une fonction C” plate en aucun point.

Soit f une application de classe C* d’un ouvert £ de R" dans C,
plate en aucun point et vérifiant une inégalité de tojasiewicz par
rapport a l’ensemble non vide V de ses zéros : Pour tout compact
K C £2, il existe deux constantes C > 0 et o > O telles que

Vx €K : |If(x)|=Cdx, Vy*.
On suppose que f posséde en tout point x € V, une racine pme
formelle c’est-a-dire un jet ¢(x) = (9, (x))x5, tel que :

N\ Xk Xk
[}. «p,,<x)—,]"= 2 DY) o

k>0 k! k130

Les fermés emboités V, ={x €EQ|f et ses k premiéres dérivées
s'annulent en x}, vérifient alors : vx = 1,V(,_,), =V,,_,etV_=¢.
Soit Wr = V(r—l)p — Vrp'

On suppose en outre que pour tout entier r 2 1, il existe des
constantes o, > 0, C, > 0, telles que

Vx EW, 1P x) I =Cdx,V,,)".

(On convient que d (x ,¢) = 0).

THEOREME. — Avec les hypothéses précédentes, f posséde au voi-
sinage de tout point de S) une racine p'*™° de classe C™.

Preuve. — Nous renvoyons le lecteur a [6].
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