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LES CONDITIONS DE WHITNEY
IMPLIQUENT « piw CONSTANT »

par J. BRIANÇON et J.-P. SPEDER

La situation que nous étudions est la suivante :
X est un représentant d'un germe d'hypersurface à l'origine

de C"+1 X Cp(n > 0, p > 0), définie par l'équation

F(z,() ==0 (où z= (zo, . . . , ^ )

et t = (<i, . . .5 ^p)) ; nous supposons que X contient

Y = {0} X Cp

et que, si p désigne la rétraction canonique de X sur Y,
l'idéal jacobien relatif (à la rétraction p)

J.tF)̂ ,,..,̂
\^ZQ ÔZJ

définit Y.
Dans ces conditions, pour y e Y assez voisin de 0, la

fibre Xy de p au-dessus de y est alors un représentant
d'un germe d'hypersurface à singularité isolée de C"^ x {î/}.

1. Conditions de Whitney et sections planes génériques.

Dans la situation précédente, lorsque p •===• 1, nous mon-
trons :

THÉORÈME 1. — Si le couple (X, Y) vérifie les conditions de
Whitney au voisinage de 0, il existe un ouvert dense ^(l)

(2 ^ i ^ n) de la grassmannienne des i 4- 1-plans passant
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par Y tel que^ pour tout H e ̂ i) et dans un voisinage de
0 dépendant de H :

• X 0 H est réduit.
• Le lieu singulier relatif de X n H est Y.
• (X 0 H, Y) vérifie les conditions dfi Whitney.

Étant donnés un disque d'épreuve

h: (D,0) -^(C^i X C,0)

et v la valuation associée dans l'anneau local d^n+2 o ? nous
noterons :

v(z)= inf v{z^ ^(Jp(F))= inf ^ÔF)
0<i^n O^i^ V0^/

LEMME 1. — Si (X, Y) vérifie les conditions de Whitney
en 0, pour tout disque d9 épreuve h envoyant D — {0} dans
X - Y, on a :

'{t^)> ^)+W))
Preuve du lemme 1. — Pour T e D, soit

A(ï) == (Zo(ï), ...,^(T), ((ï)).

Par hypothèse, F o h est identiquement nul, on a donc :ci ^)(^.t)(,)+...+^)(^.»)(,)
= - ,'(.) (̂  . A) (.))

que Fon note P(r)(T e D). ? ?
D'autre part, si Q == ZQ — + • • • + ^n —» les conditionsô^o ô^

de Whitney ([8] page 540) impliquent:

(**) ^(Q) > ^) + ^(Jp(F))
De manière évidente, l'ordre de P(r) est au moins éga.1 à

v(z) + ^(Jo(F)) — 1; nous allons montrer que l'on a, en fait,
une inégalité stricte.

En effet :
• si a = v(z), nous avons ^(r) = a^ + " • (0 ^ i < n)

où les a, sont non tous nuls.



LES CONDITIONS DE WHITNEY IMPLIQUENT « ^ ̂  CONSTANT » 155

— si [B = ̂ (Jp(F)), nous avons

/ÔF o /,\ (^ ^ ^p + ... (0 ^ ̂  n)
\OZi /

où les 6, sont non tous nuls.
Nous avons alors :

P(ï)=a^ a^,)^?-1^- • • •
\i=0 /

et (Qo^^-^ i a,b\^+ ...
\i=o /

( n \
D'après (**), ^ a,6, ) est nul et donc l'ordre de P(r)

1=0 /

est strictement supérieur à a + P — l-

( ^ T?\

Finalement, grâce à (*), v t—] — 1 égale l'ordre de
/ -N T? \ ^ /

P(ï) et donc ^ ^ - — ) > a + ( B .
\ ^ t /

LEMME 2. — Si (X, Y) vérifie les conditions de Whitney
en 0, il existe un ouvert dense i^^ (1 ^ i ^ n) de la grass-
mannienne des i 4- i-plans de C^1 X C contenant Y tel
que, pour H e ̂ (l) et tout disque d'épreuve

h: (D,0)->((X nH),ed,0)
on ait :

Jp(F) o h == Jp(F/H) o h

où (X H H)red désigne Vespace analytique réduit sous-jacent
à X n H et Jp(F/H) est la restriction à (X n H)red de
Viàéal jacobien relatif de F/H.

Preuve du Lemme 2. — Nous utilisons le théorème suivant
de B. Teissier et J. P. Henry ([6]).

THÉORÈME. — Soit G(rci, . . ., ̂ ; Oi, . . ., Oq) une fonction
analytique complexe au voisinage de {0} X C9 c C7' X (X
On suppose que G et son idéal jacobien relatif (à la rétraction

canonique CY X C^ -> {0} X W (bG-, . . . . ÔG^ ^,. 50^
\ôa;i bx,/

contenus dans l'idéal (x^y . . ., x^) (Pr+q-
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II existe un ouvert dense y de C9 tel que, pour tout a e Y""
et / == 1, . . ., ç, on ait :

ôG / ô G ô G \
— e ( ^ i — , . . . , ^ — 1 ^,+ (o,a)ôo, \ ô^i ô^/ '

[clôture intégrale).

Pour a === (o;,j) O ^ ^ ^ n — i, n — i -{- 1 ^ j ^ n appar-
tenant à C^-1^^1, notons H<, le i + 1-plan d'équation

^o === 2j ^O,;^? • • • ? ^n-i == 2l ^n-i,;2/-y y
Définissons aussi <o : G1 X C X C^-^1)^ -> C"+1 X C par

(0(Z^+1, . . . , ̂ , î ; 0)=== / ^ ^O.Â-5 • • • ? S ^-ij^ ^n-i+l? • • • ^n? ^y

Comme B. Teissier dans ([6]), appliquons le théorème
précédent à G == F o co qui vérifie de manière évidente les
hypothèses du théorème puisque l'on a :

( ôG ^l ôF , ôF ' , 4 •[ — = V a ^ , — o û > 4 - — o œ n — i + l ^ / ^ n
lôjs, ^ "ô^ ô^.
iôG ^ôF ^
I ôt ~ ô( ° co

II existe par conséquent un ouvert dense ^ de c01"14"1^1 tel
que pour a e i^ et tout (7, /), on ait :

ôG 7 ^ G ô G ôG\
—————— Ç 1 Zf._;J_1 ———————————î • . . • Zf, ————y {, ———— 1

ôa,, V " ^ôz,.^ "ô^ ô^(o.,)

Fixons a e ̂  et, quitte à faire un changement linéaire de
coordonnées en (zo, . . ., z^), supposons que a === 0.

Nous avons alors :

©/"-T '—+^<-
Prenons maintenant un disque d'épreuve

h: (D,0)^((X nHoUO);
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il nous reste à montrer que

./aF)» inf ,(W\ 0 <(.,.-;.
\ô^/ ^,+i^y^ \ôzy/

Quitte à permuter les coordonnées Z o , . . . , ^ _ ^ nous
/ôF\ . < /ôF\pouvons supposer que ^ ( — ) == inf p ( — ) et donc

/^F\ V^o/ o^^n-i \^/
aussi que ^ — = ^(Jp(F)).

V0^/
Nous pouvons enfin nous limiter au cas où

h(D - {0}) c. (X n Ho),ed -- Y

/ • y0^ , \( car sinon v \ — \ = + oo |.
\ . \^o/ /

Le disque d'épreuve h se relève en h : (D, 0) -> (G-^O),
(0, 0)) tel que A = = œ o ^ et a o Ji = 0; nous noterons w
la valuation associée à Ji.

D'après le théorème précédent, nous avons :

(*) -̂̂  inf L(.) + inf ^(^\^(t^\\
V^J/ L .-^K^n \ÔZ,/ \ Ô(/J

pour M — i + 1 ̂  ;̂  n.
Or, nous avons :

ôG ôF . . .—— == z, —— 0(0 n — ^ - j - ^ ^ i ^ ^
ôaoj •/ ÔZo /

et d'autre part, d'après le lemme 1 :

" (• ̂ )= p ('̂ ) - ̂  +-w»= ̂  + •'(S)
Finalement, puisque Ho == {zo = . . . = = ^_, ==0} l'inéga-

lité

(*) ^ + ̂ 1F) ^ mt [.(.) + inf . (^-\ ^ (t^}]
V0^/ L n-i+l^j^n \^Zj/ \ Ô^/J

implique :
/ôF\ . , /ôF\v [ —— ) ^ inf ^ ( — 1.
\ÔZo/ n-^i^^^ \ÔZ./
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Remarque. — Sous les conditions du lemme 2, il résulte
de ([4] 0 proposition 0.4) que:

^(^^xnH^o-J^F/H^.

Dans un voisinage de 0 dépendant de H, le support du
lieu singulier relatif de X n H est donc identique à Y.

Preuve du Théorème 1. — Comme i ^ 2, la remarque
précédente indique que, dans un voisinage de 0 dépendant
de H, X n H est réduit.

De plus, pour tout H e ̂  et tout disque d'épreuve
h : (D, 0) -> (X n H, y) (où y appartient à un voisinage
de 0 dépendant de H), nous avons aussi :

J,(F) o h = Jp(F/H) o A.

Supposons encore que le i + 1-plan H ait pour équations
ZQ = . . . = z^ == 0. Pour assurer les conditions de Whitney
de (X n H, Y) au voisinage de 0, il suffit donc de montrer
que, pour tout disque d'épreuve h : (D, 0) -> (X n H, y)
tel que y est suffisamment voisin de 0 dans Y et

h{D — {0}) <= (X n H) - Y,
on a :

aH) ^)> ^w™
^n) ^ ( S ^) > ^) + W/H))

\j=n-i+l oz//

Or, comme le couple (X, Y) vérifie les conditions de Whitney
en y , on a :

"' "(^^w^
v! "(S'i^) > -M +'•W-'))

\l==0 "^l/

D'où le résultat puisque, d'après le lemme 2,

.(J,(F)) = ̂ (J,(F/H)).

Remarque. — Dans le cas où i = 1, le lemme 2 et sa
remarque permettent d'obtenir le résultat analogue suivant :

Pour tout plan H e -îTW, il existe un voisinage ouvert
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WH de 0 tel que, pour tout y e Y n WH, Xy n H et Xo n H
ont même multiplicité en y et 0 respectivement.

Pour ceci, il suffit de montrer qu'au voisinage de 0 on a
(X n H)red = Y. Supposons le contraire : il existe un disque
d'épreuve h : (D, 0) -> ((X n H),ed, 0) tel que

A(D - {0}) c= (X n H),ed - Y.

Quitte à faire un changement linéaire de coordonnées en
ZQ, . . ., z^ nous pouvons supposer que H est défini par les

(^Tp\

équations ZQ = • • • = ^_i = 0 ; v{z^) et v — ) (remarque
n/

du lemme 2) sont alors finis, ce qui est en contradiction avec
la condition b) de Whitney pour le couple (X, Y) en 0 qui
implique :

/ ôF\ , . , /ôF\v[z•^)>v^+l'[îî•)
2. Les conditions de Whitney
impliquent « p/"0 constant ».

Rappelons que B. Teissier ([4]) attache à un germe

(Xo, 0) c: (C^i, 0)

d'hypersurface à singularité isolée, une suite décroissante
d'entiers :

^)(Xo) = ((^(Xo), .... ^)(Xo), . . ., ^°)(Xo))

où ^(Xo) est le nombre de cycles évanescents (ou nombre
de Milnor) de l'intersection de (Xo, 0) avec un i-plan général
de C^1.

En particulier ^(Xo) = 1 et ^(Xo) est égal à la multi-
plicité de Xo moins 1.

Théorème 2. — Si le couple (X, Y) vérifie les conditions de
Whitney au voisinage de 0 dans Y, la suite (JL^^X^, y) est
constante au voisinage de 0 dans Y.

Preuve dans le cas p = 1. — Soient i, 1 ̂  i ^ n + 1, et
(î/^) une suite de points de Y tendant vers 0.
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II existe un ouvert dense ^o de i + 1-plans passant par
Y tel que ^(Xo n H, 0) = ^(Xo, 0) pour H e ^o.

Pour r e N, il existe un ouvert dense ^ de i + 1-plans
passant par Y tel que ^\Xy n H, y,) = ̂ \Xy, y,) pour
H e -T,.

Dans le cas où 2 ^ i ^ n 4- 1, le théorème 1 assure
l'existence d'un ouvert dense y<° de i + 1-plans passant
par Y tel que, pour tout H e ̂ \ il existe un voisinage
ouvert WH de 0 dans lequel X n H est réduit, son lieu
singulier relatif est Y et (X n H, Y) vérifie les conditions
de Whitney.

Pour H e ̂  et y e Y n WH, on déduit du théorème
de Thom-Mather ([7]) que (Xy n H, y) et (Xo n H, 0) ont
même type topologique et donc, d'après ([4] 0 Théorème 1.4)
que :

^)(X, n H, y) = ̂ )(Xo n H, 0).

Prenons alors, pour 1 ^ i ^ n, un i + 1-plan

H e r<1) n -To n ( n,'r,)

(dense) et un point y^ e WH (pour i = 1, référons-nous à
la remarque suivant la démonstration du théorème 1).

Nous savons :

^(X^, ̂ ) = ̂ (X^ n H, y,) = ̂ (X, n H, 0) = ^(Xo, 0).

Ainsi, pour toute suite (y^) de points de Y tendant vers 0,
(^(X^, y^) (1 ^ i ^ n + 1) est constant et égal à ^(Xo, 0)
dès que r est suffisamment grand; ceci implique que l'appli-
cation y\—^ (A^(Xp y} est constante au voisinage de 0
et, par conséquent, localement constante sur tout voisinage
ouvert de 0 dans Y le long duquel (X, Y) vérifie les condi-
tions de Whitney.

Preuve du Théorème 2 pour un nombre quelconque de para-
mètres. — Dans la situation décrite au début, si (X, Y) vérifie
les conditions de Whitney le long d'un polydisque ouvert 0,
de centre 0 dans Y, pour tout changement de base t == Y(r),
y : (D, 0) -^ (t2, 0) le couple (X', D) obtenu a pour lieu
singulier relatif (à la rétraction canonique p' : X7 -> D) D
et vérifie les conditions de Whitney le long de D.
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En effet, notons :

F == îd X y : C"+1 X D -> C"+1 X t2
a-, == z.. o F i = 0, . . . , n
G = F o r.

Nous avons :
Jp,(G) = Jp(F)(^,

S^^Sz.^or
.=. .̂ \.â ôzj

^j^r^.
ÔT ^ ̂ Of, ^ &T

De plus, pour tout disque d'épreuve h : (D, 0) -> (X', y ' ) tel
que y' e D et h(D - {0}) c X' - D, si l'on note v la
valuation de ^x.,y associée à /? et w celle de (î>x (,.)
associée à F o ^, on a :

a} '(^^^"(^"W17^^^))6) v (à "•• ̂ )= w (iz' ̂ )> -(z) + -(^(î^))
= ^^) + ^(Jp,(G))

d'où les conditions de Whitney pour le couple (X', D).
Terminons maintenant la démonstration :
D'après la première partie (p = 1), pour tout changement

de base y et tout T e D, (AW(X^), Y(-r)) est égal à

^(Xo, 0)

(car D est connexe) ; par conséquent

V.W{X,, y) = (xW(Xo, 0).

pour tout y e £2 (on peut « joindre » tout point de û à 0
par un tel chemin y)-

Notons enfin que, dans ([2] corollary 6.2), H. Hironaka
avait déjà montré que (^(X,, y) est constant au voisinage
de 0 dans Y. "
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3. Corollaire.

Toujours dans la situation décrite au début, il y a équiva-
lence entre les conditions suivantes :

1) Le couple (X, Y) vérifie les conditions de Whitney
au voisinage de 0.

2) La suite (JL^^X^, y) est constante pour y voisin de 0
dans Y.

3) « Conditions (C) de 23. Teissier » :
Pour 1 ^ k ^ p

|ï.^...,,.)^,...,f)
ô^ \bZo bzj ^n+l+p

4) « Condition d^H. Hironaka » :
L'éclatement de X le long de (zç, . . ., zJJp(F) est équidi-

mensionnel au-dessus de Y au voisinage de 0.
1) ===>• 2) c'est notre théorème 2.
2) ^=^ 3) est montré par B. Teissier ([5] Theorem 3).
2) ==^ 4) il suffit de montrer 4) pour tout changement de

base ([3] théorème 2) ; il suffit donc de montrer 4) dans le cas où
p = 1, or 2) implique Péquimultiplicité de l'idéal

/ . /ôF ôF\ ,,
(^0, ...^n (——. • • • . , — — ^\ÔZo ôzj

([4] II. Corollaire 1.8) et on conclut avec la proposition 3.1
de ([4] II).

4) ==^ 1) est montré par J. P. Spéder dans ([3]).

Remarque. — Les conditions équivalentes d'équisingula-
nté ainsi obtenues sont strictement plus fortes que la trivia-
lité topologique (voir [1]).
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