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LES CONDITIONS DE WHITNEY
IMPLIQUENT « u® CONSTANT »

par J. BRIANCON et J.-P. SPEDER

La situation que nous étudions est la sulvante:
X est un représentant d’un germe d’hypersurface a 'origine
de C*! x Cr(n > 0, p > 0), définie par I'équation

F(z,t) =0 (o0 z=(z, ...,3%,)
et t=(t,...,1%,)); nous supposons que X contient
Y = {0} x Cr

et que, si p désigne la rétraction canonique de X sur Y,
I'idéal jacobien relatif (a la rétraction o)

doF oF
J(F) = <bz0, - ) 0y

n

défimit Y.

Dans ces conditions, pour y €Y assez voisin de 0, la
fibre X, de p au-dessus de y est alors un représentant
d’un germe d’hypersurface a singularité isolée de G x {y}.

1. Conditions de Whitney et sections planes génériques.

Dans la situation précédente, lorsque p = 1, nous mon-
trons:

TatoriME 1. — Si le couple (X, Y) vérifie les conditions de
Whitney au voisinage de 0, il existe un ouvert dense v®
(2 <1 < n) de la grassmannienne des 1 -+ 1-plans passant
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par Y tel que, pour tout He v® et dans un voisinage de
0 dépendant de H:

e X nH est réduit.
o Le lieu singulier relatif de X N H est Y.
(X nH, Y) vérifie les conditions de Whitney.

Etant donnés un disque d’épreuve
kh: (D,0) - (C™1 x C, 0)
et ¢ la valuation associée dans I’anneau local 0,,, o, nous
noterons :

o(z) = inf o(z), 9(J,(F)) = ﬁfoGE>

0<ign 0<i<n 0z;

Lemme 1. — Si (X, Y) vérifie les conditions de Whitney
en 0, pour tout disque d’épreuve h envoyant D — {0} dans
X—Y, ona:

ot

p <t E) > ¢(z) + o(J(F))

Preuve du lemme 1. — Pour 7 e D, soit
h(v) = (2(7), - - -, 2(7), ¥7))-

Par hypothese, F o h est identiquement nul, on a donc:

(ﬂzwwfo@m+numww%ogm
oF

= — () (57 o k) ()
que I'on note P(r)(r e D). oF

. oF
D’autre part, si = g — z
p ’ Q 0 bZo + + n bzu

de Whitney ([8] page 540) impliquent :
(**) 9(Q) > ¢(z) + ¢(Jo(F))

De maniére évidente, I’ordre de P(r) est au moins égal &
9(z) + ¢(J(F)) — 1; nous allons montrer que 'on a, en fait,
une inégalité stricte.

En effet :
— si « = ¢(z), nous avons z(t) =a7*+ --- (0 < i < n)
ou les a; sont non tous nuls.

Zo

, les conditions
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— st P = ¢(J,(F)), nous avons

<2£oh)(r)=bi¢?+ L (0<i<n)

oules b; sont non tous nuls.
Nous avons alors :

P(s) — « ( 3 aibi> o1 |

i=0

et (Q o h)(x) = (2 a,-bs> TS N

i=0

i=o0
est strictement supérieur & o« + B — 1.

Finalement, grace & (*), <t %};) — 1 égale Tordre de
P(r) et donc v(t%) > o + B. (

D’apres (**), <é aib,-) est nul et donc lordre de P(r)

Lemme 2. — St (X, Y) vérifie les conditions de Whitney
en 0, il existe un ouvert dense v® (1 < 1 < n) de la grass-
mannienne des U+ 1-plans de C' X G contenant Y tel
que, pour H e ¥® et tout disque d’épreuve

h: <D7 O) g ((X N H)red7 0)
on ait:
J,(F) o h = J,(F[H) o h
ou (X N H), désigne Uespace analytique réduit sous-jacent
a X NnH et J(F[H) est la restriction ¢ (X N H), de
U'idéal jacobien relatif de F[H.

Preuve du Lemme 2. — Nous utilisons le théoréme suivant

de B. Teissier et J. P. Henry ([6]).

Tutorime. — Soit G(wy, ..., 2. a, ..., a,) une fonction
analytique complexe au voisinage de {O} X C? < Cr x Co.
On suppose que G et son idéal jacobien relatif (& la rétraction

. 0
canonique  C" X G? — {0} x C9) <bG cey :—G> 0, sont
] Z,
contenus dans Uidéal (zy, ..., x,) 0,,,
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Il existe un ouvert dense ¥" de C¢ tel que, pour tout ae¥”
et 1=1,...,¢q, onait:

G e (= oG z aG) 0
baj 1 bxl, ey Ip b.’l),./ r+q, (0, a)

(cloture intégrale).

Pour a =(a,;) 0 <l <n—1,n—i+1<j<n appar-
tenant a COC=D>i potons H, le ¢ + 1-plan d’équation

\ —
Zg = X Qo By « s Bpey = 2 Ap—i, j3j-
J J

Définissons aussi o : G X G X GO=#D>i . G+l x G par
“’(Zn—i+11 c ooy %y t;a>= ( 2 ao,jzj’ sty 2 an—i,jzj’ zn—i+1’ <o oy Zpy t)-
J J

Comme B. Teissier dans ([6]), appliquons le théoréme

précédent & G = F oo qui vérifie de maniére évidente les
hypothéses du théoréme puisque 'on a:

(dG "3t aF dF . .
g—_‘Zaug;”"*'bzf’w n—i+1<j<n

. 0z 1=0 l J
oG _ dF

—_— — 0
% =

Il existe par conséquent un ouvert dense ¥~ de GO+ =i te]
que pour a € ¥ et tout (l,j), on ait:

oG ( oG 3G 3G
—_— E zn_i+1 _— “ e ey Z - t -
‘ 0 ©, 2

n
oay Zn—i+1 0z, ot

Fixons a €7 et, quitte a faire un changement linéaire de
coordonnées en (z, ..., 3,), supposons que a = 0.
Nous avons alors :

oF oF/H . .
<5—z;>/H0= b/ZJO n——L—{—iS]Sn

Prenons maintenant un disque d’épreuve

h: (D, O) - ((X N Ho)redy 0)7
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il nous reste & montrer que
OF" . oF .
v(—) = inf v—)Oslsn—z.
bz{ n—i+1<j<n sz
Quitte a permuter les coordonnées z, ...,z,;,, nous
oF : OF
pouvons supposer que ¢(— )= 1nf ¢(— et donc
oF 0z, o<i<n—i  \0%
aussi que ¢ (— ) = ¢(J (F)).
0%
Nous pouvons enfin nous limiter au cas ou

h(D — {0}) = (X N Hy)rea — Y

<car sinon ¢ <6—E) = - oo).
0z

Le disque d’épreuve h se releve en h: (D, 0) — (G-1(0),
(0,0)) tel que h=woh et aoh=0; nous noterons w
la valuation associée a h.

D’apres le théoréeme précédent, nous avons :

* _99_ i ] 3G ‘b-g
&) (bao,) > ind [W(z) + n—i—:?ijén ¥ (sz>’ " (t °t>

pour n — i+ 1 <j < n.
Or, nous avons:

3G . dOF
dag ; oz

oo n—i+1<j<n

et d’autre part, d’aprés le lemme 1 :

w <t °—£—> = (t%) > 0(z) + o(J,(F)) = v(z) + v (ﬁ)

0%,

Finalement, puisque Hy, = {zy = --- = z,_; = 0} I'inéga-
lité

. . F G
(*) o(z)+ v(%—g) > inf [v(z) + n—il?sfjsn g <:Zj>’ w(t%)]

implique :
v <——b ) > mf ¢ (——b - )
0z, n—i+1<Jj<n 03
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Remarque. — Sous les conditions du lemme 2, il résulte

e ([4) O proposition 0.4) que:
JP(F) 0(an)red,0 = JF(F/H)O'

Dans un voisinage de 0 dépendant de H, le support du
lieu singulier relatif de X N H est donc identique & Y.

Preuve du Théoréme 1. — Comme i > 2, la remarque
précédente indique que, dans un voisinage de 0 dépendant
de H, X n H est réduit.

De plus, pour tout Hev® et tout disque d’épreuve
h: (D,0) - (X NnH,y) (o4 y appartient & un voisinage
de 0 dépendant de H), nous avons aussi:

J,(F) o h = J,(F/H) o h

Supposons encore que le ¢ + 1-plan H ait pour équations

Zg = -+ = %,_; = 0. Pour assurer les conditions de Whitney
de (X N H, Y) au voisinage de O, il suffit donc de montrer
que, pour tout disque d’ épreuve : (D,0) > (X nH,y)

tel que y est suffisamment voisin de O dans Y et

h(D — {0}) = (X n H) =Y,

on a:

an) v(b_g) > o(J,(F/H))
ba) o< 3 zjg—g> > o(z) + o(J,(F/H))

Jj=n—i+1

Or, comme le couple (X, Y) vérifie les conditions de Whitney
en y, on a:

a) v<°b—lj> > o(J,(F))
b) o (E % g;) > o(z) -+ o(J ()

D’ou le résultat puisque, d’apreés le lemme 2,
o(Jo(F)) = o(J(F[H)).
Remarque. — Dans le cas ou ¢ =1, le lemme 2 et sa

remarque permettent d’obtenir le résultat analogue suivant:
Pour tout plan H e ¥®, 1l existe un voisinage ouvert
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Wy de 0 tel que, pourtout ye Y N Wy, X, nH et X, N H
ont méme multiplicité en y et 0 respectivement.

Pour ceci, 1l suffit de montrer qu’au voisinage de 0 on a
(X N H),eg = Y. Supposons le contraire : il existe un disque

d’épreuve h: (D,0) - ((X N H),q, 0) tel que
h(D - {O}) < (X N H)red —Y.

Quitte & faire un changement linéaire de coordonnées en
Zgy - - -5 Z,, TNOUs pouvons supposer que H est défini par les
, . dF
équations zy = .- =3z, ; = 0; ¢(z,) et ¢ <6— (remarque

z

n

du lemme 2) sont alors finis, ce qui est en contradiction avec
la condition b) de Whitney pour le couple (X,Y) en 0 qu

implique :
oF oF
v (z,, S—z_,,) > ¢9(z,) + ¢ (bzn)

2. Les conditions de Whitney
impliquent « p™ constant ».

Rappelons que B. Teissier ([4]) attache & un germe
(X, 0) = (€™, 0)

d’hypersurface a singularité isolée, une suite décroissante
d’entiers :

W®(Xy) = (WOD(X,), ..., 1O(Xy), . ., wO(X,))

ou p®(X,) est le nombre de cycles évanescents (ou nombre
de Milnor) de I'intersection de (X,, 0) avec un i-plan général
de G,

En particulier p@(X,) =1 et p®(X,) est égal a la multi-
plicité de X, moins 1.

Théoréme 2. — St le couple (X,Y) vérifie les conditions de
Whitney au voisinage de 0 dans Y, la suite p™(X,,y) est
constante au voisinage de 0 dans Y.

Preuye dans le cas p=1. — Sotent 1, 1 <t <n+1, et
(y,) une suite de points de Y tendant vers 0.
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Il existe un ouvert dense 77, de ¢ + 1-plans passant par
Y tel que u®(X, N H,0) = u9X,,0) pour Hevr,.

Pour reN, il existe un ouvert dense ¥, de i+ 1-plans
passant par Y tel que p®(X, N H,y,) =up9X,,y,) pour
Hevr,.

Dans le cas ot 2 <t < n-+ 1, le théoréme 1 assure
Iexistence d’un ouvert dense ¥® de i+ 1-plans passant
par Y tel que, pour tout H e »® il existe un voisinage
ouvert Wy de 0 dans lequel X n H est réduit, son lieu
singulier relatif est Y et (X N H,Y) vérifie les conditions
de Whitney.

Pour Hev?® et yeY N Wy, on déduit du théoréme
de Thom-Mather ([7]) que (X, n H,y) et (X, N H,0) ont
méme type topologique et donc, d’apreés ([4] 0 Théoréme 1.4)
que :

WO(X, A H, y) = uO(X, N H, 0).
Prenons alors, pour 1 < i < n, un ¢+ 1-plan
Hevy® nvy, n(ny,)

(dense) et un point y.€ Wy (pour @ =1, référons-nous &
la remarque suivant la démonstration du théoréme 1).
Nous savons :

pO(Xy, y:) = wO(X, N H,y,) = pO(X, N H,0) = uO(X,, 0).

Ainsi, pour toute suite (y,) de points de Y tendant vers 0,
pO(X,,y,) (1 < i < n+ 1) est constant et égal & p®(X,, 0)
dés que r est suffisamment grand; ceci implique que ’appli-
cation yr— pu®(X,,y) est constante au voisinage de 0
et, par conséquent, localement constante sur tout voisinage
ouvert de 0 dans Y le long duquel (X, Y) vérifie les condi-
tions de Whitney.

Preuyve du Théoréme 2 pour un nombre quelconque de para-
métres. — Dans la situation décrite au début, si (X, Y) vérifie
les conditions de Whitney le long d’un polydisque ouvert Q
de centre 0 dans Y, pour tout changement de base t = y(7),
y: (D,0) > (Q,0) le couple (X',D) obtenu a pour lieu
singulier relatif (4 la rétraction canonique p': X' - D) D
et vérifie les conditions de Whitney le long de D.
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En effet, notons :

' =Id X y: C*1 X D -G X Q
=z 1=0,...,n
G=Fo.Tr.

Nous avons:

JP,(G) = JP(F)(DX,
3 x,-ZE:(z ziEE) oI

i=o0 dx; i=o0 0z

g (OF p)n
0T ot o7

b

k=1

De plus, pour tout disque d’épreuve h: (D,0) - (X', y') tel
que y' €D et h(D— {0}) =« X' — D, si l'on note ¢ la
valuation de Ox., associée & h et w celle de 0y,
associée 4 ' o h, on a:

a) v<f’£’> > 1<ifipw<:£> > w(I,(F)) = o(J,(G))

b e <§ N %;) . @ 4 zf) > w(z) + w(J(F))
= o(a) + o(J,(G)

d’ou les conditions de Whitney pour le couple (X', D).
Terminons maintenant la démonstration :
D’aprés la premiére partie (p = 1), pour tout changement
de base y et tout re D, p™(X ), v(7)) est égal &

w®(Xo, 0)
(car D est connexe); par conséquent
b®(Xy, y) = wH(Xo, 0)

pour tout y € Q (on peut « joindre » tout point de Q a 0
par un tel chemin ). :

Notons enfin que, dans ([2] corollary 6.2), H. Hironaka
avait déja montré que p®(X,, y) est constant au voisinage

de 0 dans Y.
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3. Corollaire.

Toujours dans la situation décrite au début, il y a équiva-
lence entre les conditions sutvantes :

1) Le couple (X, Y) vérifie les conditions de Whitney
au voisinage de 0.

2) La suite p™(X,, y) est constante pour y voisin de 0
dans Y.

3) « Conditions (C) de B. Teisster »:
Pour 1 <k<p

oF dF oF
— € (Zo, c ey ") <— DRI ‘_> 0n+1+p

N

ot, oz 03z,
4) « Condition d’H. Hironaka »:
Léclatement de X le long de (z, ..., z,)J,(F) est équidi-

menstonnel au-dessus de Y au voisinage de 0.
1) = 2) c’est notre théoréme 2.
2) <=~ 3) est montré par B. Teissier ([5] Theorem 3).

2) = 4) 1l suffit de montrer 4) pour tout changement de
base ([3] théoréme 2); 1l suffit donc de montrer 4) dans le cas ol
p =1, or 2) implique I’équimultiplicité de I'1déal

(Zo, - - 2) (9—F N ﬁ) 0,

b .
27, "2z,

([4] I1. Corollaire 1.8) et on conclut avec la proposition 3.1
de ([4] II).
4) = 1) est montré par J. P. Spéder dans ([3]).

Remarque. — Les conditions équivalentes d’équisingula-
rité ainsi obtenues sont strictement plus fortes que la trivia-
lité topologique (voir [1]).
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